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Sur I’équation aux dérivées partielles
4z = {(x,y,z,p,q) 1I

par

Tokui Sato

1. Introduction.

Dans un article antérieur !) j’ai étudié le probléeme de Dirichlet
pour ’équation 4z = f(,y, 2, p, ¢). Dans cet article je rechercherai
ce probleme plus profondément.

D’abord nous donnons quelques remarques qui seront utiles dans
la suite.

Nous dirons que 2(z, y) est une fonction réguliere dans un
domaine D, si 3(z, y) ainsi que ses dérivées partielles d,z(z, y),
0,2(z, y) du premier ordre sont continues dans D.

Soit z(2, y) une fonction continue dans un voisinage d’un point
(@, y). Posons Az(z, y), Az(z, y) et Az(x, y) respectivement

2m

2
dz(z, y) = lim — )  {z(z+7 cos 0, y-+r sin 0)—z(, y)}db,
o tr2 Jo

27

- 2
42(z,y) = lim —; | {3(x+7 cos 0, y+r sin 0)—=z(z, y)}do,
r—>o Tr¢Jo

2m

2
Ax(x,y) = lim — | {z(z+47 cos 0, y-4r sin 0)—z(, y)}do.
r—>Q nréJo

Soit f(x, y) une fonction définie dans un ensemble E. Posons
{(@o, Yo)» flao, yo) respectivement

(@0, Yo) = lim f(z, y) pour (z,y) — (o, Yo), (@, y) € E,
f(@o, yo) = lim f(z, y) pour (z,y) > (%o, Yo): (%, y) ¢ E,

ou (z,,Y,) est un point de £ (= E u E’).

Soient D, et D, un ensemble de I’espace & m dimensions et celui
a m dimensions respectivement, et soit f(x;y) une fonction
définie dans Dy X Dy, ot & = (24, Zgy - -+ Zr) € Dy, ¥ = (Y15 Y25 ooy
Y.) € Dy. Soit D, un ensemble borné et fermé quelconque contenu
dans D,. Si f(x;y) est bornée dans D, X D,, nous dirons que
f(x; y) est bornée au sens généralisé par rapport d y dans D, X D,.
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Soit C une courbe de Jordan fermée, désignons par (C) l'intérieur
de la courbe C et par [C] le domaine fermé (C) u C.

2. La plus grande solution.

D’abord nous donnons une des propriétés fondamentalles de
I’opérateur 4.

THEOREME 1. Supposons qu'une suite {z,(z,y)} de fonctions
continues converge uniformément dans (C,) vers ume fonction
continue z(z, y), ot C, est un cercle de centre (z,, y,) et de rayon p.

Si les suites {4z,(z,y)} et {Az,(z,y)} convergent uniformément
dans (C,) vers une fonction continue Z(z, y), on a

Ax(2, y) = Z(z, y) (@, y) € (Cp)-

Soit p’ un nombre tel que 0 < p’ < p. On peut prendre une suite
{fa(z, y)} de polynomes convergant uniformément dans [C,,] vers
la fonction Z(z, y).

Il existe donc N, tel que

(1) Vn(w9 y)—g(w’ y)l < 8/2 n g Nl’
pour &(> 0) donné & I'avance.

Par hypothése on peut prendre N, tel que

|4z.(z, y)—2(z, y)| < /2, |dz,(z, y)—E(z, y)| < ¢/2 n = N,.
Posons N = max {N,, N,}, les inégalités
(2) Iézn(m’ y)—"/n(w’ y)‘ <e¢, Ijzn(w’ y)—fn(m’ y)l <& n g N

subsistent dans [C,].
D’apreés (1) la suite {f,(x, y)} est bornée dans [C,,].
I’équation

4z = f. (2, y)

admet donc une et une seule solution réguliere dans (C,) et
prenant les valeurs z,(xz, y) sur C,,, qui sera désignée par z =
Ca(zs y). On a done

1
) = — o [ Glays & (e midsdntho(e, ),
27J J(cpn

ol G(z, y; & n) est la fonction de Green, et h,(z, y) la fonction

harmonique dans (C,) et prenant les valeurs z,(z, y) sur C,,.
D’aprés le théoréeme de Harnack, la suite {h,(z, y)} converge

uniformément dans (C,,) vers k(z, y). On a donc
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fn—>00

® = gim ] ey e ity

27 nsoo

= f o, @ U 6 MEE Wddn+h(e )

Les inégalités (2) entrainent

L2,(@, y)—s < f(@, y) nzN
dans (C o)
D’aprés le théoreme de comparaison, on a
zZq(, y)+81/’(w’ y) = Cn(w, Y) n=N
dans [C,], ol y(z,y) est la solution de I'équation 4z = —1
réguli¢re dans (C,) et s’annulant sur C,. De méme on a
z,;(m, y)—ey(@, y) = L, y) n =N

dans [C,]. On a donc
(@ y)—ep™ < 3(z, y) = (2, y)+ &
e(> 0) étant arbitraire, on obtient
z(z, y) = {(z, y).
La relation (3) entraine
A3(z, y) = Z(z, y), C.Q.F.D.

Donnons un lemme qui est un corollaire des théorémes 1 et 11 de
Particle susmentionné 2).

Dans ce numéro, nous désignons par D un domaine appartenant
a la classe 4, et par C la frontiére de D.

Soient w(z, y) et @(z, y) des fonctions régulieres dans D et
continues dans D. Supposons de plus les inégalités

oz, y) =0 =< d(z, y), (z, y)eC,
dd(@, y) < 0 < do(z, y) (z,y)eD.
D’apres le théoréeme de comparaison, on a les inégalités
oz, y) =0 = d(z, y) (z,y) e D.

LemME 1. Soit F(z,y, 2, p, q) une fonction continue et bornée
dans (z,y)eD, o(z,y) <2 < d(@y), —0 <p,q < +o.
St Pon a les inégalités
da(z, y) < F(2, y, (2, y), 9,0(z,y), 9,0(z, y)),
do(z,y) = F(z, y, oz, y), 3,0 (2 y), d,0(z, y)),
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Véquation
(4) 4z = F(2, 4, 2 p, q)
admet une solution z = z(», y) réguliére dans D s’annulant sur
C et satisfaisant aux inégalités
o(@,y) = 2z, y) = é(z, y)
dans D.
THEOREME 2. Soit f(z, y, 2, p, ¢) une fonction continue, bornée

au sens généralisé et non décroissante par rapport d z dans (z, y) € D,
—0 < 3 P, q < + 0. Légquation

(5) 4z = f(z, y, 2, p, q)
admet la plus grande et la plus petite solutions réguliéres dans D
et s’annulant sur C.
Si I’équation (5) admet une solution z = z(z, y) réguliére dans
D et s’annulant sur C, on a
[2(@, y)| = MR?/4,

ol R est le diamétre de D et |f(z, y, 0, p, ¢)| =< M.
Posons

f(w’y’ —F,p,q) z<—Ps
g(m,y,z,p, 9)= f(w’y’z’p’Q) —I'sz =T,
f(@, 9, I'p, q) I <z,

I' = (M+41)R?/4;
g(@, ¥, 2, p, q) est bornée dans (z,y) e D, —0 < 2, p, ¢ < + 0.
Soit {e,} la suite de nombres tels que ¢, | 0(¢; < 1).
Posons
@(m’ y) = —Gy(z,y), &z, y)= Gy(z,y),
ou y(z, y) est la solution de 4z = —1 réguliere dans D et s’annu-
lant sur C, et que |g(z, ¥, 3, p, q)|+1 = G.
D’apres le lemme 1, 1’équation
Az = g(z, ¥, 2, p, 9)—¢,
admet au moins une solution réguliere dans D et s’annulant sur
C, qui sera désignée par z = 3,(z, y). On a
2(@, y)| = (M+1)R?/4.
D’apres le théoréme de comparaison, on a

(6) 2,(2, Y) = 2@ y) = 2(2, y) (z,y )e D.
Les familles des dérivées partielles {0,z2,(2,y)}, {9,3,(z, y)} sont
normales dans D. On peut donc supposer que

z,(x, y) = Z(z, y),
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02,(@, y) > 02(2, y),  0y2.(7, y) — 0,%(2, y)
uniformément dans D, en prenant, s’il est nécessaire, une suite
partielle 4).

Par définition, on a
Az, (x, y) = g(&, Y, 2,(T5 Y)s 0224(25 Y), 0y 2,(T, Y))—e,
D’aprés le théoréeme 1, on obtient

Ai(z, y) = f(z, y, Z(>, y), 0,%(z, y), a,Z(w, Y))-
Les inégalités (6) entrainent
2z, y) = 2(z, y) (@, y) e D, C.Q.F.D.
De méme on peut démontrer P’existence de la plus petite solution
réguliére.
D’une maniére analogue nous obtenans le corollaire suivant.
CoRrOLLAIRE. Soient F(z,y, 2, p, q) une fonction définie dans
(v, y)eD, —0 <2z,p,q <+ et f( ¥,z p,q) une fonction
satisfaisant @ Uhypothése du théoréme 2.
Supposons que Uon ait U'inégalité
1@, Y 20, P, 9) = Fl2, 9, 2, P, 9)
pour (z,y) e D, 2, < 2, et que Péquation (4) admette une solution
z = 2(x, y) qui est réguliére dans D et continue dans D.
St Pon a Pinégalité
(7) 2z, y) = (2, y) (2(z, y) = 2(z, y))
sur C, l'inégalité (7) subsiste aussi dans D, otz = (2, y) (2 = 2(, ¥))
est la plus grande (petite) solution de (5) réguliére dans D et prenant
les valeurs continues z(x, y) sur C.

TuEOREME 8. Dans les mémes hypothéses qu’au théoréme 2,
Péquation (5) admet la plus petite etla plus grande solutions réguliéres
dans D et s’annulant sur C, qui seront désignées par z = z(x, y)
et z = Z(x, y) respectivement. Soit (z,, y,) un point dans D, et soit
2y une valeur telle que z(zy, yo) < 29 = Z(2o, Yo). Alors il existe une
solution z = z(x, y) réguliére dans D telle que

(%o, Yo) = Zo»
Hx, y) < 2@ y) < i y) (z,y) e D.
Posons, en effet,
z = u+z(, y).
L’équation en u devient

(8) Au = g(z, y, u, 0,u, 0,u),
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ou

g(z, y, u, 0,u, 0,u)
= f(@, y, u+z(z y), 9, u+0.2(z, y), 9,u+0,z(z,y))
—f(@ ¥, 2(z, y), 9,2(2, y), 0y2(2, y)).

I1 suffit donc de montrer que 1’équation (8) admet une solution
u = uy(z, y) réguliere dans D et s’annulant sur C telle que

Uo(Zo5 Yo) = %o,

0 = uy(z, y) = 2(z, y)—2z(z, y) (2 y) ¢ D.
Posons
g(z, y, 0, 0,u, 0,u) u <0,
h(z, y, u, 0,u, 0,u) = { g(z,y,u, d,u, 0,u) O0=u=<1I,
gz, y, I, 0,u, 0,u) I' < u,
I'= (2M +1)R?/4,
ol

(2, y, 2(2, y), P> )| = M.
h(z, y, u, p, q) est bornée et continue dans (z,y) e D, —o0 < u,
P, ¢ < +oo. Considérons 1’équation
(9) Au = h(z, y, u, 0,u, 0,u).
Puisqu’une solution quelconque u = u(z, y) réguliére dans D et
s’annulant sur C de 1’équation (8) satisfait aux inégalités
0<u(@y)<I (xy)eD,

u = u(z, y) est une solution de I’équation (9). La réciproque est
d’ailleurs exacte.
Soit {e,} une suite de nombres tels que ¢, | 0, & < 1.
Considérons 1’équation

(10) Au = h(z, y, u, 0,u, 0,u)+e¢,(tan"u—n/2)/x,
ol tan~10 = 0. D’aprés le théoréme d’existence et celui d’unicité,
P’équation (10) admet une et une seule solution w = 4,(z, y)
réguliere dans D et s’annulant sur C. D’apres le théoréme de
comparaison, on a
0 = u(z, y) = 4.(2, ) (z,y) e D,

ol u = u(x, y) est une solution réguliere dans D et s’annulant sur
C de ’équation (9).

Considérons I’équation

Au = h(z, y, u, 0,u, 0,u)+¢,(tan"u—=n/2)ln+4 0 < 1 <Ze,.

Cette équation admet une et une seule solution u = u(z, y, 1)
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réguliere dans D et s’annulant sur C. D’apres le théoréme de
continuité 8), u(z, y, 1) est une fonction continue par rapport aux
variables z, y, . Par définition on obtient

u(z, y, 0) = 4,(z, y), w(®, y,e,) =0 (z,y) e D.
Il existe donc un nombre 4, tel que
U(Zg> Yo, An) = Uy, 0= 42, =e¢,
Désignons par v = u,(z, y) la solution réguliére et s’annulant sur
C de I’équation
Au = h(z, y, u, 0,u, 0,u)+e¢,(tan"'u—=/2)[/n+4,.
Par suite u,(z, y) s’exprime comme suit:

U, (2, y)

1
= — o [ 6@ 45 & A 1 & m), Bt 1), Byl )

+ea(tan=u, (&, n)—x/2)/x+A,}dédn.

Les familles {u,(z,y)}, {0,u.(z, y)} et {d,u,(, y)} sont donc
normales. On peut supposer que
lim u,(z, y) = uy(z, y),

lim 0,u, (2, y) = d,up(®, ),  lim O,u,(2, y) = 9,uo(2, y)

n—00
uniformément dans D, en prenant, s’il est nécessaire, une suite
partielle.
Par définition on a

Aun(w’ Z/) = h({t:', Y, un(w’ y)’ axun(w’ y)’ ayun(m! y))
+¢,(tan—u, (2, y)—=/2)/n+4,,
d’ou
Uy(Zg, Yo) = Uys ;
Auy(z, y) = h(, ¥, ug(, ¥), I,u(z, y), 0,ue(z, y)), C.QF.D.

3. Théoréme de Harnack généralisé.

Nous étendrons le théoréme 15 dans l’article susmentionné.

THEOREME 4. Soient D un domaine appartenant & la classe
Ay et f(z, y, 2, p, q) une fonction continue, bornée au sens généralisé et
non décroissante par rapport @ z dans (x,y)eD, —0 <z,p,q
< - 00. Supposons que Uéquation (5) admette au plus une solution
réguliére dans D et premnant des valeurs données et continues sur C.

Soit {z,(x, y)} une suite de solutions de équation (5) réguliére
dans D et continues dans D.
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St la suite {z,(x, y)} converge uniformément sur C, elle converge
uniformément (au sens strict) dans D. Désignons par z(z,y) sa

fonction limite. 3(x, y) est une solution de Péquation (5) réguliére
dans D et continue dans D, et on a

lim 0,2,(z, y) = 0,2(x, y), lim d,3,(, y) = 9,2(2, y),
la convergence étant uniforme dans D.

Soit h,(z, y) une fonction harmonique dans D et prenant les
valeurs z,(z, y) sur C. Posons

Za(, Y) = u,(@, y)+h, (2, y);
u,(x, y) est une solution réguliere dans D et s’annulant sur C de
I’équation en u
(11) du = f(@, y, u+h,(@, y), Du+0.h,(x, y), Ou+0,k,(2, y)).
Puisque [2,(z, y) = K(rn=1,2,...) sur C, on a |h,(2, y)|
<K(n=1,2,...) dans D. On a donc
1@, y, ut-h, (2, y), 0,u+0,h,(2, y), 0,u+0,h,(2, y))

—(@ Y, ha(2, ), Opu+0,h,(2, y), 0,u+0,h,(z, y))
<0 u <0,
=0 uw =0,

et
If(@, ¥, ha(@, y), Ou+ 0 b, (2, y), O,u+0,h,(2,y)) = M.
Par suite on obtient
ju,(z, y)| = M R?[4 (rn=12...)
dans D, ou R est le diametre de D.

Par la méthode utilisée dans la démonstration du théoréme 2
on peut supposer sans perdre la généralité que f(z, y, u+h,(z, y),
0,u+0,h, (2, y), 0,u+0,h,(z,y)) (n=1,2,...) soient bornées
dans (2,y)eD, —c0 < u,p,q < +o0. Par hypothése u,(z, y)
s’exprime comme suit:

u, (@, ¥)
1
-2 f f G(@, 15 & ME m, w,(E n)+ho(E: ),
7T D

Ot (&, )+ 05k (&, 1)y Oy10n(8; 1)+ 0y hu(§, m))dédn.
Les familles {u,(z, y)}, {0,u.(z,y)}, {9,u,(®,y)} sont donc
normales. On peut prendre une suite partielle {u, (2, y)} qui tend
vers (2, y) uniformément (au sens strict) dans D. On a donec
!im a,u,,,(m, y) = dyu(a, y), !im avun,(w! y) = auu(w, Y)
j—00 =0

la convergence étant uniforme dans D.
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Par suite u(x, y) est une solution de I’équation (11) réguliére
dans D et s’annulant sur C.

Soit {w, (z, y)} une suite partielle quelconque de {u,(z,y)}.
Si {w, (z, y)} tend vers uy(z, y) uniformément dans D, u,(z, y) est
de méme une solution de 1’équation (11) réguliere dans D et
s’annulant sur C. Par hypothése on a

u(w» ?j) = “o(wv y)’

d’ou
lim u,(z, y) = u(z, y),
lim 0,u,(z, y) = d,u(z, y), lim 0,u,(z, y) = d,u(x, y),

la convergence étant uniforme dans D. Donc si I’on pose

3(x, y) = lim 2,(z, y) = lim (u,(z, y)+h.(z, y))

= u(, y)+h(z, y),
g(2, y) est une solution de I’équation (5) réguliere dans D et
continue dans D, C.Q.F.D.

Soient D un domaine et D, un domaine quelconque appartenant
a A, dont la fermeture D, est contenue dans D. Si I’équation (5)
admet au plus une solution réguliere dans D, et prenant des
valeurs données et continues sur la frontiéere de D,, nous dirons
que I’équation (5) satisfait & la condition (U) dans D.

THEOREME 5. Sotent D un domaine dans le plan des variables
z, y et f(z, y, 2, p, q) une fonction bornée et continue dans (x, y) € D,
—w < 2P, q<-too. Supposons que Uéquation (5) satisfasse
a la condition (U) dans D.

Si une suite {z,(z, y)} de solutions de I'équation (5) réguliéres
dans D est non décroissante et que la suite des nombres {z,(xy, y,)}
((xg5 Yo) € D) est bornée, la suite {z,(z, y)} converge uniformément
dans D vers une solution z = z(z, y) réguliére dans D de l’équation
(5), et on a

lim 0,z,(x, y) = 0,3(x, y), lim d,2,(x, y) = 0,3(z, y¥),

n—0o0 n—>00
la convergence étant uniforme dans D.
On peut prendre un domaine D, appartenant a A, tel que
D, C D. Désignons par h,(z, y) la fonction harmonique prenant
2,(®, y) sur la fronticre C, de D,, et posons

2@, y) = un(, y)+ho(z, y).
Alors u, (@, y) cst une solution de I’équation (11) réguliere dans
D, et s’annulant sur C,.
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Soit |f(z, ¥, 2, p, ¢)| =< M dans (2, y) e D, —0 < 3, p, ¢ <+ 0;
on obtient les inégalités

lu, (2, y)| = MR%4 m=12,...)

dans D;, ou R est le diametre de D,. La suite {h,(z,y)} est
donc non décroissante. Pour démontrer qu’elle soit bornée, il
suffit de montrer que la suite de nombres {h,(z,, y,)} est bornée.

Si l'on avait lim k,(z,, y,) = + o0, on aurait
n—>00

lim 2, (2, ¥o) = lim {u, (2o, Yo)+ha(@o, Yo)} = + o,
n—-00 n—>00
ce qui est absurde.
D’aprés le second théoreme de Harnack, on a

lim &,(z, y) = h(z, y),
lim d,k,(z, y) = 0,h(z, y), lim 0,h,(z, y) = 0,h(z, y),

la convergence étant uniformé dans D,.

Par la méthode utilisée dans la démonstration du théoréme
précédent, on peut conclure que les suites {u,(2, y)}, {3,u,(z, y)}
et {0,u,(z, y)} convergent respectivement vers u(z, y), 0,u(z, y)
et d,u(z, y) uniformément dans D,. Par suite u(z, y) est une
solution de I’équation (11) réguliére dans D, et s’annulant sur C,.
On a donc

2(z, y) = lim z,(z, y) = u(z, y)+h(2, y).

D, étant un domaine quelconque appartenant a 4, tel que D, C D,
2(z, y) est une solution réguliére dans D de 1’équation (5), et on a
lim 0,2,(z, y) = 0,3(z, ¥), lim 9,2,(z, y) = 0,2(2, y),

n—>00 e

la convergence étant uniforme dans D, C.Q.F.D.

4. Théoréme de Perron généralisé.

Dans la suite nous considérons le cas ou le domaine D est borné
dans le plan des variables z, y et que f(z, y, 2) est une fonction
définie et mon décroissante par rapport & z dans 2 : (z,y) e D,
— 0 <2< 4. (C désigne la frontiere de D).

Nous étendrons d’abord les notions “’fonctions majorantes,
fonctions quasi-supérieures etc.” dans la théorie des équations
différentielles ordinaires ) au cas de 1’équation

(12) Az = (2, y, ).
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Une fonction w(z, y) continue dans un domaine D sera dite
fonction majorante dans D(= D u C) de l’équation (12), si ’'on a
Pinégalité

w(z, y) = 3(2, y) (@, y)e D
pour toute solution z = z(z, y) de 1’équation (12) réguliére dans
D et satisfaisant & l'inégalité

lim (o, y)—2(®y)) =0 (2,y)eD, (7 Yy,)eC.
(=, ¥)—> (g, ¥g)
Silona w(z, y) < 2(z, y) (@, y) € D pour toute solution z = z(z, y)
de I’équation (12) régulitre dans D et satisfaisant a I’inégalité

m(z, ) (g, ¥o) (w(z, y)—2z(x, ¥)) = 0 (2, y) € D, (7, Yo) € C, 0(z, y)
sera dite fonction minorante dans D de I’équation (12).

Une fonction w(z, y) continue dans un voisinage d’un point
(z, y) sera appelée fonction supérieure au point (z, y) de I’équation
(12), si 'on a Pinégalité

(18) Ja)(w, y) < f(z, y, o(a, y))
au point (z, y). Si w(z, y) satisfait a l'inégalité

do(z, y) > (2, y, o(2, y))
au lieu de (13), elle sera dite fonction inférieure au point (z, y),
de I’équation (12).

Si w(z, y) est une fonction supérieure (inférieure) a tous les
points de D, w(z,y) sera dite fonction supérieure (inférieure)
dans D.

Une fonction w(z, y) continue dans un voisinage d’un point
(z, y) satisfait & D'inégalité

(14) Aw(m’ Y) =@y, oz, y))

au lieu de (18), elle sera dite fonction quasi-supérieure au point
(@, y). On définira de méme fonction quasi-inférieure. Si w(z, y)
est une fonction quasi-supérieure (inférieure) a tous les points de
D, elle sera dite fonction quasi-supérieure (inférieure) dans D.

REMARQUE. Par définition on voit aisément que une fonction
sur-(sous-) harmonique est une fonction quasi-supérieure (in-
férieure) de 4z = 0.

On aura immédiatement le théoréme suivant.

THEOREME 6. Une solution continue de Uéquation (12) est une
fonction quasi-supérieure et quasi-inférieure dans D de Uéquation
(12).

D’apreés le théoreme de comparaison, on a
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THEOREME 7. Une fonction continue et supérieure dans D est
majorante dans D.

TrEOREME 8. Une fonction continue et quasi-supérieure dans D
est majorante dans D.

En effet, soit w(2, y) une fonction continue et quasi-supérieure
dans D. Posons

Q(z, y) = w(x, y)+ ¢ cos ax,
ol « est une constante positive telle que
cos az > 0 (z,y) e D,
et ¢ un nombre positif arbitraire. On a alors

AQ(z, y) = dw(x, y)—ea? cos ax

< (2 y, 2z, y)) (z,y) e D.
Si 'on a
lim (o(z, y)—2(z,y)) =0 (%5 Yo) € C,
(2, v)— (g, ¥o)
on obtient
lim (2(z, y)—=z(z,y)) >0 (@9, Yo) € C.

(2, v)—>(2g, %o)
D’apres le théoréme 7, l'inégalité
Q(z, y) = o(x, y)+ e cos ax = 2(z, y) (z,y)e D
subsiste. ¢(> 0) étant arbitraire, on obtient
o(@, y) = 2(z, y) (2, y) € D.

TutorEME 9. Soient w(z,y) une fonction quasi-supérieure de
Déquation (12) et @(z, y) une fonction continue dans D.

Si Von a d(z,y) = w(z,y) dans D et &(xy, Yo) = w(Zy, Yo)
((xg, Yo) € D), ®(x, y) est une fonction quasi-supérieure au point
(@, Yo) de Véquation (12).

Par hypothese, on a

J@(wm Yo)
R 2 27
= lim — {@(xg+7 cos 0, yo+r sin 0)— & (2, yo)}dO
r—0 TreJo
2

_— 2 .
< lim —; {w(zg+7 cos 0, yo+7 sin 0)—w(x,, Yo)}db

r—0 Tr<Jo

= Jw(wo, Yo) = H(g5 Yo» w(wo, yo))
= f(wa Yo (I)(m09 yo)), C-Q.F.D.

On a aisément le corollaire suivant.
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COROLLAIRE. St w,(2, ¥), we(Z, Y), « - -, w,(2, y) sont des fonctions
quasti-supérieures (inférieures) dans D de Uéquation (12), la fonction
o(z, y) = min{w,(z, y), 03(2, ¥), - . ., 0u(25 Y)},

(o(, y) = max{w,(2, y), wa(, Y), - . ., wa(@, ¥)})
est aussi une fonction quasi-supérieure (inférieure) dans D de
Péquation (12).
Soit ¢(z, y) une fonction définie et bornée sur la frontiere

C de D.
Une fonction o(z,y) sera dite 2,-(2,) fonction dans D de
Péquation (12), si elle satisfait aux conditions suivantes:

i) o(x, y) est une fonetion continue dans D et quasi-supérieure
(inférieure) dans D de 1’équation (12),
ii) o(z, y) = ¢z, y) (0(2, y) = ¢(2, y)) sur C.
LEMME 2. Soient w,(z, y), wg(@, y), - . ., 0, (2, y) des .Q,,,—/.Qw-fonc-
tions dans D. Alors
o(z, y) = min{wl(ws Y), w3(@, ¥), - . ., wu(2, y)}
est aussi une Q,-fonction dans D.

D’apres le corollaire du théoréme 9, la fonction w(z, y) est
quasi-supérieure dans D. w,(z, y), w32, ¥), . . ., w,(2, y) étant
continues dans D, w(z, y) est aussi continue dans D. On a aisément

w(z,y) = ¢z, y) (z, y) e C.

LEMME 3. Soient &(z,y) une Q,-fonction et o(z, y) une Q.-

fonction dans D de Véquation (12). Alors on a Vinégalité

C,f,’(w, y) = oz, y) (@, y) € D.
Posons 3
Qz, y) = &(z, y)+¢ cos ax,
ol « est une constante positive telle que
cos ax > 0 (z, y) e D,
et ¢ un nombre positif arbitraire. On a alors
Jé(m, y) = dé (@, y)—eal cos azx < f(a, y, @(z, y)) (@, y)eD,
et,
Qz, y) > ¢(2, y) = (@, y) (2, y) e C.
Si linégalité w(z, y) = Q(z, y) ne subsistait pas dans D, on
aurait un point (z,, y,) dans D tel que

(o, Yo) > ‘Q(wo, Yo) = f_b(wo, Yo)+¢ cos axy,
4_‘,{’(“’0’ Yo) = J,Q(mo, Yo)-
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On a done
H(@o» Yo» ®(20s Yo)) > Ad(y, yo) —ex? cos ai,
= do(zy, Yo) = (@95 Yos ?,’(wo, yo))»

ce qui est absurde.
On a donc

Q(z, y) = d(z, y)+e cos az = w(z, y) (x, y) e D.
g( > 0) étant arbitraire, on a
a(z, y) 2 o(@, y) (z,y)eD.

Nous dirons que I’équation (12) satisfait & la condition (S)
par rapport & ¢(z, y), s’il existe au moins une £ -fonction et une
Q -fonction de I’équation (12).

Si f(z, y, 2,) est bornée dans 9, I’équation (12) satisfait a la
condition (S) par rapport & ¢(z, y).

En effet, soient |f(z,y,2) =M, y <¢(2,y) = I. Posons

o(@, y) = y—M(R*—(2*+y?))/4,
&(z, y) = I'+ M(R*— (2*+y?))/4
ol R est une constante telle que
R?—(x®+y?) =0 (z, y) e D.

Alors o(z, y) est une g, -fonction et &(z,y) une Q,-fonction.

Dans la suite nous supposons de plus que f(z, y, 3) est continue
et bornée au sens généralisé et Véquation (12) satisfait d la condition
(S) par rapport & ¢(z, y).

Désignons par z(z, y) la fonction inférieure de la famille des
ﬁw-fonctions u(z, y) dans D de I’équation (12). D’apres le lemme 8,
z(z, y) est bornée dans D

Soient u(2, ) une fonction continue dans Det K un cercle tel que
[K] C D. D’apres les théoréemes d’existence et d’unicité, on obtient
une et une seule solution z = z(z, y) de ’équation (12) qui est
réguliere dans (K) et prend u(z, y) sur K.

Poson

3(z, y) (2, y) € (K),
wle ) =) (&, 9)  D—(K).

LEMME 4. Si w(z,y) est une Q,fonction dans D, wy(z,y) est
ausst une Qw-/onction dans D.

D’apres le théoreme 9, ug(z, y) est une fonction quasi-supérieure
dans D de Péquation (12). Par définition, wk(z, y) est continue
dans D, et on a l'inégalité

wg(z, y) = o(z, y) = §(2,y) (z,y) e C.



166 Tokui Sato [15]

LEmME 5. Soit {(@;, y;)} une suite de points intérieurs de D.
Il existe une suite {u,(x, y)} de Q -fonctions telle que

1) o y) =u@y) Zuwey)=... 2u@y)=...
(wa y) eD,
i) lim w,(z;, y;) = z(@;, ¥;) t=12...),
n—00

o 6(x, y) est une Q,-fonction donnée i I'avance.
Par définition on pcut prendre une suite {u{(z, y)} de Q-
fonctions telle que
lim u (2, y;) = =(; ¥,)-
n—00

Posons
w, (@, y) = min {&(x, y), v (z, y)} G, k=12, n).
D’apres le lemme 2, w,(2, y) est unc 2 -fonction, et on a

~(«Z’ J) 2"’ (m9 J) 2un+1(w J) (n=1’ 29"'):
ud(e, y) Zu,(@ y) Zo(@,y) (0 2i).

lim w®(2;, y;) = 2(x;, y;) ayant licu, on obtient
lim w,(z;, y;) = 3(2;, Y;)-
n—>00
LeMME 6. Soit {(z;, y;)} une swite de points de (K). Alors il
existe une fonction 2y(x, y) qui est une solution réguliére dans (K) de
Péquation (12) et telle que zo(x;, y,) = 3(x;, y;) t=1,2,...).
L’équation (12) satisfaisant & la condition (S), il existe au
moins unc £ _-fonction et unc £ _-fonction. Désignons ces fonctions
par @(z, y) et o(, y) respectivement.
D’aprés le lemme 5, on obtient une suite {w,(z, y)} de .Q -

fonctions telle que

Bz y) 2m@y) Zu@,y) =... Zu(@y)=...,
lim un(wi’ J;) = z(w,., y,) ('i =12.. .).
n—»00

D’apres le lemme 4, u, x(z,y) (n =1,2,...) sont Qw-fonctions
dans D et on a les inégalités

D@, y) = Uy x(2, y) = Up (@ Y) = ... 2 U (@, y) =
Un(2s5 Yi) = Uy, k(2 Y:) 2 3(2;, y;) ayant liew, on a

lim Uy k(@55 Y;) = 2(@;5 Y;)-

n—»00

D’apres le lemme 3, on a les inégalités

(@, y) < u, x(z, y) < (@, y) (z, y) e D.
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Posons
f(w’ Y, ?(w’ y)) v < ‘i’(w, y),
g(x, y, v) = { f(x, y, v) oz, y) Sv = d,y)
f(z, y, &(x, y)) o= y) <v,
on a alors

lg(z, y, v)l = M
dans (2, y)e D, —o0 < v < + 0.
Si I’équation
(15) dv = g(x, y, v)
admet une solution v = v(z, y) réguliere dans (K) telle que

(16) ‘,‘,’(m’ y) = vz, y) < d(z, y) (@, y) € D,

v = v(z, y) est une solution réguliere dans D de I’équation (12)
qui satisfait aux inégalités (16) dans [K]. La réciproque est
d’ailleurs exacte.
D’apres le théoréme 5, on a

lim u, x(z, y) = %(, y),

n—-00
ou 2,(, y) est une solution de I’équation (15) qui est réguliére
dans (K) et satisfait aux inégalité (16). On en conclut que zy(z, y)
est une solution de I’équation (12) réguliere dans (K) qui satisfait &

20(2s, ¥:) = 3(@s, Yy), C.QF.D.
Soient {(z;, y;)} une suite dense de points de (K), et (&, )
un point quelconque dans (K). D’apres le lemme 6 il existe une
solution g = u(z, y) réguliere dans (K) telle que
u(zy, yi) = 2(2;, y;) (i=12...)
De méme on a une solution 3 = uy(z, y) réguliere dans (K) telle
que
oy, ¥s) = 2(2y, yy) (t=12...)
uy(§, 1) = 2(&, n)-
{(z;, y;)} étant dense dans (K), et (&, 7) un point arbitraire, on a

u(@, y) = (@, y)-

Nous arrivons donc au théoréme suivant.

THEOREME 10 7). Soient f(z, y, ) une fonction continue, bornée
au sens généralisé et non décroissante par rapport d z dans le domaine
9D et p(z, y) une fonction bornée définie sur C.

Si Péquation (12) satisfait d la condition (S) par rapport a
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o(z, y), 2 = 3(, y) est une solution de équation (12) réguliére dans
D, ois 3(, y) est la fonction inférieure de la famille de 2,-fonctions.

Une fonction w(z, y) sera appelée barriére & un point (24, ¥,)
(e C) par rapport & ¢(z, y) de I’équation (12), s’il satisfait aux
conditions suivantes:

1) w(, y) est continue et non négative dans D n [K ],

2) w©(Zo, Yo) = O,

w(e, y) =« >0 (z,y)eD n K,
3) Aw(a, y)=—M (@, y)eD n (K,),

ou K est une cercle de centre (z,, ¢,) € C et de rayon p et « est une
constante, et que
M= ( Sl:pD {lf(w, Y, (_p(wo, yo))l’ U(w’ Y, $(xo, yo))l}-
i, y)€.
TutorkEME 11. Les conditions 1), 2), 8) sont équivalentes aux
conditions

1°) w(z, y) est continue et non nédative dans D,

2°) w(@y, o) = O,

w(z,y) Z o >0 (@, y) e D—(K,),

3°) dw(z, y) < —M (z, y) e D.

Soit w(z, y) une barriére & un point (z,, y,) € C par rapport a
@(z, y) de I’équation (12).

D étant un domaine borné, il existe une courbe de Jordan I"
telle que D C (I'). L’équation 4z = —M admet une solution
réguliere dans (I') et prenant la valeur « sur I'. Désignons cette
solution par

2 =k(z, y),
clle est continue dans [I'] et

Kz, y) 2 a (2, y) < [T.
On peut prendre une constante 4 telle que

Ao > max k(z, y).
(z, v)e(I]
Posons

min {do(z, y), k(z, y)} (@, y)e Dn [K,],
w(z, Yy) = P
9= 3 (2 y) e D—[K,),
alors w(x, y) est une fonction non négative et continue.
I1 est clair que

w(xo, Yo) = Min{Aw (@, Yy), (o, Yo)} = 0,
w(@,y) Z « > 0 (2, y) « D—(K,).
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Par définition on a

dw(z, y) = —M (z, y) e D—(K,),
et

Aw(z,y) < —M (z,y)eD . (K,).
On a donc

dw(z, y) < —M (z,y) e D.

La réciproque est évidente.

THEOREME 12. Avec la méme hy;)othése du théoréme 10 concernant
les fonctions f(z,y, z) et p(z,y), s’il existe une barriére w(z, y)
a un point (x,, Yo)(e C) par rapport & ¢(z,y), Véquation (12)
satisfait @ la condition (S) par rapport d ¢(z, y), et on les inégalités

P(Zos Yo) = 2(%os Yo) = Z(o, Yo) = (205 Yo)s

ou z = z(, y) la solution réguliére de U'équation (12) donnée par le
théoréme 10.

Soit & un nombre positif quelconque mais détérminé. Posons

a(@, y) = (2o, Yo)+ ¢ +w(@, y) (Iy=1).

Si I'on prend p assez petit, on a les inégalités
9(2,y) < (20, Yo)+ e = @(&n) (2,9)eCn[K,], (&n)eDn[K,],
et

o(x, y) = ¢(2o, Yo)+etaly = @(& 7),(z,y) e C n[Kp]c’
(&) eD, [K,]*

pour I', assez grand.
On a donc

(17) ?(z y) = a(z, y) (z,y) eC,
P(Zos Yo) = @(, y) (@, y) e D.

Soit (z,, ¥;) un point arbitraire sur C, on obtient

P21, Y1) = lim oz, y) = d(2y, y1) (@, y) e C.

(2, ¥)—>(2y, v,)

(z,, y,) étant arbitraire, on a
¢z, y) = d(e, y) (z,y)eC.
Par définition on a
do(x, y) = INAw(z, y) < —I°HT!M < —M
é f(w’ Y, ¢(w09 yo))-
D’apreés (17) on a
dos(z, y) = f(xz y &z y)).
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@(z y) est donc une @w-fonction.
De méme posons

{f’(w y) = ‘_P(wo Yo)—e—Tw(z y) (Ie=1)
ou I'; est un nombre positif assez grand. Alors w(z, y) est une
Q -fonction.

Par suite I’équation (12) satisfait & la condition (S) par rapport
a ¢(2,y)
D’aprés le lemme 8 on a I’inégalité
oz, y) = ‘i’(w’ Y)
ol w(z, y) est une ﬁw-fonction quelconque. 2(z, y) étant la fonction
inférieure de la famille de .{—.?w-fonctions, on a l’inégalité

3z, y) = ‘_P(wo’ Yo)—2¢ (z, y) € Dn (Kp')

ol p’ est une constante assez petite pour que 0 < p’ < p.
&(> 0) étant arbitraire, on obtient

2(@g, Yo) = @ (@, Yo)-
De méme on a

(2o, Yo) = (9, Yo)» C.Q.F.D.

THEOREME 138. Soit D un domaine régulier au sens du probléme
de Dirichlet. Si f(z, y, 2) est une fonction continue, bornée au
sens généralisé et non décroissante par rapport a z dans 9, l'équation .
(12) admet une solution réguliére dans D et prenant ¢(z, y) sur C,
ol p(z, y) est une fonction continue sur C.

Soit (zy, y,) un point arbitraire sur C. Posons

M = sup |f(z, y, ¢(2o> Yo))l;
(x, v) €D
on a alors 0 < M < -} o0.

D étant un domaine régulier au sens du probléme de Dirichlet,

P’équation
Au = —(M+-¢) (e: constante positive)

admet une solution réguliére dans D et s’annulant sur C. Désignons
cette solution par
u = u(,y),
et posons
w(@, y) = uw(@, y)+e{(@—0)*+ (y—4o)*}/4-
Alors w(z, y) est une barriére & un point (z,, y,) par rapport a

@(2, y). D’apres le théoréme 12, I’équation (12) satisfait a la condi-
tion (S) par rapport & ¢(z, y).
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Soit
3 = 2(x, y)
la solution réguliere dans D de I’équation (12) donnée par la
théoréme 10. D’apres le théoréme 12, on a

(%o, Yo) = ¢(Zo5 Yo)-
(g5 Yo) €étant un point arbitraire sur C, on a

3z, y) = o(z, Y) (=, y) eC, C.Q.F.D.
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