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Ein Approximationssatz.
von

Josef Weier

,,Fulda

Es sei P ein Polyeder und F eine für alle (p, r), wobei p ein
Punkt von P und r eine Zahl aus [0, 1] ist, erklàrte stetige Ab-
bildung in P. Mit f1: bezeichnen wir die durch fT(p) = F(p, z),
p ~ P, bestimmte Abbildung von P in sich. Dann heisst (ir,
0  03C4 ~ 1) eine "Abbildungsschar" oder "Deformation" in P,
mit f = f ° und f 1 == f’ auch eine Deformation von f in f’. Gilt
für 0 ~ 03C4 ~ 1, dass die Abbildung 11: hôchstens endlich viele
Fixpunkte hat, so nennen wir F eine "isolierte Deformation".
Gibt es eine natürliche Zahl 03B6 mit der Eigenschaft, dass für
0 ~ 03C4 ~ 1 die Abbildung 11: höchstens 03B6 Fixpunkte hat, so

bezeichnen wir F als eine gleichmässig isolierte Deformation".
Wir werden in dieser Arbeit unter anderem folgenden Satz

beweisen.

Satz I. Sind P eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit
und f, f ’ einander homotope Abbildungen von P in sich mit
hôchstens endlich vielen Fixpunkten, so existiert eine gleich-
mässig isolierte Deformation von f in f’.
Was leistet Satz 1 für P? Erstens wird durch eine in den Ab-

schnitten 4 und 5 bewiesene Verschärfung von Satz 1 der Hopfsche
Approximationssatz 1) von einer Abbildung auf eine Abbildungs-
sehar verallgemeinert. Zweitens führt Satz 1 zu einem neuen
Beweis fur die Homotopieinvarianz der algebraischen Fixpunkt-
zahl einer stetigen Abbildung von P in sich.

1. Zum Hopfschen Approximationssatz. Es seien P ein end-
liches Polyeder, q ein Punkt von P und f eine stetige Abbildung
von P in sich mit q als Fixpunkt, ferner V eine in P offene zu
einer Vollkugel homôomorphe Menge mit q E V, so dass q der
einzige Fixpunkt von f auf V ist. Dann heisst q ein ,,regulàrer
Fixpunkt" von f. Und es gilt folgender Approximationssatz:

1) H. Hopf, Über die algebraische Anzahl von Fixpunkten", Mathem. Zeit-
schrift, vol. 29 (1929), pp. 493-524.
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Zu jeder stetigen Abbildung f von P in sich und jeder Zahl e &#x3E; 0

gibt es eine stetige Abbildung g von P in sich mit é(f, g)  e

und der Eigenschaft, dass jeder Fixpunkt von g regulâr ist.

Fiir die kompakte topologische Mannigfaltigkeit P ist, wenn f
eine stetige Abbildung von P in sich mit hôchstens endlich vielen
Fixpunkten bezeichnet, jeder Fixpunkt von f regulâr. Hier ist
also mit dem vorstehenden Approximationssatz folgender Satz
âqui valent: Zu jeder stetigen Abbildung f von P in sich und jeder
Zahl e &#x3E; 0 gibt es eine stetige Abbildung g von P in sich mit
(f, g)  03B5 und hôchstens endlich vielen Fixpunkten. Eine Verall-
gemeinerung dieses Satzes auf eine Abbildungsschar lautet:
Zu jeder Schar (f, 0 ~ 03C4 ~ 1) stetiger Abbildungen 11: von P

in sich und jeder Zahl e &#x3E; 0 gibt es eine Schar (e, 0  03C4 ~ 1)
stetiger Abbildungen g1: von P in sich mit (f03C4, g1:)  e, 0 ~ 03C4 ~ 1,
und der Eigenschaft, dass für 0  03C4 ~ 1 die Abbildung g1:
hôchstens endlich viele Fixpunkte hat.

Dieser Satz wie Satz 1 werden in den Abschnitten 4 und 5
bewiesen.

Gilt von der isolierten Deformation (f03C4, 0  03C4 ~ 1), dass für
0  z  1 jeder Fixpunkt von 11: reguh,r ist, so nennen wir

(f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) auch "regulâr". Eine gleiehmässig isolierte Defor-
mation, welche regulâr ist, nennen wir auch "gleichmâssig
regulär". In einer Mannigfaltigkeit ist jede isolierte Deformation
regulâr.

2. Zur algebraischen Fixpunktzahl. Aus dem Satz, dass die
algebraische Fixpunktzahl einer stetigen Abbildung eines end-
lichen Polyeders in sich gleich der Lefschetzschen Zahl der Ab-
bildung ist 2 ), folgt, da die Lefschetzsche Zahl eine Homologie-
und also eine Homotopieinvariante ist, dass homotope Abbildungen
eines endlichen Polyeders in sich die gleiche algebraische Fix-

punktzahl haben.
Wir behaupten:
Satz II. Auch für die kompakte topologische Mannigfaltigkeit P

ist die algebraische Fixpunktzahl eine Homotopieinvariante.
Ist P simplizial zerlegbar, so folgt die Behauptung aus dem

Satz über die Lefschetzsche Zahl. Lâsst P keine simpliziale
Zerlegung zu, so behält der anschliessend vermôge Satz 1 geführte
Beweis von Satz II seine Gültigkeit. - Ein anderer Beweis von

2) H. Hopf, a.a.O. Vergleiche ferner P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I,
Berlin (1935).
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Satz II ergibt sich leicht aus Überlegungen, wie sie von Leray 3)
mit Hilfe der Lefschetzschen Zahl für bikompakte zusammen-
hângende Hausdorffsche Räume, die gewisse Überdeckbarkeits-
eigenschaften haben, durchgeführt worden sind.

Beweis von Satz II. Der folgende für endliche Polyeder geltende
Deformationssatz lâsst sich ohne Schwierigkeiten auch für kom-
pakte topologische Mannigfaltigkeiten beweisen : Zu jeder stetigen
Abbildung g eines endlichen Polyeders in sich mit hôchstens

endlich vielen Fixpunkten gibt es eine Zahl e &#x3E; 0 derart, dass

jede stetige Abbildung g’ dieses Polyeders in sich mit p(g? g’ )  03B5

und hôchstens endlich vielen Fixpunkten die gleiche algebraische
Fixpunktzahl wie g hat.

Hierauf seien f und f ’ homotope Abbildungen von P in sich
mit hôchstens endlich vielen Fixpunkten. Nach Satz I gibt es
dann eine Deformation (f03C4, 0  03C4 ~ 1) von f in f’, so dass für
0  03C4 ~ 1 die Abbildung f’ hôchstens endlich viele Fixpunkte
hat. Und nach dem vorstehenden Deformationssatz gibt es zu
jeder Zahl r aus [0, 1] eine Zah1 03B503C4 &#x3E; 0 mit der Eigenschaft:
für alle a aus [0, 1] mit | 03C3 - Í 1  eT haben die Abbildungen
f03C3 und f dieselbe algebraische Fixpunktzahl.
Da das Intervall [0, 1] schon durch endlich viele der Intervalle

(Í - eT, 03C4 + 03B503C4), 0 ~ 03C4 ~ 1, überdeckt wird, erhâlt man eine
Kette f = fa.o, f03B11, ..., f03B1m = f’ derart, dass für i = 0, ..., m - 1
die Abbildungen f03B1i und f03B1i+1 dieselbe algebraische Fixpunktzahl
haben. Hieraus folgt Satz II.

1, Reguliire Verbindungsfunktionen.
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen. Es bedeutet R n

den n-dimensionalen Euklidischen Zahlenraum. Sind a, b die
Punkte (al, ..., ocn ) und (03B21, ..., 03B2n) des Rn, so ist a + b der
Punkt (03B11 + Pl, ..., an + 03B2n) und à + b die aus den Punkten

a und b bestehende Menge, ferner ab der Punkt (03B21 - 03B11, ...,

03B2n - (Xn). Sind M und N Mengen des R n, so bezeichnet B(N; M)
die Begrenzung bezüglich M von N. Statt B(N; Rn) schreiben
wir auch B(N). Die Entfernung von M und N wird mit (M, N)
bezeichnet. Es bedeutet 03B4(M) den Durchmesser von M und
U(M ; 03B4) die 03B4-Umgebung inbezug auf den R n von M.

Sind al, ..., ar linear unabhângige Punkte des Rn, so ist

a,, ... a,. das von diesen Punkten aufgespannte abgeschlossene
3) J. Leray, "Sur la forme des espaces topologiques et sur les points fixes des

représentations", Journal de Mathemathiques pures et appliquées, vol. 24 (1945),
pp. 95-167.



188

Siinplex. Für solche Simplexe benutzen wir auch die Bezeich-
nungen d, x1, y etc. Das Innere von x inbezug auf seine Träger-
cbene wird mit J(x), der Rand bezüglich der Trägerebene mit
 bezeichnet.

Die Bezeichiiuiig i = 1, 2, ... besagt, dass i alle natürlichen
Zahlen durchiauft. Durchlàuft 1 nur endlich viele, so geben wir
stets das letzte (Îrlied an.

Unter einem endlichen Polyeder" des Rn verstehen wir die
Vereinigungsmenge von endlich vielen Simplexen x des Rn. Eine
r-dimcnsionale "topologische Mannigfaltigkeit" im Rn ist eine

3Ienge àf im Rn mit der Eigenschaft : zu jedem Punkt p von
M gibt es eine in M offene zum Rr homôomorphe Teilmenge von
M, die p enthâlt.

Unter dem n-dimensionalen "Einheitswürfel" verstehen wir die
Mengc aller Punkte (03C41, ..., in) des R n mit 0 ~ 03C4i ~ 1,
i = 1, ..., Il.

Definition. Als eine "l’egtlliire verbindungsfunktion" des R 2

bezeich,netî wir eine fÜr alle 4-Tupel (p, p’, il, 03C42), wobei p und p’
Punkte des R2 ttnd il, 03C42 Zahlen aus [0, 1] sind, erklärte stetige
Abbildung a in den R2 1nit den folgenden Eigenscha f ten 1 bis 4.

1. Es ist a(p, p’, Tl, 0) == p und a(p, p’, 03C41, 1) = p’ füi- alle
Punktpaare (p, p’) des R2 und alle Zahlen 03C41 aus [0, 1].

2. Es ist (a (p, p’, il, 03C42), 0 ~ 03C41 ~ 1, 0 ~ 2 SI) = p,
wenn (p, p’) ein Punktpaar des R2 1nit p = p’.

3. Sind p, p’ Punkte des R2 und (03C411, 03C421), {03C412, 03C422) Pttnkte des
2-dimensionalen Einheitszwürfels 1nit
a(p, p’, zi, 03C421) a (p, p’, 03C412, -C2) 2 p e p’, 0  03C421  1 0  03C422  1,
so ist ( 1 03C421) = -r2l 03C422).
. Siiid p, p’ Punkte des R2 und ri, 2 z2 Zahlen aus dem

Intervall [0, 1] mit a(p, p’, 03C41, 03C421) = a ( p, p’, 03C41, z2 ) und p ~ p’,
so ist zi = zz.
Wie man sich leicht überlegt, existieren reguläre Verbindungs-

funktionen des R2: Es sei S die 1-dimensionalen Sphâre des R2
mit (0, 0) ais Mitteipunkt und 1 als Radius. Dann genügt es,

a zu erklären in allen (p, p’, 03C41, 03C42), für welche (p, p’ ) ein zu (0, 0)
dialnetrales Punktpaar auf S ist. Nun sei q der Punkt (0, +1)
und q’ der Punkt (0, -1). Für jede Zahl oc aus [0, 1] sei ferner
SfX der Punkt (203B1 - 1, 0) und (a(q, q’, a, il ), 0 ~ 03C41 ~ 1) der

Streckenzug qr03B1 + s03B1q’. Ist hierauf (p, p’) ein zu (0, 0) diametrales
Punktpaar auf S, so drehe man den R2 um (0, 0), bis q in p liegt.
Dann sei a(p, p’, 03C41, 03C42) der Punkt, in den a(q, q’, 03C41, z2 ) bei
dieser Drehung übergeht.
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Bis zum Schluss dieses Abschnittes seien M eine Menge des
R2, f und f ’ stetige Abbildungen von M in den R2 ohne Fixpunkte,
ferner ao eine reguHire Verbindungsfunktion des R2 und a die
für alle (p, 03C41, i2 ) mit p E M, 0 ~ Tl ~ 1 und 0 ~ 03C42 ~ 1 durch

bestimmte Abbildung in den R2. Ferner sei A(p) für p E M die
Menge

und N die Menge aller Punkte p von M mit p E A (p). Für p E N
sei h(p) die Menge aller Punkte (03C41, i2 ) des 2-dimensionalen Ein-
heits«lürfels mit p = a(p, 03C41, -r2 ).
Dann wollen wir I bis IV beweisen:

l. 1. Es ist a(p, 03C41, 0 ) = f(p) und a(p, zl, 1) = f’(p) jür alle
Punkte p aus M und alle Zahlen il aus [0, 1].

1. 2. Ist p ein Punkt aus M mit f(p ) = f’(p), so gilt A (p) = f(p).
1. 3. Sind p ein Punkt aus M und (03C411, 03C421), (03C412, 03C422) Punkte

des 2-dimensionalen Einheitswüfels mit

80 gilt (03C411, -r 2) = (03C412, 03C422).
1. 4. Sind p ein Punkt aus M und 03C41, oc, P Zahlen aus dem

Interwall [0, 1] mit a(p, 03C41, 03B1) = a(p, 03C41, 03B2) und f(p) ~ f’(p),
80 ist oc = (J.

II. Es seien q ein Punkt aus M mit f(q) e f’(q), ferner a’, ai
ltnd a’, i = 1, 2, Zahlen mit 0  aô  ai  ai  1. Dann gibt
es eine Zahl ô &#x3E; 0, so dass U(a(q, al, 03C32); 03B4) in ( a ( q, il, T2)@
ao ~ 03C4i ~ ai, i = 1, 2) liegt.

III. Die Abbildung h ist eindeutig und stetig.
IV. Es seien q ein Punkt aus N, fe1’ner 03C31, a2 Zahlen 1nit

0  ai  1, i = 1, 2, und q = a(q, crl, a2). Dann gibt es eine Zahl
03B4 &#x3E; 0 mit M.U(q; 03B4) ~ N.

Die Aussagen 1.1 bis 1.4 folgen aus den Eigenschaften 1 bis 4
einer regulâren Verbindungsfunktion.

B e w e i s von II. Es sei E die Menge aller Punkte (03C41, 03C42)
des 2-dimensional en Einheitswürfels mit 03C3i0  -ci  03C3i1, i = 1, 2,
und b die durch b(03C41, r2) = a(q, 03C41, T2) bestimmte Abbildung
von E in den R2. Die Abbildung b ist stetig. Sie ist ferner ein-
eindeutig : Sind (03C411, 03C421) und (03C412, 03C422) Punkte aus E, so ist im

besonderen 0  03C421  1 und 0  03C422  1; wegen f(q) ~ f’(q) und



190

1.3 sind also b(03C411, 03C421) und b(03C412, z2 ) nur dann gleich, wenn (03C411, ii )
und (03C412, r2) gleich.

Mithin ist die Abbildung b topologisch. Da E eine offene Menge
des R2 ist, so ist also auch b(E) eine solche. Und hieraus folgt,
da a(q, ul, a2) ein Punkt von b(E) ist, bereits II.

B e w e i s von III. Es sei q ein Punkt aus N. Da f nach Voraus-
setzung keinen Fixpunkt hat, ist im besonderen q ~ f(q). Aus
f(q) = f’(q) und 1.2 wüjde also folgen, dass q E A (q ) im Wider-
spruch zur Erklärung von N. Mithin

Es seien (03C41i, 03C42i), i = 1, 2, zwei nicht notiwendig verschiedene
Punkte der Menge h(q), also q = a(q, T:, 03C42i) für i = 1, 2. Dann ist

Wegen q ~ f(q) und q ~ f’(q) sowie 1.1 ist ferner

Aus (*) bis (***) und 1.1 schliesslich folgt, dass (03C411, 03C421) = (03C412, i2 ),
also die Eindeutigkeit von h.
Für p ~ N bezeichnen wir den Punkt h(p) auch mit (03C41p, 03C42p).
Wir machen die Annahme, es sei die Abbildung h in dem Punkt q

von N unstetig. Dann gibt es eine Zahl e &#x3E; 0, so dass zu jeder

natürlichen Zahl k sich ein Punkt ak in N befindet mit (ak, q) 1 k
und der Gültigkeit wcnigstens einer der beiden Ungleichungen
1 iQ - 03C4iak | ~ E, i = 1, 2. Unter den Zahlen 1, 2 befindet sich

nlÏ11destens eine, wir bezeichnen mit reine solche, zu der es eine

Teilfolge b1, b2, ... der Folge al, a2, ... gibt mit

Da die Punkte (03C41bk, 03C42bk ), k = 1, 2, ..., im 2-dimensionalen Ein-
heitswürfel, also in einem Kompaktum liegen, gibt es eine Teit-
folge ci, c2, ... von bl, b2, ... derart, dass die Folge (03C41ck, 03C42ck),
k = 1, 2, ..., konvergiert, dass also jede der beiden Zahlenfolgen
, 03C4ic2,..., i = 1, 2, konvergent ist. Bezeichnen wir lim 03C4ick,
k ~ oo, mit ’i, so ist 03B6r ~ 03C4rq wegen (+) und also

Weiter ist
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Zum Beweis sei 03C9 &#x3E; 0 vorgegeben. Wir bezeichnen für k = 1, 2,...
den Punkt a(q, 03C41ck, 03C42ck) auch mit qk. Wegen

a(q, ’1, ’2) = a(q, lim 03C41ck, lim 03C42ck) = lim a(q, 03C41ck, 03C42ck) = lim qk
genügt es, statt (++ +) zu zeigen: (q, qk )  co bei hinreichend

grossem k. Wegen ck ~ q, k - oo, ist

wenn nur k hinreichend gross ist, wegen der Bedeutung von ck
Co

und qk also (ck, qk)  2. 
Hieraus und aus ck ~ q, k ~ ~,

folgt, dass e(qk’ q )  ro bei hinreichend grossem k.
Da h eindeutig ist, widersprechen q = a(q, 03C41q, 03C42q) und (++),

(++ +) einander. Also ist, wie behauptet, h stetig.
Beweis von IV. Wie unter III schon festgestellt wurde, ist

f(q) ~ f’(q). Bezeichnen daher aô und af, i = 1, 2, Zahlen mit
0 C o’ô  ai  ai  1, i = 1, 2, so gibt es nach II eine Zahl

LI &#x3E; 0 derart, dass

1
Wir machen die Annahme, zu jeder Zahl 1, k = 1, 2,...,

existiere ein Punkt qk E M mit (qk, q)  1 2 und der Eigenschaft,

dass die abgeschlossene Menge A(qk) einen Randpunkt rk mit

jo (rk, q)  1 k hat. Für k = 1, 2, ... seien dann 03C41k und 03C42k Zahlen,
so dass rk der Punkt a( q k’ 03C41k, 03C42k) ist. Wenigstens eine der Zahlen
03C41k und 03C42k ist 0 oder 1. lm anderen Fall folgte namlich aus II,
dass eine ganze Umgebung von rk in der Menge A (qk) enthalten ist.
Wegen lim e(rk’ q) = 0 und lim (qk, q) = 0, k - oo, gibt es

eine natürliche Zahl m mit (q, rm)  ~ 2 und (a(qm, 03C41m, 2),

a(q, 03C41m, 03C42m))  -. Wegen rm = a(qm, 03C41m, 03C42m) ist dann

Da wenigstcns eine der Zahlen 03C41m und zm gleich 0 oder 1 ist, gilt,
wenn wir die Menge der Punkte (03C41, 03C42) des R2 mit 03C3i0 ~ 03C4i ~ 03C3i1,
i = 1, 2, auch Q nennen, (03C41m, 03C42m) E Q. Also existiert eine gegen



192

clin Punkt (03C41m, 03C42m) konvergierende Folge (03BB1k, 03BB2k), k = 1, 2, ...,
mit

Wegen I.3 gilt dann für k = 1, 2, ..., dass der Punkt a(q, 03BB1k, 03BB2k)
nicht in der Menge (a(q, 03C41, ï2), 03C3i0 ~ ïi ~ 03C3i1 ,i = 1, 2) und
wegen (*) daher auch nicht in U(q; L1) gelegen ist. Mithin liegt
auch der Punkt a(q, 03C41m, ï;) nicht in U(q; ~) im Widerspruch
Zll (**).

Somit ist die obige Annahme falsch. Daher gibt es eine Zahl
03B41 &#x3E; 0, so dass für allé Punkte p aus 1B1 . U(q; 03B41) gilt: kein Rand-
punkt der Menge A(p) liegt in U(q; 03B41).
Da q = a(q, al, Q2) ist, gibt es eine Zahl 03B42 &#x3E; 0, so dass für

alle Punkte p aus M . U(q; 03B42) der Punkt a(p, al, (2) in U(q; 03B41)
liegt, dass also für allé p aus NI . U(q; 03B42) die Menge A(p) zu
U(q; 03B41) nicht û*emd ist.

Mit c5 = min (03B41, c52) hat hierauf (j die verlangte Eigenschaft:
Es bezeichne p einen Punkt aus M . U(q; 03B4). Wegen 03B4 ~ 03B42 ist

A(p) zu U(q; c51) nicht fremd. Wegen 03B4 ~ 03B41 hat A(p) keinen in
U(q; Õl) liegenden Randpunkt. Daher ist, da A(p) abgeschlossen
ist, U(q; c51) in A(p) enthalten. Wegen 03B4 ~ 03B41 liegt p in U(q; c51),
mithin in A(p). Folglich gilt p ~ N, was die Behauptung ist.

2. Reguliire Abbildungsscharen im Kleinen.

Der folgende Satz handelt über Abbildungsscharen von Polye-
dern des R2 in den R2. Auf ihn und eine in Abschnitt 3 bewiesene

Ergänzung wird in Abschnitt 4 ein Satz im Grossen zurück-
geführt.

S a t z 1. Es seien Po und P endliche Polyeder im R2, so dass
P0 ~ 0 im Innern von P liegt, ferner f und f’ stetige Abbildungen
von P in den R2 ohne Fixpunkte. Dann gibt es eine natürliche
Zahl 03B6 und eine Schar (f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) stetiger Abbild1¿.ngen 17:
von P in den R2 mit f0 = f und den Eigenschaften :

f ür 0 ~ 03C4 ~ 1 hat JT hôchstens Ç Fixpunkte.
Wir zerlegen den Beweis von Satz 1 in drei Teile.

Eistens die Funktion a. Nach den Ausführungen in Abschnitt 1
kônnen wir mit eine für alle (p, r’, 03C42), p ein Punkt aus P
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und il, 03C42 Zahlen aus [0, 1], erklärte stetige Abbildung in den R2
bezeichnen, welche die Eigenschaften (1.1) bis (1.4) hat.

(1.1) Es ist a(p, il, 0) = f(p) und a(p, il, 1) = f’(p) fur alle
Paare (p, 03C41) mit p E P und 0  Tl Ç 1.

(1.2) Es ist (a(p, i1, 03C42), 0  il  1, 0  03C42 ~ 1) = /(p),
wenn p ein Punkt von P mit f(p) = f ’ ( p ).

(1.3) Ist p ein Punkt aus P mit f(p) ~ f’(p), so folgt, wenn -c
und 22 Zahlen in (0, 1) sind, aus a(p, 03C411, 03C421) = a(p, i2, z2 ) die
Gleichung (03C411, 03C421) = ( i2, r2 2).

(1.4) Ist p ein Punkt aus P mit f(p) ~ f’(p), so folgt für be-
liebige Zahlen 03B1, 03B2 in [0, 1] aus a(p, il, oc) = a(p, 03C41, 03B2) die Glei-
chung a = 03B2.

Die Menge aller p von P mit p e (a(p, 03C41, 03C42), 0 ~ 03C41 ~ 1,
0 ~ i2 ~ 1) nennen wir Q. Wir nehmen an, dass Q nicht leer ist.
Ist Q leer, so bestâtigt man Satz 1 leicht mit Hilfe der Funktion
g, welche in allen (p, z) mit p E P und 0 ~ 03C4 ~ 1 bestimmt ist
durch g(p, r) = a(p, -1, i). ’Vegen der Stetigkeit der Abbildung
a ist Q abgeschlossen.
Wir bezeichnen fur p E Q mit h(p) die Menge aller Punkte

( i1, 03C42) des 2-dimensionalen Einheitswürfels, für die die Gleichung
p = a ( p, zl, r2) gilt. Nach Abschnitt 1 ist h eindeutig und stetig.
Statt h(p) schreiben wir auch ausführlicher (tp, T2 Es sei Qo
die Menge aller Punkte p von Q mit (03C41p, 03C42p) = (1 2 , 03C42 p).
Für Qo = 0 ergibt sich Satz 1 leicht aus g. Wir nehmen fürs

folgende an, dass Qo nicht leer ist. Wegen der Abgeschlossenheit
von Q und der Stetigkeit von h ist Qo abgeschlossen. Es ist

Denn da p = a(p, 03C41p, 03C42p), so folgt aus 03C42p = 0 oder -r; = 1 und
(1.1), dass p = f(p) resp. p = f’(p) entgegen den Voraussetzungen.
Wir bezeichnen mit l5 &#x3E; 0 eine Zahl, so dass

und weiter

ist. Die Zahl t5 existiert: Nach Abschritt 1 gibt es zu jedem Punkt
p von Qo eine Zahl c5p &#x3E; 0, so dass P . U(p; c5p) C Q. Da Qo kom-
pakt ist, lâsst es sich bereits mit endlich vielen der U(p; 03B4p)
überdecken. Hieraus folgt zunâchst, dass es eine Zahl 6’ &#x3E; 0

gibt mit P. U(Qo ; 03B4’) ~ Q. Da weiter 03C41p = 1 2, p E Qo, und h
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stetig ist, gilt, wenn die Zahl à mit 0  03B4  03B4’ nur hinreichend
klein gewählt ist, (3.2).
Es seien Ql, Q2 homogen 2-dimensionale endliche Polyeder mit

Aus der Stetigkeit von h und der Erklärung von Qo folgt die
Existenz einer Zahl e &#x3E; 0, so dass für alle p E Q mit (p, Q0) ~ 1 403B4
die Ungleichung

gilt. Weiter existiert wegen der Stetigkeit von h eine Zahl q &#x3E; 0,
so dass, wenn p und q Punkte aus Q mit (p, q)  ~ sind,

gilt.
Zzveitens Transformation von a. Es môge L2 eine simpliziale

Zerlegung von Q2 bedeuten, welche auch in Q, eine simpliziale
Zerlegung L, induziert und deren Simplexdurchmesser  ~
sind. Die Eckpunkte von L2 nennen wir ei, i = 1, ..., r.

Hierauf sei h*(ei), i = 1, ..., i-, ein Punktsystem in allgemeiner
Lage im Innern des 2-dimelisionalen Einheitswürfels mit

und der Eigenschaft, dass die Punkte h*(e1), ..., h*(er) zu der
Strecke ((1 2, 03C4), 0 ~ 03C4 ~ 1) des 2-dimensionalen Einheitswürfels
fremd sind.

Durch die Erklârung der Punkte h*(ei) ist eine simpliziale
Abbildung h* von Q2 in das Innere des 2-dimensionalen Einheits-
w-ürfels bestimmt, mit der Bezeichnung h*(p) = (03C41p*, 03C42*p) also

und es gilt weiter: Für p E Q2 und i = 1, 2 folgt

Zum Beweis von (5.2) sei x ein Simplex von L2, weiter q ein
Punkt und e ein Eckpunkt von er. Nach der Erklàrung von Lz
ist dann 9(q, e )  q, nach der Erklâruiig von q also
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Nach (4) ist

Es seien c, d irgendzwei Eckpunkte von x; wegen p(c, d )  ~

ist dann die Zabi |03C4ic - 03C4id|  03B5, wegen(4)also 03C4i*c - 03C4i*d| |  03B5 2,
4 2

und, da die Abbildung h* auf x affin ist, mithin

Aus (*) bis (***) folgt |03C4iq - 1 |  E, i = 1, 2, und hieraus,
wenn für q die Ungleichung | 03C4iq - 1 2 | &#x3E; 2E gilt, (5.2).
Mit Hilfe der auf Q erklàrten Abbildung h und der auf Q2

definierten Abbildung h* wird h’ wie folgt auf Q erkh,rt :

dabei ist p(p), p E Q, definiert als (p) = 4 03B4 (p, Ql) für

e(p, Q1) ~ 03B4 4 und e(p) = 1 für e (p, Q1) ~ 03B4 4.

Die Abbildung h’ ist stetig. Denn ist p ein Punkt von B(Q2; P),

so gilt nach (3.3), dass (p, Q0) ~ -03B4, also (p, U(Q0; )) ~ ,
wegen Q, C U(Q0; 03B4 2) daher 19(p, Q1 ~ 03B4 4 folglich (p) = 1.

Schreiben wir für p ~ Q statt h’(p) auch (03C41’p, 03C42’p), so ist

Da Q, wie oben bemerkt wurde, abgeschlossen ist, liegt B(Q; P)
in P; daher sind h und h’ auf B(Q; P) erkiârt.
Zu (6.1). Für p E Q2 ist 03C42’p E [03C42p, 03C42p*], für p E Q - Q2 ist 03C42’p = 03C42p,

und also folgt (6.1) aus (2) und (5.1).
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Zu (6.2). Für p E Q2 gilt wegen (3.2) und der Erklärung vin Q2
im (3.3), dass 0  zp  1, wegen (5.1) weiter 0  03C41p*  1. Also

ist 0  pp  1, da 03C41’p zwischen i§ und rl* liegt.
Zu (6.3). Da Q2 C P . U(Q0; 03B4) und P . U(Q0; 03B4) C Q nach (3.3)

beziehungsweise (3.1), ist Q2. B(Q; P) = 0, nach der Erklàrung
von h’ alsô (6.3) richtig.

Zu (6.4). Da P . U(Q0; 03B4 4) C Q, nach (3.3), so gilt nach der

Erklärung von E im besonderen für allé Punkte p aus Q -- Q,
die Ungleichung |03C41p - 1 2| &#x3E; 2e. Hieraus und aus (5.2) folgt
(6.4); denn zufolge der Définition von h’ist ja entweder h’(p) = h(p,
oder es liegt h’(p) auf der Strecke von h(p) nach h*(p).
Fur p E Q und i = 1, 2 bezeichnen wir mit 03C9ip jene Abbildung

der Strekke [0, 1] auf sich, die 0 in 0, 1 in 1, 03C4i’p in ip überführt
und für die übrigen Zahlen linear fortsetzt. Diese Abbildung. ist
wegen h’(p ) = h(p), p E Q - Q2, und (6.1), (6.2) topologisch.
Dann sei

wegen (6.3) ist 03C9ip(03C4i) = TB 0 ~ 03C4i ~ 1, fur p E B{Q; P), also
a’ stetig.

Über a’ gilt weiter (1.1) bis (1.4), wenn man darh1 a durch
ersetzt. wir nennen die so entstehenden Aussagen (1.1’) bis (1.4’).

Zwischen der Funktion a’, die für alle (p, 03C41, 03C42) mit p E P
erklart ist, und der auf Q definierten Funktion h’ besteht folgender
Zusammenhang :

(7.1) Für p E Q gibt es genau ein Paar (03C41, 03C42) mit der Eigen-
schaft, dass p = a’ ( p, 03C41, 03C42). Und zwar ist (03C41’p, 03C42’p) dieses Paar.

(7.2) Für p E P - Q ist P 1- (a’(p, 03C41, 03C42), 0 ~ 03C41 ~ 1,
0 ~ 03C42 ~ 1).

Beweis von (7.1). Ist (03C41, 03C42) das Paar (03C41’p, 1’;/), so gilt p = a’
(p, 03C41, 03C42); denn es ist a’ (p, 03C41’p, 03C42’p) = a(p, 03C91p(03C41’p), 03C92p(03C42’p)) =
a(p, 03C41p, 03C42p) == p. Dass (03C41’p, 03C42’p) das einzige Paar (03C41, 03C42) mit
p = a’(p, -rI, 03C41) ist, folgt daraus, dass es nur ein Paar {03C41, 03C42)
mit p = a(p, 03C41, 03C42) gibt, und dass die Abbildungen 03C91p und 03C92p
eineindeutig sind.

Die in (7.2) für p E P - Q angegebene Beziehung folgt aus der
Erktarung von Q und aus der Gleichheit der beiden Mengen
(a’(p, t’l, 03C42), 0 ~ 03C41 ~ 1, 0 ~ 03C42 ~ 1) und (a(p, ïB 03C42), 0 ~ 03C41 ~1,
0 ~ 03C42 ~ 1).
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Dr-ittens das 1-dimensionale Polyeder S. Es sei S die Menge aller
Punkte p von Q mit p E (a’(p, 1 2, 1’), 0 ~ 03C4  1). Wegen (7.1)
ist S die Menge aller Punkte p von Q mit (03C41’p, 03C42’p) = ( 2, 03C42’p).
Wegen (6.4) ist S in Q1 gelegen. Für p ~Q1 ist h’(P) = h*(p),
und aus der Erkiârung von h* folgt daher, dass S entweder leer
oder ein honiogen 1-dirmensionales endliches Polyeder ist, das bis
auf endlich viele Punkte im Innern von Grundsimplexen von L,
liegt.
Wenn S leer ist, bestâtigt man Satz 1 leicht vermôge der für

alle (p, 03C4) mit p E P und 0 ~ 03C4 ~ 1 durch g’(p, 03C4) = a’ (p, 1 2, 1’)
bestimmten Abbildung g’.
Nun sei S von der Dimension 1. Es môge K eine simpliziale

Zerlegung von P bezeichnen, die auch in Po eine simpliziale
Zerlegung Ko induziert. Wir bestimmen eine simpliziale Abbildung
03BB von P in [0, 1] durch die Festsetzung, dass 03BB(e) = 1 oder = 0,
je nachdem e ein Eckpunkt von K mit e E Ko oder mit e ~ K0
ist. Für die Zahl À(p ) schreiben wir auch Âp. Mit Si, i = 1, ... ,s,
bezeichnen wir Strecken, die zu je zweien keinen gemeinsamen
inneren Punkt haben, für die 1 Si = S und weiter 1) und 2)
gilt. 1) Auf S’ i ist 03BB affin. 2) Zu jedem Si existiert ein Grund-

simplex von Ll, das Si bis auf hôchstens seinen Rand im Innern
enthält. 2013 Es seien i, i = 1, ..., s, Simplexe der Dimension 2
in Ql, die paarweis keinen gemeinsamen inneren Punkt haben
und für die gilt, dass Si bis auf seine beiden Randpunkte im Innern
von xi liegt.
Bezeichnen wir 03C42’p für p ~ 03A3i auch mit u(p), so gilt:
(8.1) Für p E Iiii ist 0  M(p)  1.

(8.2) Für p E S gibt es genau eine Zahl r mit p == a’(p, §, 03C4),
und zwar ist dies die Zahl It(P).
Es folgt (8.1) aus I&#x26;i C Q, C Q und (6.1). Wegen (7.1) gibt es

zu jedem Punkt p E S genau ein Paar ( il, i2 ) mit p = a’(p, 03C41, z2 ),
und zwar ist (03C41’p, r 211 ) dieses Paar. Nach der Erklârung von S
ist 03C41’p = !, und hieraus folgt (8.2).
Es sei nun j eine der Zahlen 1, ..., s. Die Endpunkte von Sj

seien derart mit e’ und e" bezeichnet, dass 03BB(e’) ~ 03BB(e"). Ferner
sei 03BCm eine Zahl mit max (p(e’), 03BC(e"))  ftm  l, weiter m ein
Punkt im Innern der Strecke 5j mit

Erklàren wir dann y als diejenige Abbildung von S; in (0,1),
die e’ in 03BC(e’), m in 03BCm, e" in 03BC(e") überführt und für die übrigen
Punkte linear fortsetzt, so gilt offenbar:
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(9) Zu jeder Zalil 03B1 aus [0, 1] gibt es hôchstens zwei Punkte
P auf- der Strecke mit 03B103BB(p) = y(p).
Wir setzen weiter 03B3(p = IÀ.(p) für p E aej und y über die offene

Menge Xj - (j + Sj) derart stetig fort, dass 0  »(p)  1 in

allen Punkten p von Xj.
Für p ~03A3 i möge 03BEp die Strecke [0, 1] so auf sich abbilden,

dass 0 in 0, y(p ) in 03BC(p), 1 in 1 übergeht und für die ïibrigen Zahlen
aus [0, 1] linear fortgesetzt ist. Wegen 0  03BC(p)  1 und

0 C 03B3(p) C 1 ist die Abbildung 03BEp topologisch.
Mit Hilfe vou Â(p), pe P, und 03BEp(03C4), p E 03A3i und 0 ~ 03C4 ~ 1,

kann nunmelr eine Abbildungsschar (03C4, 0  03C4 ~ 1) mit den in
Satz 1 verlangten Eigenschaften aus a’ erklàrt werden. Dabei

bewirkt 03BB, dass 03C4(p) = (p) fur p E B ( P) und 0 ~ 03C4 ~ 1. Durch
die Abbildungen 03BEp, p ~03A3i, wird erreicht, dass zu jeder Zahl
aus [0, 1] hôchstens endlich vlele Plltlkte y auf S existieren mit
p = f(P)’ Für 0  03C4 ~ 1 sei

Da 03B3(p) = lt(P) für p E 03A3i, ist 03BEp(03C4) = i für p E 03A3i und
0 ~ 03C4 ~ 1. Mithin ist für 0 ~ 03C4 ~ 1 die Abbildung f1: stetig.
Wegen f°(p) = a’(p, 1 2, 0), p ~ P, und (1.1’) ist /0 = f. Für

p E B(P) ist, da Po nach Voraussetzung zu B(P) fremd ist,
03BB(p) = 0. Also ist f1: (p) == (p) in allen (p, r) mit p ~ B(P) und
0 ~ 03C4 ~ 1. Fùir p E Po ist 03BB(p) = 1. Daher ist f 1 ( p ) = ’(p),
p E Po, nach (1.1’).
Naçh (1.2’) ist (a’ (p, ri, 03C42), 0 ~ 03C41 ~ 1, 0 ~ 03C42 ~ 1) = (p),

wenn p ein Punkt von P mit (p) = ’(p). Im besonderen ist also
1(p) = ’(p), wenn (p) = f’(p).
Fùr 0 ~ 03C4 ~ 1 hat die Abbildung f03C4 höchstens 03BE = 2s Fix-

punkte. Zum Beweis sei oc eine Zahl aus [0, 1]. Nach der Er-
klarung von S und (f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) ist die Menge aller Punkte p
von P, die Fixpunkte von f03B1 sind, in S enthalten. Es sei j eine
der Zahlen 1, ..., s. F’ür alle Punkte p von Sj mit p = f03B1(p) ist

nach (8.2) also 03BEp(03BBp03B1) = 03BC(p) oder 03BBp03B1 = 03BE-1p(03BC(p)), zufolge der
Erklärung von 03BEp daher 03BBp03B1 = y(p). Nach (9) gibt es auf Sj
hôchstens zwei Punkte, für die die letzte Gleichung gilt. Mithin
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ist die Anzahl der Fixpunkte von fa. auf S nicht grôsser als 03B6.
Damit ist Satz 1 bewiesen.

3. Regulâre Abbildungsscharen in Fixpunktumgebungen.
Wir beweisen zunâchst den folgenden
Hilfssatz. Es sei r eine natürliche Zahl, 1 ein r-dimensionales

Siinplex des R’’, f eine stetige Abbildung von  in den Rr mit p ~ f(p),
p E x, und nul’ endlich vielen Fixpunkten ql, ..., qm; ferner q ein
innerer Punkt von  mit q, ~ qi, i = 1, ..., m, derart, dass die

J(qqi), i = 1, ..., m, paarweis zu einander f remd sind. Fil,.

i = 1, ..., m und 0  i ~ 1 sei qi7: der Punkt (1 2013 03C4)qi + 7:q.
Dann gibt es eine Schar (f03C4, 0  i  1) stetiger Abbildungen f7:
von ii in den Rr mit f0 = f und den Eigenschaften : f03C4(p) = f(p)
für p ~  und 0  i  1; für 0 ~ 03C4  1 sind die Punkte qi , ..., q03C4m
die Fixpunkte von il; fl(q) = q; es ist f1(q) = (1 - 03C4)q + 7:f(p’),
wenn p ~ Ii - q ein Punkt mit p = (1 - 03C4)q + iP’ und p’ die

Projektion von p auf  aus q ist.

Beweis, Wir bezeichnen die Eckpunkte von 1 mit ao, ..., ar.
Fiir i = 0, ..., r und 0 ~ i  1 sei a03C4i = (1 - 03C4)ai + iq. Für
0 ~ 7:  1 sei xT das von den Punkten aô, ..., a03C4r aufgespannte
Simplex.
Es sei 03C9(p) für p ~ 1 - q die Projektion von p auf x aus q,

ferner sei roT für 0  i  1 die durch

bestimmte affine Abbildung von x-r auf . Für 0 ~ Í  1 ist dann

Da für jedes T aus [0, 1] die Abbildung w1: nicht ausgeartet affin
ist, folgt aus (2), dass

i

Für 0 ~ 7:  1 setzen wir dann :

und in allen Punkten p aus x03C3, 03C4 ~ 03C3 ~ 0,

Es sei f1(q) = q. Für p ~ 03C3, 1 &#x3E; a ~ 0, sei
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Die so erklärte Abbildung F = (rI:, 0  03C4 ~ 1) hat die ver-
langten Eigenschaften:
Es ist F stetig, wie aus 1) bis 3) folgt. 1) Für jede Zahl 03C4 aus

déni Intervall [0, 1] ist die Abbildung f03C4 stetig; denn wegen (1)
stimmt auf àiz die Erklärung (4) mit (5) überein. 2) Die Abbildung
f l ist stetig; denn fïir p E 03C3, 03C3 ~ 1, geht der durch (6) bestimmte
Punkt f1(p) gegen p. 3) Wegen 03C903C4(q) = q, 0 ~ r  1, ist fT(q)=q
für 0 ~ i  1. Und der Durchmesser von f03C4(03C4) geht gegen Null
für r - i.

Aus (2) und (3) folgt: für 0 ~ 03C4 ~ 1 sind die Punkte qi, ..., q03C4m
die einzigen Fixpunkte von IT.

Die von f 1 geforderte Eigenschaft ist mit (6) gleichwertig,
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Bemerkung. Es sei 1 ein r-dimensionales Simplex des Rr, q
ein innerer Punkt von x und f eine stetige Abbildung %-on ài in
den Rr ohne Fixpunkte. Dann gibt es eine Schar (f03C4, 0  03C4 ~ 1)
stetiger Abbildungen l’ von x in den R’’ mit 1° = 1, f03C4(p) = f(p)
für p ~  und 0 ~ 03C4  1, p ~ f03C4(p) für p E ài und 0 ~ 03C4  1,
f1(q) = q und p ~ f1(p) für p ~  2013 q.

In der Tàt hat mit 03BB(p) = (p, )/((p, x ) + (p, q), p ~ ,
und der Festsetzung

bereits die Abbildungsschar (f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) die verlangten Eigen-
schaften.

Wir kônnen nun herleiten:

Satz 2. Es seien r eine natürliche Zahl,  ein r-dimensionales

SintpleiV des Rr, f ztnd f’ stetige Abbildungen von fi in den Rr mit p
~ f(p) = 1’(p), p E x, und hâchstens endlich vielen Fixpunkten.
Dann gibt es eine natürliche Zahl 03B6 und eine Schar (f03C4, 0  i  1)
stet-iger A bbilditngen f03C4 von x in den Rr mit f0 = f, f1 = f’,

’lt’nd der Eigenschaft, dass f ür 0  T ~ 1 die A bbildung r1: hâchstens
03B6 Fixpunkte hat.
Beweis. Wegen der obigen Bemerkung kônnen wir annehmen,

dass f wie f ’ wenigstens einen Fixpunkt hat.
Es seien a,, ..., am die Fixpunkte von f und bl, ..., bn diejenigen

v on f’, ferner q ein innerer Punkt von ài mit q ~ ai, i = 1, ..., m,
und q ~ bi, i = 1, ..., n, derart, dass die J(qai), i = 1, ..., m,
paarweis zu einander fremd sind, ebenso die J(qbi), i = 1, ..., n,
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zu einander. Die Abbildung g sei wie folgt bestimmt: g(q) = q;
für p E x - q sei, wenn p’ die Projektion von p auf x aus q be-
zeichnet und p = (1 - 7:)q + 03C4p’ ist, g(p) der Punkt (1 2013 7:)q + if(p’)
Schliesslich sei 03B6 = max (m, n).
Nach dem obigen Hilfssatz gibt es dann Abbildungsscharen

(g03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) und (h03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) mit g0 = f, g1 = g, h0 = f’,
hl - g,

und der Eigenschaft, dass für 0 ~ 03C4 ~ 1 die Abbildungen g1:,
h03C4 höchstens 03B6 Fixpunkte haben.

Mit /1: = g21:, 0  03C4 ~ 1 2, und f03C4 = h2-203C4, 1 2 ~ 03C4 ~ 1, hat

hierauf (f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) die verlangten Eigenschaften.
Aus den Sätzen 1 und 2 leiten wir nun einen Satz her, auf den

wir später die Aufgabe zurückführen werden, isolierte Abbildungs-
scharen in kompakten topologischen Mannigfaltigkeiten der

Dimension 2 zu erkh,ren. Er hat, wie sich in Abschnitt 4 zeigt,
die Bedeutung eines im Kleinen riclltigen Satzes, aus dessen mehr-
facher Anwendung sich ein Satz im Grossen ergibt.

S a t z 3. Es seien U und V beschriinkte offene Mengen des R2
mit U C V, f erner f und g stetige Abbildungen von V in den R2 mît
hâchstens endlich vielen Fixpunkten. Dann gibt es eine natürliche
Zahl Ç und Scharen (f03C4, 0  T  1), (g03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) stetiger
A bbildungen f und g1: von V in den R2 mit 10 = 1, gO = g und den
Eigenschaften: für alle (p, T) mit p E  - V und 0 -c ~ 1 ist

f03C4(p) = 1(p) und g03C4(P) = g(p); 

für 0 ~ 03C4 ~ 1 haben die Abbildungen f1: und g03C4 höchstens 03B6 Fix-
punkte.
Beweis. Es seien ql, ..., qm Punkte in U, so dass, wenn f

oder g Fixpunkte auf U hat, diese unter den Punkten ql, ..., qm
enthalten sind. Ferner seien xi und i, i = 1, ..., m, in V gelegene
Simplexe der Dimension 2 derart, dass qi in J(xi), Xi in J(ÿi)
liegt, die g, paarweis zu einander fremd sind und sich auf 1 i -

1 qi kein Fixpunkt vols f oder g befindet.
Wir bezeichnen mit Qo und Q endliche Polyeder im R2, von

denen gilt: 1) es ist U + 03A3yi ~ Q0, Q0 liegt im Innern von Q,
Q C Tl ; 2) jeder Fixpunkt von f und g auf Q ist unter den Punkten
ql, ..., qm enthalten. Die Polyeder Qo und Q existieren. Denn es



202

kann zwar V unendlich viele Komponenten haben, wegen U C V
und der Endlichkeit von 03B4(V) ist aber U bereits in endlich vielen
Komponenten von V enthalten.
Mit P bezeichnen wir das Polyeder Q - 03A3 J(i), mit Po das

Polyeder Q0 2013 03A3 J(i). Dann liegt, da Qo im Innern von Q liegt,
PO im Innern von P. Und es hat f wie g auf P keinen Fixpunkt.
Es sei a eine Zahl mit 0  a  1, ferner g03C4 = g für 0 ~ 03C4 ~ 1.
Nach Satz 1 gibt es eine natürliche Zahl 03B60 und eine Schar

(f03C4, 0  03C4 ~ oc) stetiger Abbildungen 11: von P in den R2 mit den
Eigenschaften: f03C4(p) = f(p), wenn (p, i) ein Paar, für das ent-
weder p E P und i = 0 oder p E B(P) und 0  03C4 ~ ce ist;

für 0 ~ 03C4 ~ ce had’ f hôchstens 03B60 Fixpunkte. - In allen (p, i)
mit p E V - P und 0 ~ 03C4 ~ a sei f03C4(p) = f(p).
Wegen (2) ist im besonderen "(p) = g03B1(p) für p E EYi8 Nach

Satz 2 gibt es daher für i = 1, ..., 1n eine natürliche Zahl 03B6i,
und eine Schar (ht, a S 03C4 ~ 1) stetiger Abbildungen hi von i
in den R2 mit den Eigenschaften: ff, (p) = f03B1(p) in allen (p, i),
für die entweder p E i und 03C4 = a oder p ~ i und oc ~ 03C4 ~ 1 ist;

fur oc ~ 03C4 ~ 1 hat h03C4i höchstens 03B6i Fixpunkte.
Für alle (p, 1:), p E  - 03A3 J(i) und oc ~ 03C4 ~ 1 sei hierauf

f03C4(p) = f03B1(p). Für die (p, 03C4) mit P E i und oc  03C4 ~ 1 sei f03C4(p) =

h03C4i(p); i = 1, ..., 1n. Dann ist

Die Abbildungsschar F = (f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1) ist gleichmàssig
regulâr, da es jede der endlich vielen Abbildungsscharen, aus
denen sich F zusammensetzt, ist. Trivialerweise ist (g7:, 0 ~ 03C4 ~ 1)
gleichmàssig regulâr.

Die Polyeder P, 1, ..., m sind zu V - V fremd. Daher ist
f03C4(p) = f(p) und g03C4(p) == g(p) in allen (p, i) mit p ~  - V und
0 ~ 03C4 ~ 1.
Aus (1) und (4) folgt, dass, wenn f(p) = g(p), auch f1(p) = g1(p).
Nach der Erklârung von Po ist Po + 03A3 i = Qo. Aus f1(p) =

f03B1(p), p ~ P0, und (2) folgt, dass f 1(p ) = g03B1(p) = gl (p) für p E Po. Aus
f1(p) = h1i(p), p E i, und (3) folgt daher, dass fl(p) = g1(p) für
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p E Qo, wegen U C Qo also im besonderen fl(p) = g1(p) für p ~ .
Damit ist Satz 3 bewiesen.

4. Der Approximationssatz f ür 2-dimensionale kompakte topo-
logische Mannigfaltigkeiten.
Aus Satz 3 ergibt sich folgender
Satz im Kleinen. Es seien Q eine zum R2 homdomorphe

1Bfe’nge im Rn, U und V in Q offene Mengen mit U C V und V C Q,
ferner f und g stetige Abbildungen von V in Q mit hâchstens endlich
vielen Fixpunkten. Dann gibt es eine natürliche Zahl 03B6 und Scharen
(f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 1), (e, 0r ~ 1) stetiger Abbildungen f03C4 und g03C4
von V in Q 1nit den Eigenschaften : 10 = f; go = g; fT(p) = f(p)
und g03C4(p) = g(p) f ür alle (p, 03C4) mit in V - V gelegenem p und
0 ~ 03C4 ~ 1;

für 0  03C4 ~ 1 haben die Abbildungen f03C4 ’und gT höchstens 03B6 Fix-
punkte..
Auf diesen Satz im Kleinen führen wir nun den unten angege-

benen Approximationssatz (Satz 4) zurück. Für den ganzen Ab-

schnitt bezeichne P eine kompakte 2-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit im Rn.

Die Hilfssätze 1 und 2 sind elementar.

Hilfssatz 1. Es sei 03B5 eine positive Zahl. Dann gibt es in P offene
Mengen Ut und Vki, i = 1, ..., 1nk, k = 0, ..., n, mit den Eigen-
scfiaften: ki C Vki, 03B4(Vki)  e, für i1 ~ i2 sind Vki1 zcnd ki1 fremd,
es ist P = L Uk 
Beweis. Es seien x ein n-dimensionales Simplex des Rn mit

P C , K eine simpliziale Zerlegung von  mit Simplexdurch-

messern  03B5 2 und ki, i = 1, ..., mk, die k-dimensionalen Simplexe
von K, le = 0, ..., -rt.

Ist Ó eine Zahl mit 0  03B40  03B5 2 und 0i = Xi für i = 1, ..., rn°,
so gilt:

I°) Für il =1= i2 sind U(y0i1; ôO) und U(y0i1; 03B40) zu einander fremd.
11°) Es ist 03A3 x0i C XI U(lfl; 1 2 03B40).

Wir machen nun die Annahme, es seien i eine der Zahlen
0, ..., n - 1 und bereits positive Zahlen 03B40,..., 03B4j sowie in x
gelegene Simplexe fl§ , 1 = 1, ..., mk, k = 0, ..., j, bestimmt
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mit 03B4(yki)  2 und den Eigenschaften:

li) Für i1 ~ i2 sind U(yki1; 03B4k) und U(ki2; 03B4k) zu einander fremd,
k = 0,..., j.

i

Da 1 j+1i = 03A3 xki abgeschlossen und 03A303A3 U(g’; 1 203B4k) offen

ist, gibt es wegen IIj) eine Zahl ô &#x3E; 0, so dass sogar

Nun sei :+lfiir i = 1, ..., mi+’ ein Simplex im Innern von j+1i
mit

ferner 03B4j+1 eine Zahl mit 0  03C3j+1  03B5 4, so dass die (yj+1i; 03B4j+1),

i = 1, ..., mj+1, paarweis zu einander fremd sind.
Dann gilt Ij+1) und wegen (*), (:) auch IIj+1).
Mit Uki = P.U(ki; 1 203B4k) und Vki = P. U(ki; 03B4k) haben

hierauf Uki und Vki, i == 1, ..., mk, le = 0, ..., n, die verlangten
Eigenschaften: Dass Uki ~ Vki, folgt. aus der Erklarung von Uk
und Vki. Der Durchmesser von ki ist kleiner als 03B52, wegen 03B4k C
2 4

also der Durchmesser von Vki kleiner als E. Wegen Ik) sind die
Vki, i = 1, ..., 1nk, paarweis zu einander fremd.
Es ist  = 03A303A3ki ~ 03A303A3 U (ki; 1 203B4k) nach IIn), also P = 03A303A3 Uki.
Hilfssatz 2. Es sei ln eine natürliehe Zahl und 03940 eine positive

Zahl. Dann existieren Zahlen 03941, ..., 0394m mit L1i  1 8 0394i-1,
i = 1, ..., ln, 2cnd der Eigenschaft : zu jedem Punkt p von P gibt
es in P offene ZU1n R2 homöomorphe Mengen Ui(p), i = 1, ..., m,
1nit

Beweis. Wir machen die Annahme, es seien k eine der Zahlen

0, ..., in - 1 und 03940,..., d k positive Zahlen, so dass, falls

k &#x3E; 0 ist, L1  81,di,l für i = 0, ..., k gilt und ferner: zu jedem
Punkt p von P gibt es zum R2 homôomorphe in P offene Mengen
Ui(p), i = 1, ..., k, mit 11) bis 1k). Dann behaupten wir:
Es gibt eine Zahl 0394k+1 mit 0  0394k+1  1 80394k und der Eigen-
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schaft : zu jedem Punkt p von P existiert eine zum R2 homôomor-
phe in P offene Menge Uk+1(p) mit (1k+1).
Wir wollen zunâchst zeigen:
I. Zu jedem Punkte p von P existiert eine zum R2 homôo-

morphe p enthaltende in P offene Menge mit einem Durch-
messer  lL1k.

Beweis von I. Es sei q ein Punkt von P und Uq eine q enthal-
tende zum R2 homôomorphe in P offene Menge; h eine topolo-
gische Abbildung von Ù,, auf den R2 und q’ = h(q). Bezeichnet
dann U(q’; 03B4) für ô &#x3E; 0 die ô-Umgebung inbezug auf den R2
von q’, so gilt: Wenn 03B4 &#x3E; 0 nur hinreichend klein, so ist der

Durchmesser von h-1(U(q’; 03B4)) kleiner als iL1k. Da h topologisch,
ist die Menge h-1(U(q1; à) für jedes 03B4 &#x3E; 0 in P offen.

Wegen 1 kônnen wir also j edem Punkt p von P eine p enthal-
tende zum R2 homôomorphe in P offene Menge zuordnen, deren.
Durchmesser  1 80394k ist. Da die Menge P kompakt, wird sie

schon von endlich vielen dieser Mengen überdeckt. Mithin:
II. Es gibt in P offene zum R2 homôomorphe Mengen hi,

i = i, ..., m’, mit P = Z V i und 03B4(Vi)  lL1k.
Wir wollen weiter zeigen:
III. Es gibt eine Zahl 0394k+1 mit 0  0394k+1  iL1k, so dass zu

jedem Punkt p von P wenigstens ein Vi existiert mit

P . U(p; 0394k+1) C Vi.
Beweis von III. Für jedes p von P bezeichnen wir mit Wi(p),

i = 1, ..., mp, diejenigen der Vi, die p enthalten. Dann sei

03B4i(p) für i = 1, ..., 1np die obere Grenze aller Zahlen ô’ &#x3E; 0

mit der Eigenschaft, dass P . U( p; f5’) in Wi(p) liegt. Ferner sei
03B4(p) das Maximum der Zahlen 03B4i(p), i = 1, ..., m p. Wir machen
die Annahme, dass eine Zahl 0394k+1 der angegebenen Art nicht
existiere. Dann ist die Zahl inf 03B4(p), p E P, gleich Null; und
mithin gibt es eine kon,rergente Punktfolge pi, p2, ... von

Punkten p, aus P mit 03B4(pi) ~ 0 für i ~ oo. Zu dem Punkt
q = lim pi, i~~, gibt es eine Zahl ô. &#x3E; 0 mit P . U(p; 03B4q) C Wl(q)
Dann liegt P. U(pi; 1 2 03B4q) in Wl(q) für alle pi mit hinreichend

grossem i : Wegen 03B4(pi) ~ 0 , i ~ oo, ein Widerspruch.
Aus II, III und der Erklàrung der Vi folgt: Zu jedem Punkt

p von P gibt es eine zum R2 homôomorphe in P offene Menge
Uk+1(p) mit (1k+1), womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Wir kônnen jetzt herleiten:
Satz 4 (Approximationssatz für 2 Dimensionen). Es

sei (f03C4, 0 ~ r £ 1) eine Schar stetiger Abbildungen von P in sich
und - eine positive Zahl. Dann gibt es eine natürliche Zahl 03B6 und
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eine Abbildungsschar (gT, 0  03C4  1) i-n P ’1nit (f03C4, gx)  E,

0  i  1, und den Eigenschajten: für 0  T ~ 1 hat die Ab-

bild’ltng f03C4 hochstens C Fixpunkte,; haben f0 und f1 hochstens endlich
viele Fixpunkte, so ist g° = f0 und gl = f l.

B e w e i s. Wir bezeichnen 2n + 2 auch mit a und 
2n 1 + 2 a

mit 03940. Nach Hilfssatz 2 gibt es dann Zahlen 03941, ..., 0394a mit

so dass gilt: zu jedem Punkt p von P existieren in P offene zum
R2 homôomorphe Mengen Ui(p), i = 1, ..., a, mit

Da P kompakt ist, existiert eine Zahl il &#x3E; 0, so dass für jede
Menge M von P mit einem Durchmesser  ~ gilt:

Nach Hilfssatz 1 gibt es in P offene Mengen Uki und V ki’
i = 1, ..., mk, k = 0, ..., n, mit Uki C V ki und den Eigen-
schaften :

für il =1- i2 sind Vki1 und V k22 einander fremd, P = E Uik.
i, k

Einige der Uki kônnen leer sein. Die leere Menge bezeichnen
wir auch mit U_1,1.
Es seien 03B60, ..., Cm Zahlen mit Co = 0, 03B6i  03B6i+1 i = 0,...,

m - 1, und 03B6m = 1, so dass für i = 0, ..., m - 1 gilt:

(5) e(f’i, f )  min (lL1a, 1 403B5), 03B6i ~ 03C4 ~ 03B6i+1.
Für i = 0,..., m sei g03B6i eine stetige Abbildung von P in sich mit
hôchstens endlich vielen Fixpunkten und

(6) (g03B6i, f03B6i)  min (1 8039403B1, 1 403B5).

Eine solche Abbildung existiert, wie eine einfachere Überlegung
ergibt. Haben f ° und f 1 hôchstens endlich viele Fixpunkte, so
sei g° = 1° und gl = fl. 

Weiter sei i eine der Zahlen 0, ..., m - 1 und a = Cj, fJ = ’;+1’

Fiir jede Menge M von P mit 03B4(M)  ~ ist
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Denn der Durchmesser von f03B1 (M) wie f03B2 (M) ist nach (3) kleiner
als 1 8 039403B1. Da weiter (f03B1, /fi)  1 8 039403B1 nach (5), ist also 03B4(f03B1(M) +
fÀ(M))  1 4 039403B1, woraus wegen (6) dann (7) folgt.
Zum Beweis von Satz 4 genügt es, eine gleichmâssig regulâre

Abbildungsschar (g03C4, 03B1 ~ 03C4 ~ P) von g in g’ mit (g, g03C4) ~ 03B5 2,
ce  03C4 ~ 03B2, anzugeben. Denn wegen (5) und (6) ist dann

also (g03C4, f03C4)  e für oc  t Ç 03B2.
Es seien nun, so wollen wir annehmen, k eine der Zahlen

0,..., n, ferner (gx, x  03C4 ~ oc + k03C9) und (g03C4, 03B2 - k03C9 ~ 03C4 ~ 03B2)
gleichmässig reguh,re Abbildungsscharen in P mit g03B1 = g und
gfJ = g’ derart, dass gilt, wenn gk die Abbildung g03B1+k03C9 und gk
die Abbildung g03B2-k03C9bezeichnet:

lk) Für p ~ 03A3 03A3 Uli ist gk(P) = g’k(p).
2k) Es ist 03B4(gk(M) + gk’(M»  0394a-2k, wenn M cine Menge

in P mit 03B4(M)  1J ist.

3k) Es ist e(g, g03C4)  k03B5 für allé T aus [oc, oc + 03C9k] +[03B2 - 03C9k, 03B2].
a

Für k = 0 sind 1k), 2k) und 3k) sicher richtig.
Das Intervall [03B1 + k03C9, oc + (k + 1)03C9] bezeichnen wir auch

mit Ja, das Intervall [03B2 - (k + 1)03C9, 03B2 - k03C9] auch mit J03B2.
Wir wollen zeigen, dass aus der vorstehenden Annahme die

Existenz gleichmässig reguh,rer Abbildungsscharen (g03C4, i E J03B1)
und (gt, 03C4 ~ J03B2) folgt, so dass, wenn gk+1, g’k+1 resp. die Abbil-

dungen g03B1+k03C9+03C9, g03B2-k03C9-03C9 bezeichnet, 1k+1), 2k+1) und 3k+1)gilt.
Es sei U eine der Mengen Ukig = 1, ..., mx, die nicht leer

ist, und V das zugehôrige Vki.
Dann gibt es zunâchst eine in P offene zum R2 homôomorphe

Menge Q0 mit

Es sei nâmlich q ein Punkt aus gk(V). Nach der Erklarung der
d i gibt es dann eine in P offene zum R2 homôomorphe Menge
Co mit

Und für diese Menge gilt (8). Denn wegen ô(V)  ~ und 2k ) ist
der Durchmesser von gk(V + g’k() kleiner als J,-2k’
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Erstens sei Qo. V = 0. Hier setzen wir Q = Qo. Da Qo zum
R2 homôomorph ist, gibt es eine für alle (p, 03C4) mit p E V und
0 ~ 03C4 ~ 1 erkiârte stetige Abbildung in Q mit 03BB(p, 0) = gk(p),
03BB(p, 1) = g’(p) und der Eigenschaft: (03BB(p, 03C4), 0  r  1) = a,(p)
wenn gk(p) = g’k(p). Das ist leicht einzusehen: Sind h und h’

stetige Abbildungen von V in den R2 und setzt man

in allen (p, 03C4) mit p E V und 0 ~ 03C4 ~ 1, so ist p(p, 0 ) = h(p),
fl(P, 1) = h’(p) und (03BC(p, 03C4), 0 ~ 03C4 ~ 1) = h(p) für h(p) = h’(p).
Hieraus folgt, da Q zum R2 homôomorph ist, leicht die Existenz
von 03BB.

In dem vorliegenden ersten Fall werde dann für alle (p, r)
mit p E V und -rE J. die Zahl

mit 03C4p bezeichnet, und es sei g03C4(p) = Â(p, 03C4p). Für p E h und

03C4 ~ J03B2 sei g03C4(p) - gk (p ).
Dann gilt: für 03C4 ~ J03B1 bzw. 03C4 ~ J03B2 ist

für p E V ist

Zweitens sei Qo. V =1 0. Hier existiert eine in P offene zum
R2 homôomorphe Menge Q mit

Denn nach der Erklarung der d i gibt cs eine in P offene zum
R2 homôomorphe lVIPnge Q mit

und von dieser Menge gilt (12): Wegen Q0.  ~ 0 ist 03B4(Q0 + V) ~
03B4(Q0) + c5(V). Wegen (8), (4) und (1) ist also l5(Qo + V )  L1a-2k-l
und wegen q ~ Q0 daher Qo + V in Q gelegen. Mithin ist (12)
wegen (8) richtig.
Auf Q, U, V, g, und g" wenden wir den obigen Satz im Kleinen

an. Derselbe ergibt gleichmàssig reguläre Scharen (g7:, 03C4 ~ J03B1),
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(g03C4, 03C4 ~ J03B1) stetiger Abbildungen gt von V in Q mit (9), (10)
und (11).
Da die Vkil = 1, ..., 1nk, paarweis zu einander fremd sind,

kônnen wir g03C4(p) als in allen (p, r), für die p in 03A3 V ki und 7: in

J ex + J03B2 liegt, erklàrt nehmen. Für die (p, r) mit p E P - 03A3 V ki
und 7: E J ex sei g03C4(p) = gk(p). Ist p ein Punkt aus P - 03A3Vki
und r eine Zahl aus J03B2, so sei g03C4(p) = g’k(p). Diese Erklàrung ist
wegen (9) stetig.
Mit der oben angegebenen Bedeutung von gk+l und t)k+l gilt

dann 1k+1), 2k+l) und 3k+1): k-1

Es ist gk+1 1(p) = g’k+1 (p) für p ~ 03A3 03A3 U,i wegen 1k) undk i
(10). Daher gilt 1k+1) nach (11).
Für r E J ex bzw. i E J03B2 ist

Denn da gk und g’k auf V nur innerhalb Q verschoben wird, folgt
(*) aus (8), (12) und (1).
Nach (*) sind im besonderen (gk, gk+1) und (g’k, g’k+1) kleiner

als die Zahl 1 4 0394a-2k-2. Mithin folgt 2k+1) aus 2k) und (1).
Zum Beweis von 3k+1) ist wegen 3k) nur zu zeigen, dass (g, g03C4)

nicht grôsser als k + 1 a 03B5 ist für alle r aus J a. und j03B2. Dies foigt
aber aus 3k) sowie (*) und 1 4 0394a-2k-2  03940 = 1 a03B5.

Es ist oc + (n + l)cu = 03B2 - (n + 1 )w. Wir bezeichnen die
k

Zahl oc + (n + 1)03C9 auch mit y. Für k = n ist dann 03A303A3 UZi

gleich P. Und es sind (g03C4, oc ~ 03C4 ~ y ) und (g03C4, 03B3 ~ 03C4 ~ 03B2) gleich-
mässig regulare Abbildungsscharen in P mit g03B1 = g, gf1 = g’
und p(g, g03C4) ~ 03B5 2 für alle Í aus [03B1, f3J.

Nach einer obigen Bemerkung ist damit Satz -1 bewiesen.

5. Der Approximationssatz in Dimensionen grösser als 2.

Sind a = (03B11, ..., (Xn) und b = (03B21,  ..., 03B2n) Punkte des R n,
so sagen wir, (a, b ) sei ein Antipodenpaar", wenn (Xi == f3i für
i = 1, ..., n - 1 und 03B1n ~ 03B2n. Sind M eine Teilmenge des R n

und 1, g eindeutige Abbildungen v on M in den R n, so nennen
wir den Punkt p von AI einen Antipodenpunkt" von (1, g),
wenn (f(p), g(p)) ein Antipodenpaar ist.
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Definition. Als eine ,,1geguliire Verbindungsfunktion" des R n

n &#x3E; 2, bezeichnen zvir eine für alle (f + 2)-Tupel (p, p’, T’, ..., Tn)
- wobei p und p’ solche Punkte des R n, dass (p, p’) kein Anti-

podenpaa19 ist, und 03C41, ..., 03C4n Zahlen aus [0, 1] sind - erkliirte
stetige A bbildung a in den R n mit den Eigenscha f ten 1 bis 4.

1. FÜ19 alle Punktpaare (p, p’) des R n, f ür die a erkliirt ist, und
alle Punkte (03C41, ..., 03C4n-1) des (n - 1)-dimensionalen Einheits-

würfels ist

2. Es ist (a(p, p’, i’, ..., zn), 0  il  1, ..., 0  03C4n 03C4 1) = p,
wenn (p, p’) ein Punktpaar des Rn mit p = p’.

3. Sirid p, p’ Punkte des Rn und (rl, ..., Tn) Pttnkte des n-

dimensionalen Einheitszvüriels mit

so ist (03C411,..., 03C4n1) = (Tl ..., 03C4n2).
4. Sind p, p’ Punkte des R n -und 03C41, ..., 03C4n-1, oc, P Zahlen aus

deni Intervall [0, 1J mit a(p, p’, ,;1, ..., 03C4n-1, 03B1) = a(p, p’,
1 ..., 03C4n-1, 03B2) d -1-’ so ist ti - T2"

Èiiie einfachere Überlegung ergibt, dass zu jeder Zahl n &#x3E; 2

reguläre Verbindungsfunktionen des R n existieren: Es sei S die
(n - 1 )-dimensionale Sphâre im R n mit dem Nullpunkt r des
R’t als Mittetpunkt und dem Radius 1, q der Punkt (0, ...,0, +1)
und q’ der Punkt (0, ..., 0, -1). Dann genügt es offenbar,
a(p, p’, r’, ..., 03C4n) zu erkiären für alle Punktpaare (p, p’ ) auf
S, die zu r diametral liegen und von (q, q’ ) und (q’, q) verschieden
sind. Dies kann wie folgt geschehen. Es sei Tl die v on s begrenzte
abgeschlossene Vollkugel. Den n-dimensionalen Einheitswürfel
des Rn nennen ivir J.V, JVo und W1 die Menge aller Punkte (03C41,
..., 03C4n) von W mit Tn = 0 bzw. 03C4n ce 1. Dann erklâren wir
zunâchst cine stetige Abbildung 99 von W auf V, und zwar sei
~(03C90) = q, ~(W1) = q’. Über J’V -- (W0 + Wl) kann man ~
leicht derart stetig fortsetzen, dass W - ( Wo + W1 ) topologisch
auf V - (j + q’ ) abgebildet wird. Dann sei a(q, q’, zl, ..., -t")
der Punkt p(-r’, ..., Tn) für alle (03C41, ..., 03C4n) des n-dimensionalen
Eiiilieitswürfels. Ist hierauf (p, p’) irgendein von (q, q’) und
(q"e q) verschiedenes Punktpaar auf S, welches zu r diaimetral
liegt, ferner Lo die von q, p und p’ aufgespannte 2-dimensionale
Ebene des R n, L die (n - 1 )-di1xlensionale Ebene des R n senkrecht
auf ’ durch r und L1 die auf Lo senkrechte (n - 2 )-dimensionale
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Ebene in L durch r, so drehen wir den R n um L1 in derjenigen
Richtung, die q auf dem kürzesten Weg nach p überführt. Dabei
geht jeder Punkt p des Rn in einen Punkt d(p) über. Schliess-
lich sei

für alle Punkte (rl, ..., -rn) des n-dimensionalen Einheitswürfels.
Mit einer Ergâiizung lautet nun Satz 1 in Dimensionen &#x3E; 2

wie folgt.
S a t z 1’. Es seien Po und P endliche Polyeder im Rr, r &#x3E; 2,

so dass Po =1= 0 im I nnern von P liegt; f und f ’ stetige Abbildungen
von P in den Rr ohne Fixpunkte,. In einer Umgebung von Po liege
kein Antipodenpunkte von (f, f’). Dann gibt es eine natürliche Zahl
03B6 und eine Schar (f03C4, 0  -r ~ 1) stetiger A bbildungen re von P
in den Rr, von der gilt: f0 = f; f ür alle (p, 03C4) mit p E B(P) und
0 ~ 03C4 ~ 1 ist f03C4(p) = f(P);

f ür 0  03C4 ~ 1 hat die Abbildung r höchstens 03B6 Fixpunkte,.
Beweis. Es sei Pl ein endliches Polyeder im R’’, so dass Po

im Innern von P1, Pi in P liegt und sich auf Pl kein Antipoden-
punkt von ( f , f ’ ) befindet. Dann setzen wir zunâchst f03C4(p) = f(p)
in allen (p, i) mit p E P - Pl, und 0  03C4 ~ 1.
Nach den obigen Ausführung existiert weiter eine für alle

(p, 03C41, ..., 03C4n), p E Pl und 0 ~ 03C41 ~ 1, ..., 0  03C4n ~ 1, erklârte
stetige Abbildung a mit den folgenden Eigenschaften (1.1)
bis (1.4).

(1.1) Es ist a(p, 03C41, ..., 03C4n-1, 0) = f (p) und a(p, -rI, ..., 03C4n-1, 1 )
= f’(p) für alle n-Tupel (p, 03C41,..., 03C4n-1) mit p E Pl und
0  -rI ~ 1, ..., 0 ~ 03C4n-1 ~ 1.

(1.2) Es ist (a(p, -rI,..., 03C4n), 0 ~ 03C41 ~ 1, ..., 0 ~ 03C4n ~ 1)
= f(p), wenn p ein Punkt aus Pl mit f(p) = f’ (p).

(1.3) Ist p ein Punkt von Pl mit f(p) ~ f’(p), so folgt, wenn
03C4n1 und 03C4n2 Zahlen aus (0, 1) sind, aus a(p, 03C411, ..., 03C4n1) =
a(p, T2’, 03C4n2) die Gleichung (03C411. ..., 03C4n1) = (03C412, ..., 03C4n2).

(1.4) Ist p ein Punkt aus P1 mit f(p) ~ f’(p), so folgt für
beliebige Zahlen x und 03B2 von [0, 1] aus a(p, il, ..., r"-1, 03B1) =
a(p, 03C41, ..., 03C4n-1, 03B2) die Gleichung oc = 03B2.

Hierauf kann man Satz l’ wie Satz 1 beweisen.
Wit benutzen später folgenden Hilfssatz. Es seien K ein

endlicher simplizialer Komplex im Rr und f, g si1npliziale Ab-
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bildungen von Ii( in den Rr. e eine positive Zahl. Dann gibt es eine
simpliziale Abbildung f1 von K in den Rr mit (f, f1)  e und der

Eigenschaft: die Menge der Antipodenpunkte von (f1, g) ist leer

oder ein homogen 1-di mensio nales endliches Polyeder.
Beweis. Es bezeichne 99 die durch ~(p) = f(p) - g(p), p E K,

bestimmte simpliziale Abbildung voii E in den R’’, G die Gerade
durch die Punkte (0, ..., 0) und (0, ...,0, 1) der Rr.
Durch eine e-Verschiebung der Punkte ~(e), e Eckpunkt von

K, in Punkte ~1(e) lâsst sich eine simpliziale Abbildung ~1 von
K in den Rr mit ~1(e) ~ G, e ~ K, gewinnen, von der gilt: die

Menge S aller Punkte p von K mit ~1(p) E G ist leer oder ein

homogen 1-dimensionales endliches Polyeder.
Mit 11(p) = g(p) + cpl(p), P E K, ist die Abbildung Il von der

verlangten Art: Wegen (~, cpl)  e ist (2(/, Il)  e. Die Menge
der Antipodenpunkte von (f1, g) ist gleich der Menge der Purikte
p von K mit ~1(p) E G, also gleich S.

Eine Ergänzung, die es ermôglicht, die oben für 2 Dimensionen
ausgeführten Überlegungen auf beliebige Dimensionen zu über-
tragen, ist in dem folgenden für Dimensionen &#x3E; 2 gültigen Satz
zusammengefasst.
Satz über Antipodenpunkte. Es seien P, Po endliche

Polyeder im Rr, r &#x3E; 2, und Po i= 0 im Innern von P gelegen,
f erner f und g stetige Abbildungen von P in den R’’ ohne Fixpunkte.
Dann gibt es Scharen (f03C4, 0  T  1), (g03C4, 0  r  1) fixpunkt-
freiei- Abbildungen f7: und g03C4 von P in den Rr mit f0 = f, go - g,

und der Eigenschaft, dass in einer Umgebiing von Po kein A nii-
podenpunkt von (f1, gl) liegt.
Beweis. Es seien ~ &#x3E; 0 eine Zahl, so dass

Q die Menge aller Punkte p von P mit f(p) = g(p); 03B4 &#x3E; 0 eine

Zahl, so dass (P0; ô ) im Innern von P liegt und

ferner K eine simpliziale Zerlegung von P, deren Simplexedurch-
messer kleiner als lt5 sind; « und 03B2 Zahlen mit 0 C oc  03B2  1.
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Sind ~1 und y, simpliziale Abbildungen einer Unterteilung K1
von K in den R’’ mit

so kann man nach dem obigen Hilfssatz durch eine kleine Ver-
schiebung der Punkte ~1(e), e Eckpunkt von Kl, simpliziale
Abbildungen 99 und V von K1 in den R’’ gewinnen, von denen (3)
gilt, wenn man darin ~1, y, durch 99, y ersetzt, und ferner: be-
zeichnet L den Komplex aller Simplexe er von K1, für die (, Q) &#x3E;
1 403B4 und x . P0 ~ 0 ist, und ihrer Seiten, so ist die Menge S aller
Punkte p von L, die Antipodenpunkte von (~, y ) sind, leer oder
ein homogen 1-dimensionales endliches Polyeder.
Nun sei 03B41 &#x3E; 0 eine Zahl, so dass U(L; 03B41) in P liegt und zu

Q + B(P) fremd ist; ferner 03BB(p) = 1 - e(p, )/03B41 für die Punkte
p von (; 03B41) und 03BB(p) = 0 für die übrigen Punkte von P. In
allen (p, 03C4) mit p E P und 0  03C4 ~ ce sei hierauf

und g03C4(p) bestimmt, indem man f und in (4) durch g bzw. y
ersetzt. Dann sind (f, 0  03C4 ~ oc) und (g03C4, 0 ~ 03C4 ~ oc) Scharen
fixpunktfreier Abbildungen f1: und g1: von P in den R’’ mit f0 =
und g° = g. Es ist f03C4(p) = 1(p) und g03C4(p) = g(p ) in allen (p, T)
mit p E B(P) und 0  03C4 ~ a.
Wegen )’(p) = ~(p) und g03B1(p) = y(p), p E L, gilt ferner: die

Menge aller Punkte p von L, die Antipodenpunkte von (f03B1, g03B1)
sind, ist S. Ist also p ein Punkt von P°, der Antipodenpunkt von
(f03B1, f) ist und nicht auf S liegt, so ist p e L.
Wenn S leer ist, setzen wir f1: == f und g03C4 = g03B1 für oc ~ 03C4 ~ 03B2.

Nun sei S ~ 0 und T das 2-dimensionale Polyeder, das die

Vereinigungsmenge der Strecken f(p)f(p), p E S, ist. Wegen
i- &#x3E; 2 kônnen wir annehmen, dass S . T aus hôchstens endlich

vielen Punkten besteht und dass überdies, wenn p einer dieser
Punkte, p zu f03B1(p)g03B1(p) fremd ist, dass also insgesamt

Da S kompakt und zu der kompakten Menge Q + B(P) fremd ist,
gibt es eine Zahl 03B42 &#x3E; 0 derart, dass (S ; 03B42) in P liegt und zu
Q + B(P) fremd ist und dass (5) sogar bei Ersetzung von ,S
durch U(S; Ô2) richtig bleibt.



214

Für 0 ~ 03C4 ~ 1 sei lai = (1 - 03C4)f03B1 + 7: gx.
Es sei 03BC(p) = 1 - e(p, S)/Ô2 für p e U(S; 03B42) und 03BC(p) = 0 in

allen übrigen Punkten von P. Schliesslich setzen wir für alle

(p, i), für die p e P und oc ~ 03C4 ~ 03B2 ist, g03C4(p) = f(p) und

(6) fT(p) = h03C31(p) mit a = ((03C4 2013 03B1)03BC(p))/(03B2 2013 03B1).

Da die Abbildungen f’ und f keinen Fixpunkt haben und man
S in (5) durch U(S; d2) ersetzen kann, sind (fT, oc ~ 03C4 ~ 03B2) und
(gz, « ~ 03C4 ~ 03B2) Scharen fixpunktfreier Abbildungen.
Auf L befindet sich kein Antipodenpunkt von (f03B2, g03B2). Denn

es ist S die Menge der Antipodenpunkte von (f03B1, f) auf L. Da
für p e P die Punkte f"(p) und g"(p) auf f03B2(p)g03B2(p) liegen, ist die
Menge der Antipodenpunkte von (f03B2, g03B2) in S enthalten, wegen
f03B2(p) = g03B2(p), p ~ S, also leer.
Es ist

Zum Beweis von (7) sei q ein Punkt aus P. (Q; ô). Dann folgt
zunâchst aus (3), p (/(?), 111(q» ~ (f(q), ip(q» und e(g(q),
g03B1(q)) ~ (g(q), 03B3(q)). dass

Nach (2) und (+) ist dann o(/e(q), b (q)) kleiner als

wegen (1) also o(q, f03B1(q)g03B1(q)) nicht kleiner als

Aus f03B2(q)g03B2(q) C f03B1(q)g03B1(q) folgt daher, dass q ~ f03B2(q)g03B2(q).
Da U(L; 03B41) und ebenso U(S; Ô2) zu Q + B(P) fremd, ist

Es bezeichne Qo die Menge U(Q. PO; 1 203B4). Nach der Erklârun 9
von à liegt U(P0; 03B4) im Innern von P; also liegt erst recht

U(Q. Po; 1 203B5) im Innern von P. Daher gibt es eine Zahl 03B43 &#x3E; 0,
so dass U(Qo; 03B43) in P. U(Q; 03B4) liegt.
Für 0 ~ 03C4 ~ 1 bezeichne h2 die Abbildung (1 - 03C4)f03B2 + 03C4g03B2.
Hierauf sei 03B3(p) = 1 - (p, Q0)/03B43 fur p E U(Q0; 03B43) und

03B3(p) = 0 für die übrigen Punkte p von P. In allen (p, i ) mit
p E P und 03B2 ~ 03C4 ~ 1 sei g03C4(p) = gfl(p) und
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Da U(Qo ; 03B43) in P . U(Q; 03B4) liegt, (7) gilt und die Abbildungen
/fi, g03B2 keinen Fixpunkt haben, sind alle Abbildungen der Scharen
(f03C4, 03B2 ~ 03C4 ~ 1) und (g03C4, 03B2 ~ 03C4 ~ 1) fixpunktfrei. Da U(Qo ; 03B43)
in P liegt, ist IT(p) = f(p) und g03C4(p) = g(p), p E B(P), auch für
j8 ~ 03C4 ~ 1.
Es sei q ein Punkt von Q. Dann ist f(q) = g(q), nach (8) weiter

ffl(q) = gfl(q) und also ’auch fl(q) = gl(q).
Auf L haben (f03B2, g03B2), also erst recht (il, gl ) keinen Antipoden-

punkt. Wegen f1(p) = gl(p), p E Qo, und der Bedeutung von Q.
befindet sich auf U ( Q . Po; 1 203B4) kein Antipodenpunkt von (fl, gl).
Aus der Erklàrung von L folgt, dass Po im Innern von
l + (Q. PO; 1 203B4) liegt. Mithin befindet sich in einer Umgebung
von Po kein Antipodenpunkt von (f1, gl).
Damit ist der Satz bewiesen.
Wir kônnen nun die Gültigkeit von Satz 3 auch in Dimensionen

&#x3E; 2 nachweisen:

Satz 3’. Es bleibt Satz 3 richtig, wenn man darin 2 durch die-
bel-iebige natürliche Zahl r &#x3E; 2 ersetzt.

Beweis. Die Bedeutung von qi, i, i, i = 1,..., m, Qo, Q,
Po und P sei bis auf die Dimension 2, die man durch r ersetze,
die gleiche wie im Beweis zu Satz 3.

Es seien ce und P Zahlen mit 0  oc  03B2  1.

Nach dem obigen Satz über Antipodenpaare gibt es Scharen
(f03C4, 0 ~ 03C4 ~ 03B1), (g03C4, 0 ~ 03C4 ~ oc) fixpunktfreier Abbildungen 11:,
g03C4 von P in den Rr mit 10 = f, 10 = g,

und der Eigenschaft, dass in einer Umgebung von Po kein Anti-
podenpunkt von (f03B1, f) liegt.
Für alle (p, r) mit p E V - P und 0 ~ 03C4 ~ oc sei f03C4(p)=f(p)

und g03C4(p) = g(p). Die so erklàrten Abbildungen f und g’ sind
wegen (1) stetig.

Hierauf kann man vermôge Satz l’und Satz 2 den Beweis
fast ivôrtlich wie im Fall von Satz 3 zu Ende führen.
Wie aus Satz 3’ folgt, gilt der in Abschnitt 4 angegebene Satz

im Kleinen auch für die Dimensionen &#x3E; 2. Er gilt ferner, wie
sich durch einige Kürzungen des fur die Dimension 2 ausgeführten
Beweises ergibt, auch in der Dimension 1. Alsdann überzeugt
man sich ohne Mühe, dass die Aussagen von Abschnitt 4 richtig
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bleiben, wenn man dort an passender Stelle jeweils 2 durch die
beliebige natürliche Zahl1’ ersetzt. Mithin gilt folgender
Satz 4’. Bezeichnet r eine natürliche Zahl und P eine r-dimen-

sionale kompakte topologische Mannigialtigkeit im Rn, so bleibt

Satz 4 richtig.
Schliesslich folgt aus Satz 4’, da sich jede kompakte topologische

Mannigfaltigkeit in einen Euklidischen Zahlenraum einbetten

lâsst, der nachstehende

Approximationssatz. Es seien (f03C4, 0 ~ Í  1) eine Schar
stetiger Abbildungen 11: der kompakten topologischen Mannigjaltig-
keit P in sich und e eine positive Zahl. Dann gibt es eine natürliche
Zahl 03B6 itnd eine Schar (g1:, 0 ~ 03C4  1) stetiger Abbildungen g1:
von P in sich mit (f03C4, g03C4)  e, 0 r ~ 1, ttnd den Eigenschaiten:
für 0 -c  1 hat die Abbildung g1: hochstens , Fixpunkte ; haben
f0 und Il hochstens endlich viele Fixpunkte, so ist f ° = gO und
Il - dl 

Hier schliessen unsere Untersuchungen.

( Ublatum 5-10-54).


