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Beitrag zur Kenntnis der Minimalschraubflichen
Von

Walter Wunderlich

Wien

§ 1. Die Frage nach der Bestimmung aller (reellen) Minimal-
fldchen, die gleichzeitig Schraubflichen sind, hat schon H. F.
Scherk gelost 1). Er gibt die Gleichung der Meridiankurve an, die
infolge ihrer Uniibersichtlichkeit allerdings zu keiner Diskussion
verlockt, und hebt den Sonderfall der Wendelfliche und den
Grenzfall des Katenoids (der Minimaldrehfliche) hervor. Eine
gliicklichere Parameterdarstellung verwendet dann O. Bonnet,
der auch auf eine geometrische Erzeugung der Minimalschraub-
flichen hinweist 2). Seither finden sich dieselben als beliebtes
Beispiel von Minimalflichen an vielen Stellen, ohne da8 jedoch
eine niahere Untersuchung angeschlossen wiirde 3).

Es muf3 ferner wundernehmen, da die Frage der Minimal-
schraubfldchen anscheinend niemals mit Lieschen Ideen behandelt
worden ist. Nach der. Auffassung von S. Lie ist bekanntlich jede
Minimalflache eine Schiebfliche, die durch Verschiebung einer
Minimalkurve langs einer anderen entsteht; reelle Flichen kom-
men dabei im wesentlichen nur dann zustande, wenn die beiden
Minimalkurven in einer Ausgangslage konjugiert-imaginér sind 4).
Die fraglichen M<inimalschraubflichen erscheinen damit im Rah-
men der komplexen Geometrie nur als ein Spezialfall der Schraub-
schiebflichen, deren reelle Spielart bereits eingehenderer Betrach-
tungen gewiirdigt worden ist %).

Dieser Gesichtspunkt liegt nun der vorliegenden Darstellung zu
Grunde, die nicht nur mit geringstem Aufwand zu den reellen
Minimalschraubflichen fiihrt, sondern in der Folge auch noch
einige unbekannte Eigenschaften dieser Flichen aufaeckt.

1) H. F. ScHErk [1].

2) O. BoxNET [2], insb. 224. — Vgl. auch U. Dint {3].

3) Beispielsweise bei G. DarBoUx [4], 333; L. Biancun {5], 354; W. BLASCHKE
.63, 132.

4) S. Lie [7].

5) L. BurMESTER [8]; K. MtLLER [10].
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§ 2. Sei also D eine reelle Minimalschraubfldiche, deren Achse
demnach eine reelle, eigentliche Gerade ist und als 2-Achse des zu
verwendenden Koordinatensystems dienen soll. Seien ferner [, und
I zwei benachbarte Minimalkurven der gleichen Schar. Da @ eine
Schraubfliche ist, so existiert eine gewisse Schraubung & um z,
die [, in ! Giberfiihrt; da @ eine Minimalfliche ist, so existiert auch
eine gewisse Schiebung ¥, die [, nach ! bringt. Es gilt somit

1=6.l,=%.l; oder [, =C 1% .,

Es gibt mithin eine gewisse Bewegung Il = €713, die die Kurve
l, in sich transformiert. Mit Riicksicht darauf, daB sowohl & als
auch ¥ die z-Richtung festlassen und U vermége &1 einen echten
rotatorischen Bestandteil enthilt, handelt es sich bei 11 um eine
Schraubung mit z-paralleler Achse. I, vertrigt natiirlich nicht nur
die Schraubtransformation 1, sondern die ganze, durch Um-
kehrung und Wiederholung erzeugte diskontinuierliche Schrau-
bungsgruppe U” (n ganz). LaBt man nun / im Rahmen der Mini-
malkurvenschar gegen das festgehaltene Individuum [, riicken,
so unterscheidet sich 11 immer weniger von der Identitidt und 1"
wird zu einer kontinuierlichen Schraubungsgruppe, die [, in sich
iiberfiihrt: Die Minimalkurve l, — und jede ihrer Neulagen ! —
ist demnach eine Schraublinie mit z-paralleler Achse 8).

Gleiches gilt auch fiir die zweite, zur ersten konjugierte Minimal-
kurvenschar (7).

Umgekehrt ist klar, daB durch Verschraubung einer achsen-
parallelen Schraublinie stets eine Schiebfliche erzeugt wird.

§ 3. Um also eine reelle Minimalschraubfliche zu erhalten,
braucht man nur eine Minimalschraublinie [ mit z-paralleler Achse
(Schraublinie mit der Steigung %) herzunehmen und langs der
konjugiert-imaginiren Schraublinie ! zu verschieben. In beque-
mer Abinderung kann man auch zwei Punkte P, P zwei kon-

%) Bei der Anwendung derselben Uberlegungen auf die Schraubschiebflichen
allgemein ist zunichst noch die Moglichkeit in Betracht zu ziehen, daB die Ver-
schraubung von [, aus der Schiebkurvenschar (I) herausfithrt. Ks existieren dann
auBer der Schar () noch unendlich viele weitere Schiebkurvenscharen, die durch
Schraubung untereinander vertauscht werden. Von den Fldchen, die auf unendlich
viele Arten als Schiebflichen aufgefaBt werden kénnen und die seinerzeit von S.
Lik eingehend untersucht worden sind, zéhlen allerdings nur die Wendelfliche und
der Drehzylinder zu den Schraubflichen; bei der Wendelfldche tritt iiberdies keine
Vertauschung der Schiebkurvenscharen ein. Erst nach Kldrung dieses Sachverhalts
darf sodann die SchluBweise aus § 1 angewandt werden, die natiirlich gleichfalls
achsenparallele Schraublinien als Schiebkurven liefert.
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jugiert-imaginire Minimalschraublinien m, m durchlaufen lassen
und den Ort der Mittelpunkte T der Punktepaare PP aufsuchen:
Es ergibt sich eine Schiebfliche @, deren Schiebkurven vom Punkt
T beschrieben werden, wenn entweder P oder P festgehalten wird;
sie entstehen aus den Grundkurven m, m durch zentrisch ahnliche
Verkleinerung 1 : 2 und sind also Minimalschraublinien wie diese.
Die reellen Punkte der Fliche ergeben sich dabei, wenn P und P
konjugiert-imaginidre Lagen einnehmen.

Setzt man mithin die Gleichungen der Minimalschraublinie m
— unter Verzicht auf tberfliissige additive Konstanten, die nur
eine Parallelverschiebung bewirken wiirden — in der Gestalt

(1) X =rcosgp, Y =rsing, Z=—rig

an, so ergibt sich die Darstellung der zugehérigen Minimalfliche @
nach dem Gesagten durch

2 2=3X+X), y=HY+Y) 2=8HZ+2).

Werden hierin die komplexen Konstanten 7, r und die komplexen
Parameter @, ¢ mittels ihrer Komponenten geméif3

(8) r=a-+ib,r=a—ib, p=&+ iy ¢§=E—1ip
ausgedriickt, wobei im Laufe der Entwicklung von den Identititen
cosin = chy, sinip=1ishy

Gebrauch zu machen ist, so erhalt man schlieBlich die folgende
reelle Parameterdarstellung der Minimalschraubfliche:

z=acoséchyn -+ bsin&shy
(4) y = asin £ chnp—bcos &sh gy
3 = bé + an.

§ 4. Eine vorlidufige Betrachtung des Gleichungssystems (4)
gestattet zundchst (unter der Voraussetzung ab 7 0) folgende
Feststellungen iiber die Parameterlinien:

Die &-Linien (n = const) sind gewdhnliche Schraublinien mit
der Achse z; sie liegen auf den koachsialen Drehzylindern 2% + y%=
= const und haben den gemeinsamen Schraubparameter b (Gang-
hohe 2zb), wahrend & den Schraubwinkel bedeutet. Damit ist der
Schraubcharakter der Fliche bestitigt.

Die #-Linien (¢ = const) kénnen demgegeniiber als ,, Pseudo-
schraublinien’ mit der Achse 3 angesprochen werden. Da sie durch
Verschraubung auseinander hervorgehen, sind sie untereinander
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kongruent und es geniigt etwa das Prototyp & = 0 zu betrachten:
(5) z=achy, y=—bshy z=an

Diese Kurve verliuft auf dem hyperbolischen Zylinder
(z/a)? — (y/b)2 = 1 und ist Bahnkurve einer pseudoeuklidischen
Bewegungsgruppe, die anstelle des gewdhnlichen Langenelements
ds? = da* + dy?® + dz® das analoge ds*=(dz/a)?*—(dy/b)?4-(dz/c)?
festlaBt; als Schraubparameter wire hierbei die Konstante a zu
bezeichnen. Die Kurve ist iibrigens auch gewohnliche Baschungs-
linie fir die Lotrichtung y, denn die Fortschreitungsrichtungen
geniigen der Beziehung da? 4 dz? = (a/b)%dy?; die Steigung be-
tragt mithin b/a. Der NormalriB3 auf die a2z-Ebene ist eine Ketten-
linie, die Normalprojektionen auf die Ebenen o 4+ 2 = 0 sind
Exponentialkurven 7). Infolge des (komplex-) affinen Zusammen-
hangs mit einer gewoéhnlichen Schraublinie ist sicher auch die
Pseudoschraublinie eine Gewindekurve, d.h. ihre Tangenten ge-
héren einem gewissen linearen Strahlkomplex (Gewinde) an. Dies
wird sich spéter (§ 9) noch von einem anderen Gesichtspunkt aus
bestéatigen.

Im ersten Grenzfall a = 0 degeneriert die Linie £ = 0 zur y-
Achse 2 = z = 0: Die von derselben erzeugte Schraubfliche ist
die Wendelfliche, die zu den iltesten Minimalflichen zihit.

Im zweiten Grenzfall b = 0 werden die &-Linien zu koachsialen
Kreisen, wihrend sich die Erzeugende £ = 0 auf die in der az-
Ebene gelegene Kettenlinie #/a = ch(z/a) reduziert: Die sich ein-
stellende Minimaldrehfliache ist das wohlbekannte Katenoid, auch
Kettenfliche genannt.

§ 5. Eine tiefere Einsicht ergibt sich bei Heranziehung der
sphdrischen Abbildung. Ordnen wir also mit Gauss dem Flachen-
punkt T(&, n) jenen Punkt T* der Einheitskugel zu, dessen Radius
gleichsinnig parallel zu der in bestimmter Wecise orientierten
Fliachennormale in T ist, und bilden wir zu diesem Zwecke die
Matrix der partiellen Ableitungen von (4) nach & und %, oder
bequemer von (2) nach ¢ und ¢ (¢, ¢ als unabhiangige Parameter
betrachtet),

(6) —sin ¢ coszp—iii.r/Q
—sing cos¢g i | .7/2
") Vgl. diesbeziiglich Fig. 1. — Die Pseudoschraublinien treten schon a.a.O.

bei O. BonNET auf; auBerhalb dieses Zusammenhanges diskutiert sie G. Loria
regj, 169.
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dann legen deren Unterdeterminanten die Normalenrichtung fest:
z:y:3=1(cos ¢ + cos @) : ¢(sin ¢ + sin §) : — sin (¢ — @)
=cos £:sin & : —sh.
Nunmehr bedarf es nur noch der Normierung zur Quadratsumme

1, um die Koordinaten des sphirischen Bildpunktes T* zu
erhalten:

) av*___cosé *__sin&

, =—, 2¥=—thqg
ch 7 Y chgy i K

Aus diesen Formeln ist zu entnehmen, da dem Parameter-
liniennetz der Minimalschraubfliche im sphérischen Bild das
geographische Koordinatennetz der Einheitskugel entspricht. Im
besonderen bilden sich die &-Linien auf die Parallelkreise und die
n-Linien auf die Meridiane ab. Ersteres ist geometrisch einleuch-
tend, da die Neigung der Flichennormale lings einer Bahnschraub-
linie unveréanderlich ist. Letzteres zeigt wiederum, daB3 simtliche
Tangentialebenen lings einer #-Linie parallel zur Achse des zu-
gehorigen Meridiankreises sind, so daf3 bei Betrachtung in dieser
Richtung die betreffende #-Linie die Umrifkurve der Fliache ab-
gibt. Die den UmriB fiir die y-Richtung darstellende Kurve & = 0
1aBt vermoge ihrer Gleichungen (5) erkennen, daB der lings einer
n-Linie umschriebene Zylinder eine Kettenlinie als Normalschnitt
besitzt. Damit ist eine bisher unbekannte, generelle und sehr ein-
fache Erzeugung der Minimalschraubflichen gewonnen.

Satz 1. Wird ein ,,Kettenzylinder” x = a . ch(z/a) um die z-
Achse verschraubt, so hiillt er stets eine Minimalschraubfldche
ein 8),

Fiir a — 0 artet der Kettenzylinder in das Ebenenbiischel um
die y-Achse aus und hiillt dann die Wendelfliche ein, wogegen sich
das Katenoid fiir & — 0, also bei Rotation des Kettenzylinders
einstellt.

§ 6. Die in Satz 1 festgehaltene Erzeugungsweise gibt auch
eine brauchbare Grundlage fiir die darstellend-geometrische Be-
handlung der Minimalschraubflachen. Fig. 1 illustriert die Ent-

8) Analog gilt etwas allgemeiner der gleichfalls noch nicht ausgesprochene Satz:
Wird ein ,,Sinuszylinder” x = a sin (z/c) um die z-Achse verschraubt, so hiillt er
stets eine Schraubschiebfliche ein. Auf diese Weise entstehen jedoch nicht die all-
gemeinsten Schraubschiebflichen, sondern nur jene speziellen, deren Schiebkurven
Schraublinien gleichen Anstiegs sind.
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stehung von Grund- und AufriB8 einer solchen Fliche, ausgehend
von einer projizierenden Lage des erzeugenden Kettenzylinders.
Der fehlende GrundriB der Beriihrungskurve kann folgendermaBen
konstruiert werden: Sei e eine Erzeugende des Kettenzylinders und
7 die zugehorige Tangentialebene (die sich sofort angeben 148t,
da ihr Neigungswinkel » gegen die 2-Achse durch cos » = a/x fest-
gelegt ist); die von 7 bei der Verschraubung umbhiillte Torse wird
von 7 lings einer zur AufriBebene parallelen Erzeugenden f be-
rithrt, deren Abstand von der z-Achse den leicht angebbaren Be-

f//)ype:rzyk/oide

M als Schichtenlinie

Fig. 1. Darstellung einer Minimalschraubfliche in Auf- und Grundri
(@a:b=1:1).
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trag y = b tg » hat, wobei b den Schraubparameter bezeichnet.
Im Schnitt von ¢ und f hat man dann einen Punkt der Beriihrungs-
kurve. Auch auf diese Weise 148t sich folgern, was auf Grund von
(5) bereits bekannt ist, daB die Beriihrungskurve im Grundri3 als
Hyperbel erscheint.

§ 7. Um fiir die Minimalschraubfliache eine der (untereinander
kongruenten) Schichtenlinien z = const zu finden, setze man in (4)
etwa z = 0. Die daraus flieBende Parameterbedingung &:%n =
= — a : b 1aBt sich mittels eines Hilfsparameter 6 durch & = af,
n = — bl erfilllen und liefert damit die Darstellung

(8) x = a cos abl ch b6 — b sin af sh b0
y = asin af ch b6 + b cos af sh b0.

Es handelt sich hierbei um eine sogenannte Hyperzykloide °) —
eine jener merkwiirdigen Rollkurven, die als reelle Bahn eines
Umfangspunktes eines komplexen Kreises (R’ = 7/2) angesehen
werden kann, wenn dieser auf einem nullteiligen Kreis (R = ib)
rollt. Diese Feststellung steht in Ubereinstimmung mit der Tat-
sache, dafl die Schichtenlinien der Schraubschiebflachen stets
Radlinien sind, und zwar im allgemeinen Trochoiden, im Spezial-
fall gleich steiler Schiebkurven (vgl. FuBnote 8) jedoch Zykloiden.

Durchsichtiger gestaltet sich der Sachverhalt bei Verwendung
des in Fig. 1 auch konstruktiv ausgewerteten Gedankens, die
Mantelstrahlen e des die Schraubfliche erzeugenden Ketten-
zylinders # = a ch(z/a) jeweils in die Grundebene z = 0 zu ver-
schrauben, wo sie dann die Schichtenlinie einhiillen. Der Schraub-
winkel betrigt ¢ = z/b und der Achsabstand h = « bleibt unver-
éndert, so daB sich die Schichtenliniengleichung in polaren Speer-
koordinaten h, ¢ sofort hinschreiben laBt:

(9) h = ach b_a.
a
Diese Gleichung kennzeichnet bekanntlich eine Hyperzykloide
mit dem Scheitelradius R + 2R’ = a und dem Spitzenradius
R = 1b.
Es gilt mithin der ebenfalls noch nirgends genannte
Satz 2. Eine Minimalschraubfliche kann stets durch Verschrau-
bung einer Hyperzykloide um die im Mittelpunkt auf die Ebene
errichtete Normale erzeugt werden, wenn der Schraubparameter
gleich dem i-fachen des Spitzenabstandes gewdhlt wird.
Die Spitze beschreibt dann eine Minimalschraublinie.

?) H. WIELEITNER [13], 212.
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§ 8. Fiir die UmriBkonstruktion bei geneigter Aufstellung
(wie etwa in Fig. 2) wird die Beriihrungskurve des der Fliche um-
schriebenen und zur Blickrichtung parallelen Zylinders benétigt;
werden die Sehstrahlen durch Lichtstrahlen ersetzt, so wird die
Beriihrungskurve zur Eigenschattengrenze. Fiir die Gestaltsunter-
suchung derselben bedeutet es offenbar keine Einschriankung,
wenn die Lichtrichtung parallel zur 2z-Ebene vorausgesetzt und
dann durch den Ursprungsstrahl

(10) z:y:2=m:0:1

reprasentiert wird. Der der Eigenschattengrenze in der sphiri-
schen Abbildung entsprechende EigenschattengroBkreis der Bild-
kugel liegt in der zur Lichtrichtung normalen Durchmesserebene

ma* 4 z* = 0.

Gemal (7) flieBt daraus unmittelbar die Gleichung der gesuchten
Eigenschattengrenze in Fliachenkoordinaten

(11) m cos & = sh .

Werden £ und % aus (11) und den ersten zwei Gleichungen (4)
eliminiert, so ergibt sich als Grundrif der transzendenten Eigen-
schattengrenze die algebraische Kurve 4. Ordnung

(12) (2% + y* — a?)[2? + (y + mb)?] = m2(a® + b?)a2.

Dieselbe ist bizirkular und symmetrisch zur y-Achse und weist in
L(0, — mb) einen Doppelpunkt auf; sie ist demnach die Inverse
oder auch FuBpunktskurve eines Kegelschnitts. Darstellend-geo-
metrisch ergibt sie sich als Ort der FuBpunkte der aus dem festen
Punkt L auf die sich um den Mittelpupkt O drehende Schichten-
linie (9) gefillten Lote 19).

§ 9. Diein § 5 eingefiihrte sphdrische Abbildung ist — wie fiir
jede Minimalfliche — winkeltrew (konform). Geometrisch beruht
diese Tatsache darauf, daB einander die Minimalkurven entspre-
chen. In der Tat: Die Tangentialebenen einer Minimalflache @ in
den Punkten einer Schiebkurve sind parallel zu einer isotropen
Schiebrichtung, und die dazu parallelen Tangentialebenen der
Bildkugel @* beriihren in den Punkten der beiden zur Schiebrich-
tung parallelen Erzeugenden, von denen auf Grund der Orien-

10)  Vgl. diesbeziiglich, insbesondere auch hinsichtlich der Schraubschiebflichen,
L. BurMESTER [9]. Ferner H. WIELEITNER [13], 210.
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tierung die eine ausscheidet; jedenfalls sind einander aber die
beiden Minimalkurvensysteme, bestehend aus den Schiebkurven
von @ und den Erzeugenden von @*, zugeordnet, und damit folgt
mittels der Laguerreschen Formel und der bei jeder topologischen
Abbildung vorhandenen Doppelverhiltnistreue hinsichtlich der
Fortschreitungsrichtungen in entsprechenden Flichenelementen
die Winkeltreue.

Das (&, n)-Netz im vorliegenden Fall ist demnach ebenso wie
auf der Kugel auch auf der Minimalschraubflache orthogonal. Die
Pseudoschraublinien & = const sind als Orthogonaltrajektorien
der Bahnschraublinien # = const Gewindekurven, denn ihre Tan-
genten gehéren dem Bahnnormalengewinde der Schraubung an.
Damit ist eine Aussage aus § 4 bestétigt und prazisiert. Nun ist
aber bekannt, daB solche Kurven geoddtische Linien der Schraub-
flache abgeben, weil ihre Schmiegebenen mit den Nullebenen der
Kurvenpunkte (fiir das mit dem Gewinde verkniipfte lineare Null-
system) zusammenfallen und daher die jeweiligen Fliachennor-
malen enthalten. Diese speziellen Geodéitischen einer Schraub-
flache wurden von E. Miiller ,,Hauptgeoddtische” genannt 11).

§ 10. Schreibt man in (1)
(18) r=c.e* (c>0)

und 148t man » unter Festhaltung des absoluten Betrages ¢ vari-
ieren, indem man 1 das Intervall von 0 bis 27 durchlaufen 148t,
so erhalt man eine einparametrige Serie von Minimalschraubfli-
chen, die durch Biegung auseinander hervorgehen. Zum Nachweis
berechne man mit Beniitzung von (6) das Bogenelement

(14) ds® = }rrlcos (p — @) + 1]dpdg = }c?. ch?® n(d&% + dn?),

das sich als unabhénging von 2 erweist. — Durchlauft 4 das ge-
nannte Intervall, so dndern sich die Koeffizienten der Flichen-
gleichung (4) gemil

(15) a=c.cosk b=c.sinl,

und die Minimalfldche verbiegt sich kontinuierlich vom Katenoid
% =0 als Ausgangsform zu einer rechtsgiangigen Wendelfliche
A = m/2, hierbei allgemeine Zwischenformen von Minimalschraub-
flachen durchlaufend (Fig. 2); dann weiter zum umgestiilpten
Katenoid 4 = n, zu einer linksgédngigen Wendelfliche 4 = 38x/2
und schlieBlich zur Urform 1 = 2x.

11) E. MULLER [11].
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1=0  Kettenfliche A
A=n/6 <

Fig. 2: Bonnetsche Verbiegung der Kettenfliche iiber allgemeine Minimalschraub-
flichen zur VWendelfldche.

Dieser geschlossene Biegungszyklus von Minimalfliachen ist als
Bonnetsche Transformation bekannt. Jeder Flachenpunkt be-
schreibt dabei eine Ellipse um den Ursprung, auf der die vier
Stationen A = 0, 7/2, #, 87/2 die Endpunkte konjugierter Durch-
messer bilden !2). Jedes Flichenelement behilt wiahrend der Bie-

12)  Diese Eigenschaft wurde zur Konstruktion der Zwischenformen in Fig. 2
ausgeniitzt: Zunichst wurden die einfachen Grenzformen 2, = 0 und 2, = =/2 in
gleicher Weise axonometrisch abgebildet; anschlieBend wurden die beiden Lagen
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gung seine Stellung unverindert bei — wie im vorliegenden Fall
aus der Unabhingigkeit des sphérischen Bildes (7) vom Biege-
parameter A zu ersehen ist — und erfahrt lediglich eine zu 2 pro-
portionale Drehung um die Flachennormale.

DaB die n-Linien geoddtisch sind, leuchtet jetzt ein, denn diese
ihre in den Sonderfillen A = 0 oder /2 evidente Eigenschaft kann
wihrend des Biegeprozesses nicht verloren gehen.

§ 11. Fliachenkoordinaten von der Art des verwendeten
(&, n)-Systems, die im sphérischen Bild auf Parallelkreise und
Meridiane fiihren, lassen sich auf jeder Fliche einfiithren; sie iiber-
ziehen dieselbe mit einem Raster aus Lichtgleichen (Isophoten)
fiir z-parallele Beleuchtung und Eigenschattengrenzen fiir z-nor-
male Lichtrichtungen. Dieses schon von O. Bonnet beniitzte
Koordinatennetz fallt fiir Minimalflichen infolge der Winkel-
treue der sphirischen Abbildung (bei beliebiger Aufstellung)
orthogonal aus. Deutet man in diesem Fall die Bonnetschen Ko-
ordinaten &, % eines Flachenpunktes T als kartesische Koordinaten
eines Bildpunktes T in der Ebene, so erhidlt man eine zweite
konforme Abbildung der Minimalfliche, diesmal auf eine Ebene.
Fir die Minimalschraubflidchen ist dies ohne weiteres aus (14) ab-
zulesen, der tiefere geometrische Grund liegt aber wieder darin,
daB die Minimalkurven ¢, ¢ = const der Flache auf die Minimal-
geraden & 4 in = const der Ebene abgebildet werden.

Unter Zwischenschaltung der Bildkugel erweist sich die Bonnet-
sche Abbildung T — T iibrigens als Zusammensetzung der sphi-
rischen Abbildung T— T* mit der Mercator-,,Projektion” T*—T.

§ 12. Die Bewegungsgruppe ¢' = ¢ + 6 der die Minimal-
schraubfliche bestimmenden Schraublinie m ist im Komplexen
zweigliedrig und kann in oo! eingliedrige Untergruppen
(16) ¢ =@ + vyt (y = a + if = const, ¢ reell)
zerlegt werden. Unterliegt gleichzeitig m der konjugierten Bewe-

gung, so wird damit jeweils eine eingliedrige Transformations-
gruppe B der Minimalflache

(17) f=&+u, n'=n+pt

Ty, T, eines Flachenpunktes (&, ) auf ein das verwendete Achsenkreuz O(z, y, 2)
tragendes, durchsxchtlges Pauspapler ubertragen Auf demselben wurde dann die

Linearkombination OTo cos A + OT1 sin 4 = o7 gebildet — was bei geschickter
Verwendung des Stechzirkels nur zwei Hilfslinien erfordert — und der so gewonnene
Punkt T wurde schlieBlich auf ein mit dem gleichen Achsenkreuz O(z, y, z) ver-
sehenes Zeichenpapier durchgestochen.
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induziert. In der Bonnetschen Ebene (&, ) bilden sich diese Auto-
morphien ¥ und ihre Bahnkurven auf die co! reellen Schiebungs-
gruppen und deren Bahngeraden ab.

Nachdem die oo! Bahnkurven einer Automorphie ¥ unterein-
ander kongruent sind — sie gehen ja durch Schraubung auseinan-
der hervor — geniigt es, als Prototyp etwa die Bahn des Punktes
& =75 =0 zu betrachten. Ihre Darstellung lautet auf Grund
von (4)

& = a cos at ch ft + b sin «f sh gt
(18) y = a sin ot ch gt — b cos at sh ft
2 = (ab + Ba)t.

Diese Kurve ist im allgemeinen transzendent und kann, da sie
durch Zusammensetzung zweier komplexen Schraubungen er-
zeugt wird, in Anlehnung an eine von F. Hohenberg geprigte
Bezeichnung!3)eine ,, Pseudohelikoide’’ genannt werden; im Grund-
ri erscheint sie als Pseudotrochoide ®). Zu dieser Kurvenkategorie
gehoren beispielsweise die Schichtenlinien z = const (a:f =
= —a : b), ferner, wie sich zeigen wird, noch eine Reihe anderer
wichtiger Flichenkurven, u.a. die Fallinien, Schmieglinien und
Kriimmungslinien.

Je zwei solche Kurvenscharen durchsetzen einander offenbar
isogonal, wie es die zugeordneten Parallelenbiischel in der Bonnet-
schen Bildebene zeigen. Im sphérischen Bild wiirden die bekann-
ten Kugelloxodromen erscheinen.

§ 13. Was zunichst die Fallinien betrifft, so sind diese als

2§
=N / S/
L
'S 7 apr
3 */' / q'\n‘e
= / \e
i/ }C“m/__/
e . /
~ ¢
L Jchraublinie
.
A ‘\\/ffa"/‘g;@\
wn
PN N
= 560/,-\
= e
>

Fig. 3: Bonnetsches Bild einer Minimalschraubfliche.

13) F. HOIENBERG (14].
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Orthogonaltrajektorien der Schichtenlinien « : § = — a : b durch
(19) x:f=0b:a

gekennzeichnet. Im GrundriB erscheinen sie als Parazykloiden, die
die Drehschar der Hyperzykloiden (8) rechtwinklig durchsetzen,
so daB deren Scheitelkreis und Spitzenkreis die Rollen tauschen.
Bedenkt man weiterhin, daB8 die Minimalkurven ! und 7 als
Schiebkurven ein konjugiertes Netz bilden, ebenso die Schichten-
linien « : § = — a : b = — ctg 4 zusammen mit den Eigenschat-
tengrenzen fiir schichtenparalleles Licht, also den #-Linien, so
beherrscht man in jedem Flachenpunkt die Involution der kon-
jugierten Tangenten. Deren Doppelstrahlen, die Haupt- oder
Schmiegtangenten, schlieBen demnach einen rechten Winkel ein
und halften die Winkel 4 4 #n/2 zwischen den Tangenten der
Schichtenlinien und der #-Linien. In Anbetracht des konformen
Bonnetschen Bildes (Fig. 8) lassen sich dann aber die Asymptoten-
oder Schmieglinien der Minimalschraubfliche einfach durch

4 A
kennzeichnen. In gleicher Weise hétte man ibrigens auch das
Netz der Fallinien und Schraublinien (¢-Linien) heranziehen kon-
nen, die auf jeder Schraubflidche ein konjugiertes Netz bilden.

Vermehrung der Richtungswinkel der Schmieglinien um =/4
(Fig. 8) fithrt schlieBlich auf das System der Kriimmungslinien

A A
(21) a:f=tg 2" bzw. — ctg >

Zusammenfassend gilt somit

Satz 3. Die Schmieglinien und Kriimmungslinien einer all-
gemeinen Minimalschraubfliche sind Pseudohelikoiden und er-
scheinen daher im Normalrif auf eine achsennormale Ebene als
Pseudotrochoiden. Sie und die auf der Fldche verlaufenden Bahn-
schraublinien, Hauptgeoddtischen, Schichienlinien und Fallinien
(fiir lotrechte Achsenlage) durchsetzen einander gegenseitig iso-
gonal 14),

Man macht sich leicht klar, daB die Minimalschraubflichen die
einzigen Schraubflichen sind, deren Bahnschraublinien von den
Schichten- oder Fallinien unter konstantem Winkel durchsetzt
werden.

14) Die Isogonalitit findet sich zum Teil bereits bei U. Din1 [3].
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§ 14. Hinsichtlich der Verhéltnisse auf den beiden Grenz-
formen der Minimalschraubflichen wéren die nachstehenden Be-
sonderheiten zu vermerken.

Die auf der Kettenfliche A= 0 (b = 0) verlaufenden Pseudo-
helikoiden, reprisentiert durch das Prototyp

(22) ax=c.cosatchft, y=c.sinatchpt, z=c.ft,

werden auf Grund der Identitdt x:y = ctg (ze/fc) durch ko-
achsiale Wendelflichen mit dem Parameter p = cfi/a ausgeschnit-
ten und bilden sich im GrundriB als sogenannte ,,Summenspiralen”’
mit der Polargleichung r = ¢ . ch (¢f/«) ab. Dies gilt insbesondere
fiir die Schmieglinien « : f§ = 4+ 1.

Demgegeniiber werden die auf einer Wendelfliche 2 = =/2
(a = 0) verlaufenden Pseudohelikoiden, vertreten durch

(28) o2 =c.sinatshft, y=—c.cosatshft, z=c.a,

durch koachsiale Drehflichen vom Typ r = ¢ . sh (zf/ac) ausge-
schnitten, und sie erscheinen im GrundriB als sogenannte ,,Diffe-
renzenspiralen” mit der Polargleichung r = c¢. sh (gf/a). Dies
gilt insbesondere fiir die Kriimmungslinien o : 8 = + 1.
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