
COMPOSITIO MATHEMATICA

ROBERT REMAK
Über Größenbeziehungen zwischen Diskriminante
und Regulator eines algebraischen Zahlkörpers
Compositio Mathematica, tome 10 (1952), p. 245-285
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1952__10__245_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1952, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CM_1952__10__245_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Über Größenbeziehungen zwischen Diskriminante
und Regulator eines algebraischen Zahlkörpers.

von

Robert Remak~

Einleitung. *)
In einer Arbeit "Über die Abschâtzung des absoluten Betra,ges

des Regulators eines algebraischen Zahlkôrpers nach unten" 1)
habe ich eine untere Abschâtzung für den absoluten Betrag des
Regulators gegeben, die hauptsachlich nur vom Grade n des
Kôrpers abhing. Sie hing zwar noch sehr wesentlich von der
Anzahl r der reellen Konjugierten einer erzeugenden Zahl des
Kôrpers ab. Die Abschâtzung wuchs für r = n noch langsam ins
Unendliche; für r = 0 nahm sie rasch gegen 0 ab. Man kann aber
die ungünstigste Schranke wählen, die nur noch von n abhängt.
Vor allem hing die Abschâtzung nicht ab von der Kôrperdis-
kriminante D. Es liegt nun nahe, zu fragen, ob, wenn R der

Regulator, 1 R 1 mit D 1 ins Unendliche wâchst. Es ist | D 1
bei der geometrischen Darstellung der ganzen Zahlen des Kôrpers
durch Gitterpunkte 2 ) das Volumen des Elementarparallelepipeds.
Nach RU S. 360 bilden im logarithmierten Raume die Einheiten
ein Punktgitter, dessen Elementarparallelepiped bis auf angebbare
Faktoren gleich dem Regulator ist. Die Vermutung liegt nahe,
daB ein großes Elementarparallelepiped des einen Punktgitters

*) Diese Arbeit wurde von weiland Robert Remak bei den Acta Arithmetica

eingereicht am 14. November 1938; von ihm wurde noch die Bogenkorrektur ge-
lesen. Die Erscheinung des betreffenden Heftes aber wurde durch Weltkrieg II
verhindert. Nach dem Kriege muste man feststellen, daB der Satz in Warschau
vernichtct war. Der Verfasser hatte aber einen Korrekturbogen in Amsterdam
hinterlassen mit Anweisungen für die Publikation im Fall seines Todes.
Robert Remak kam in den dreiBiger Jahren als Emigrant nach Amsterdam

und wurde 1942 von der deutschen Besatzung nach Annaberg abtransportiert.
Es muB angenommen werden, daB sein Leben vor dem Kriegsende (in Ausch-

«·itz?) ein Ende fand.

1) Remak, Journ. f. Nlath. Bd. 167 (Henselfestband), 1931, S. 3G0-3?’8. zitiert
RU.

2) Remak, "Elementare Abschâtzungen von Fundamentaleinheiten und des
Regulators cines algebraischen Zahlkôrpers", Journ. f. Math. Bd. 165 (Schottky-
festband), 1931, S. 159-179, zitiert RFE. Siehe Anmerkung auf S. 162.
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ein groBes Elementarparallelepiped des anderen Punktgitters
zur Folge hat; d. h. daB, wenn Schranken für 1 D 1 gegeben sind,
daraus Schranken für | R | hergeleitet werden kônnen und umge-
kehrt. Wenn 1 D 1 gegeben, so sind obere Schranken für | R |
bekannt. 3) Die umgekehrte Aufgabe ist, wenn eine obere Schranke
für | R I gegeben ist, eine obere Schranke für 1 D | herzuleiten, die
noch vom Grade n abhängen dürfte. Diese müBte ins Unendliche
wachsen, da ja alle Zahlkôrper einmal vorkommen müssen und es
Zahlkôrper n-ten Grades von beliebig groBer Diskriminante gibt.
In dieser Allgemeinheit ist der Satz, das | D |  f(| R |, n), aber
gar nicht richtig. Er gilt nicht allgemein für diejenigen Zahlkôrper,
die einen "l:inheitsdefekt" haben. Das sind diejenigen Kôrper S,
für die die Anzahl der unabhângigen Einheiten

worin s die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Konjugierter
einer erzeugenden Zahl des Kôrpers bedeutet, gleich ist der-

selben Anzahl

n

für einen echten Unterkôrper R. Ein Kôrper hat also einen Ein-
heitsdefekt, wenn 

In § 1 zeige ich, daB ein Kôrper 9 dann und nur dann einen

Einheitsdefekt hat, wenn er total imaginâre und vom Relativgrad
2 über einem total reellen Unterkôrper ? ist; und daB für Kôrper
mit Einheitsdefekt keine Beziehung 1 D 1  f(1 R 1, n) gilt.
Der Satz

soll in §§ 2-7 für alle algebraischen Zahlkôrper mit Ausnahme der
Kôrper mit Einheitsdefekt bewiesen werden. Hierzu muss mit
Hilfe des Minkowski’schen Satzes vom konvexen Kôrper mit
Mittelpunkt im Punktgitter, der in der durch Herrn Blichfeldt 4)
verbesserten Form angewandt wird, eine Einheit des Kôrpers
gefunden werden, die gleichzeitig erzeugende Zahl des Kôrpers ist.

3) Siehe Landau, Gôttinger Nachrichten 1918, S. 478-488. Weniger scharfe
Schranken, aber mit elementaren Hilfsmitteln, habe ich in der in Anmerkung 2)
zitierten Arbeit RFE gegeben.

4) Blichfeldt, Transactions of the American 3Iathematical Society 15, (1914),
S. 227-235. Remak, Math. Zeitschr. 26, (1927) S. 694-699. Blichfeldt, Math. Annalen
101, (1929), S. 605-608.
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Der Gedankengang hat Âhnlichkeit mit demjenigen von Iliin-

kowski 5), durch den er zeigt, daB es zu jedem Wert von D nur
endlich viele Zahlkôrper geben kann. Der konvexe Körper wird
bei Minkowski so gewàhlt, daB er eine groBe Ausdehnung in der

Richtung einer Konjugierten, eine geringe Ausdehnung in den
Richtungen der übrigen Konjugierten hat; wenn zwei Konjugierte
einander gleich werden, gérât man in die verbotene Umgebung des
Nullpunktes, in der überhaupt keine Gitterpunkte liegen dürfen,
weil dort die Norm der ganzen algebraischen Zahl kleiner wäre
aïs 1. Der nach dem Minkowski’schen Satze gewonnene Gitter-

punkt liefert eine erzeugende Zahl des Kôrpers, da nicht je zwei
ihrer Konjugierten einander gleich sein kônnen. Ein âhnliehes
Verfahren wende ich im logarithmierten Raume an, wo es, wie
ich in RU gezeigt habe, ebenfalls einen verbotenen Raum um den
Nullpunkt gibt.

Ich komme zu dem Ergebnis, daB in allen algebraischen Zahl-

kôrpern mit Ausnahme derjenigen mit Einheitsdefekt

Hierin is Rmin die jeweils beste untere Schranke für 1 R 1 aus

RU; k ist durch (1) definiert. Ferner ist

In § 8 wird eine bessere Abschâtzung unter der Voraussetzung
gebràoht, daB der gegebene Kôrper auBer dem Kôrper der
rationalen Zahlen keinen oder hôchstens einen imaginär-quadra-
tischen Unterkôrper enthâlt. In § 9 wird der zunächst ausge-
schloBene Fall k = 1 nachgeholt.

In einer zweiten Mitteilung unter dem Titel: "Über algebraische
Zahlkôrper mit schwachem Einheitsdefekt" will ich zwischen

,,starkem" und schwachem" Einheitsdefekt unterscheiden. Ein
Kôrper ? hat cinen starken Einheitsdefekt, wenn sämtliche Ein-
heiten von S in einem echten Unterkôrper ? liegen. Ein Einheits-
defekt, der nicht stark ist, heiBe schwach. Bei schwachem Einheits-

defekt liât ? zwar nicht mehr unabhângigen Einheiten als 9,
enthâlt aber mindestens eine Einheit oder Einheitswurzel, die

nicht in St vorkommt. Für Kôrper mit schwachem Einheitsdefekt

5) Minkowski, Diophantische Approximationen, I,eipzig 1907, S. 130-133.
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laBt sich die Abschâtzung (2) retten, so daB nur die Kôrper mit
starkem Einheitsdefekt ausgenommen zu werden brauchen.

Die zweite Mitteilung soll darüber hinaus die Kôrper mit schwa-
chem Einhéitsdefekt aus selbstàndigem Interesse behandeln.

Ein algebraischer Zahlkôrper 9 besitze einen Einheitsdefekt,
wenn die Anzahl seiner unabhângigen Einheiten k die gleiche ist

wie die eines echten Unterkôrpers R. Der Kôrper R hat den Grad n,
und zwar r reelle, s Paare konjugiert komplexer Wurzeln einer
erzeugenden Gleichung. n = r + 2s. Dann ist bekanntlich 6)

A A A A n

Für R môgen n, r, s, k die gleiche Bedeutung haben. Ein

Einheitsdefekt liegt also vor, wenn

Es ist für jeden Kôrper ?

n

für jeden Unterkôrper 9 des Kôrpers R

da n ein echter Teiler von n ist. Aus (3) und (4) folgt

Wenn also in (5) das Gleichheitszeichen stehen soll, so muB auch
in (3) und (4) überall das Gleichheitszeichen stehen; d. h. es

mul3 sein

Wir sind also zu dem Ergebnis gelangt:
Ein Körper R besitzt dann und nur dann einen Einheitsdefekt,

wenn er total imaginär vom Relativgrad 2 über einem total reellen

Körper R ist.

6) Beweis siehe z. B. Hecke, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen
Zahlen, I,eipzig 1923, S. 128, oder 1. c. Anmerkung 2).
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Es ist in diesem Falle

Es sei

ein vollstandiges System von Fundamentaleinheiten von R. Es
war in RFE S. 164 definiert

wenn 03BE03BD reell,
wenn 03BE03BD komplex.

Hierin war e, die v-te Konjugierte einer den Kôrper ? erzeugenden
Zahl 03BE1.
Man setze

Da S-11 total imaginer ist, so sind sämtliche 03C803BD = 2.
Es ist die k-reihige Determinante

der Regulator des Körpers 7). Hierbei sind die Konjugierten einer
erzeugenden Zahl 03BE1 des Kôrpers so anzuordnen, daB zuerst

sâmtliche r reellen Konjugierten kommen, die hier also wegfallen,
dann s komplexe Konjugierte, derart daB nicht zwei unter ihnen
konjugiert komplex sind, dann die konjugiert komplexen Konju-
gierten in derselben Reihenfolge. Da in der Determinante R der
Index v nur bis k läuft, kommen nicht zwei konjugiert komplexe

Konjùgierte vor und eine Konjugierte fehlt wegen k = n 2 2013 1.
Es sei

ein vollstâiidiges System von Fundamentaleinheiten des Unter-

körpers R. Da diese gleichzeitig Einheiten von ? sind, so sei

~1 bedeutet eine Einheitswurzel. Diese Gleichung gilt auch noch,
wenn man zu den n Konjugierten il1 Sf übergeht. Da links eine
reelle Einheit steht, so ergeben die Indices v und s + v, die zu
konjugiert komplexen Konjugierten gehôren, links denselben
Wert. Wir kônnen also in (7) den Index 1 durch v ersetzen und

7) Siehe z. B. l. c. Anmerkung 6) S. 131.
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v bis n laufen lassen. Da R ein total reeller Kôrper, so sind sämt-

liche 03C803BD = 1; geht man zu den Logarithmen der absoluten Betrâoe
über, so erhâlt man 

Es ist also nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten

oder

da die Determinante 1 h)"p, 1 eine ganze rationale Zahl ~ 0 ist.

Über einem festen total reellen Kôrper 9 kann man beliebig
viele verschiedene total imaginâre Kôrper 9 vom Relativgrad
2 bilden. Es sei q irgend eine Primzahl. Man adjungiere zu 9 die

rein imaginâre Zahl 2013 q, die sicher noch nicht in e vorkommt.

Der Kôrper R( 2013q) ist genau vom Grade 2 n. Er enthâlt den
imaginär-quadratischen Kôrper P(2013q). Es ist die Diskri-

minante vor R =  ( 2013 q) teilbar 8 ) durch die Diskriminante
des Unterkôrpers P(2013q), also teilbar durch q. Durch Wahl
verschiedener q lassen sich Kôrper 9 q ) in unendlich
groBer Anzahl mit beliebig groBer Diskriminante bilden. Alle
diese verschiedenen Kôrper haben aber nach (9) Regulatoren, die

absolut ~ 2n-1 . |  |. Für diese Kôrper mit Einheitsdefekt gilt
also sicher kein Satz, daB der Regulator mit der Diskriminante
ins Unendliche wachst.
Es soll in der in der Einleitung erwàhnten zweiten Mitteilung

gezeigt werden, daB für die ganzzahlige Determinante |h03BB03BC| nur
die Werte

und

in Betracht kommen. Und zwar tritt für den festen total reellen

Kôrper ? der Wert -4- 2 nur für endlich viele total imaginâre
Oberkôrper 9 vom Relativgrade 2 auf. Für alle übrigen total
imaginären Oberkôrper vom Relativgrad 2 ist |h03BB03BC| = =b 1.

8) Siehe Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkôrper, Bericht, Jahresber. d.
Deutsch. Math. Vereing. 4. 1894/95. S. 206.
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HILFSSATZ 1. : Es 2st

BEWEIS: Es werde zunächst die erste Zeile von allen folgenden
Zeilen subtrahiert. Man erhâlt

Dann wird die zweite bis n-te Zeile mit geeigneten Faktoren ver-
sehen zur ersten Zeile addiert, um die erste Zeile vom zweiten
Glied ab zu 0 zu machen. Es ergibt sich

HILFSSATZ 2.: Es sei

das Quadrat des Differenzenprodukts von n komplexen Zahlen

xl, X2, ..., xn, Die Zahlen seien nach der Größe des absoluten Be-
trages geordnet.

Dann ist
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BEwEls : Man setze

Dann ist nach (10)

Ferner ist, wenn v &#x3E; Il,

Unter Benutzung von (13) ergibt sich

Hierin sei

03A02 ist ein Polynom in den Verânderlichen q2, q3, ..., qn, deren

jede nach (12) auf den Einheitskreis der komplexen Ebene be-
schränkt ist. Wird das Maximum 03A0’2 von 03A02 für ein Wertsystem
qv erreicht, so denke man sich sâmtliche qÿ bis auf ein q. festge-
halten und dieses eine q variabel. Es ist dann II2 auch Maximum
der Funktion in der einen Variablen q. Eine analytische Funktion
einer Variablen erreicht aber ihr Maximum nur auf dem Rande
des Gebiets für die Variablen. Es wird also das Maximum II2 nur
angenommen für ein Wertsystem, für das

Wenn aber (17) erfüllt ist, so ist

Setzt man noch 1 x, 1 = 1, so wird in (15) das Produkt 1 Il, 1 =1;
also nach (14)

Es wird also | 03A02 | selbst ein absolut genommenes Differenzen-
produkt unter der Nebenbedingung
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Es ist 9)

Es ergibt sich also aus (14), (15), (16), (18),

Das ist aber die zu beweisende Formel (11).

Es soll in einem algebraischen Zahlkôrper ohne Einheitsdefekt
eine Einheit bestimmt werden, die gleichzeitig erzeugende Zahl
des Kôrpers ist.

Die folgenden Definitionen stimmen überein mit RU § 1. Buch-
staben, die abweichend definiert werden, erhalten ein ~.
Es sei

ein vollstândiges System von Fundamentaleinheiten. t9(il) sei die
v-te Konjugierte von ~(03BC)1. Es ist 1  v  n. Die Anordnung der
Konjugierten ist so getroffen, daB, wenn el eine erzeugende Zahl
des Kôrpers ist, die Konjugierte

reell für

für

a séi -die zu a konjugiert komplexe Zahl,

Es sei

Man setze

Es werde in Übereinstimmung mit RU (1) gesetzt

’) Siehe I. Schur, "Über die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen
Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten" Math. Zeitschr. Bd. 1. S. 3772013402.
Siehe S. 385. (Herr Schur benutzt hier eine Mitteilung von Herrn G. Pôlya).



251

Hierbei ist zu beachten, daß k + 1 - r + s. Bei den Realteilen
der Logarithmen fehlt eine Konjugierte, bei den Imaginàrteilen
keine. Es sei w die hôchste, im Kôrper vorkommende Ordnung
einer Einheitswurzel. w ist stets gerade. In der k + 1-ten Spalte
stehen die yw-fachen Imaginärteile der Logarithmen samtlicher

Konjugierten der primitiven w-ten Einheitswurzel e203C0i w . Diese

sind gleich 

Es ist die Einheitswurzel so gewàhlt, daB ml = 1. Im Rechteck
rechts oben stehen lauter Nullen. Das Quadrat rechts unten
enthâlt in der Hauptdiagonale von der zweiten Stelle ab 1pv . 2n
und sonst lauter Nullen, abgesehen von der ersten Spalte.
Es ist nach (6) die k-reihige Determinante

Es ist die 2k + 1-reihige Determinante

Setzt man
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so lassen sich in der Form

mit ganzen rationalen x(03BC) alle Einheiten des Kôrpers darstellen.
Man setze

wobei für die Imaginärteile der Logarithmen noch alle môglichen
Abänderungen um Vielfache von 203C0 zuHiBig sein sollen. Es lassen
sich die yv darstellen in der Form

Die x(k+2), ..., x(k+03BD), ..., ae(2k+l) dienen dazu, die Imaginârteile
um Vielfache von 2n abzuàndern. Es ist für jede Einheit

Es ist also der fehlende Realteil des Logarithmus der k + 1-ten
Konjugierten y (den wir nicht yk+1 nennen dürfen)

Soweit ist alles in genauer Übereinstimmung mit RU § 1.

Es war in RU (8) die quadratische Form gebildet worden

Ich bilde nunmehr eine neue quadratische Form mit Hilfe positiver
GrôBen t und t.,

Es sei k ~ 2; also r + s &#x3E; 3; der Fall k = 1 soll spâter behandelt
werden. Es werde festgesetzt



256

Es wird nach RU S. 372

Man setze ferner

03B5 &#x3E; 0 sei eine beliebig kleine feste Zahl. Durch diese Festsetzungen
wird das Dilatationsverfahren aus RU bereits berücksichtigt.
Über T und t soll folgendermaBen verfügt werden. Einerseits

soll das Volumen des Ellipsoids (x(03BC))  1 so groB werden, daB
es nach Herrn Blichfeldt einen vom Nullpunkt verschiedenen

Gitterpunkt enthâlt. Es soll also für das Minimum M die Bedin-
gung gelten

Die zu M gehôrenden Werte x(03BC) definieren in (23) eingesetzt eine
Einheit Ei. Die Annahme, daB 81 einem echten Ünterkörper
angehôrt, soll andrerseits zur Folge haben, daB der Gitterpunkt
in dem verbotenen Raum um den Nullpunkt liegt, in dem RU (39 )
nicht erfült ist. RU (39) lautete

worin A in Übereinstimmung mit (33) geschrieben ist. Hicrin
war M das Minimum von Q(x(03BC)), das in Übereinstimmung mit
(27) definiert war.
Um diesen beiden Anforderungen,zu genügen, muB T hin-

reichend groB und t hinreichend klein gemacht werden.
Es soll durch passende Verfügung über T und t erreicht werden,

daB aus (35) bereits in Verbindung mit

oder in Verbindung mit

oder

für irgend ein bestimmtes v des Intervalls 3  03BD ~ k oder für

oder

ein Widerspruch zu (36) folgt.
Wenn 03B51 einem echten Unterkôrper angehôrt, so wird el einer
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oder mehreren seiner Konjugierten gleich. Es sei zunachst 03C81 = 1,
d. h. der Kôrper P(03BE1) reell, also El reell. Wenn El = E2 und

1Jl2 = 1, so ist

Wenn P(e2) nicht reell ist, so ist "P2 = 2; also

In beiden Fàllen ist

was wegen (37) in Verbindung mit (35) zu einem Widerspruch
zu (36 ) führen soll. Wenn 03B51 = Ev für 3 ~ 03BD ~ k oder el = 03B5k+1,
so ist, wenn 03C803BD = 1, wieder analog (40)

wenn 03C803BD = 2,

In beiden Fâllen also

(analog für y). In diesem Falle crhâlt man aus (38) in Verbindung
mit (35) einen Widerspruch gegen (36). Es kann also e, keinen1
echten Unterkôrper angehôren. el wird also, wenn die ange-

kündigten Bedingungen erfüllt sind, eine Einheit, die gleich-
zeitig erzeugende Zahl des Kôrpers wird.
.Wenn der Kôrper total imaginâr, so ist bereits yi = 2 und

sämtliche 03C803BD == 2. Wenn el = 82, so wird

also ein Widerspruch wegen (37) usw. Analog, wenn 03B51 = ek+3’
Wenn el = Ev für 3 ~ 03BD ~ k + 1, so erhâlt man analog (41) die
Gleichung y1 = y03BD, also einen Widerspruch wegen (38 ) bzw. (39),
usw. Analog, wenn 03B51 = 03B5k+03BD+1.
Es bleibt die Môglichkeit, daB die beiden zu y, gehôrigen

Konjugierten einander gleich werden, d. h. daB el reell wird.
Da el keiner weiteren Konjugierten gleich werden kann, wâre
P(8I) ein reeller Unterkôrper vom Relativgrad 2. Wenn einer der
konjugierten Kôrper P(03BE1), P(03BE2), ..., P(03BEn) keinen reellen Unter-
kôrper vom Relativgrad 2 besitzt, so bezeichne man diesen fortan
als P(03BE1). Diese Wahl versagt, wenn von den konjugierten Kôrpern
des gegebenen Kôrpers P(03BE1), P(03BE2), ..., P(03BEn) jeder Kôrper
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P(03BE03BD) einen reellen Unterkôrper P( y ) vom Grade n 2 besitzt. 10)

Der Kôrper P(03B303BD) enthâlt die Gesamtheit der reellen Zahlen in
P(03BE03BD). Denn gâbe es eine reelle Zahl e,, in P(03BE03BD) auBerhalb P(03B303BD),
so wâre P(03B303BD, 03BE03BD) reell und umfassender als P(03B303BD), also gleich
dem ganzen Kôrper P(03BE03BD), also P(03BE03BD) ein reeller Kôrper entgegen
der Voraussetzung. Es sind also alle reellen Zahlen von P(03BE03BD)
in P(03B303BD) enthalten. Es kann also P(03BE03BD) hôchstens einen reellen

Unterkôrper P(03B303BD) vom Grade n enthalten. Die P(03B303BD) dürfen

nicht sâmtlich unter einander konjugiert sein; denn dann wâre
P(03B31) total rcell, also P(03BE1) total imaginâre vom Relativgrad 2 über
einem total reellen Kôrper, also P(03BE1) ein Kôrper mit Einheits-
defekt. Dieser Fall war nach Voraussetzung ausgeschloBen worden.
Mithin zerfallen die P(yv) in mehrere Klassen unter sich konju-
gierter Kôrper. Man numeriere nun die Kôrper so, das P( y1 ) und
P(03B32) zu einander nicht konjugierte Kôrper werden,. Würde nun

lo) Dieser Fall hat mir Schwierigkeiten bereitet, bei deren Überwinduiig mich
Herr Speiser unterstützt hat.
DaB der Fall tatsachlich vorkommen kann, lehrt das folgende Beispiel:

?1 ist das Produkt der beiden Kôrper

die beide quadratisch, also normal über P(~2) sind. el ist also vom Relativgrad
4 normal über P(~2). Also ist ?1 absolut vom 8-ten Grade. Unter den 8 formal
zu 91 konjugierten Kôrpern sind je 4 einander gleich. R1 besitzt nur einen wirklich
verschiedenen konjugierten Kôrper

Es ist

Es ist R1 reell vom 4-ten Grade, C1 imaginâre, also R1 imaginâr. Ebenso is ffl2 reell,
C2 imaginâr, R2 imaginâre, also 91 total imaginâr. Es sind R1 und 9Î2 nicht kon-
jugiert zu einander. Es ist vielmehr

konjugiert. Also sind ffil und ?2 nicht total reell. Das Beispiel genügt also den
gestellten Bedingungen. Jeder der 8 zu R1 formal konjugierten Kôrper 8-ten Grades
besitzt einen reellen Unterkôrper 4-ten Grades. Diese reellen Kôrper 4-ten Grades
sind aber nicht sâmtlich unter einander konjugiert, sondern zerfallen in 2 Klasen
unter sich konjugierter Kôrper, derart daB die Kôrper der verschiedenen Klassen
untereinander nicht konjugiert sind. Tatsâehlieh enthâlt die eine Klasse nur den

Kôrper R1 die andere nur den Kôrper R2.
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das gefundene el einem echten Unterkôrper angehôren, so wâre

dessen Grad n . Denn
2

ist für 2 ~ 03BD ~ k + 1 bereits uninôglich. Also kônnen nur dic
beiden Konjugierten, die durch yl dargestellt werden, einallder
gleich werden, d. h. el reell. Ebenso mübte 82 reell werden, da die
Indizes 1 und 2 in (37) bis (39 ) vôllig gleichberechtigt sind, 82 also
keiner anderen Konjugierten gleich werden kann; also müßten

die beiden reellen algebraischen Zahlen el und 82 vom Grade n 2

einander konjugiert sein. Das widerspricht aber der Vorausset-
zung, daB P( y1 ) und P(03B32) einander nicht konjugierte Kôrper
sein sollten. Es kann also el nicht reell und überhaupt keiner seiner
Konjugierten gleich werden. Also wird 81 eine erzeugende Zahl
des Kôrpers.

Es ist nach RU (8), (28), (29), (30), (38), (39), und Gleichung (33)
der gegenwärtigen Arbeit

Hierbei war unter M der kleinste von 0 verschiedene Wert vcr-
standen worden, den

fur eine von 1 verschiedene Einheit el annehmen konnte. Die

Beziehung

gilt also für alle von 1 verschiedenen Einheiten el. Hierin ist

q(yv) zur Abkürzung eingeführt. 
Es soll über T und t so verfügt werden, daB, wenn
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und sgn yl = sgn y2, die Ungleichung

gilt und daB, wenn (44) erfüllt ist und |y1| ~ |y03BD| oder |y1| ~ 1 y 1
wird, ebenfalls (45) gilt. 
Es werde die Bezeichnung E*yv eingeführt, derart daB yk+1

durch y ersetzt wird. Die alten yk+1, Yk+2 ..., Y2k+I werden in Z*
nicht vorkommen. Dann ist

nach (26). Die GrôBen yi, y2, ..., yk, y sind wegen (46) vôllig
gleichberechtigt.
Es werde zur Abkürzung eingeführt

Es soll A) unter der Voraussetzung (37) oder B) unter der Voraus-
setzung (38 ) die Summe C durch ein Vielfaches von B abgeschätzt
werden.

Es sei

Fall A): sgn yi = sgn y2;

dann ist nach der Schwarz’schen Ungleichung

Fall B): Es sei beispielsweise v = 3 gesetzt; es môge also sein

Man setze

dann ist nach (47)

also
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Es ist nach der Schwarz’schen Ungleichung unter Benutzung
von (50), (51), (52)

also ist

worin C’ zur Abkürzung eingeführt ist. Genau dasselbe Ergebnis
kann man bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhalten unter
Benutzung von |y1| ~ |y3 |.

3Ian setze die Matrix

und bilde die charakteristische Gleichung

Dannist

Setzt man, zunachst ohne Rücksicht auf Realitât,

so ist nach (55)

also bei passender Verfügung über die Vorzeichen von oc und y

Dann lâsst sich (56) schreiben

Setzt man die speziellen Werte (54) ein, so lautet die charakteris-
tische Gleichung
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oder

also

Wir benutzen die grôBere der beiden Wurzelii

Es ist für k &#x3E; 2

Ferner ist

Es ist also wegen (58)

wegen (59)

also werden oc und y rein imaginâre GrôBen. Setzt man

so wird

Da

so kann man a’ &#x3E; 0, y’ &#x3E; 0 annehmen. Es wird also nach (57)

mit positiven a’ und y’. Es ist also nach (53) und (60)

wegen (59) ist
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Wenn also (49) erfüllt ist, so ist auch (61) erfüllt. (61) gilt also
sowohl im Falle A) sgm yl = sgn y2 als auch iU1 Falle B)

Es war für k &#x3E; 2 bereits bewiesen worden,.

Es mögen auch obere Schranken für g bestimmt werden. Wenn es
gelungen ist

zu bestimmen, so wird

Es ist

(62) liefert in Verbindung mit (63) bezw. (64)

Die Schranke (66) konvergiert für groBe lc gegen + 3. Es ist
also in Verbindung mit (59)

Es ist unter der Voraussetzung (37) oder (38) oder (39) nach
(28), (29), (30), (31), (34), (47), (48), (61)
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Es wird nunmehr die Festsetzung getroffen:

(68) ist sicher für jedes T in Verbindung mit einem hinreichend
kleinen t erfüllt. Wenn (68) erfüllt ist, dann ist unter der Vor-
aussetzung (87) oder (88) oder (39) wegen (67) und (43)

Wenn es g elingt, einen Gitterpunkt so zu finden, daB

wird, so ist nach (28)

oder für dieselben Indizes mit Rücksicht auf (34)

Also kann der gefundene, vom Nullpunkt des logarithmierten
Raumes verschiedene Gitterpunkt keine Darstellung der Eins
sein. Wâre (37) oder (38) oder (39) erfüllt, so wâre nach (68a)
und (69)

oder

was (48) widersprechen würde. Also kann für den gefundenen,
vom Nullpunkt des logarithmierten Raumes verschiedenen Gitter-
punkt weder (37) noch (38 ) noch (39 ) erfüllt sein; der Gitterpunkt
kann also keine Einheit darstellen, die einem echten Unterkôrper
des gegebenen Kôrpers angehôrt. Die gefundene Einheit ist also
gleichzeitig erzeugende Zahl des Kôrpers.

Um den Blichfeldt’schen Satz 11) auf

11) Siehe Anmerkung 4).
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anwenden zu kônnen, muB zunächst die Déterminante D() der
quadratischen Foi·m Q bestimmt werden. Es war

Hierin ist einzusetzen

Es ist

also

mithin gilt für die Matrizen

Es ist

Hierin ist nach (28), (26), (29) und (30)

2 ist eine Diagonalmatrix; ausserhalb der Hauptdiagonale stehen
Nullen; in der Hauptdiagonale steht an v-ter Stelle nach (84)
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Zur Auswertung der Determinante 1 dl | setze man in Hilfssatz 1

Dann wird

Ferner ist nach (22)

Es sei

wobei x(03BC) alle ganzzaliligen Wertsysteme durchh,uft mit Aus-
nahme des Systems x(03BC) = 0 für Il = 1, 2, ..., 2k + 1. Es bedeute
B n die Blichfeldt’sche Zahl

Dann ist 12 )

oder

Damit  ~ 1 werde, ist hinreichend, daB

oder mit Benutzung von (70)

12) Siehe I.c. Anmerkllng 4).
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Unter Benutzung von (74), (73), (72), (71) erhâlt man

Setzt man

so erhâlt man aus (80)

Die Ergebnisse des ersten Teiles der Tabelle RU S. 375 "ohne
Quadrierung" lassen sich folgendermaBen zusammenfassen:

wobei r + s = k + 1 benutzt und Rmin zur Abkürzung für die
rechte Seite eingeführt ist. Unter Benutzung von (83 ) und der
Abkürzung Rj. läßt sich (82) in der Gestalt schreiben

Das Quadrierverfahren in RU bedeutete folgendes: es werden
die Quadrate der Einheiten benutzt. Sämtliche reellen Konju-
gierten der Einheiten werden dadurch positiv. Man benutze für
die Logarithmen dieser positiven Einheiten nur den reellen Wert
und lasse diejenigen c(03BC)03BD fort, die den Imaginärteil dieser Loga-
rithmen liefern. Dabei wird R durch R . 2k ersetzt. An die Stelle
von B2k+1 tritt wegen der Verringerung der Dimensionszahl um r,
da 2k + 1 2013 r = n 2013 1, die Blichfeldt’sche Zahl Bn-1. Das

Quadrierverfahren ist für total imaginâre Kôrper, also für r = 0,
stets von Nachteil, da der Verschlechterung um den Faktor 2k
keine Verbesserung gegenübersteht; es ist für kleine r noch von
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Nachteil, für grôssere r von Vorteil. Für total reelle Kôrper,
r = n, war in RU gezeigt worden, dass das Quadrierverfahren
stets von Vorteil ist.

Bei Anwendung des Quadrierverfahrens bleibt (71) ungeändert,
an die Stelle von (72) tritt

(73) bleibt uiigeândert; an die Stelle von (74) tritt

In (75) bis (79) steht überall Bn-1. An die Stelle von (80) tritt

(81) bleibt ungeandert. An die Stelle von (82) tritt

Die Ergebnisse des zweiten Teils der Tabelle RU S. 375 "mit
Quadrierung" lassen sich folgendermaBen zusammenfassen :

Unter Benutzung der Abkürzung Rmin Q läßt sich (82Q) schreiben

(84) und (84Q) unterscheiden sich nur durch den Exponenten
von 1 2013 03B5 und dadurch, daB Rmin ohne Quadrierung, Rmin Q mit
Quadrierung bestimmt ist. Die rechten Seiten der beiden Un-

gleichungen stimmen vôllig überein. Es sind also t und T oder
an ihrer Stelle nach (81) die GrôBen v und V so zu bestimmen,
daB (84) bezw. (84Q) und (68) erfüllt ist.
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Setzt man (81) in (68) ein, so lautet die Ungleichung

Es sei in Übereinstimmung mit (23) 03B51 die darzustellende

Einheit. Ihre sâmtliehen Konjugierten seien el, 03B52, ..., a,’ Es

werde gesetzt

Dann ist nach (24)

Wir wollen die Gleichung (87) auch für v = k + 1 als gültig
ansehen, indem wit yk+1 durch y ersetzen.
Es sei d die Gleichungsdiskriminante von Ev, d. h. das Quadrat

des Differenzenproduktes der n Zahlen el, 03B52, ..., En. Um Hilfs-

satz 2. anwenden zu kônnen, muB man die | 03B51 |, | 03B52 |, ..., 1 en 1
nach der GrôBe ordnen. Es seien die Ordnungszahlen, von der
kleinsten angefangen, 1, 2, ..., n. Es sei p. die Ordnungszahl
von e,. Die py sind die ganzen Zahlen von 1 bis n in geeigneter
Reihenfolge, derart daB, wenn pv &#x3E; p,, auch 1 ev | ~ | 03B503BC | wird.

Dann folgt durch Logarithmieren aus (11)

Hierbei ist benutzt, daB

Setzt man zur Abkürzung

so wird

Es ist nach (19)
für

also
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Zwei konjugiert komplexe Konjugierte haben den gleichen abso-
luten Betrag und kônnen daher in der Reihenfolge der GrôBe der
absoluten Betrâge als benachbart angesehen werden. Man kann
also setzen

Man führe nunmehr in (88) die y03BD wieder ein unter Benutzung
von (87), (90), (91). Es wird

Hierin ist 2’* wie in (46) definiert. In (92) ist

Diese h é und pe môgen "für-reell" heiBen. Ferner ist

Diese h,.,, und pr+03C3 môgen für-komplex" heiBen. Es sind also
die für-reellen h ganze Zahlen, die für-komplexen hr+03C3 ganze
Zahlen + 1 2, derart, daB die he für 1   ~ r und die hr+03C3 ± 1 2
zusammen, abgesehen von der Reihenfolge, die Zahlen 1, 2, ..., n
erfüllen. Es ist

abzuschatzen unter der Bedingung

Hieraus folgt nach (28)

Es ist wegen (46) für ein beliebiges reelles JI.

worin

zur Abkürzung eingeführt ist. Dann ist nach der Schwarz’sehen
Ungleichung unter Benutzung von (94)
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hierin ist 03B4’ zur Abkürzung eingeführt. Für tl, t2, ..., tk+1 = t
sind die Werte (29), (30 ), (31 ) einzusetzen. Die Annahme, daB y,
oder Y2 absolut nicht grôBer seien als eines der übrigen y03BD, führt

wegen (38 ), (39 ) zu einem Widerspruch; also kônnen yi und y2
nur die grôBten positiven oder negativen Werte unter den y,
annehmen. Ferner führt wegen (37) die Annahme, daB yl und Y2
von gleichem Vorzeichen seien, zu einem Widerspruch. Also ist
der eine Wert, z. B. y2, positiv und der grôBte, der andere yl ist

dann negativ und der kleinste Wert unter den y03BD. Wenn 1Jll = 1

und 1p2 = 1, so ist vi = yl, v2 = y2. Wenn y, = 1 und y. = 2,

so ist V2 = y2. Es kann aber auch V2 nicht absolut kleiner als

ein v. für v &#x3E; 3 werden, da die Reihenfolge der Indizes so gewâhlt
ist, daB zuerst sämtliche reellen konjugierten Kôrper aufgezählt
werden. Wenn also "P2 = 2, so sind sämtliche 03C803BD = 2 für v &#x3E; 3.

Da | y2 | &#x3E; |y03BD|, so ist auch

Ebenso sind im total imaginären Falle sämtliche 03C803BD = 2, die

Es ist, wenn

wenn-

wenn

Setzt man

so gelten die gestrichencn Gleichungcn (91), (93) und (93a).
Es ist

oder
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Setzt man die Werte (29), (30), (31) in (95) ein, so erhàlt man

Hierin ist zur Abkürzung gesetzt

Es ist unter Benutzung von (99)

Hierbei ist benutzt, daB die Zahlen pi, P2’ ..., Pn abgesehen
von der Reihenfolge die Zahlen 1, 2, ..., n sind.
Es seien die Zahlen hr+a nach wachsendem Index geordnet, so

daB, wenn ar’ &#x3E; cr, auch hr+03C3’ &#x3E; hr+G wird *). Ich setze für das
Folgende kurz p = Pr+G’ Dann wird

also

also, wenn a’ &#x3E; a,

oder für jedes Paar a’, a

Unter Benutzung der Formel

und von (102) erhâlt man

*) Diese Stelle kônnte durch ihre Kürze ein Missverstândnis geben: der

Autor denkt sich für diesen Teil des Beweises die 03B503BD für r  03BD ~ r + s offenbar
so angeordnet, daB | 03B503BD | ~ | 03B503BC | für 03BD ~ 03BC. (Red.)
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Dies ergibt, in (101) eingesetzt.

worin SI und S2 zur Abkürzung eingeführt sind.

Es werde nunmehr, um S1 klein zu machen, 03BB = n + 1 2 gesetzt.
Zur Auswertung der Summen SI und S2 wird die folgende

Summenformel benutzt. Es sei d ~ 0; n ~ 0 eine ganze Zahl.

Dann ist

Für S, ist

Für S2 ist

Es ist

Setzt man diese Ergebnisse in (103) cin, so erhâlt man

TEs ist nach (96), (97), (98)
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also ist nach (100) wegen

also nach (104)

Hierbei ist benutzt, daB

(105) ergibt in (89) eingesetzt

oder durch Einsetzen von (81)

Hierin ist U zur Abkürzung für den Radikanden eingeführt.
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Es soll die rechte Seite von (106) abgeschätzt werden unter der
Voraussetzung, daB (84) oder (84Q) und (85) oder die gleiche-
deutende Bedingung (86) erfüllt sind.
Im Falle (84) (ohne Quadrierung) setze man

Im Falle (84Q) setze man

Hierbei ist berücksichtigt, daB | R | ~ Rmin bezw. | R | ~ Rn1inQ’
Die Bezeichnung Ao ist zur Abkürzung eingeführt.

(84) bezw. (84Q) kônnen in der Form geschrieben werden

Es soll (108) sowohl wie (85) mit dem Gleichheitszeichen erfüllt
werden. Es werde gesetzt

Dann wird nach (86) init dem Gleichheitszeichen

oder

(109) und (110) werden in (108) mit dem Gleichheitszeichcn
eingesetzt 

Hierin ist f(~) zur Abkürzung für das Polynom eingeführt.
Ferner ist

Es ist k 2013 1  g 2013 1 nach (59), also 1 &#x3E; c &#x3E; 1 2 (111) ist eine
algebraische Glcichung für 17. Es ist 
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so lange

Es war nach (32) T &#x3E; t oder wegen (81) V &#x3E; v, also nach (109)
nnd (110)

Setzt D1an ’1J2 = g 2013 1, so ist

Es ist

lm Intervall (111b) haben wegen (111a) die Funktionen f’(~) und

f’(~) f(~) das gleiche Vorzeichen. Für hinreichend kleine Werte von ~
überwiegt in (114) das Glied 1 ~, ist also f’(~) positiv. lm Intervall
(111b) nehmen alle Summanden auf der rechten Seite von (114)
mit wachsendem ~ monoton ab. Es ist

Für k ~ 3 ist also wegen g &#x3E; 6

Für k = 2 ist g = 6;

also

f’(~2) f(~2) nimmt also mit vom 0 aufsteigendem bis von positiven
zu negativen Werten monoton ab, nimmt also benau an einer
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Stelle 7yi den Wert 0 an. Es ist also

f(~1) ist ein Maximum, da die Ableitung mit wachsendem n von
positiven zu negativen Werten übergeht. Es ist wegen (113)

Von den Werten (111)

liegen die für uns brauchbaren Werte wegen (107) bezw. (107Q)
im Intervall

Hierin ist der Exponent entweder "ohne Quadrierung"
rn = 2(2k + 1) oder "mit Quadrierung" m = 2(n 2013 1). Das

Interval ~1 ~ ~ ~ ~2 liefert wegen (116) Werte, die von f(~1) zu
f(~2) abnehmen, für die also

Dieses Intervall liefert also keine Werte f(~) = 1 2039B2, für die (117)
erfüllt ist. Im Intervall 0  ~ ~ iîl wächst /(il) monoton, nimmt
also, da nach (117) und (116)

die Wertè des Intervalls (117), jeden genau einmal, an. Speziell
sei

Dann ist

Jeder Wert des Intervalls (117) wird von f(~) im Intervall

genau einmal angenommen.
Es môgen der besseren Übersicht halber die Ergebnisse über

den Verlauf der ganzen rationalen Funktion /(il) noch einmal
zusammengestellt werden. Wegen (110) und (112) ist il auf das
Intervall
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zu beschranken. In diesem Intervall wachst /(il) monoton bis zu
einem Maximum f(~1) und nimmt dann monoton wieder ab.
Es ist

Die brauchbaren Werte von f(q) liegen nach (117) im Intervall

Der Abstieg vom Maximum f(~1) zum Endwert f(~2) liefert also zu
groBe, unbrauchbare Werte. Ebenso sind die Werte von f(~) im
letzten Teil des Anstieges bis zum Maximum f(~1) zu groB. Die
brauchbaren Werte liegen im ersten Teil des monotonen Anstieges

worin nach (118)

Es soll nunmehr in (106) der Radikand U abgeschätzt werden.
Es ist

Hierin setze man nach (109), (110), (111)

also

Hierin ist nach (59)

also
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Hieraus folgt zunächst für k &#x3E; 3

Für k = 2 ist g = 6 und c = 190 nach (115); die’ Ungleichung
(120) lautet

Es ist nämtich

weil

Die Ungleichung (121) ist also auch für k = 2 erfüllt.
Man setze (121) in (119) ein und erliâlt

Dies ergibt in (106) eingesetzt

Hierin setze man nach (33)

für 039B setze man seinen Werte nach (107) ein. Dann erhâlt man

Da diese Beziehung für jedes
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Hierin ist D die Kôrperdiskriminante. Bei Benutzung von (107Q)

tritt Rmin Q an die Stelle von Rmin; an die Stelle von 1 (1 2013 03B5)2k
tritt in (122a) der Bruch 1 (1 2013 03B5)n-2 der ebenfalls fortgelassen
werden darf, da, wenn k ~ 2 ist, n - 2 ~ 3 - 2=1 ist.

(122) liefert eine obère Schranke für 1 D 1, die von 1 R | abhängt.
Lôst man in (122) nach 1 R 1 auf, so erhâlt man

(123) wird aber erst wirksam, wenn

Für kleinere 1 D I hat es bei der von 1 D 1 unabhângigen Abschàt-
zung | R | &#x3E; Rmin sein Bewenden. In (122a) bis (124) kann
überall Rmin Q an die Stelle von Rmin treten.
Für alle algebraischen Zahlkôrper mit Ausnahme der Kôrper mit

Einheitsdefekt ist also bewiesen, daB bei festem -n 1 R 1 mit 1 D |
ins Unendliche wachst.

Es môge eine Bemerkung über die absoluten Betrâge der

Regulatoren der total reellen Kôrper gemacht werden. Am

Schlusse von RU war gezeigt worden, daB sie alle grôBer sind als
ein Tausendstel und daB ihre untere Schranke mit n ins Unend-
liche wächst. Nimmt man einen festen Regulator R1, z. B. den

Regulator des reell-quadratischen Zahlkôrpers P(~5),

so ist für n ~ n1, worin ni eine angebbare Schranke, Rmin Q 2 |R1|.
Der Fall

kann also nur für n ~ n1 vorkommen. Fur jeden dieser Grade
liefert aber (122) in Verbindung mit (125) eine Schranke für | D 1.
Da es nach Minkowski 13) für jedes D nur endlich viele Zahlkörper
gibt, so kommen überhaupt nur endlich viele Zahlkôrper in be-
tracht, für die (125) gelten kann. Untcr den absoluten Betrâgen
der Regulatoren der total reellen Zahlkôrper aller Grade gibt es
also ein Minimum, das für einen oder endlich viele wohlbestimmte

13) Siehe 1. c. Anmerkung 5).
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Zahlkôrper angenommen wird, dessen Ausrechnung zwar in endlich
vielen Schritten môglich ist, aber, wenn nicht neue theoretiscle
Hilfsmittcl hinzukommen, menschliche Kräfte bei weitem über-

steigen würde.

§ 8.

In diesem Paragraphen soll die spezielle Voraussetzung gemacht
werden, daB der gegebene Kôrper, abgesehen vom Kôrper der
rationalen Zahlen, keinen echten Unterkôrper oder höchstens
einen imaginar-quadratischen besitzt. Diese Voraussetzung ist

z. B. immer erfüllt, wenn der Grad des Kôrpers eine Primzahl ist.
Es brauchen hier keine Vorkehrungen getroffen zu werden, die

verhindern sollen, dass die nach dem Blichfeldt’schen Satz ge-
fundene Einheit einem echten Unterkôrper angeliôrt, da es nach
der Voraussetzung keine Einheiten gibt, die einem echten Unter-
kôrper angehôren und keine Einheitswurzeln sind.
Für das Folgende wird nur der Realteil der Logarithmen

benutzt. Infolge dessen werden. Einheitswurzeln durch den Null-
punkt des l’uilkgitters dargestellt, für den Yv = 0 für 1 ~ 03BD ~ k,
also auch y = 0. Ein gefundener, vom Nullpunkt verschiedener
Gitterpunkt, für den also nicht sämtliche y03BD = 0 sind, kann
mithin keine Einheitswurzel darstellen.
Es sei

Hierin sei wieder

(26)

und

(126)

mit

Es ist die Déterminante

nach RU (15) oder nach Hilfssatz I. In (126) ist einzusetzen

für
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worin

nach (20) und die Determinante

Man erhâlt

Es ergibt sich die Déterminante der quadratischen Form unter
Benutzung voii (127) und (21)

Es ist

also

(128)

Es sei

für alle ganzzahligen Wertsysteme x(03BC) mit Ausnahme des Systems
x(m) = 0 für Il = 1, 2, ... k. Ferner sei B ; die Blichfeldt’sche Zahl

Dann ist analog (77)

oder

Damit

sei, ist hinreichend, daB
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oder mit Benutzung von (128)

Um eine môglichst gute Abschâtzung zu bekommen, wàhle man
für t den kleinsten nach (132) zulaBigen Werte, setze also

Die Abschâtzung für log | 0394 | erhâlt man nach § 6, indem man
T = t setzt. Es ist nach (100) und (104)

Es ist nach (95) 03B420 ~ c5’, also nach (89), (133), (132a), (129)

D ist die Kôrperdiskriminante, L1 die Gleichungsdiskriminante der
gefundenen Einheit, die gleichzeitig erzeugende Zahl des Kôrpers
und keine Einheitswurzel ist. 0398 ist zur Abkürzung für den Faktor

1
von R k eingeführt.
Es soll die CTrüBenordnung von e für groBe Werte von n

untersucht werden. Es ist nach der Stirling’schen Formel

~1, ~2, ~3 ... bezeichnen Funktionen von k oder n, die mit wach-
sendem n gegen 1 konvergieren.
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Also ist

Für total reelle Kôrper, also s = 0, k = n - 1, erhâlt man

Es bleibt der Fall k = 1 nachzuholen. Er fâllt stets unter die

speziellen V oraussetzungen des § 8. Es sind nur 3 Fälle môglich:

it = 2 und n = 3 sind Primzahlen. In diesen Fàllen gibt es also
ausser dem Kôrper der rationalen Zahlen keinen echten Unter-
kôrper. Im Falle n = 4 ist nur ein echter Unterkôrper des Grades 2
môglich. Ist dieser imaginâre, so ist er nach den Voraussetzungen
des § 8 zulaBig; ist er reell, so liegt der ausgeschlossene Fall des
Einheitsdefekts vor, nàmlich ein total imaginärer Kôrper des

Grades n über einem total reellen Kôrper des Grades n 2.
Alle Einheiten sind Potenzen einer einzigen ~1. Der Regulator R

ist eine Determinante ersten Grades

Anstatt der Blichfeldt’schen Zahl B1 kann der genaue Wert 1
gesetzt werden. Dann lautet (130)

(131) lautet

An Stelle von (132a) wird gesetzt

An die Stelle von (134) tritt



285

(Oblatum 11-7-51).


