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Uber GréBenbeziehungen zwischen Diskriminante
und Regulator eines algebraischen Zahlkoérpers.

von

Robert Remakt

Einleitung. *)

In einer Arbeit ,,Uber die Abschiatzung des absoluten Betrages
des Regulators eines algebraischen Zahlkorpers nach unten’ 1)
habe ich eine untere Abschatzung fiir den absoluten Betrag des
Regulators gegeben, die hauptsichlich nur vom Grade n des
Korpers abhing. Sie hing zwar noch sehr wesentlich von der
Anzahl r der reellen Konjugierten einer erzeugenden Zahl des
Korpers ab. Die Abschatzung wuchs fiir » = n noch langsam ins
Unendliche; fiir r = 0 nahm sie rasch gegen 0 ab. Man kann aber
die ungiinstigste Schranke wahlen, die nur noch von n abhingt.
Vor allem hing die Abschiatzung nicht ab von der Korperdis-
kriminante D. Es liegt nun nahe, zu fragen, ob, wenn R der

Regulator, | R | mit | D | ins Unendliche wichst. Es ist v/ D]
bei der geometrischen Darstellung der ganzen Zahlen des Korpers
durch Gitterpunkte 2) das Volumen des Elementarparallelepipeds.
Nach RU 8. 860 bilden im logarithmierten Raume die Einheiten
ein Punktgitter, dessen Elementarparallelepiped bis auf angebbare
Faktoren gleich dem Regulator ist. Die Vermutung liegt nahe,
daB ein groBes Elementarparallelepiped des einen Punktgitters

*) Diese Arbeit wurde von weiland Robert Remak bei den Acta Arithmetica
eingereicht am 14.November 1988; von ihm wurde noch die Bogenkorrektur ge-
lesen. Die Erscheinung des betreffenden Heftes aber wurde durch Weltkrieg IT
verhindert. Nach dem Kriege muBte man feststellen, daB der Satz in Warschau
vernichtet war. Der Verfasser hatte aber einen Korrekturbogen in Amsterdam
hinterlassen mit Anweisungen fiir die Publikation im Fall seines Todes.

Robert Remak kam in den dreiiger Jahren als Emigrant nach Amsterdam
und wurde 1942 von der deutschen Besatzung nach Annaberg abtransportiert.
Es muB angenommen werden, da8 sein Leben vor dem Kriegsende (in Ausch-
witz?) ein Ende fand.

1) Remak, Journ. f. Math. Bd. 167 (Henselfestband), 1931, S. 360-378. zitiert
RU.

2) Remak, ,,Elementare Abschitzungen von Fundamentaleinheiten und des
Regulators cines algebraischen Zahlkérpers”, Journ. f. Math. Bd. 165 (Schottky-
festband), 1931, S. 159-179, zitiert RFE. Sieche Anmerkung auf S. 162.
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ein groBes Elementarparallelepiped des anderen Punktgitters
zur Folge hat; d. h. daB, wenn Schranken fiir | D | gegeben sind,
daraus Schranken fiir | R | hergeleitet werden kénnen und umge-
kehrt. Wenn | D | gegeben, so sind obere Schranken fiir | R |
bekannt. 3) Die umgekehrte Aufgabe ist, wenn eine obere Schranke
fiir | R | gegeben ist, eine obere Schranke fiir | D | herzuleiten, die
noch vom Grade n abhéngen diirfte. Diese miiite ins Unendliche
wachsen, da ja alle Zahlkérper einmal vorkommen miissen und es
Zahlkorper n-ten Grades von beliebig groBer Diskriminante gibt.
In dieser Allgemeinheit ist der Satz, das | D | < /(| R|, n), aber
gar nicht richtig. Er gilt nicht allgemein fiir diejenigen Zahlkdorper,
die einen ,,Kinheitsdefekt’’ haben. Das sind diejenigen Korper &,
fiir die die Anzahl der unabhéngigen Einheiten

(1) k=r+4+s—1,
worin s die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Konjugierter

einer erzeugenden Zahl des Korpers bedeutet, gleich ist der-
selben Anzahl

fiir einen echten Unterkoérper
heitsdefekt, wenn

. Ein Korper hat also einen Ein-

N
=k.

In § 1 zeige ich, daB ein Koérper & dann und nur dann einen
Einheitsdefekt hat, wenn er total imaginiar und vom Relativgrad

2 iiber einem total reellen Unterkorper g‘?\ ist; und daB fiir Kérper
mit Einheitsdefekt keine Beziehung | D | < f(| R|, n) gilt.
Der Satz
| D| < f(| R}, n)

soll in §§ 2—7 fiir alle algebraischen Zahlkérper mit Ausnahme der
Korper mit Einheitsdefekt bewiesen werden. Hierzu muss mit
Hilfe des Minkowski’schen Satzes vom konvexen Korper mit
Mittelpunkt im Punktgitter, der in der durch Herrn Blichfeldt ¢)
verbesserten Form angewandt wird, eine Einheit des Korpers
gefunden werden, die gleichzeitig erzeugende Zahl des Korpers ist.

3) Siehe Landau, Gdttinger Nachrichten 1918, S. 478-488. Weniger scharfe
Schranken, aber mit elementaren Hilfsmitteln, habe ich in der in Anmerkung 2)
zitierten Arbeit RFE gegeben.

4) Blichfeldt, Transactions of the American Mathematical Society 15, (1914),
S. 227-285. Remak, Math. Zeitschr. 26, (1927) S. 694-699. Blichfeldt, Math. Annalen
101, (1929), S. 605-608.
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Der Gedankengang hat Ahnlichkeit mit demjenigen von Min-
kowski 5), durch den er zeigt, daB es zu jedem Wert von D nur
endlich viele Zahlkérper geben kann. Der konvexe Kirper wird
bei Minkowski so gewihlt, daB er eine groBe Ausdehnung in der
Richtung einer Konjugierten, eine geringe Ausdehnung in den
Richtungen der iibrigen Konjugierten hat; wenn zwei Konjugierte
einander gleich werden, geridt man in die verbotene Umgebung des
Nullpunktes, in der iiberhaupt keine Gitterpunkte liegen diirfen,
weil dort die Norm der ganzen algebraischen Zahl kleiner wire
als 1. Der nach dem Minkowski’schen Satze gewonnene Gitter-
punkt liefert eine erzeugende Zahl des Korpers, da nicht je zwei
ihrer Konjugierten einander gleich sein kénnen. Ein dhnliches
Verfahren wende ich im logarithmierten Raume an, wo es, wie
ich in RU gezeigt habe, ebenfalls einen verbotenen Raum um den
Nullpunkt gibt.

Ich komme zu dem Ergebnis, daB in allen algebraischen Zahl-
koérpern mit Ausnahme derjenigen mit Einheitsdefekt

| R| 2n(n—1) =1

(2) 10g|D|§nlogn-i—.Rmin.log2.—k+—1 .
Hierin is R, die jeweils beste untere Schranke fiir | R| aus
RU; k ist durch (1) definiert. Ferner ist

L _ k4354 VE 4 2k +17
) 2 -

In § 8 wird eine bessere Abschatzung unter der Voraussetzung
gebracht, dafl der gegebene Korper auBer dem Korper der
rationalen Zahlen keinen oder hochstens einen imaginéir-quadra-
tischen Unterkorper enthélt. In § 9 wird der zunichst ausge-
schloBene Fall £ = 1 nachgeholt.

In einer zweiten Mitteilung unter dem Titel: ,,Uber algebraische
Zahlkorper mit schwachem Einheitsdefekt” will ich zwischen
,.starkem” und ,,schwachem’ Einheitsdefekt unterscheiden. Ein
Kérper & hat cinen starken Einheitsdefekt, wenn simtliche Ein-

N
heiten von & in einem echten Unterkérper & liegen. Ein Einheits-
defekt, der nicht stark ist, heiBe schwach. Bei schwachem Einheits-

N\
defekt hat & zwar nicht mehr unabhiéngige Einheiten als R,
enthilt aber mindestens eine Einheit oder Einheitswurzel, die

A\
nicht in & vorkommt. Fiir Kérper mit schwachem Einheitsdefekt

8) Minkowski, Diophantische Approximstionen, Leipzig 1907, S. 130-133.
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1aBt sich die Abschitzung (2) retten, so daB nur die Korper mit

starkem Einheitsdefekt ausgenommen zu werden brauchen.
Die zweite Mitteilung soll dariiber hinaus die Kérper mit schwa-

chem Einhéitsdefekt aus selbstdndigem Interesse behandeln.

§ 1.

Ein algebraischer Zahlkorper & besitze einen Einheitsdefekt,
wenn die Anzahl seiner unabhéngigen Einheiten % die gleiche ist

N
wie die eines echten Unterkorpers . Der Korper & hat den Grad =,
und zwar r reelle, s Paare konjugiert komplexer Wurzeln einer
erzeugenden Gleichung. n = r 4 2s. Dann ist bekanntlich ¢)
k=r+4+s—1.

N\ AN AN AN
Fir & mogen n, r, s, k die gleiche Bedeutung haben. Ein

Einheitsdefekt liegt also vor, wenn
k= k.
Es ist fiir jeden Koérper &

2 28 2
(8) k=rts—1—2T2_ypTHB —-=—1
S
fir jeden Unterkérper & des Korpers &
e N\ N e N AN n
(4) k———r+s—1§r+2s——1=n—1§?——1,

da ;2\ ein echter Teiler von n ist. Aus (8) und (4) folgt

n AN
— k.
2

(5) k

v

—1

W%

Wenn also in (5) das Gleichheitszeichen stehen soll, so muB auch
in (8) und (4) tberall das Gleichheitszeichen stehen; d. h. es
muf} sein

A~
=0;, n= —.

Wir sind also zu dem Ergebnis gelangt:
Ein Korper ® besitzt dann und nur dann einen Einheitsdefelt,
wenn er total imagindr vom Relativgrad 2 iiber einem total reellen
S
Korper & ist.

¢) Beweis siche z. B. Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen
Zahlen, Leipzig 1923, S. 128, oder 1. c. Anmerkung 2).
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Es ist in diesem Falle
n AN A
k=— —1=n—1=k.
2
Es sei
N, 9@, ..., 9

ein vollstindiges System von Fundamentaleinheiten von . Es
war in RFE S. 164 definiert

v, =1, wenn £, reell,
v, = 2, wenn £, komplex.

Hierin war &, die »-te Konjugierte ciner den Kérper & erzeugenden
Zahl &,.
Man setze
Ry, log 9 = log (| 9 ) = aif".

Da & total imagindr ist, so sind sdmtliche y, = 2.
Es ist die k-reihige Determinante

(6) |a¥ | = R

der Regulator des Korpers 7). Hierbei sind die Konjugierten einer
erzeugenden Zahl &, des Korpers so anzuordnen, dafl zuerst
samtliche r reellen Konjugierten kommen, die hier also wegfallen,
dann s komplexe Konjugierte, derart daB nicht zwei unter ihnen
konjugiert komplex sind, dann die konjugiert komplexen Konju-
gierten in derselben Reihenfolge. Da in der Determinante R der
Index » nur bis k lduft, kommen nicht zwei konjugiert komplexe

Konjugierte vor und eine Konjugierte fehlt wegen k = - 1.
Es sei
N\ S NN
ATACEAC

ein vollstindiges System von Fundamentaleinheiten des Unter-

s
korpers ®. Da diese gleichzeitig Einheiten von & sind, so sei
N (kg o(2)k (k)R
(7) W = gy ok g Bk gk

7, bedeutet eine Einheitswurzel. Diese Gleichung gilt auch noch,
wenn man zu den n Konjugierten in & iibergeht. Da links eine
reelle Einheit steht, so ergeben die Indices » und s + », die zu
konjugiert komplexen Konjugierten gehéren, links denselben
Wert. Wir kénnen also in (7) den Index 1 durch v ersetzen und

7) Siehe z. B. . ¢. Anmerkung ¢) S. 131.
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N N\
v bis n laufen lassen. Da & ein total reeller Korper, so sind séamt-

ey
liche y, = 1; geht man zu den Logarithmen der absoluten Betrige
iiber, so erhilt man

Ay 1 ﬁ hy a®
a)) =— alr,
() 2 P! Ap %y
Es ist also nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten
A A 1 1
®)  R=a®| = |yl e | = o5 | by - R
oder

. 2"
(9) fhl=m

da die Determinante |h1”| eine ganze rationale Zahl # 0 ist.

2\ A\ N N
| R| 2" [ R|=2"[R],

Uber einem festen total reellen Kérper ® kann man beliebig
viele verschiedene total imaginidre Korper & vom Relativgrad

2 bilden. Es sei ¢ irgend eine Primzahl. Man adjungiere zu /S%? die
rein imagindre Zahl VvV Tq, die sicher noch nicht in § vorkommt.
Der Korper ﬁ( v — q) ist genau vom Grade 2 ;1\ Er enthilt den
imaginar-quadratischen Korper P(V —gq). Es ist die Diskri-
minante vor & = .é\ v ?q) teilbar 8) durch die Diskriminante
des Unterkérpers P(V — ¢), also teilbar durch ¢. Durch Wahl
verschiedener ¢ lassen sich Kérper & = /§§(\/ ?q) in unendlich

groBer Anzahl mit beliebig groBer Diskriminante bilden. Alle
diese verschiedenen Korper haben aber nach (9) Regulatoren, die

absolut < gn-1, | R |. Fiir diese Korper mit Einheitsdefekt gilt
also sicher kein Satz, daB der Regulator mit der Diskriminante
ins Unendliche wéchst.

Es soll in der in der Einleitung erwahnten zweiten Mitteilung

gezeigt werden, daB fiir die ganzzahlige Determinante |h;_’u| nur
die Werte

lhl,u|:ﬂ:1 l‘llld ]hl‘ulzi‘z
in Betracht kommen. Und zwar tritt fiir den festen total reellen

/N
Korper ® der Wert + 2 nur fiir endlich viele total imaginére
Oberkorper & vom Relativgrade 2 auf. Fir alle iibrigen total
imaginiren Oberkorper vom Relativgrad 2 ist | hy,| = + 1.

8) Siehe Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkorper, Bericht, Jahresber. d.
Deutsch. Math. Vereing. 4. 1894/95. S. 206.
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§ 2.
Hivrssatz 1.: Es ist
Ly + T, Xy , &g s oo &g
&g s Xo + Ty Ty , . g
d=| z, s @ sy Xot+ 2y ... T
, , Xy y &g s eee g+,

=Xy o Ty F Xy o By F TgXy g o Xy e Ty e By

Beweis: Es werde zunéchst die erste Zeile von allen folgenden
Zeilen subtrahiert. Man erhalt

1

’ Zy + &y, Ty, Xy - &y

‘ — &y, &, O, .0
d= i —z, 0, @, ...0

| —ax;, 0, O, .. &,

Dann wird die zweite bis n-te Zeile mit geeigneten Faktoren ver-
sehen zur ersten Zeile addiert, um die erste Zeile vom zweiten
Glied ab zu 0 zu machen. Es ergibt sich

x @ x
%+%+ﬁlpﬁ+uﬂﬁoww,o

Lo Z3 n
— & , 9, 0, ... 0
d= —a , 0,23 ... 0
— 2 ,0,0,...2,

=Xy .. By F Tgly o o - By F XXy . . Xy - Ty . .

HivrssaTz 2.: Es sei

A4=1I (z

u<v

n

©w

. .’13,,__1.

__‘v)2

das Quadrat des Differenzenprodukts von n komplexen Zahlen

&y, Ty,
trages geordnet.

(10)
Dann ist

(11)

« o« &,. Die Zahlen seten nach der Grofe des absoluten Be-

o] 2| 2] o] 2. 2 |2

l A | < | 2, I2(n—1) . | wzlz(n_z) . | w3|2”'_3’ o | Zpy |2 - nn,
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BeEweis: Man setze

Dann ist nach (10)

Z,
(12) g, =2 <.

Ferner ist, wenn v > u,

(18) T, —x,=a (l——%)= ,,( H q;_)

(. A=p+1

Unter Benutzung von (18) ergibt sich

(14) A == Hl * Hz.
Hierin sei
n—1
(1) I, = T a2,
p=1
n—1 n v 2
(16) nzzn{ I (1—-H ql)},
p=1ly=p+1 A=pu+1

II, ist ein Polynom in den Verianderlichen g¢,, ¢, ..., ¢,, deren
jede nach (12) auf den Einheitskreis der komplexen Ebene be-
schrankt ist. Wird das Maximum II; von II, fiir ein Wertsystem
g, erreicht, so denke man sich simtliche g, bis auf ein g, festge-
halten und dieses eine g, variabel. Es ist dann II, auch Maximum
der Funktion in der einen Variablen 9 Eine analytische Funktion
einer Variablen erreicht aber ihr Maximum nur auf dem Rande
des Gebiets fiir die Variablen. Es wird also das Maximum II; nur
angenommen fiir ein Wertsystem, fiir das

(17) lg,| =1 fir »=2, 8,
Wenn aber (17) erfiillt ist, so ist
|| = 2| =...=]2,|

Setzt man noch | 2, | = 1, so wird in (15) das Produkt | II,| = 1;
also nach (14)
| 4] = | 10, E

Es wird also | II; | selbst ein absolut genommenes Differenzen-
produkt unter der Nebenbedingung

|z, | =1 fiir y=1,12, ..., n
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Es ist ?)
(18) Max | II,| = n"
Es ergibt sich also aus (14), (15), (16), (18)
|4 S|, | -nn =z |2 |2y |22 |2, , |2 2"

Das ist aber die zu beweisende Formel (11).

§ 3.

Es soll in einem algebraischen Zahlkérper ohne Einheitsdefekt
eine Einheit bestimmt werden, die gleichzeitig erzeugende Zahl
des Korpers ist.

Die folgenden Definitionen stimmen iiberein mit RU § 1. Buch-
staben, die abweichend definiert werden, erhalten ein ~.

Es sei

o, 98, ..., 9F

ein vollstindiges System von Fundamentaleinheiten. 9% sei die
»-te Konjugierte von 9. Es ist 1 < » < n. Die Anordnung der
Konjugierten ist so getroffen, daB, wenn £, eine erzeugende Zahl
des Korpers ist, die Konjugierte

)

0 reell fir 1=<p <r,

(19) Erio = Erigis fir 1<0Z<s,

a séi-die zu a konjugiert komplexe Zahl,

n=r -4 2s.
Es sei
y, =1 fir 1<p=r,
Vrio = 2 fir 1<0<s
Man setze (1 =v»<r+3s)
(20) v, - log 9% = o + i b,

Es werde in Ubereinstimmung mit RU (1) gesetzt

%) Siehe I. Schur, ,,Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen
Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten Math. Zeitschr. Bd. 1. S. 377—402.
Siehe S. 385. (Herr Schur benutzt hier eine Mitteilung von Herrn G. Pélya).
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aV, a®, ... &P, 0, o, 0, . ., 0
a, a®, ... ad, o0 00 o0 . ., 0
a, a?, ... aP, o0 00 0 . . , 0
2n
b, b, ... b, $i°— 0, 0 . ., 0
w
2n
(W) — b, b2, ... b, My Yy o+ 27, O, .., 0
2n
b, B, b, My Yy 0, 2 . . , O
2n
b, p@, ... b, My Yy 0, 0, .., 0
27
1 2 k
bl b - - b My e o’ o, 0, .. Y127

Hierbei ist zu beachten, daB k 4+ 1 = r 4 s. Bei den Realteilen
der Logarithmen fehlt eine Konjugierte, bei den Imaginérteilen
keine. Es sei w die hochste, im Korper vorkommende Ordnung
einer Einheitswurzel. w ist stets gerade. In der k£ 4 1-ten Spalte

stehen die y,-fachen Imaginédrteile der Logarithmen sdmtlicher
2mi
Konjugierten der primitiven w-ten Einheitswurzel e . Diese
sind gleich
27
C;CT,;,I) =m, P, —'l;.

Es ist die Einheitswurzel so gewéhlt, daB m; = 1. Im Rechteck
rechts oben stehen lauter Nullen. Das Quadrat rechts unten
enthilt in der Hauptdiagonale von der zweiten Stelle ab v, . 27

und sonst lauter Nullen, abgesehen von der ersten Spalte.
Es ist nach (6) die k-reihige Determinante

(21) | &) | = R.
Es ist die 2k + 1-reihige Determinante
(2n)k+1 2n , grt+s
(22) || =R- - YW Py = R "
Setzt man
2mi

771=e ’
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so lassen sich in der Form

(23) gy = WY 9@ | g e
mit ganzen rationalen 2* alle Einheiten des Korpers darstellen.
Man setze

(k+1)

(24) {%p,,.loge,,=y,, fir »=1,2...k,

Sy, .loge, =y, fir »v=1,2...k+1,
wobei fiir die Imaginérteile der Logarithmen noch alle moglichen

Abianderungen um Vielfache von 2z zulaBig sein sollen. Es lassen
sich die y, darstellen in der Form

2k+1
(25) y,= 2 cPa® fir »v=12..,2 + 1
u=1
Die z*+2, .., 2% | 2@+ dienen dazu, die Imaginirteile
um Vielfache von 2z abzuéndern. Es ist fiir jede Einheit

r+8 r48
X Ry, loge, = Xlog(|e|V) =
=1 y=1

=log (|&|-|e|...|e.|) =log1l=0.
Es ist also der fehlende Realteil des Logarithmus der % 4 1-ten
Konjugierten y (den wir nicht y,,, nennen diirfen)
k
(26) g =—2X Yy
y=1 ,
Soweit ist alles in genauer Ubereinstimmung mit RU § 1.
Es war in RU (8) die quadratische Form gebildet worden

r+s8 _ 2k+1
Q) = X |y, log e, ' = 7 + X 43 =
Vy= V=
(27) 2k+1
=2 6vgyvyg = q(yv)
»,0=1

Ich bilde nunmehr eine neue quadratische Form mit Hilfe positiver
GroBen ¢ und ¢,

- 52 2k+1 3/,2, 2k+1 _. -
(28) Q@) ==+ T = X 8,y,9, =)
v=1 & v,0=1

Es sei k = 2; also r 4 s = 8; der Fall k = 1 soll spiater behandelt
werden. Es werde festgesetzt

(29) t, =T; t,=1T;
(30) t, =1t fiir 3=v=k;
(31) t=1t;

(32) T >t
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Es wird nach RU S. 872

(33)

Man setze ferner

(34) by = Min (y, . 27 (1 —¢), A(1 — &)
firv=12,...,k+ 1.

&> 0 sei eine beliebig kleine feste Zahl. Durch diese Festsetzungen
wird das Dilatationsverfahren aus RU bereits beriicksichtigt.
Uber T und ¢ soll folgendermaBen verfiigt werden. Einerseits

-

soll das Volumen des Ellipsoids Q(z*)) <1 so groB werden, daB
es nach Herrn Blichfeldt einen vom Nullpunkt verschiedenen

Gitterpunkt enthalt. Es soll also fiir das Minimum M die Bedin-
gung gelten

(85) O@®) =M <1.

Die zu M gehorenden Werte z# definieren in (23) eingesetzt eine
Einheit ¢. Die Annahme, daB8 &, einem echten Unterkérper
angehort, soll andrerseits zur Folge haben, daB der Gitterpunkt
in dem verbotenen Raum um den Nullpunkt liegt, in dem RU (39)
nicht erfiilt ist. RU (89) lautete

Ll s>

r+s = Vr+s
worin A in Ubereinstimmung mit (33) geschrieben ist. Hicrin
war M das Minimum von Q(z®*), das in Ubereinstimmung mit
(27) definiert war.

Um diesen beiden Anforderungen .zu geniigen, muB 7 hin-
reichend groB und ¢ hinreichend klein gemacht werden.

Es soll durch passende Verfiigung iiber T und ¢ erreicht werden,
daB aus (35) bereits in Verbindung mit

(36) VM = log2 = 4,

(87) SgN Yy = SgN Y,

oder in Verbindung mit

(38) FAEYEA oder 2| = wl

fiir irgend ein bestimmtes » des Intervalls 8 <» <k oder fiir
(89) [yl =1y oder ly2| =y

ein Widerspruch zu (36) folgt.
Wenn ¢, einem echten Unterkérper angehort, so wird ¢, einer
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oder mehreren seiner Konjugierten gleich. Es sei zunachst y, = 1,
d. h. der Kérper P(&,) reell, also & reell. Wenn & = & und
p, = 1, so ist
(40) yr=log| e | =log|e| =y,
Wenn P(£,) nicht reell ist, so ist g, = 2; also

Yo =y -log| &y | = 2log| e | =2y,
In beiden Féllen ist

sgn Y, = sgn Yy,

was wegen (87) in Verbindung mit (85) zu einem Widerspruch

zu (86) fiihren soll. Wenn ¢, = ¢, fiir 8 < v < k oder ¢ = ¢,
so ist, wenn y, = 1, wieder analog (40)

yl = yv’
wenn y, = 2,
]
yl et —2"-.
In beiden Fillen also
vl =1y

(analog fiir y). In diesem Falle crhalt man aus (38) in Verbindung
mit (85) einen Widerspruch gegen (36). Es kann also & keinem
echten Unterkorper angehoren. & wird also, wenn die ange-
kiindigten Bedingungen erfiillt sind, eine Einheit, die gleich-
zeitig erzeugende Zahl des Korpers wird.

.Wenn der Korper total imaginir, so ist bereits y; = 2 und
siamtliche y, = 2. Wenn &, = ¢, so wird

(41) ylz'l’lloglsli =2 -10g|£1| =2°108I32| =1p2-10g|s2| =Y

also ein Widerspruch wegen (87) usw. Analog, wenn & = g3.
Wenn ¢, = ¢, fiir 8 <» <k+1, so erhdlt man analog (41) die
Gleichung y, =y,, also einen Widerspruch wegen (38) bzw. (39),
usw. Analog, wenn & =g, .

Es bleibt die Moglichkeit, daB die beiden zu y; gehdrigen
Konjugierten einander gleich werden, d. h. daB &, reell wird.
Da ¢; keiner weiteren Konjugierten gleich werden kann, wire
P(¢,) ein reeller Unterkorper vom Relativgrad 2. Wenn einer der
konjugierten Korper P(&,), P(&,), . . ., P(£,) keinen reellen Unter-
korper vom Relativgrad 2 besitzt, so bezeichne man diesen fortan
als P(&,). Diese Wahl versagt, wenn von den konjugierten Kérpern
des gegebenen Korpers P(&,), P(&,), ..., P(§,) jeder Korper
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P(&,) einen reellen Unterkérper P(y,) vom Grade —:— besitzt. 19)

Der Korper P(y,) enthilt die Gesamtheit der reellen Zahlen in
P(£,). Denn gibe es eine reelle Zahl &, in P(£,)) auBerhalb P(y,),
so wire P(y,, £) reell und umfassender als P(y,), also gleich
dem ganzen Kérper P(£,), also P(,) ein reeller Korper entgegen
der Voraussetzung. Es sind also alle reellen Zahlen von P(£,)
in P(y,) enthalten. Es kann also P(£,) hochstens einen reellen

Unterkorper P(y,) vom Grade -2— enthalten. Die P(y,) diirfen

nicht samtlich unter einander konjugiert sein; denn dann ware
P(y,) total rcell, also P(£;) total imaginar vom Relativgrad 2 iiber
einem total reellen Korper, also P(¢,) ein Korper mit Einheits-
defekt. Dieser Fall war nach Voraussetzung ausgeschloBen worden.
Mithin zerfallen die P(y,) in mehrere Klassen unter sich konju-
gierter Kérper. Man numeriere nun die Korper so, das P(y,) und
P(y,) zu einander nicht konjugierte Korper werden. Wiirde nun

10) Dieser Fall hat mir Schwierigkeiten bereitet, bei deren Uberwindung mich
Herr Speiser unterstiitzt hat.
DaB der Fall tatsichlich vorkommen kann, lehrt das folgende Beispiel:
R, =PV1+2y2, V1—3y2)
®, ist das Produkt der beiden Korper
PV1+2v2) =R, P(V1—38y2) =6,

die beide quadratisch, also normal iiber P(4/2) sind. §, ist also vom Relativgrad
4 normal iiber P(4/2). Also ist §, absolut vom 8-ten Grade. Unter den 8 formal
zu &, konjugierten Korpern sind je 4 einander gleich. §, besitzt nur einen wirklich
verschiedenen konjugierten Korper

R = P(V1—2v2, V14 38y2)

Es ist
G =P(V1—2v2), R,=PNV1 1+ 3v2)

Es ist R, reell vom 4-ten Grade, ©, imaginir, also §, imaginir. Ebenso is 3R, reell,
©, imaginir, {, imaginir, also {, total imaginir. Es sind 0, und R, nicht kon-
jugiert zu einander. Es ist vielmehr

R zu S, , R zu S,

konjugiert. Also sind R, und R nicht total reell. Das Beispiel geniigt also den
gestellten Bedingungen. Jeder der 8 zu §, formal konjugierten Korper 8-ten Grades
besitzt einen reellen Unterkorper 4-ten Grades. Diese reellen Korper 4-ten Grades
sind aber nicht samtlich unter einander konjugiert, sondern zerfallen in 2 Klasen
unter sich konjugierter Korper, derart da8 die Korper der verschiedenen Klassen
untereinander nicht konjugiert sind. Tatsachlich enthilt die cine Klasse nur den
Korper R, die andere nur den Korper R..
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das gefundene &, einem echten Unterkérper angehdren, so wire

dessen Grad % Denn
eaf =] |

ist fiir 2 <» <k + 1 bereits unmdéglich. Also konnen nur dic
beiden Konjugierten, die durch y, dargestellt werden, einander
gleich werden, d. h. ¢, reell. Ebenso miiBite ¢, reell werden, da die
Indizes 1 und 2 in (87) bis (89) vollig gleichberechtigt sind, ¢, also
keiner anderen Konjugierten gleich werden kann; also miiBten

die beiden reellen algebraischen Zahlen ¢, und &, vom Grade —ii

einander konjugiert sein. Das widerspricht aber der Vorausset-
zung, daB P(y,) und P(y,) einander nicht konjugierte Korper
sein sollten. Es kann also &, nicht reell und iiberhaupt keiner seiner
Konjugierten gleich werden. Also wird ¢, eine erzeugende Zahl
des Korpers.

§ 4.

Esistnach RU (8), (28), (29), (30), (38), (39), und Gleichung (33)
der gegenwirtigen Arbeit

r+8 - 2k+1 2k+1 r+8
S|y, loge,|*=y*+ T yh = Z S Sy Yy Yo = 2|yl
v=1 v=1 y=1
(42) fis '
M>(v 1| b VI) (v—] ) S? 2"2'10g22:A2.
r—+ s r4+ s r—|~s - r+4s

Hierbei war unter M der kleinste von 0 verschiedene Wert ver-
standen worden, den

r+s T+8
Zl lp,,.logevlzz Elwvlv‘z
v=1 v=1
fir eine von 1 verschiedene Einheit ¢; annehmen konnte. Die
Bezichung
2k+1

r+s8 _ 2k+1
48)  Z|w L=y + 2y =) = 26,50,y = 4°
Y= V= 0

gilt also fiir alle von 1 verschiedenen Einheiten ¢,. Hierin ist
q(y,) zur Abkiirzung eingefiihrt. '
Es soll iiber T und ¢ so verfiigt werden, daB, wenn

(44) O(a®) = g(y,) <1
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und sgn y; = sgn y,, die Ungleichung
(45) 1(y,) = A*(1 —e)?

gilt und daB, wenn (44) erfiillt ist und |y, | < |y, | oder |y, | <|y|
wird, ebenfalls (45) gilt.

Es werde die Bezeichnung X*y, eingefiihrt, derart daB y,,
durch y ersetzt wird. Die alten y;, 1, Yxia - - -» Y241 Werden in T*
nicht vorkommen. Dann ist

K+l

(46) Ty, =0

y=1
nach (26). Die GroBen y,, ¥y, - . -» Y1 y sind wegen (46) vollig
gleichberechtigt.
Es werde zur Abkiirzung eingefiihrt
k+1

(47) I*yl = B;
=38
k+1

(48) 2*y2 = C.
y=1

Es soll A) unter der Voraussetzung (37) oder B) unter der Voraus-
setzung (88) die Summe C durch ein Vielfaches von B abgeschatzt
werden.

Es sei
Fall A): sgn y; = Sgn Yy;
dann ist nach der Schwarz’schen Ungleichung

Czyf—i—y%—{—Bgly1|2+|y2|2+2|y,| l?/zl‘l‘B
(49) =(y| + %)) +B=w:+9)?*+ B

k+1

—(—2*y,)2+B=<(k—1)B+ B =1kB.
»=3

Fall B): Es sei beispielsweise » = 8 gesetzt; es moge also sein

(50) |y2|§|y3|-
Man setze
(51) {.7/3120\/3;
dann ist nach (47)
k41
(52) 0*B + X*yj = B,
y=4

also
e’ =1
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Es ist nach der Schwarz’schen Ungleichung unter Benutzung
von (50), (51), (52)

B+l k+1 o

|y1l=l:‘/2+3/3+24*?/v| §|y2l+|yal+| 24*yv|§29\/3+ ‘/(1—92)("—2)3;
= y=

also ist

C=vi+y;+B
(58) | =< B[4g*+ (k—2)(1—0?) + 40V1—0*Vk—2 +¢2+1]
= B[60% + (k—1)(1 —g?) + 40. V1—p?. Vk—2] =C’,
worin C’ zur Abkiirzung eingefiihrt ist. Genau dasselbe Ergebnis
kann man bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhalten unter

Benutzung von |y, | < | ys|-
Man setze die Matrix

(54) (2\/:—_—2’, wﬁ) = (Z f)

und bilde die charakteristische Gleichung

a—2A b

(55) b, c—2

= 0.

Dann ist
C' = Blag* + 2b- oV1 —g* + ¢(1 — ¢?)]
(56) = B[A(e* +1—¢%)] +
+ B(a— )¢ + 2b - @V1 —¢* +(c — A)(1 —¢*)].
Setzt -man, zunichst ohne Riicksicht auf Realitit,
a— A= a? c— 1 =92
so ist nach (55)
ay? = b2,
also bei passender Verfiigung iiber die Vorzeichen von « und y
ay = b.
Dann lasst sich (56) schreiben
C' = BA + Bla?. 0% + 2ay . Q\/i_j? + 2. (1—p?)]
= Bi + B(ag + yV1 — g?)2.

Setzt man die speziellen Werte (54) ein, so lautet die charakteris-
tische Gleichung

22— 6+ (k—1)]A+6(k—1)—4(k—2) =0

(57)
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oder
2 (k+5A+2%+2=0
also
k+5 /(k+5)2—4(2k+2) k+5 +Vk2+10k+25—8k—8
2 4 2
_k+5:|:\/k2+2k+17
- 5 )

Wir benutzen die groBere der beiden Wurzeln

E+5+ Vi + 2k + 17
g= 2 .
Es ist fir k = 2

24+54+Va+4+4+17 2+5+5 12

(58) g= 2 s =5 =6
Ferner ist
(59) g>k+5+\/l2c2+2k+1 =k+5-2|—k+1 _ 2k;—6 _his.
Es ist also wegen (58)
@?=a—g=6—g=0;
wegen (59)
Poo—g=—k—1—g<(k—1)—(k+8) = —4<0;
also werden « und y rein imaginidre GroBen. Setzt man
o = i, =—1y,
so wird
ay = t(—i)a'y’ = o'y’ = b.
Da

b=2Vk—2 =0,
so kann man «’ > 0, ' > 0 annehmen. Es wird also nach (57)
(60) C’' = Bg— B(x'o— y'V1 —?)?
mit positiven «’ und y’. Es ist also nach (58) und (60)

k+ 5+ Vi + 2k + 17,
2 b

61) C<C <Bg=B8B

wegen (59) ist
g>k+38>k.



[19] Cber GréBenbeziehungen zwischen Diskriminante und Regulator. 263

Wenn also (49) erfiillt ist, so ist auch (61) erfiillt. (61) gilt also
sowohl im Falle A) sgn y; = sgn y, als auch im Falle B)

ly1| =l ys| oder [y, | =y,
Es war fiir & = 2 bereits bewiesen worden.
(58) g=6 und (39) g=k+ 8.

Es mégen auch obere Schranken fiir g bestimmt werden. Wenn es
gelungen ist

V2 + 2% +17T<k +a
zu bestimmen, so wird

(02) gé(k+5)§(k+a):k+5+a.

Es ist
(68) k2+42k+17 < (k24 2k+17)+4(k—2)=k2+6k+9=(k+8)2,

8 2
2 .2 s —
k2 4+ 2k + 17 < (k +2l+17)+(}| 1)_

8 2 2
— (L 2 -
<’»+1)+16+(k+1) (+1+ +1)

(62) liefert in Verbindung mit (63) bezw. (64)
(65) g=k+ 4

(64)

4
k+1.

Die Schranke (66) konvergiert fiir groBe &k gegen k + 3. Es ist
also in Verbindung mit (59)

(66) g<k+3+

4
k+8<g<k+4 k+3=<g<k+8+-—0u
kE+1
Es ist unter der Voraussetzung (87) oder (38) oder (89) nach

(28), (29), (30), (31), (34), (47), (48), (61)

- B 2k+1 y?, C 1 1
)~ 4 T fenislpp)t
*roy _C C(l ,1) 2kt1 v

O N2 =T g \v ) T2 e

1 1 1 2k+1 y2
e [Rl =)+ B
T2 g " gt + v=2k+1 A1 —e¢)?

>
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Es wird nunmehr die Festsetzung getroffen:
68 1 (l 1 ) n 1 1
(68) 1 g gt = A%(1 —¢)?

(68) ist sicher fiir jedes T in Verbindung mit einem hinreichend
kleinen ¢ erfiillt. Wenn (68) erfiillt ist, dann ist unter der Vor-
aussetzung (87) oder (88) oder (89) wegen (67) und (43)

Ct % g

+

- y=k+1 1’_ q(yv)
(68a) 10) = m o ~ 20— e)?

Wenn es gelingt, einen Gitterpunkt so zu finden, daB
(69) Q) =M =7(y,) =1

wird, so ist nach (28)

Yy

v
oder fir dieselben Indizes mit Riicksicht auf (34)

Iy‘l'l é‘tvl éwv—k'2n(l_£) <"pv_k'2n-

Also kann der gefundene, vom Nullpunkt des logarithmierten
Raumes verschiedene Gitterpunkt keine Darstellung der Eins
sein. Ware (87) oder (88) oder (89) erfiillt, so wire nach (68a)
und (69)

<1 fiir E4+1<v<2%+1

9(y,) -
ml—}_‘;); =q@) =1
oder
q(yv) é A2(1 - 8)2 < A29

was (48) widersprechen wiirde. Also kann fiir den gefundenen,
vom Nullpunkt des logarithmierten Raumes verschiedenen Gitter-
punkt weder (87) noch (88) noch (89) erfiillt sein; der Gitterpunkt
kann also keine Einheit darstellen, die einem echten Unterkérper
des gegebenen Koérpers angehort. Die gefundene Einheit ist also
gleichzeitig erzeugende Zahl des Korpers.

§ 5.
Um den Blichfeldt’schen Satz ') auf

- 2k+1
Q(a:(")) = (p(,ua) 2 20
p,o=1

11) Siehe Anmerkung 4).
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anwenden zu konnen, muBl zunéchst die Determinante D(é) der
quadratischen Form Q bestimmt werden. Es war

"2 2k+1 2k+1 .

(28) Q(w('“)) ——" + z = X 6vquyg E(yv)
v=1 v,0=1

Hierin ist einzusetzen

2K+1
(25) y,= 2 cWag®  fir »v=1,2,..,2+ L

n=1
Es ist

O™ = z 3 cff) ¢l 2 (),
v,0,4,0=1

also

- 2k+1 _. (
q)(,ua) — 2 579 c{;“) 0@0);
v,0=1

mithin gilt fiir die Matrizen
FH) = (cf)' (3,) (c);
(70) D(Q) = 9% =8| - [ [

Es ist
- a4, 0
5y = (4t )
(%) (o,A2

Hierin ist nach (28), (26), (29) und (80)

|_1_+i 1 1 1

| T2 2 o’ o

|1 1 1 1 1

i 2 Tt v a

e E O R N
=12k t t t t
1 1 1 2

4 » ist eine Diagonalmatrix; ausserhalb der Hauptdiagonale stehen
Nullen; in der Hauptdiagonale steht an »-ter Stelle nach (84)

1 1
£, Min[(y,  2n(1—e))?, (A(1—¢))?]
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Zur Auswertung der Determinante | 4, | setze man in Hilfssatz 1

1 1 1 1 1
‘7"0'_—?" w1:ﬁ9 wzzﬁ, w3=?, wxzt_f_,
Dann wird

- 1\*1 1\2
|4y :(F) (F) [(k—1)22 + 2T2]
) 1\*2 1 (k—1 2
=\z) == %)
72) |4, = !
(72) 2| = (1—eg)2r+) . (Min (27, 4))% - (Min (47, 4))*
(78) | 0y | = [41] | 42|
Ferner ist nach (22)
R_ 2n.nr+s
(74) | ¢ | =
Es sei
(75) M = Min Q(z™),

wobei z'# alle ganzzahligen Wertsysteme durchliuft mit Aus-
nahme des Systems 2 =0 fiir u=1, 2, ..., 2k + 1. Es bedeute
B, die Blichfeldt’sche Zahl

n

T2
(76) B, = — .
—_ B n
27 I‘(z + ?)
Dann ist 12)
=\2k+1 — =
(77) (V32)*" . Byry < VD(@).
oder
= D 0
(VM)”“ < V) (@)
b2k+1
Damit M <1 werde, ist hinreichend, daB
Do
78) VD (0) -
2k+1

oder mit Benutzung von (70)

(79) V|Sve] -abs | ¢ | < By

12)  Siehe l.c. Anmerkung *%).
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Unter Benutzung von (74), (78), (72), (71) erhidlt man

2" . arts
l Rl . T
tk—2' T
(80) 1 < B,i,y- (1—e)™+. (Min (2, 4))" - (Min (47, 4))*- —
T2 g
Setzt man
t T
) =0 =,
e S g S A.1—¢

so erhélt man aus (80)
(Min (27, 4))7. (Min (4x, 4))*
(2n) . (47)° )

| R|<(1—e)** Byryy-w-

(82) . 4x. (1_8)k,_2'f'_"___,
k—1 2

7t
Die Ergebnisse des ersten Teiles der Tabelle RU S. 875 ,,ohne
Quadrierung” lassen sich folgendermaBen zusammenfassen:

By ' (Min (27, A))". (Min (4, 4))*
(83) !RI g'\/——k—_—_ﬂ w. A*. (27!)", (4-7!)3 _Rmin’

wobei r 4+ § = k + 1 benutzt und R_;, zur Abkiirzung fiir die
rechte Seite eingefiihrt ist. Unter Benutzung von (83) und der
Abkiirzung R_; 148t sich (82) in der Gestalt schreiben

k-2
| R] <VEFl. 2V
Ry - (1 — &)1 k—1 2
ve g2
Das Quadrierverfahren in RU bedeutete folgendes: es werden
die Quadrate der Einheiten benutzt. Simtliche reellen Konju-
gierten der Einheiten werden dadurch positiv. Man benutze fiir
die Logarithmen dieser positiven Einheiten nur den reellen Wert
und lasse diejenigen ¢ fort, die den Imaginirteil dieser Loga-
rithmen liefern. Dabei wird R durch R . 2* ersetzt. An die Stelle
von B, ,, tritt wegen der Verringerung der Dimensionszahl um 7,
da 2k 4+ 1—7r =n—1, die Blichfeldt’sche Zahl B, ;. Das
Quadrierverfahren ist fiir total imaginare Korper, also fiir » = 0,
stets von Nachteil, da der Verschlechterung um den Faktor 2*
keine Verbesserung gegeniibersteht; es ist fiir kleine » noch von

(84)




268 Robert Remak. [24]

Nachteil, fiir grossere r von Vorteil. Fiir total reelle Koérper,
r = n, war in RU gezeigt worden, dass das Quadrierverfahren
stets von Vorteil ist.
Bei Anwendung des Quadrierverfahrens bleibt (71) ungeindert,

an die Stelle von (72) tritt

Z 1

42| = (1— )2 (Min (47, 4))2*
(78) bleibt ungeindert; an die Stelle von (74) tritt

R. (4n)*
| = 28
In (75) bis (79) steht tberall B,_;. An die Stelle von (80) tritt
47 )®
|R|.2". ()

w

(80Q) =B, -(1—¢). (Min (47, 4))*

Vk 2
(81) bleibt ungedndert. An die Stelle von (82) tritt

(Min (4m, 4)) 4%

|R|§(1—e)‘.B _ T

Vk 2

Die Ergebnisse des zweiten Teils der Tabelle RU S. 875 ,,mit
Quadrierung” lassen sich folgendermaBen zusammenfassen:

®2Q) 1 L

B A*¥  (Min (47, A))*
(83Q) |R| > Baa AT (Min (4n, 4)) Ruino-
VE+1 2% (4m)*
Unter Benutzung der Abkiirzung R, , 148t sich (82Q) schreiben
| R| V2.V
RminQ' (1_8) n1 ‘/k—l 2
R

(84) und (84Q) unterscheiden sich nur durch den Exponenten
~von 1 — e und dadurch, daB R, ohne Quadrierung, R,,o mit
Quadrierung bestimmt ist. Die rechten Seiten der beiden Un-
gleichungen stimmen vollig iiberein. Es sind also ¢t und T oder
an ihrer Stelle nach (81) die Gré8en » und V so zu bestimmen,
daB (84) bezw. (84Q) und (68) erfiillt ist.
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Setzt man (81) in (68) ein, so lautet die Ungleichung

(85) l.(1_l)+l.l21
Ve g v g
oder
(86) —1—2 —l.(g—l).
v? T | &
§ 6.

Es sei in Ubereinstimmung mit (28) ¢, die darzustellende
Einheit. IThre samtlichen Konjugierten seien ¢, &, ..., &, Es
werde gesetzt

v, =Rloge, =log]|e,| fiir y=12,...n
Dann ist nach (24)
(87) Yy = Y0, fir v=1,...k
Wir wollen die Gleichung (87) auch fir » =k 4 1 als giiltig
ansehen, indem wit y,,; durch y ersetzen.

Es sei 4 die Gleichungsdiskriminante von ¢, d. h. das Quadrat
des Differenzenproduktes der n Zahlen ¢, ¢, . . ., £, Um Hilfs-
satz 2. anwenden zu konnen, muB man die | & |,| &1, ..., | &, |
nach der GroBe ordnen. Es seien die Ordnungszahlen, von der
kleinsten angefangen, 1,2,...,n. Es sei p, die Ordnungszahl
von ¢,. Die p, sind die ganzen Zahlen von 1 bis n in geeigneter
Reihenfolge, derart daB, wenn p, > p,, auch |¢,| = |¢,| wird.
Dann folgt durch Logarithmieren aus (11)

log|d| <nlogn +2Zv,(p,—1)=nlogn+ 2Xv,p,.
y=1 y=1
Hierbei ist benutzt, da

2v,=log|Ile, |=1log|+1|=0.
r=1 v=1
Setzt man zur Abkiirzung
(88) 0o = X v, P,
y=1
so wird
(89) log| 4| < nlogn + 24,
Es ist nach (19)
€10 = Erpgps  fUT 1=0=s,
also
(90) Uri6 = VUrio+s
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Zwei konjugiert komplexe Konjugierte haben den gleichen abso-
luten Betrag und kénnen daher in der Reihenfolge der Gr68e der
absoluten Betrige als benachbart angesehen werden. Man kann
also setzen

(o1) Prioss = Pryg + 1.
Man fithre nunmehr in (88) die y, wieder ein unter Benutzung
von (87), (90), (91). Es wird

o1
ol Sy h,.
2 ot Y Iy

(92) 0y = 2’ YoPp + i *Yrio
e=1 o=1

Hierin ist 2* wie in (46) definiert. In (92) ist

(93) ke = P fiir 1<,

Diese h, und p, mogen ,fiir-reell” heiBen. Ferner ist

2Ppio + 1 "
r_l_a:—'t%—-——prw—}-% fir 1<o0<s.

(93a) h
Diese h,,, und p,,, mogen , fiir-komplex” heiBen. Es sind also
die fiir-reellen h, ganze Zahlen, die fiir-komplexen k,, , ganze
Zahlen + 3}, derart, daB die hy fir 1 <o <7 und die A, ,+ %
zusammen, abgesehen von der Reihenfolge, die Zahlen 1, 2, ..., n

erfiillen. Es ist
k1
Z*y,h,

y=1

abzuschédtzen unter der Bedingung

q(y,) = 1.
Hieraus folgt nach (28)

k+1 %2,

(94) & <70 =1
Es ist wegen (46) fiir ein beliebiges reelles 1
K+l k+1 k+1 ,
0 = X*y,h, = X*y, (h,—1) = Z*y,h,,
v=1 r=1 v=1
worin
hy, = h,— A

zur Abkiirzung eingefiihrt ist. Dann ist nach der Schwarz’schen
Ungleichung unter Benutzung von (94)

. o k+1 , 2 k+1 yv , 2 k+1 " )
(90) 602 (Zl*yvhv) = (Z*t—‘-tvhy) §21*tﬁhv :6;
V= y=

v=1 1



{27:  Uber GroBenbeziehungen zwischen Diskriminante und Regulator. 271

hierin ist ¢’ zur Abkiirzung eingefiihrt. Fir ¢, ty, ..., t3 =1
sind die Werte (29), (80), (81) einzusetzen. Die Annahme, da8 y,
oder y, absolut nicht groéBer seien als eines der iibrigen y,, fiihrt
wegen (38), (39) zu einem Widerspruch; also kénnen y; und y,
nur die gréBten positiven oder negativen Werte unter den y,
annehmen. Ferner fiihrt wegen (87) die Annahme, daB y, und y,
von gleichem Vorzeichen seien, zu einem Widerspruch. Also ist
der eine Wert, z. B. y,, positiv und der gr6B8te, der andere y, ist
dann negativ und der kleinste Wert unter den y,. Wenn y;, = 1
und p, = 1, so ist v; = y;, v, = y,. Wenn p;, =1 und p, = 2,

so ist v, = % Es kann aber auch v, nicht absolut kleiner als

ein v, fiir » = 8 werden, da die Reihenfolge der Indizes so gewéhlt
ist, daB zuerst simtliche reellen konjugierten Korper aufgezihlt
werden. Wenn also y, = 2, so sind siamtliche y, = 2 fiir » = 3.
Da |y,| > |y,|, so ist auch

Y

2

Yy
2

loa] = | 5| > | 5[ = 1wl

Ebenso sind im total imagindren Falle samtliche y, = 2, die

v,,:iylfiirvgl.
2

Es ist, wenn r =0, v, =2, y, =2,

(96) P1=1 P1+s = 2, hl = %;
Py =n—1, P2ys = M, hy =n— %,
wenn r = 1, P =1, Yy =2,

(97) pr=1=h, py=n—1 py,=n h=n—4
wenn » =2, g, =1, y,=1
(98) pr=1=h,, P2 = n = h,.
Setzt man
Py =Py —

so gelten die gestrichenen Gleichungen (91), (93) und (93a).
Es ist

2hfe = 2(Prio + 32 = 2p5, + 2ot b=
= p;ia + (P:+a +1)2—1}= 77;3-0 + Pﬁm —13

oder
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(99) hz-o' prw + pr+d+s % - h;io"
Setzt man die Werte (29), (80), (81) in (95) ein, so erhilt man
(100) R =(T2—8)(h2+ h?)+22.5".
Hierin ist zur Abkiirzung gesetzt
k+1
= X h2
y=1

Es ist unter Benutzung von (99)

zlp + z (pr+a + Pr+a+s 3 — h:ﬁ-a
(101) ¢

-
w=

(r—2)2— _2‘ - E hZ—a

Hierbei ist benutzt, daB die Zahlen p,, p,, ..., p, abgesehen
von der Reihenfolge die Zahlen 1, 2, ..., n sind.

Es seien die Zahlen k,,, nach wachsendem Index geordnet, so
daB, wenn ¢’ >0, auch h, . >h, . wird *). Ich setze fiir das
Folgende kurz p = p, .. Dann wird

p+p+1
beio = 2 =p+ % Puon=2pP+2

also

+2)+ (p +3
wanz PERLCED oy p g,

hf+0'+l_hr+gg (p+2—{— %)——-(p.'_ %)22;

also, wenn ¢’ > o,

h

hr+a' hr+a = 2(0 - G)
oder fiir jedes Paar ¢’, ¢

(]02) |hr+o"—hr+0'| g2|o"—-0'].

(=)

Unter Benutzung der Formel

b= (14 ()

und von (102) erhilt man

v

*) Diese Stelle konnte durch ihre Kiirze ein Missverstindnis geben: der
Autor denkt sich fiir diesen Teil des Beweises die g, fiir r < » < r + s offenbar
so angeordnet, da3 |£,, | = | z-:'u[ fir » < p. (Red.)
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z 2 2 > 2 h’ h:’+"+1—0‘ 2
hr+a = % (hr+a r+s+1 o) = - s
8
=23 (20 —s—1)%
o=1
Dies ergibt, in (101) eingesetzt,

: s
(108) §'SE (—AP ———3 (Zo—s— 1) = S, ———5,

y=1 2 -1 2

worin S; und S, zur Abkiirzung eingefiihrt sind.
. n+1
Es werde nunmehr, um S, klein zu machen, 2 = ———-2|——- gesetut.

Zur Auswertung der Summen S; und S, wird die folgende
Summenformel benutzt. Es sei d 5% 0; n = 0 eine ganze Zahl.

a + nd = b.
Dann ist
3 b(b +d)(2b +d) ala—d)(2a—d)
d)? = _ )
v§0(a+v) 6d 6d
Fir S, ist
i1 a—q_"Fl__m—l o a4l a—l
2 2 9 i 2
1 n—1ntl  (n—ln(n1)
S$;=2.—. . P )
6 2 2 12
Fiir S, ist
d=2’ a:—(s—l), b———S‘—'ls
! (s—1)s(s+1)
S :2.—— — .2 —_ .
2 6.2(8 1)(s+1).2s 5
Es ist

S5 e — — 5 (o5
S, + 2 6 (252 — 2 + 3) p (25 + 1).

Setzt man diese Ergebnisse in (108) cin, so erhilt man

n—1)n(n+1) s(2s*41)
12 e

(104) s'gsl———‘;—sz:
Es ist nach (96), (97), (98)

3
—é—ghlgl; n——=hy, <n.
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n 1
Fiir /1:4;— ist, da n =2,

1 3
'n———g}»g_,
2 2
, n-+1 n—1
| byl = 24—, < + —1 = ,
) 2 2
, n+1 n—1
by =hy—Asn—rtl 1
2 2

also ist nach (100) wegen T =¢ > 0

__12
%§&§UL4W2¢2)—H%&

also nach (104)

(105)

, n—1)2  [(n—1)(n—2)(n—38) s(2s®+1)
gT'b—z__H'[ 12 ) ]

Hierbei ist benutzt, daB
(n—1)n(n+1) (m—1)2 n—1
12 2 12
n—1 (n—1)(n—2)(n—38)
- 2 6) = .
12 (n 5n + ) 12

(n® + n—6n + 6)

(105) ergibt in (89) eingesetzt

log| 4| <nlogn +

+ V2T2(n_ 1)2 + tz[(n— 1)(” —3— 2)(n— 3)_23(2.9; + 1)]

oder durch Einsetzen von (81)

log| 4| =nlogn +

(106) +A(1_5),V2V2(n__1 )2+vz[("—-1)(”—2)("—3)_28(2324-1)]

3 3
=n10gn—|—A[1—a]-\/(_f.

Hierin ist U zur Abkiirzung fiir den Radikanden eingefiihrt.
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§ 7.

Es soll die rechte Seite von (106) abgeschéatzt werden unter der
Voraussetzung, daB (84) oder (84Q) und (85) oder die gleichhe-
deutende Bedingung (86) erfiillt sind.

Im Falle (84) (ohne Quadrierung) setze man

| R| 1

107) A= : > =,
A7) A= g e TP Vi = (—er Vi1
Im Falle (84Q) setze man

| R 1

107Q A= e ; — =
(107 Ruing-(1—e)" ' vi+1 (I—e)vkr1 °
Hierbei ist beriicksichtigt, daB | R| = Ry, bezw. | R| = R, 0-

Die Bezeichnung A4, ist zur Abkiirzung eingefiihrt.
(84) bezw. (84Q) konnen in der Form geschrieben werden

08 (1)’“‘2 1 (k—l 2)<1
(108) =) e\t EE

Es soll (108) sowohl wie (85) mit dem Gleichheitszeichen crfiillt

werden. Es werde gesetzt
1
v

Dann wird nach (86) mit dem Gleichheitszeichen

oder

(110) "

(109) und (110) werden in (108) mit dem Gleichheitszeichen
eingesetzt

A1) f) = (g — )t (g —en) =

g—1 242

Hierin ist f(n) zur Abkiirzung fiir das Polynom -eingefiihrt.
Ferner ist

kE—1
2(g—1)
. 1 .
Esist 1 —1 < g — 1 nach (59), also 1 > ¢ > rR (111) ist eine
algebraische Gleichung fiir 5. Es ist
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(111a) f(n) >0,
so lange
(111b) 0<y<g

Es war nach (82) T > t oder wegen (81) V > v, also nach (109)
und (110)

1
O — % —— ———
4 "/>g 1 g>g 1
(112) g—1>n.

Setzt man 7, = g—1, so ist

k— k
(118) f(ng)= 121 (g—emy) = g— (g —1— 1) = EF2
Es ist
Fon__k—2_ 1 e
(114) fm) g—n n g—ey

Im Intervall (111b) haben wegen (111a) die Funktionen f'(5) und

()

f(n) 1

iiberwiegt in (114) das Glied —, ist also f'() positiv. Im Intervall
n

das gleiche Vorzeichen. Fiir hinreichend kleine Werte von

(111b) nehmen alle Summanden auf der rechten Seite von (114)
mit wachsendem 7 monoton ab. Es ist

! 1 c
f(ﬂ2)=_(k__2)+ . .
1(n2) g—1 (k + l)
2
Fir k£ = 8 ist also wegen g > 6
1'(ns) 1 4
£=E—14+4——0=——<0.
f(n2) 5 5
Fir £ =2 ist g = 6;
1 9
(115) c=1———=—;
2.5 10
also
(10
’ 1 10 1 3 2
fo) _ g o1 \w _1 s 2 _
1(n2) 5 3 5 5 5
2
; ((172)) nimmt also mit vom 0 aufsteigendem 7 bis 7, von positiven
M2

zu negativen Werten monoton ab, nimmt also genau an einer
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Stelle 5, den Wert 0 an. Es ist also

0 <y <7y f'(m) =0,
f(n,) ist ein Maximum, da die Ableitung mit wachsendem 7 von
positiven zu negativen Werten iibergeht Es ist wegen (113)

+1

(116) f0m) > f(nz) =
Von den Werten (111)

) =54

liegen die fiir uns brauchbaren Werte wegen (107) bezw. (107Q)
im Intervall

_ 1 1 (1—e)m. (k+1) k+1
(117) 0<f(17)—2—/1—2§2—/1—%— 2 < g
Hierin ist der Exponent entweder ,,ohne Quadrierung”
m = 2(2k + 1) oder ,mit Quadrierung” m = 2(n —1). Das
Interval 5, =<5 <, liefert wegen (116) Werte, die von f(z,) zu
f(ns) abnehmen, fiir die also

k
fon) 2“1

Dieses Intervall liefert also keine Werte f(n) = fir die (117)

1
24?
erfillt ist. Im Intervall 0 < n =< %, wichst f(5) monoton, nimmt
also, da nach (117) und (116)

k
2 <y = Jw) < flm),

die Werté des Intervalls (117), jeden genau einmal, an. Speziell
sei

(118) flw) = 3

Dann ist
Mo < M1 < 7e

"Jeder Wert des Intervalls (117) wird von f(5) im Intervall
0<n=m

genau einmal angenommen.

Es mégen der besseren Ubersicht halber die Ergebnisse iiber
den Verlauf der ganzen rationalen Funktion f(n) noch einmal
zusammengestellt werden. Wegen (110) und (112) ist # auf das
Intervall

0<n<m=g—1
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zu beschrinken. In diesem Intervall wiichst f(n) monoton bis zu
einem Maximum f(,) und nimmt dann monoton wieder ab.
Es ist

E+1
£(0) = 0; fg) = ——
Die brauchbaren Werte von f(n) liegen nach (117) im Intervall
k —|— 1
0<fn) S gE<Ty

Der Abstieg vom Maximum f(7,) zum Endwert f(1,) liefert also zu

groBe, unbrauchbare Werte. Ebenso sind die Werte von f(7) im

letzten Teil des Anstieges bis zum Maximum f(#,) zu groB8. Die

brauchbaren Werte liegen im ersten Teil des monotonen Anstieges
0 <7 =m0

worin nach (118)
f(mo) = £

Es soll nunmehr in (106) der Radikand U abgeschéitzt werden.
Es ist

(n—1)*(n—3)

U<?2V2.(n—1)24 v%. 3

(119)

= 2(n—1)%. (V2—|— vzn;?’)-

Hierin setze man nach (109), (110), (111)

—1

= . g g —om),

1

2= —— = 2/42. (g — )3 *\eT ;

v=— (&8—m) —1 (8— em);
also

n—23 n(n—3)
V2 4 2. =24%. (g—n)*3. (g— '[ - ]

(8—n)*2- (g—en)-| g n+6(g__1)

Hierin ist nach (59)
n—38 n r 4+ 2s S27'+2s 1

6(g—1)<6(k+1)=6(r+s)'—6(r+s) 3’

also
(120) V24 022

<2/12(8—17)H (g— cn)(g——n)
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Hieraus folgt zunéchst fiir £ = 3

n—3 .
(121) Ve + ¢? ———6 < 2/12‘g’““1.

Fir k =2 ist g =6 und ¢ = {% nach (115); die- Ungleichung
(120) lautet

veyp =2 g, O 1emO 1)
6

6—n
=2/12.6+2/12,(6_1%77)(6—%77)——6(6_;7)
6—n
6. (—%—§+1)y+ % 22
= 242.6 } 242. 10 3 1T 10° 57
6—n
_ o6 4 gz, 27— 20 4 80) + 3n°
5(6 —7n)
3n — 17
=2A2-6+2A2-ﬁ£——)<2A2.6=2A2.g.
5(6 —n)
Es ist namlich
8 —17<8.5—17T=—2<0,

weil
nN=1n<ng=¢g—1=>5.

Die Ungleichung (121) ist also auch fir k = 2 erfiillt.
Man setze (121) in (119) ein und erhilt

U < 4(n— 1242 . g=1,

Dies ergibt in (106) eingesetzt
k-1

log | 4] <nlogn+A(1-—s)-2(n—1)-A-g_2—.

Hierin setze man nach (33)

n
A =-———1log2;
Vk +1

fiir A setze man seinen Wert nach (107) ein. Dann erhilt man

2n(n—1) 1 |R| 1
122a) log|4 1 log2. . . .g 2
(122a) log|4] <nlogn +log E+1 (1—e&)* R i
Da diese Beziehung fiir jedes ¢ > 0 gilt, so ist

R 2n(n—1) 1

(122) log[Dl§10g|A|§nlogn+|—|.lo ¥

Rmin . k+1 o
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Hierin ist D die Korperdiskriminante. Bei Benutzung von (107Q)

tritt Rpno an die Stelle von R, ;; an die Stelle von 1 o
— I

tritt in (122a) der Bruch der ebenfalls fortgelassen

(1 — e)n2’
werden darf, da, wenn k£ =2 ist, n —2 =8 —2 =1 ist.
(122) liefert eine obere Schranke fiir | D |, die von | R | abhingt.
Lést man in (122) nach | R| auf, so erhdlt man
log| D| —nlogn
k—1"
log2.2n(n—1).g2%

(128) |R| = Ry, - (k+1)-

(128) wird aber erst wirksam, wenn
2n(n—1) =l

E+1 °
Fiir kleinere | D | hat es bei der von | D | unabhingigen Abschit-
zung | R| = Ry, sein Bewenden. In (122a) bis (124) kann
tiberall R.;,, an die Stelle von R, treten.

Fiir alle algebraischen Zahlkérper mit Ausnahme der Korper mit
Einheitsdefekt ist also bewiesen, daB bei festem n | R | mit | D |
ins Unendliche wéchst.

Es moge eine Bemerkung iiber die absoluten Betridge der
Regulatoren der total reellen Korper gemacht werden. Am
Schlusse von RU war gezeigt worden, daB sie alle groBer sind als
ein Tausendstel und daB ihre untere Schranke mit n ins Unend-
liche wichst. Nimmt man einen festen Regulator R,, z. B. den
Regulator des reell-quadratischen Zahlkorpers P(4/5),

(124) log|D| =n.logn 4+ log2.

1 /5
| R| = log —+2—”— — 0,4812.
so ist fiir n = n,, worin 7, eine angebbare Schranke, R,;, o =[R,|.
Der Fall
(125) | R| <] Ryl

kann also nur fiir n < n, vorkommen. Fiir jeden dieser Grade
liefert aber (122) in Verbindung mit (125) eine Schranke fiir | D |.
Da es nach Minkowski ) fiir jedes D nur endlich viele Zahlkérper
gibt, so kommen iiberhaupt nur endlich viele Zahlkérper in be-
tracht, fiir die (125) gelten kann. Unter den absoluten Betrigen
der Regulatoren der total reellen Zahlkorper aller Grade gibt es
also ein Minimum, das fiir einen oder endlich viele wohlbestimmte

13)  Sjehe 1. c. Anmerkung %).
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Zahlkorper angenommen wird, dessen Ausrechnung zwar in endlich
vielen Schritten méglich ist, aber, wenn nicht neue theoretische
Hilfsmittel hinzukommen, menschliche Krifte bei weitem tiber-
steigen wiirde.

§ 8.

In diesem Paragraphen soll die spezielle Voraussetzung gemacht
werden, daB der gegebene Korper, abgesehen vom Korper der
rationalen Zahlen, keinen echten Unterkdrper oder héchstens
einen imagindr-quadratischen besitzt. Diese Voraussetzung ist
z. B. immer erfiillt, wenn der Grad n des Korpers eine Primzahl ist.

Es brauchen hier keine Vorkehrungen getroffen zu werden, die
verhindern sollen, dass die nach dem Blichfeldt’schen Satz ge-
fundene Einheit einem echten Unterkérper angehort, da es nach
der Voraussetzung keine Einheiten gibt, die einem echten Unter-
korper angehéren und keine Einheitswurzeln sind.

Fir das Folgende wird nur der Realteil der Logarithmen
benutzt. Infolge dessen werden Einheitswurzeln durch den Null-
punkt des Punkgitters dargestellt, fiir den y, = 0 fiir 1 <» < &,
also auch y = 0. Ein gefundener, vom Nullpunkt verschiedener
Gitterpunkt, fir den also nicht sdmtliche y, = 0 sind, kann
mithin keine Einheitswurzel darstellen.

Es sei

- 1 /- k 1
¢(%) = (y2 + Elyﬁ) =4
Y=

Hierin sei wieder

r=1
und
k
(126) 1%) = X 0,4,9,
v,0=1
mit
6, = 2; 0,0 =1 fiir v # o.

Es ist die Determinante
(127) | 0o | =k 41

nach RU (15) oder nach Hilfssatz I. In (126) ist einzusetzen

k
y, = 2 a2 ® fiir v=1,2,...,k,
u=1
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worin

) = y,log | 5 |
nach (20) und die Determinante
(21) | & | = R.
Man erhilt

k
B,0=1

Es ergibt sich die Determinante der quadratischen Form unter
Benutzung von (127) und (21)

D(Q) = | ¢‘”")| = | 6,,Q| . | aﬁ,") {2 = (k + 1)R2.

Es ist

r 1 1 ) O ().

9(y,) = ?q(yv) = Q@) = Q(a'™);
also

- - 1

(128) D(Q) = e (k+1). Rz
Es sei

M = Min Q(2®)
fiir alle ganzzahligen Wertsysteme 2 mit Ausnahme des Systems
2™ =0firu =1,2,...k Ferner sei B, die Blichfeldt’sche Zahl
3
72
(129) B, = _J__k
- T(2 4 3)
Dann ist analog (77)

Vi0)*- B, <VD(Q)
oder

=, _ /D@
(V37) 5.

~
.

A

Damit

M

sei, ist hinreichend, daB

(130) m =1
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oder mit Benutzung von (128)

Vk+1.R
(181) —;— <,
k
oder
1 1
Rk . k 1 2k
(182) $ <1
B

Um eine moglichst gute Abschitzung zu bekommen, wihle man
fiir ¢ den kleinsten nach (132) zulidBigen Wert, setze also

1 1
R* . (k4 1)*
L L A

B

Die Abschitzung fiir log | 4| erhdlt man nach § 6, indem man
T =t setzt. Es ist nach (100) und (104)

(_n— 1)n(n 4+ 1) _.5‘(2.92 + 1)]

(182a)

(183) & =¢¢.S5 = [
12 6

Es ist nach (95) 62 < ¢, also nach (89), (1383), (182a), (129)
log|D| <log|4| <nlogn + 26, <n.logn + 2V

1 L : \E 2} 1/mi—n
(184) { <n.logn+R¥. (k+1). (r(2+i))" 2 V’” _ 4842
- 2 nt 3 3

1
=nlogn 4+ R*. 0.

D ist die Kérperdiskriminante, 4 die Gleichungsdiskriminante der
gefundenen Einheit, die gleichzeitig erzeugende Zahl des Kérpers

und keine Einheitswurzel ist. @ ist zur Abkiirzung fiir den Faktor
1

von R* eingefiihrt.
Es soll die GroBenordnung von 6O fiir groBe Werte von n
untersucht werden. Es ist nach der Stirling’schen Formel

34k *
k k2 —e+k
1’(2+—)=(2+—-) e B2 ven g
2 2
®1> P2 P - - - bezeichnen Funktionen von k oder n, die mit wach-

sendem n gegen 1 konvergieren.

1

* | 24 2 1 -1 1 .
(s ) e b (e

-
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Also ist

2 e @® 38

k
= . 3 — . .
V3-e-n (m 4s%) - @,

Fir total reelle Korper, also s = 0, k = n — 1, erhdlt man
n?

\/3.e.n

()
.

§ 9.

Es bleibt der Fall k = 1 nachzuholen. Er fillt stets unter die
speziellen Voraussetzungen des § 8. Es sind nur 8 Falle moglich:

Fall a) n=2s=0;
Fall b) n=38, s=1;
Fall ¢) n=4, s=2.

n = 2 und 7 = 8 sind Primzahlen. In diesen Fillen gibt es also
ausser dem Korper der rationalen Zahlen keinen echten Unter-
korper. Im Falle n = 4 ist nur ein echter Unterkérper des Grades 2
moglich. Ist dieser imaginér, so ist er nach den Voraussetzungen
des § 8 zulaBig; ist er reell, so liegt der ausgeschlossene Fall des
Einheitsdefekts vor, nédmlich ein total imaginidrer Korper des

n
Grades n iber einem total reellen Korper des Grades >

Alle Einheiten sind Potenzen einer einzigen 9,. Der Regulator R
ist eine Determinante ersten Grades

R = y, log 9.

Anstatt der Blichfeldt’schen Zahl B; kann der genaue Wert 1
gesetzt werden. Dann lautet (130)

VD(Q) £ 1.
(131) lautet _

V2.R <t
An Stelle von (182a) wird gesetzt

V2.R =1t

An die Stelle von (184) tritt
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log| D| <log| 4| gnlogn+260§nlogn+2t.\/5-’

g'nlogn—{—\/E.R.V

Fall a):
(185)
Fall b):
(136)
Fall c):
(187)

(Oblatum 11-7

mw—n 4+ 2s
3 3

n=2 5 s=0;

log| D| <2log2+ 2| R|.
n=38, s=1;

log|D|§3log3—|—2\/§.|R[.
n==4% s=2;

log| D| < 4log4 + +| R|.

-51).



