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Applications 7 dans les anneaux d’opérateurs

par

J. Dixmier

Dijon

Dans deux précédents articles [2][6] 1), j’ai étudié la théorie
des anneaux d’opérateurs. Dans [2], j’ai prouvé I’existence d’une
application * dans les anneaux de classe finie. Dans [6], j’ai
donné quelques résultats sur la structure des anneaux quel-
conques. Je suppose ces articles connus du lecteur et j’utilise
leurs notations. Partant de leurs résultats, nous allons maintenant
étudier les applications * dans les anneaux quelconques %). Nous
généraliserons ainsi certains résultats de [10][11][12][15] con-
cernant les facteurs. Un résumé partiel a été donné dans [5].

La méthode générale consiste & ramener le cas des anneaux
quelconques au cas des anneaux de classe finie par I'utilisation
des variétés finies. Ce principe est déja mis en oeuvre dans [15]
pour les facteurs. D’ailleurs, pour les idées générales comme pour
les techniques de détail, je me suis constamment inspiré, comme
dans [2][6], des méthodes de F. J. Murray et J. von Neumann 2).
L’analogie avec la théorie de lintégration, si visible dans
[10][11][12][15], et qui m’avait guidé dans [2], m’a encore
beaucoup servi. Enfin, la documentation, souvent inédite, mise
a ma disposition par R. Godement, m’a influencé d’une maniere
qu’il est difficile d’apprécier. Je dois d’ailleurs & R. Godement
I’idée de plusieurs chapitres de ce travail.

Les anneaux d’opérateurs quelconques ont été aussi étudiés
par J. von Neumann dans [17], mais, comme je I’ai déja dit
dans [2], mes méthodes sont trés différentes de celles de [17].
Elles sont indépendantes de la théorie de la mesure, et elles per-
mettent de traiter le cas d’un espace non séparable; mais elles
ne donnent absolument rien concernant la structure fine des

1) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie.

) 1l sera toujours sous-entendu que ces anneaux contiennent 1.

3) Mais la rédaction a été faite de telle sorte que la connaissance des articles
de ces auteurs n’est pas nécessaire.
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anneaux d’opérateurs. Il est hors de doute qu’on pourrait déduire
(dans le cas d’un espace séparable) beaucoup des résultats de
cet article de la combinaison des résultats de [10][11][12][17],
bien que je n’aie pas tenté de le faire.

On va maintenant préciser un peu les résultats obtenus, et
donner & cette occasion des définitions importantes qui ne seront
pas répétées dans la suite ¢).

Rappelons que dans un anneau M de classe finie il existe une
et une seule application 4 — A% de M dans M" qui possede les
propriétés suivantes:

1. Elle est linéaire.

2. (4B)" = (BA)".

8. Si AeMt, on a A% e M"*,

4. Si AeM’ on a (AB)" = AB".

5. Si AeM’ on a 4" = A.

Si M n’est pas de classe finie, une telle application n’existe pas.
Si on veut généraliser I’application * au cas des anneaux quel-
conques, il faut donc abandonner quelque chose des propriétés
précédentes. Nous nous interdirons de modifier les conditions
1—38 qui caractérisent essentiellement les phénomeénes étudiés. La
condition 4 est indispensable si 1’on veut que ’application * per-
mette de reconstituer toutes les traces. Mais nous abandonnons la
condition 5. Le cas des facteurs prouve aussi qu’il faut renoncer
4 définir une application * dans M tout entier.

Soit m un idéal bilatére de M. Une application ¢ de m dans
M" sera dite centrale si p(AB) = ¢(BA) pour Aem, BeM, et
positive si A € m+ entraine ¢(A4) ¢ M“+. On appellera application *
toute application ¢ d’un idéal bilatére m de M dans M, linéaire,
centrale, positive, et telle que ¢(4B) = Ap(B) pour 4 e M" et
B € m. 5) On dira que ¢ est fidéle si les hypotheéses 4 € m*, ¢(4)=0
entrainent 4 = 0. On dira que ¢ est normale si, lorsque # Cm
est un ensemble filtrant croissant d’opérateurs self-adjoints de
borne supérieure 4 e m, p(A) est la borne supérieure de ¢(F)
(notons que @(%F) est automatiquement filtrant croissant et
majoré par ¢(4) dés que ¢ est linéaire et positive).

Nous ne nous intéresserons qu’aux applications * normales. En
fait, nous pensons que toute application * est normale. Mais nous

¢) M”" désigne le centre de M. Si N est un ensemble quelconque d’opérateurs,
on désignera par N+ I’ensemble des opérateurs self-adjoints = 0 de N.

§) C’est sensiblement la définition des applications 7 donnée par GODEMENT
dans [9]. On notera une fois pour toutes que p(A4*) = @(A4)* pour 4 ¢ 11: on verra
en effet que tout opérateur de 111 est combinaison linéaire d’éléments de MM+,
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n’avons pu établir ce point: il y a 13 un probléme algébrico-topo-
logique assez intéressant, qui n’a jamais été étudié méme pour
les facteurs.

Ceci posé, le théoreme 1 affirme essentiellement qu’il existe des
applications “ normales fideles définies sur des idéaux bilatéres
fortement partout denses, pourvu que M ne contienne pas de
projecteurs purement infinis.

En supposant la condition précédente vérifiée, il existe méme
une infinité d’applications “ normales fideles définies sur des
idéaux bilatéres fortement partout denses. Lorsque M est de classe
finie, on a pu définir [2] une application % particuliére, qu’on
appellera désormais l’application “ canonique ¢). Mais ceci est
impossible dans le cas général. Cependant le théoreme 2 rétablit
dans une certaine mesure l'unicité de I'application %, puisqu’il
affirme essentiellement que toutes les applications “ fideles nor-
males définies sur des idéaux bilateres fortement partout denses
sont, en un certain sens, proportionnelles.

Parallélement aux applications ,-nous considérerons les traces
sur M, c’est-a-dire les applications ¢ d’un idéal bilatére m de M
dans le corps des nombres complexes, linéaires, centrales et
positives. On définit sans peine, par analogie avec ce qui précéde,
les traces fideles et les traces normales. Alors on peut déterminer
toutes les traces normales fideles, car le théoréme 8 affirme en
particulier que les relations étroites entre les traces et les appli-
cations 7, établies par R. Godement quand M est de classe finie,
s’étendent au cas général.

Enfin, le théoréme 4 prouve que 1’étude des fonctions-poids
[17] est entiérement équivalente & celle des traces normales.

Comme on I’a déja dit, on utilisera sans explication les notations
de [2] éventuellement modifiées dans [6]. On utilisera aussi
fréquemment, et sans s’y référer explicitement, les remarques
suivantes: -

1. Soient #,, #, des variétés de M. Posons A = .4, © A ,,
My =My O(My O\ M), My =M M.Ona: M= MO M=
MO M. Les variétés 4, et 4, sont orthogonales complé-
mentaires dans 4. La variété ., est en position p’ avec 4,
(cf. [2], p. 218), donc il existe un U € My, tel que U(Ay ) = A,.
Donc My < M. _

2. Soient 4, #, des variétés de M. L’ensemble P 4 .#, est

¢) Cette application est fidele d’aprés [2], théoréme 10, et normale d’aprés
[2], théoréme 17.
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une variété linéaire non fermée en général; soit ./{2' =[P4, M,).
La variété .#, est en position p’ avec M, © (M, N(H O A,)).
Done .Iz' < M,

8. Si # est un ensemble filtrant croissant majoré d’opérateurs
self-adjoints, # admet une borne supérieure 4 fortement adhérente
a F ([4], théoreme 2). Si B est un majorant de & fortement
adhérent & &, on a B = A4; car, puisque B majore &%, on a
B = A; d’autre part, ’ensemble des minorants de 4 est forte-
ment fermé et contient # donc B: A = B; d’'ou 4 = B.

Si & est contenu dans un anneau d’opérateurs M, on a 4 ¢ M,
puisque M est fortement fermé.

Soit T e#. L’ensemble F’' des SeF tels que S =T est
filtrant croissant. Les ensembles & et %’ ont mémes majorants
comme on le voit aussitét, donc méme borne supérieure. F' est
minoré, donc, par translation, on se raméne au cas ot S =0
pour tout S e #’. Ceci nous permettra de nous limiter toujours
aux ensembles filtrants croissants d’opérateurs self-adjoints = 0.

I. Propriétés des anneaux de classe finie.

M désigne, dans ce chapitre, un anneau de classe finie, et
A — A*“ est Papplication  canonique de M.

1. ProrositioN 1. — Soit K e M"+. L’application ¢ définie par
p(A)=A'K =KA" = (AK)" = (KA)" pour A ¢ M est une appli-
cation " normale. Réciproquement, si ¢ est une application ° définie
sur M, il existe un K e M"* tel que 9(A) = A°K, et K est évidem-
ment unique, avec K = ¢(1). St donc @, et ¢, sont deux applications
4 définies sur M telles que ¢,(1) = @y(1), on a: ¢, = @,.

Démonstration. — Si K € M+, ’application 4 — A“K est
une application “: ceci résulte aussitdot des propriétés de I’appli-
cation “ canonique. Si 4 e M*, et si & C M* est un ensemble
filtrant croissant de borne supérieure 4, (% ) est filtrant croissant
et majoré par ¢(A4). Comme A est fortement adhérent & &,
@(A) est fortement adhérent & ¢(%), compte tenu du théoréme
17 de [2]; alors ¢(A) est la borne supérieure de ¢(F): ¢ est
normale.

Réciproquement, soit ¢ une application “ définie sur M. Posons:
K =¢(1) e M+, Soit A e Mg, et soit ¢ > 0. Il existe des U, e My,

des 4,eR (1Zi<m; 4,=0; X 1, =1) tels que:
i=1

—e. 1 =X A3U,AU;' — A" <¢.1

i=1
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D’ou:
—eK=o( X AU AU — 4%) = Z 49U AU) — p(4?)
t=1

~

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a ¢(4) = A"K. Ceci s’étend
au cas ou A est quelconque dans M par linéarité.

A)p(4) — A'p(1) = p(4) — A°K < eK.

it

t

2. ProrositioN 2. — Il y a une correspondance biunivoque
@ — y entre les traces ¢ partout définies sur M et les formes linéaires
positives y partout définies sur M*. Cette correspondance est définie
par la formule p(A) = w(A"), et v n’est autre que la restriction
de ¢ & M* 7). De plus, ¢ est fidéle (resp. normale) si et seulement
st p est fidéle (resp. normale).

Démonstration. — Pour toute trace partout définie ¢, on a
¢(A4) = @(4*). 11 suffit de le prouver pour 4 € M. Or, pour tout
e>0, il existe des U,e My, des 4, eR (1 <i=<n; 4, =0;

2 4,=1) avec | Z 4U,AU*— A%| < e. Alors, observant que
i=1 i=1
p(UAUY) = 9(AU'U,) = ¢(4), on a

0(1) 2| p( EA,U AU — 49| = |pd) — p(4")

d’olt notre assertion. D’autre part, pour toute forme linéaire
positive partout définie y sur M4 la formule @(A4) = y(4*)
définit une trace sur M, & cause des propriétés de I’application “.
Ceci prouve la premiére partie du théoréme.

Si ¢ est fidele (resp. normale), y, qui est la restriction de ¢ &
M~*, est fidele (resp. normale). Si y est fidéle, supposons 4 € M+
et p(A) =0; on a 4" e M+ et y(4%) = 0, donc A% = 0, done
A = 0: ¢ est fidéle. Si y est normale, soit & C Mg un ensemble
filtrant croissant de borne supérieure 4; I'image #* de & par
P’application “ est un ensemble filtrant croissant de borne supérieure
A%, donc y(A%) = ¢(A) est la borne supérieure de 1’ensemble
Y(F") = ¢(F) : ¢ est normale.

3. Nous arrivons maintenant au théoréme qui nous permettra,
au chapitre VI, d’analyser les fonctions-poids. Cette fois, des
lemmes sont nécessaires.

7) Cette partie du théoréme est due & GopEMENT [9], ainsi que la démonstra-
tion qu’on en donne.
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LEMME 1.1 — Soient M, My, M1, Mo, .. ., M , des varictés de M,
avec 0 = M, C M, CMyC...CM,=H. Il existe des variétés

Ly Py, ... L, de M deuz & deux orthogonales, sous-tendant H,
telles que M, N L < MNL; < M;NZL; pour t=1, 2,...,N.

Démonstration 8). — Construisons des variétés Ay, A1,

.o, Ny (0 =p =< n) possédant les propriétés suivantes:
LN eM%. 2.0 =N CH,C...CH,. 8. NN MLN ;OM,
e NiOMALN O\ M, o0 N;=HoN, Cette construction
est possible comme on s’en assure par récurrence sur p. Le cas
p = 0 est trivial. Ensuite, 4", 47, ..., #"; étant supposées con-
struites, appliquons dans l’espace /4", le théoréme 6 de [2] &
NiOM et NN My On détermine deux variétés de M?,
N iy €6 N =H70 Ny, telles que &) N ML O My €t
N o O M <N i VM. Alors N ;= N, ® A ales propriétés
requises (car N ., VM = (N, N M)D (N, VM) <L (N ;M)
O (N VM) < (NN Mipy) (N OV M) =N 11 O M iy
et HON ;;y =AH,)- On peut donc déterminer des variétés
Ny N 35 oo s N = H avec les propriétés 1, 2, 8, 4. Alors, les &; =
N;© N, sont les variétés du lemme.

LEmMME 1.2. — Si H est homogéne, toute variété M irréductible
est simple.

Démonstration 8). — Soit (#,),¢; une partition homogene de
H, les #, étant irréductibles. Soient /' =.#", et N ;=M , NN .
Les A", forment une partition homogéne de A" (car M ;~ A ;
entraine 4 ;~ A";; le fait que les .#, sous-tendent H entraine
que les A”; sous-tendent A4"; # # 0 entraine 4" % 0, done A", 7~ 0,
sinon les .#; seraient orthogonales & .#°) donc N} = A" = A"
([2], lemme 38.1), et par suite ([6], lemme 8.4) A", ~ .#. Les A",
sont simples, donc .# est simple. -

LeMME 1.8. — Si H est homogéne, toute # € M est sous-tendue
par un nombre fini de variétés irreductibles simples deux a deux
orthogonales.

Démonstration. — Compte tenu du lemme 1.2, il suffit de
trouver un nombre fini de variétés irréductibles deux a deux
orthogonales sous-tendant .#.

Soit (my, my, . .., m,) une partition homoge¢ne de H dont les

t
éléments sont irréductibles. Posons ;= & m, pour 1 < i < n,
k=1

My = 0, et appliquons le lemme 1.1 & A, A, M, ... M, On

8) Valable pour M quelconque.



7 Applications 7 dans les anneaux d’opérateurs. 7

obtient des variétés &, L, ..., £, et il suffit de prouver le
lemme pour chaque variété #N.2L,. Autrement dit, supposons
ZL,=H. On a alors #, , <.# <.#, on peut donc supposer
(compte tenu du lemme 4.12 de [2]) que A4, , C.# C.#,. Alors,
M=m, O®my, ®... O My ® m,, avec m, C m,; et les m, sont
irréductibles ainsi que m,.

ProrosiTIiON 8. — Soit D une fonction définie sur M possédant
les propriétés suivantes:

1. 0=D(HA)< + © pour.leM

2. D(#,® M,)= D(M,)+ D(M,) si M, et My sont ortho-
gonales.

8. D(U(#)) = D(HA) si UeM,.

Il existe une trace partout définie unique, ¢y, telle que D(M) =
op(P.4). Réciproquement, pour toute trace ¢ partout définie, il
existe une fonction D unique, avec les propriétés 1, 2, 8, telle que
¢ = ¥p-

Démonstration. — D sera, par abus de langage, définie sur Mp,
par D(P ¢)= D(A).

Si @ est donnée, ’existence et I'unicité de D, avee ¢ = ¢p,
est immédiate. Supposons maintenant D donnée. Montrons
d’abord l'unicité de ¢,. Si D(A) = ¢, (P.4), ¢p €t @p, coincident
sur M, donc sur les combinaisons linéaires d’éléments de Mp.
Or ¢, et g, étant positives, sont continues pour la topologie
uniforme, donc ¢, et @;, coincident sur My et finalement sur M.
Montrons maintenant Pexistence de ¢p.

Soient E,, E,, . .., E, des projecteurs deux i deux orthogonaux
de A%, tels que TE,=1. Pour A =X },E,;eM" (2;€R),
i=1 i=1
posons p(4) = Z A:D(E,). Cette quantité ne dépend que de 4.

:—1

Car, soit 4’ = Z M E;, ot A;e R et ou les E; sont des projecteurs

deux a deux orthogonaux de M" tels que E E; = 1. Posons
=1
E;;=E,E, Les E,; sont des projecteurs deux & deux ortho-

gonaux de M, et on a:
A = Z lijEii 01\1 Ai.‘f == z.i,
4i
A" =ZA,E, ou Ay = A,
i

p) )’iD(Ei) =2 li:iD(z Eii) =2 j'iiD(Ei:l)’
i i ] i,

Z4D(E]) = Z2,D(Z Ey;) = Z2,D(E,).
i 1 i 4,
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Si maintenant 4 = A’, on a:
AjEy=Eyd = E ;A" = 'ﬁaEu
donc E,; =0, ou 1, = 1, et, dans les deux cas, 1,D(E;) =

}.;,D(Eﬂ) (la propriété 2 de D entraine en effet D(0) = 0), donc
2 MD(E;) = Z AD(E;). y est ainsi définie sur I’espace vectoriel

réel NCM* des opérateurs 4 de la forme précédente. On vérifie
aisément que y est linéaire sur N, et que p(4) =0si 4 =0. 11
en résulte que | y(4)| = | 4| D(1), de sorte que p peut étre
prolongée & M, puis & M“, en une forme linéaire positive partout
définie. Et ’on a: y(E) = D(E) si E e M}.

Alors, par ¢(4)=y(A*), on définit une trace sur M (proposition
2). On va voir que g est la trace ¢, du théoréme. Posons, pour
M M, (P .l)—D'(./l ). D’ posséde les mémes propriétés que

D, et ’on a, si M e MY
D'(#) = ¢(P.a) = y(P.a) = D(A).
Donc tout revient a prouver le résultat suivant:

Si D, et D,, possédant les propriétés du théoréme, coincident sur
M-, on a D, = D,.
Observons d’abord que, si A, € M est une variété simple, on
a D,(#,)=D,(#,). En effet, soit (M, M,, ..., .#,) une par-
tition homogéne de .# ¢M". On a aussitdt:
Dy( M) = n7'Dy( M) = n7'Dy( M) = Dy(-#,).
Ceci posé, il existe ([6], théoréme 2) des variétés H®, H!, H?, ...
de 1\71", deux & deux orthogonales, sous-tendant H, telles que:
H° ne contient aucune variété irréductible;
pour ¢ =1, H? = 0 ou bien H* est homogéne de degré ¢; soit
H® = H o H° Pour toute 4 ¢ ﬁ, on a
D(M)=Dy(# NH) + D(MNH) (i=1,2).

Il suffit donc de montrer que D,(.#) = D,(.#) quand .# C H®
et quand # C HO Autrement dit, on peut se borner aux cas ou
H® = 0, ou bien H9 = 0.

a. HO9 = 0. Alors, H ne contient aucune variété irréductible.
Soit # € M, et soit n un entier > 0. Soit (m,),< ;<o Une par-

4

tition homogene de H ([2], lemme 6.2), et posons ; = © m,.
k=1

Appliquons le lemme 1.1 & #, A, = 0, A, . .., . # . On obtient
des variétés &,, Z,,..., L. Comme les £; N m,; sont des
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variétés simples (car &; Nm,, £L; N\ m,, ... sous-tendent Z;), on

a D,(Z,nm;) = Dy(L;Nmy), done D,(L,NM;)=Dy(L;NM,).

D’autre part, on a:

D(Z,NM_)=Dy(L,N\ M 1) SD(L;N\ M)<D(ZL,;OM,)=
Dy(Z;n M) (r=1,2)

d’olr

[DU(Z:N\ M) —Dy(L;NM)| < Dy(L:N M) —Dy(L ;N\ M) =
Dy(Z; N M) =27"Dy(Z;)

puis, en sommant sur ¢:

2’!
| Dy(#) — Dy(A)| = 2‘”31 Dy(¥:) = 27"Dy(H).

Comme n est quelconque, D,(#) = Dy(.#).
b. H® = 0. Soit # €M et soit n un entier - 0. Posons:

Nous allons montrer que |D,(.#)— Dy(A4)|< 3n~1D,(H).
Comme n est arbitraire, on en conclura que D,(.#) = D,(.#).

Or: D(#) =" DA H*) + DA O H').

k=1
D’aprés le lemme 1.8 et une remarque antérieure, on a
D,(A# N H*) = Dy(# N H*), donc tout revient & prouver que
| Dy(# NH') — Dy(M NH')| < 30" D,y(H).

Autrement dit, supposons désormais # C H'.

Pour tout entier p = n?, désignons par ¢, la partie entiére de
nl.p(g, =n) On a: p =ng, + r,, avec r, < n. Soit
(m}, m3, ..., m}) une partition homogeéne de H?, les m? étant
irréductibles, et posons

k=1

»
pour t =1,2,..., n. Et soit 4 =0, 47, ,= & m]=H* On a:
k=1

0= MCA;CHC...CHCMA = H?,
M © M}~ M pour i =1,2,...,m,
Mo, © ML M.
+ o
Enfin, posons 4, = & #7. On a:

p=n?
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o=4#CH,CH,C.. CH,CH,,,=H,
MO M_y~M pour 1 =1,2,...mn,
MO M, < M,
Appliquons le lemme 1.1 & #, .#,, 4, . .., #,,, dans I’espace

H'. On obtient des variétés Z,, Z,, .. ., £, appartenant & M,
deux a deux orthogonales, sous-tendant H’, et telles que
M NEL; < MNEL; < M ;N Z,; On a:

DMy 1NZ) = Dy(MNZL,)=Di( M\ Zy)
t=1,2k=12,...,n+1).
Done:
(1) |Dy(A# NZ,)—Dy(A NZL,)| =|Dy(A, NZLy)—Dy(M oy NZ) |
+|D2(Jkn$k)—D2(vlk—1ﬂ$k)l + IDl(-’lkmgk)—Dz(-//lcngk)l'
Or:
(2) | Dy(A N &) —Dy( M,y NZLy)| =
= D,((Mr O M) N L) = Dy( My N ZL).
De méme
(2°) | Dy( M, N\ ZLy) — Dy( My N Z) I = Dy( M, O Zy).
Enfin, on a:

nD (M, N ZLy) + D,((M 10 M,) N L) = Dy(Zr) = Di(Ls)

(t=1,2)
donc
(8)  (n+1)1Dy(Z) < Dy( M, N L) = n1Dy(Zs).
Par suite:

l D,(M,NZL,) —Dy( M, N gk)l < (nt— (n+1)71)Dy(Zs) =
= nYn+1)"1D(F)-
Par suite encore:
(4) | Dy(M N ZLy)—Do( M ,NZ1) | = knH(n41)2Dy(F,) Sn~1Dy(ZLy)
(1) devient alors, compte tenu de (2), (2'), (3), (4):
| Dy( M NZLy)— Dy( M N &) l = 8n71Dy(Z)
et, sommant sur k
| Dy(A) — Dy(A) | < 8n-1Dy(H).

DEFINITION 1.1. — Soit D une fonction possédant les propriétés
de la proposition 3.
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a. On dira que D est fidéle st Uhypothése D(M )= O entraine
M = 0.

b. On dira que D est normale si D posséde la propriété suivante:
(A ;); 1 €tant une famille de variétés de M deux d deux orthogonales,
ona D(®.A,)=2XD(A,).

i€l i€l

ProrosITION 8’. — Dans la proposition 8, D est fidéle (resp. nor-
male) st et seulement si @ est fidéle (resp. normale).

Démonstration. — Si ¢, est fidele, ’hypothése D(A) =
¢p(P.4) = 0 entraine Pg = 0, # =0: D est fidele. Si ¢, n’est
pas fidéle, il existe un A e M*, avec ¢p(4) =0, et a = || 4] # 0.

Soit 4 = rldE 2 la décomposition spectrale de 4. On a:

A = 3a(1 —i E;) # 0, done ¢p(1 — Ey,) = 0, d’olt une variété
M # 0 telle que D(#) =0: D n’est pas fidele.

Maintenant, supposons @, normale. Soit (.#,);,¢; une famille
de variétés de M deux & deux orthogonales, et 4/ = @ #,. Py

i€l
est la borne supérieure de l’ensemble filtrant croissant des

2 Pg4,, ou J parcourt I’ensemble des parties finies de I, donc
i€J

D(M)=¢p(P 4)est la borne supérieure desp,( X P.g,)= 2 D(A,).
i€] ieJ
Donc D(A) = 3 D(A,).
ier

Enfin, supposons ¢, non normale, et montrons que D est non
normale. Nous supposerons ¢,(1) = 1, ce qui est évidemment
loisible. D’apres la proposition 2 la restriction de ¢, 4 M" est non
normale, de sorte qu’il existe un 4 € M} et un ensemble filtrant
croissant # C M admettant 4 pour borne supérieure, tels que

@p(A) # sup @p(B) (on s’est ramené a un probléme concernant
Be F
M?*). Alors, les A — B, ou B ¢.%, forment un ensemble filtrant

décroissant &’ C M*+, de borne inférieure 0, et inf @,(B)=pu>0.
BeF'
On peut évidemment supposer 0 < B <1 pour Be%'. Soit

E (1) la décomposition de 'unité attachée & B(—oo <4 < + o0),
et Ep=1 -—EB(%). On a: B'= BEy + B(1 —Ey), et

0<B(1—E,)=BE, (%) g%. 1, done 0= ¢,(B(1— Ej)) g-’;_,

9p(BEj) g%. Comme E, = BEj,, ¢p(Eg) = % D’autre

part, les E, forment un ensemble filtrant décroissant: ceci
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résulte de ce que By = B, (B, e #', Bye #') entraine Eg = Ep
(en effet, la permutabilité de B, et B, entraine celle de Ep et
Eg;etsi, pour un z e H, [[z|| = 1, on avait Epx=ua. Epz=0,

on aurait (B,z, z) >%, (Byz, z) gi;—, ce qui est impossible;
ces remarques prouvent notre assertion). Enfin, les E ; admettent
0 pour borne inférieure: ceci résulte aussitot de B 2 %E B

Donc les 1 — E; forment un ensemble filtrant croissant de

borne supérieure 1, et ¢,(1 — Ep) < 1—%. On est donc

ramené A prouver le lemme suivant ?).

LEMME 1.4. — a. Soit (M ,);¢; un ensemble filtrant croissant de
variétés de M, de borne supérieure M. 11 existe une famille (N;);¢;
de variétés de M deux d deux orthogonales, sous-tendant A, avec
la propriété suivante: pour tout j e J existe un t e I tel que V" ; C M .

b. Si | est un idéal de M contenant la variété M précédente, et
st D, définie sur | et possédant les propriétés de la proposition 8, est
normale, on a D(M) = X D(N";) = sup D(MA,;).

i€eJ i€l

Démonstration. — Considérons les partitions dont chaque
élément est contenu dans une ;. L’ensemble de ces partitions
est non vide (sauf si #; = 0 pour tout ¢, cas trivial) et le théoréme
de Zorn prouve aussitot ’existence d’une telle partition maximale,

soit (A7;);¢;. Soit /=& A", Comme chaque 4/, est contenue
ieJ
dans une .#,, et comme I’ensemble des .#; est filtrant croissant,

® A, est contenue dans une .#,, donc dans .#, quelle que soit
ieJ’
la partie finie /' de J. Donc 4" C.#. D’autre part, pour tout
tel, #,CA: sinon, on pourrait ajouter A, 0 (N NMA;)FO0
a la partition (A7;),¢; qui ne serait pas maximale. Donc .# CA”
et finalement 4" = .#. Ceci prouve le a du lemme.

Pour toute partie finie /' de J, il existe, on vient de le voir,
un kel tel que & A, C.A,. Alors:

ieJ’

ZD(./V,):D(GB./Vj) =D(H#,) =D(A)

ieJ]’ i€eJ’

) 1l suffirait de prouver ce lemme dans le cas ol Iﬁ = 1\7[" =[; mais cela ne
simplifie pas la démonstration, et le lemme, tel qu’il est énoncé, nous sera utile

au chapitre VI. La notion d’idéal de K’I, qui y intervient, ne sera définie qu’au

chapitre III, mais, pour les besoins actuels, on peut supposer [= IVI
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done, vu la normalité de D:
D(A#) = E D(N;) < sup D(A,) < D(A)

ieJ 1134

ce qui prouve le b du lemme.

II. Anneaux induits.

DeFINITION 2.1. — Sotent A un opérateur linéaire quelconque,
M une variété linéaire fermée quelconque, N un ensemble quelconque
d’opérateurs linéaires.

a. Si A est réduit par M, on désignera par A 4) Uopérateur
induit par A dans M : c’est un opérateur de Uespace M. On désignera
par N4 Vensemble des A4), o A parcourt Uensemble des
opérateurs de N réduits par M : c’est un ensemble d’opérateurs de
Uespace M 9).

b. N¢u, désignera Uensemble des A e N tels que A(M)C M,
AHo M#) =0, autrement dit Uensemble des A € N réduits par
M et induisant O dans H © M : c’est un ensemble d’opérateurs de
Vespace H.

Avec ces définitions, remarquons une fois pour toutes que, si

M € K’I, tous les opérateurs de My, et tous les opérateurs
de M’ sont réduits par .#.

LeMME 2.1. — Soit M4 ¢ M. Alors M 4y est Uensemble des
AeM tels que APy =P y4A = A. Cest ausst U'ensemble des
PyAP 4, o A parcourt M.

Démonstration. — La premiére caractérisation résulte aussitot
de la définition. Maintenant, si Ae M, et B=P 4AP 4, on a
BeM, e¢ PyB=BP4y—=PyAP 4= B, donc BeMcy.
Réciproquement, si Be M4y, on a PyB = BP 4 = B, d’ou
B = P 4BP 4. _

LeEmME 2.2. — Soit M € M. L’application A — A 4) est une
application biunivoque de M¢ 4y sur M(4). C’est méme un isomor-
phisme pour les structures d'*-algébres ') de M a5 et M(4).

Démonstration. — Le seul point qui n’est pas tout & fait évident
est le fait que tout Be M 4) est de la forme A 4), avec A e M.
Or, B=A4), avec AeM, 4 réduit par #. Et on a aussitot:

10)  Ce sont les notations de [10], définition 11.3.1. Tout ce chapitre est d’ailleurs
inspiré directement par [10].

11) La norme est conservée dans un tel isomorphisme. En effet (cf. [16]), || 4 ||
est le plus petit nombre a =0 tel que a®— 4*4 =0, c’est-a-dire tel que
a* — A4*4 = B*B pour un opérateur B de I’algebre considérée.

a
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A(/) = (P_/AP/)(/). On peut alors prendre 4 = P4AP 4 en
appliquant le lemme 2.1. ,

LEMME 2.8. — Soit M ¢ M. L’application A’ — A«) est un
application biunivoque de (M) 4% sur (M').g). C'est méme
un isomorphisme pour les structures d’*-algébres12) de (M')c.4%>
et (M'))-

Démonstration. — L’application 4’'—(4")(.«) est une applica-
tion de (M’')(.4 sur (M')¢). En effet, tout opérateur de (M’)(.)
est de la forme (A4')(«), avec A’« M'. Comme # C.#%, on a
A g) = (A'Pas)a). Or A'Pyye (M)t

Ensuite, 'application A’— (A4’)(¢) est biunivoque sur (M')¢_¢45-
En effet, si A’ ¢ (M')c4% et si A4y =0, on a M CAH . (la
variété des zéros de A'); comme A, € M’ est invariante par
tout U e My, on a #Y CA" .. donc A C A" ,. (cf. [2], définition
3.1). Donc 4’ induit 0 dans .#%. Mais A’ e (M')¢s% induit 0O
dans Ho 4% Donc A’ = 0.

Le lemme est une conséquence immédiate de ces remarques.

LEMME 2.4. — Soit # ¢ M. Dans Vespace M, on a les propriétés
suivantes:

a. My, est un anneau d’opérateurs.

b. (M) = (M)

c. (M%) = (M)

Démonstration. — M.«y, défini par les conditions 4 ¢ M,
AP 4= P 4A = A, est un anneau d’opérateurs. L’isomorphisme
A— A(4) du lemme 2.2 est évidemment bicontinu pour la topo-
logie faible (de H, resp. de .#), donc M 4) est un anneau d’opéra-
teurs dans /.

Tout opérateur de My et tout opérateur de M’ sont per-
mutables, donc leurs parties induites dans .# sont permutables.
D’autre part, si un opérateur 4 de l’espace .# permute avec
tout opérateur de (M’) 4), A P4, opérateur de I’espace H, permute
avec tout opérateur de M’, donc AP geM, 4eMy). Donc
Ms)= ((M')(4))’. Pour prouver le b du lemme, il suffit donc
de prouver que ((M').))” = (M')«) c'est-d-dire [18] que
(M’)(#) est un anneau d’opérateurs dans I’espace .#. Comme
(M’)(#) est évidemment une *-algebre, il suffit [3] de prouver que

12) L’isomorphisme du lemme 2.2 est bicontinu pour toutes les topologies
usuelles. Par contre, I'isomorphisme du lemme 2.3, continu pour toutes les topo-
logies usuelles, n’est pas bicontinu en général pour les topologies forte et faible.
Mais il est bicontinu pour la topologie ultra-forte (strongest). Ce fait, intéressant
en lui-méme et assez facile & prouver, généralise le résultat du § 4 de [14].
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I’ensemble des A’e (M').#) tels que ||A’|| =1 est faiblement
fermé 13). Or, cet ensemble est I'image, par I'application fai-
blement continue A’ —>Az ), de ’ensemble faiblement compact
des A’ e M 44 tels que || 4’| =<1 (cf. note!!)). D’ot notre
assertion.

On a évidemment (M*)_¢)C Mg O (M')0)=Me) N (M e)'=
(M(_¢))*. Réciproquement, soit 4 € (M(4))’. Comme 4 e(M(4)) =
(M')4), on a 4 = A(.4), avec A'e(M') 4% (lemme 2.3). Mon-
trons que A'e¢ MY, ce qui prouvera que A4e(M").¢), donc que
(M%) ¢) = (M(4))". Il suffit de prouver que A’¢ M, donc que A’
permute avec tout opérateur 4; de M'. Or:

(A'A; — AL A") ) = Al A1) — A1) A () = 0
puisque A(#) = A4 € (M(4))". Donc (lemme 2.3)
0= (A4'd;— A A )ury =A'"A; — A A’
puisque A’ e (M')¢4%. D’oll notre assertion.

Le lemme 2.4 nous permettra d’employer désormais sans
ambiguité les notations M; M) MZ’ M)

LEMME 2.5. — Soit M ¢ M. L’application A— A 4) est, pour
les structures d’*-algébres, un isomorphisme de (M%) 4% sur
MIZ M)

Démonstration. — L’isomorphisme du lemme 2.3 donne en
particulier un isomorphisme du centre de (M’)(s%, qui est
(M*)¢#% comme on le voit facilement, sur le centre de (M’).«),
qui est (M(¢))" (lemme 2.4).

DEFINITION 2.2 — On désignera par 0 4 Uisomorphisme inverse
de Uisomorphisme du lemme 2.5.

0.« applique donc M‘(' ) sur (M%) ¢, et I'on a:

(OJ(A))(J) =4 pour 4 eML('.,l), 0.#(B(#)) =B pour Be(M")4".

LEMME 2.6. — Soit M ¢ M. L’anneau M4 est un anneau de
classe finie si et seulement si M est finie.
Démonstration. — Soit A" une variété. On a évidemment

N elﬁ(l) si et seulement si A" ¢M et 4 C.4. D’autre part, si

N et /' sont deux variétés de M contenues dans .4, ,etsiUeMpy,
admet A~ et A pour variétés initiale et finale, ona U eM (4,

13) Au lieu d'utiliser le théoréme 6 de [3], on pourrait utiliser le lemme 11.3.1
de [10] dont la démonstration est tout & fait indépendante du reste de [10]. On
pourrait aussi utiliser la topologie ultra-forte (cf. note (12)).
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et Uw)e (M ))p admet encore 4" et A" pour variétés initiale
et finale; réciproquement, si U’e(M(4))p; admet A" et A" pour
variétés initiale et finale, il en est de méme de U'P 4 € My,.
Donc la relation /" ~A", pour deux variétés contenues dans .#,
a méme sens dans M et dans M(4). D’ou le lemme.

Ce sont les lemmes 2.5 et 2.6 qui permettent, comme annoncé
dans lintroduction, de définir, & partir de I’application # canonique
d’un anneau de classe finie, des applications ° dans un anneau
quelconque.

III. Idéaux.

DeEFINITION 3.1. — Les idéaux a gauche, d droite, bilatéres dans
M sont définis @ 't maniére habituelle. Un idéal m C M sera dit
self-adjoint st Uhypothésc A e m entraine A* e m.

On appellera idéal dans M wn ensemble | de variétés de M vérifiant
les conditions suivantes: _

a. St Mielet M, C My (MyeM), on a M,¢l.

b. Si el et Myel, on a M, & Myel.

c. St MieleaUeMy, on a U(My)el.

1. Voici d’abord quelques résultats simples concernant les
iddaux 14). _

LeEMME 3.1. — Pour qu'une partie | de M soit un idéal, il faut
et il suffit quelle vérifie la condition b ci-dessus et la condition
suivante: .

a'. Si Melet My< My on a Hyel.

Démonstration. — Comme les relations 4, C .4, ou M, ~ M,
entrainent #, < .#;, il est évident que les conditions a’ et b
suffisent pour que [ soit un idéal. Réciproquement, il faut montrer
que, si [ est un idéal, [ vérifie la condition a’. Or, si A, < #,,
avec M el,on a My~ M, avec My C.MA,; alors ([6], lemme 1.7)
il existe des variétés A,, A, (resp. M4, M3 ) orthogonales com-
plémentaires dans .#, (resp. .#;), et des unitaires U’, U’ de M,
avec U'(My) = My, U'(My) = My; donc M,el, M, |, donc
My el

LEMME 3.2. — Pour qu’une partie m de M soit un idéal bilatére,
il faut et il suffit que les conditions suivanies soient vérifices:

a. St A et B sont dans m, et st A et u sont des nombres com-
plexes, on a AA + puB em.

14)  On s’est inspiré de [1]. CALKIN, dans [1], s’intéresse aux idéaux de I'anneau
de tous les opérateurs, mais il signale que ses résultats s’appliquent dans des cas
plus généraux. '
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b. SiAemet UeMy, ona UAem et AU e m.

Démonstration. — La nécessité est évidente. La suffisance
résulte du fait que tout élément de M est combinaison linéaire
d’éléments de My ([11], p. 2389; ou [2], p. 250).

LeMME 8.8. — Tout idéal & gauche (resp. a droite) self-adjoint
de M est bilatére. Tout idéal bilatére est self-adjoint.

Démonstration. — Soit par exemple m un idéal & gauche self-
adjoint. Soient 4 em, BeM. On a 4*em, donc B*4*em,
done AB = (B*A*)* e m. Donc m est bilatére.

Soit maintenant m un idéal bilatére. Soit 4 € m. On sait que
A = WK, avec K e Mt et W € M, ([10], lemme 4.4.1; la démon-
stration consiste 4 observer que W et K, & cause de leur unicité,
sont invariants par tout unitaire de M’). De plus, K = W*A4.
Alors, K em, donc A* e KW* e m.

Désormais, tous les idéaux de M considérés seront des idéaux
bilatéres. On dira donc: idéal, sans préciser.

LEMME 8.4. — Soit m un idéal de M. Pour que A e m, il faut
et il suffit que (A*A)} e m*.

Démonstration. — On sait que 4 = W(A*4)}, et (A*4)} =
W*A, avec W e Mp;. Donc 4 em et (A*4)}em sont des con-
ditions équivalentes.

LEMME 8.5. — Soit m un idéal de M. Tout élément de m est
combinaison linéaire d’éléments de mt+.
Démonstration. — Soit Aem. On a A = B 4 1C, avec

B=1}A+4 A*)em, C= %(A — A*)em. 11 suffit donc de
B

prouver le lemme pour B et C, qui sont self-adjoints, et par
exemple pour B. On a: B = B+ — B~, Bt et B~ étant les parties
positive et négative de B. Or B+ = BE, ou E est un projecteur
spectral de B, donc E € M; d’ou B* e m, et de méme B~ e m. Le
lemme est démontré.

LEMME 38.6. — Soit my, un sous-ensemble de M+ possédant les
propriétés suivantes:

a. Si Aemyet UeMy, on a UTAU e m,.

b. St Aemy et i BeM*, B< A4, on a Bem,.

c. Si A et B sont dans my, on a A + B e m,.

Alors, st m est Uidéal de M engendré par my,, on a m*+ = m,.

Démonstration. — Soit m’ I’ensemble des opérateurs de la
n

forme X 4,B}, ou 4, M, B,e M, 4,4% e my, B,B* ¢ my pour
i=1

t=12,...,n L’ensemble m’ est linéaire. Si U e My, on a:
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(UA,) (UA)* = U U em,, et (UB) (U B)* =
—1(B B*)Uemo, done U(Z‘.A B*) = (UA)B*em’ et
(ZA BHU = EA (U‘IB,)*em Donc m’ est un idéal. On va

i=1
voir que m'*t = mo
Si Aemy, on a A*A¥* em,, donc 4 = A4 A ¢ m’; ainsi,
my C m'+. Supposons enfin 4 = X 4,BY e m'*, avec 4,47 e m,,
n i=1
B;B* ¢em,. On a: X (4, — B,)(4; — B,)* = 0, donc

—-1

X (4,4% + B;BY) = EA B* + (ZA BYH)* = 22‘.A B
i=1 =1
Appliquant les propnetes b et ¢ de mo, on en déduit que A e my.

Done m'+ C m,.

2. Passons maintenant aux relations entre les idéaux de M
et les idéaux de M. _

DeriNiTION 8.2. — a. Si | est un idéal de M, m(l) désignera
Vidéal de M engendré par les P g4 ot M parcourt |.

b. Conformement aux notations générales, si m est un idéal
de M, m désigne Densemble des M telles que_ Pgyem.

LEMME 8.7. — a. Si m est un idéal de M, M est un idéal de M.

b. Si | est un idéal de M, m(l) est la réunion des Mg ol
M parcourt 1.

Démonstration. — Soit m un idéal de M. Si #, e m et A, C A,
(#yeM)on a Py —=PuPu em, donc Hyei. Si M, e et
My =U(M,) avec Ue My, on a Py,=UP4U'em, donc
My e m. Enfin, si Jle m et Myem, soit M, = (M, © M,)OM,.
M 4 est en position p’ avec une variété contenue dans #,, donc,
d’apreés ce qui précede, A, e m, P, A, em. My et M, sont ortho-
gonales, et M, O My=.M,O M,, donc PJIQJ’ Py + P,/ em
donc A, ® M, em: M est un idéal de M.

Soit maintenant | un idéal de M, et m’ la réunion des Ms>
o A parcourt I. Si Aem’, on a Pgd = A pour une A el
(lemme 2.1) donc, comme P_g e m(l), 4 € m(l). Donc m’ C w1(1).
Pour prouver que m’ = m(l), il suffit done, observant que P ¢ e m’
pour toute A €1, de prouver que m’ est un idéal. Or, si 4 e nt,
B em’, et si 4 et u sont des nombres complexes, on a 4 € M4,
BeMy4y avec M e, #' €], donc A4 + uB e M( 4o .47 donc
AA+ pBem’' puisque # O M el.SiUeMy,onaUd e Mcsoua))
AU e My ovu-1(#)y donc de méme Ud em’, AU em’. Donc
(lemme 8.2) m’ est un idéal.
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LEMME 8.8. — a. Si m est un idéal de M, on a m(m)C m,
m(m) = m. _

b. Si | est un idéal de M, on a m(l) = L.

Démonstration. — Si m est un idéal de M, on a P_¢ ¢ m pour
toute A € i, donc m(m) C m.

Si [ est un idéal de M, et si.# €], on a Py e m(l), donc 4 e ().
Donc [ Cm(l). Si A" em(l), on a Py em(l), donc (lemme 8.7)
P4 e My avec A el; d’olt évidemment 4’ C A et par suite
A’ ¢1. Donc m(I) C! et finalement m(l) = L

Faisant | = f pour un idéal m de M, on trouve m(im) = .
En général, on n’a pas m(i) = m, ce qui nous améne & poser la

DEFINITION 8.8. — Un idéal m de M sera dit restreint st m=m(im),
C’est-a-dire st m est engendré par les projecteurs qu’il contient.

LEMME 8.9. — a. L’application 1 — m(l) est une application
biunivoque de Pensemble des idéaux de M sur Uensemble des idéaua
restreints de M. L’application inverse n’est autre que I'application
m — m. _

b. Soit (M,);ec; une famille de variétés de M. L’idéal m de M
engendré par les Py, est restreint, et i est Didéal de M engendré

par les M ;. Une variété M de M appartient & ™ si et seulement
s’ il existe un nombre fini de variétés orthogonales Ny, N g, . . (3 N,

n
avec: 1. M = GBI.A/',-; 2. pour tout § =1,2,...,n, il existe un
=

tel tel que N/ ; < M,

c. Sim est un idéal quelconque de M, m(m) est restreint; on
posera: m(im) = m'; on a: M’ = . _

Démonstration. — Si [ est un idéal de M, m(!) est évidemment
restreint. Comme tout idéal restreint m’ est de la forme m(I)
(avec I =m’) on voit que l’application [ — m(l) est bien une
application de l’ensemble des idéaux de M sur ensemble des
idéaux restreints de M. Cette application est biunivoque, car, si
m(l)=m{’) on a [=m()=m({')="!. Comme m(l) =],
lapplication inverse est I’application m — m. D’ou a.

Prouvons b. Dans l’application précédente, aux idéaux
restreints contenant les P g4, correspondent les idéaux de M con-

tenant les ;. Donc & m correspond I’idéal de M engendré par
les #,. Ce dernier idéal est donc M. Désignons provisoirement

par [ ’ensemble des .# € M pour lesquelles existent des variétés
n

N 1N a5 oo oy N s avee: 1. I:iel./V,; 2.pour toutj=1,2,...,n,

il existe un 7 e tel que #°; < #,. D’apres le lemme 8.1, tout
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idéal de M contenant les .#, contient I. Montrons que [ est un

idéal (donc est I'idéal de M engendré par les .#,). Les conditions
betcdela définition 3.1 sont évidemment vérifiées. D’autre part,

si #'C M= GB A;, considérons les projections des A, sur A’
et les adherences ./V des variétés ainsi obtenues; on a A’ = @ N .
et N ;< A;; donc la condition a de la définition 3.1 est aussi
vérifiée. Reste & prouver que, si 4 =5é A ;, on peut remplacer
les .A”; par des A"; orthogonales; or, ceci se démontre immédiate-
ment par récurrence, en remplacant 4", par # © (gi./V i)

i=

Prouvons c. Si m est un idéal quelconque de M, on a m=m
(lemme 8.8), donc m(mf) = m’ : m" est restreint.

3. Nous allons maintenant étudier I’adhérence forte d’un
idéal de M (qui est évidemment un idéal).
LeMME 8.10. — Soit (A7);¢; une famzlle de variétés de M.

Sotent N = (GB]J’)" et M une variété de M contenue dans N
i€

Il existe une famille (M ,);¢; de variétés deuzx a deux orthogonales,
sous-tendant M, teiles que, pour tout i€ l, existe je ] avec M, < M.
Démonstration. — Si £ = 0, le lemme est trivial. Si .# £ 0,
il existe d’abord des variétés A4’ £ 0 telles que A’ C.A# et
M < M7 pour un j e J. En effet, appliquons le théoréme 6 de
2] & A’ et M. 1l existe deux variétés mi, m] (resp. m,;, my;),
rthogonales complémentaires dans .#7 (resp. .#), avec mi < m,;,
< m}, m; orthogonale & m;". Si notre assertion était inexacte,
il faudrait, pour tout j, mi = my, = 0, donc A% = mj’ ortho-
gonale & #% = m/, donc 4" serait orthogonale 4 .#". Comme
M CH donc A" CA", ceci donnerait # = 0, ce qui est contra-
dictoire.

Ceci posé, considérons les familles (.#,),., de variétés # 0,
deux a deux orthogonales, contenues dans .#, avec .#, < .#’ pour
un § variable de ], quel que soit ¢ € I. Grice au théoreme de Zorn,
soit une telle famille maximale, que nous désignons encore par

(A.);¢; pour simplifier. Soit A = © M, Si M £ M, on a
€

MO M # 0, donc il existe, d’aprés ce qui préceéde, une variété

M #*0, avec M'C MO M et A < M pour un j e J, de sorte

que la famille (.#,;),; ne serait pas maximale. Donc M =M
et le lemme est démontré.
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LEMME 8.11. — Soit m un idéal de M.

a. Parmi les variétés M € M telles que m C M ¢, il en existe
une plus petite que toutes les autres. Elle sera désignée par M4 (m).
On a: #(m)e M. L’adhérence forte de m est M u4m>. Elle
sera désignée par m.

b. Soit (M;),¢; une famille de variétés engendrant m. On a:
M (m) =‘§BI.I:.’. Donc M (m) = .4 (m"), m = m".

c. Toute variété de M contenue dans M (m) est sous-tendue par
une famille de variétés de m deux d deux orthogonales.

Démonstration. — Soit (#7),,; une famille de variétés de M.
Si mC M ¢ pour tout je J, on a aussitot mC M ¢y ou /= N M.
i€eJ

D’ou l'existence de A#(m). SiUeMyet Aem,ona UAU em,
donc m et par suite .#(m) sont invariants par tout U e My.

Donc A#(m) € M’ et par suite .#(m) e M5, Comme M #@wm)> est
fortement fermé, on a m C M g m>-

Soit (#;);cr la famille de toutes les variétés de m. On a
évidemment #;C.#(m), donc #,"C.#(m) pour tout iel’;

done, posant provisoirement A* = & 4", on a #* C.#(m).
i€l
Maintenant, si 4 e mt, A est, d’aprés la théorie spectrale %),

limite uniforme d’opérateurs du type X A, P ¢/(/: partie finie de
i€e]

I'; 2, = 0); ces opérateurs sont dans M ¢xy; donc 4 e M ¢y ct
par suite, vu le lemme 3.5, m C M ¢+y. La définition de .#(m)
prouve alors que 4 *=.#(m). Comme M’ = M, on a..#(m)=.4(m").
Si enfin (A;);; est une famille de variétés engendrant m, on a

évidemment & #C ® #,"; linclusion opposée résulte aussitot
i€l ier

du lemme 8.9.b.
Le ¢ du lemme résulte de ce qui précéde et du lemme 3.10.
Il reste seulement & démontrer que Mgy Cm. Or, tout

Ae le(m» est limite uniforme d’opérateurs de la forme
n
> LxPy, ol p, =0, et od A, C A (m); et ces opérateurs sont

k=1
dans m d’apres le ¢ du lemme

LeEMME 8.12. — Soit m un idéal restreint. Soit A €e M+. L’en-

r+o0
18) Soit 4 = J AdE; la décomposition spectrale de 4. Pour u > 0, soit

+ 00 [}
A”=J. A~'dE,, qui est un opérateur de M, car les E; sont dans M d’aprés [13].

“
On a: 1 —E, = 44,, donc 1 — E, ¢ M pour u > 0 (cf. [8]).
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semble F , des B e m* tcls que B =< A est filtrant croissant 18). Il
admet donc ([4), théoréme 2) une borne supérieure A < A. On a
A = A si ct seulement st A e m™.

Démonstration. Soient 4 e M*, Be % ,, B’ e #,. Comme m
est restreint, on a Be M4y, B'e M( 4y avec A ¢ m, M em
(lemme 3.7), donc Be M4y, B'e M¢yy, avee N =4 & M.
Soit C le plus grand des opérateurs self-adjoints = 0, réduits
par ./, induisant 0 dans H © 4", et majorés par A ([4], théo-
réme 1). C est invariant par tout opérateur unitaire de M’, done
CeM. Plus précisément, C e M<'f4r>, donc C e m+. D’ailleurs,
B<C, BB<C, C<A. Donc &, est bien filtrant croissant,

de sorte que 4 < A existe. 4 est fortement adhérent & %,
([4], théoréme 2), done A e m+*. Done, si 4 = 4, on a 4 em*.
Réciproquement, supposons 4 € m*. On va prouver que 4 =< 4.

Soit 4 :r AdE; la décomposition spectrale de 4 (cn supposant
0

0 <4 <1 pour simplifier). On a E; — E,e m+ pour tout
=y
A = 0. Posons B, EC;(EHI— ¢) On a|B,—A|—0

k— an 2n

quand n — 4+ co. Il suffit done de prouver que B, = 4 pour
tout n. D’ailleurs, B, < 4, donc F, CF,, donc B < A 11

suffit de prouver que B, < B,,. Consnderons les opérateurs de
ar_q1 .
la forme B, Vo—z—; E,. ot E, est un projecteur quelconque
k=
(variable) de m tel que Ef < Epyy — E,. On a B, e %, ct,
2" 2"
d’aprés le ¢ du lemme 3.11, compte tenu de E,, , — E, em™,

2" 2%
B, est fortement adhérent & ’ensemble des B,. D’ou B, B

LEMME 3.13. — St m ¢t m’ sont des tdéaux de M, ct st 1 =m Nm’,
onan=mnm.

Démonstration. — On a nCm NM’, done n Cim Nm’'. D’autre
part, d’apres le lemme 3.11.c appliqué deux fois, 4 (m) N A (m’)
est sous-tendue par une famille de variétés de T, donc
MA(m) O M (m') CM(n), et par suite m M’ C 1.

Voici maintenant I’analogue du lemme 3.11 pour les idéaux
de M.

16) 1l serait intéressant de savoir s’il en est ainsi quand M est quelconque. Une
réponse affirmative parait vraisemblable.
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LEMME 8.14. — Soit | un idéal de M.

a. Parmi les variétés M e M telles que N C M pour toute N €,
il en existe une plus petite que toutes les autres. Elle sera désignée
par #(1). On a: # () € M¢. L’ensemble des variétés de M contenues
dans M (1) sera désigné par 1; 1 est un idéal de M contenant 1.

b. Soit (M,);c; une famille de variétés engendrant I. On a:
M) = 4?1 A

c. Toute variété de 1 est sous-tendue par une famille de variétés
de | deux d deux orthogonales. _

Démonstration. — Soit m = m([). Si une variété # ¢ M est
telle que A4 C.# pour toute A el on a m C My d’apres le
lemme 8.7; la réciproque est évidente. D’ol I’existence de .#(I)
avec A ([) = A (m) e M>. Comme i = 1, b et ¢ résultent aussitdt
de b et ¢ du lemme 3.11.

Nous utiliserons aux chapitres suivants la notation suivante:

DEFINITION 8.4, — Soit M ¢ M. On désignera par m 4 Uidéal
de M engendré par P4.

IV. Applications 5.

1. 1l est probable que toute application “ est normale. Parmi
les résultats que nous possédons a ce sujet, nous donnerons
seulement la proposition 4 ci-dessous.

LeMME 4.1. — Soit M € M une variété proprement infinie.
Soit ¢ une application linéaire, positive, centrale, de M( 45 dans
M* ou dans le corps des nombres complexes. On a: ¢ = 0.

Démonstration. — Il existe ([6], lemme 1.3) une partition
(M My) de M avec M ~ My~ M, Soient donc U, e My,
UyeM,, avec U'U,= Py, UUF¥ =Py, (i=1,2). On a:
U e M4y, done p(P.a,) = p(UUF) = p(U*U,) = p(P.4). Done
9(Pt) = 9(Pa, + P.a,) = 20(Pa), p(Pa) =0. Si A<My,
avec0 = A =<1l,ona0=A4A =Py donc 0=¢p(4)<¢e(Pg)=0,
¢(A4) = 0. D’out le lemme.

LEMME 4.2. — Sott ¢ une application * définie sur U'idéal m de
M. Soit M em une variété. Pour A e M¢ 4y C m, posons ' (Aa) =
(9(4)) (). L application ¢’ est une application * définie sur M 4).

Démonstration. — On a: ¢(4) e M*, donc ¢'(4(4)) € Ml(’_l).
L’application ¢’ est évidemment linéaire, centrale et positive.
Enfin, soient 4 et B des opérateurs de M 43, avec A€ M‘(' L)
Soit A’ = 0.¢(4(4)) e M* (définition 2.2). On a: A4 = 4 (),
donc AB = A'P 4B = A'B. Alors ¢(4AB) = ¢(A’'B) = A'p(B),
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d’ott (p(AB))a) = A(a)(9(B))(a) = A(4)(9(B))(4), Cest-a-dire
¢'(4(0)Bl)) = 40 9'(Ba))-

LeMME 4.8. — Soit ¢ une application * définie sur I'idéal m de
M. Soit M em, et A€ M ygy. On a: p(A4) e (M*)c.aty.

Démonstration. — On a A4 C.#", donc P 4Py o 45 = 0, donc
¢(P4)Puo 4= 0, cest-a-dire 0 < @(P 4) < KP 44 ou K >0.
Sio=<A<Py, onaO0=¢(d)=KPy4 donc p(4) e (M")c4".
D’out le lemme par linéarité.

ProrosiTioN 4. — Toute applicalion “ définie sur un idéal
restreint est mormale.
Démonstration. — Soit ¢ une application * définie sur I’idéal

restreint m. Soit A € mt, et # C m* un ensemble filtrant croissant
de borne supérieure 4. Il faut prouver que ¢(A) est la borne
supérieure de @(F). Puisque m est restreint, on a (lemme 8.7)

A e M( g, avec A eft. Alors # C M. Soit A e M- telle que
N N M soit finie et (H O A) N A proprement infinie ou =0.
Tout Be My, est réduit par 4" NA et (HON)NM, et
@(A’) = 0 pour tout A'e MQL(He.,V)n,,Q d’aprés le lemme 4.1.
On peut donc supposer désormais A e M4 N a5 et F C M(tVﬁ.l) ;
autrement dit supposons .# finie. Posons: ¢'(B(4)) = (¢(B))()
pour BeM.g5. A(4) est la borne supéricure de & (.4), et comme
¢’ est, d’apres le lemme 4.2, une application “ partout définie
dans I’anneau de classe finie M(4), ¢’ est normale (proposition 1)
de sorte que ¢'(4(#)) est la borne supérieure de ¢'(F (4)).
Donce (¢(4))#) est la borne supérieure de (@(F)).4). Donc
6.4[(9(A))a)] est la borne supérieure de O.4[(¢(F))4)]. Mais
@(A) e (M")¢aty (lemme 4.8), done 04 [(¢(4))4)] = ¢(4). De
méme, 0¢[(9(F))u)] = ¢(F). D’ou la proposition.

2. Si ¢ est une application * normale définie sur I'idéal m,
la restriction de ¢ 4 tout idéal contenu dans m est évidemment
une application * normale. Mais il y a intérét, au contraire, a
prolonger ¢ si possible. Nous allons définir deux prolongements
(concordants) de @. L’un d’eux sera une application * normale
au sens de l’introduction, que nous qualifierons de maximale;
on peut considérer qu’on construit 13 le domaine naturel de
définition d’une application “. L’autre prolongement, que nous
noterons ¢*, ne sera pas une application “ au sens strict: ¢* sera
défini sur M+ tout entier, et ¢*(4) ne sera pas toujours dans
M°". Quelques mots d’explications sont ici nécessaires.

D’apres des résultats bien connus de Gelfand et Neumark [8],
on peut attacher canoniquement & M’ un espace compact Q et
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un isomorphisme p de I’*-algebre normée M® sur I’*-algebre
normée. C(£2) des fonctions continues sur 2 & valeur complexes.
Désormais, et par abus de langage, nous identifions A et g(4),
pour 4 e M. Ainsi un élément de M‘* est aussi une fonction
continue finie et positive sur £, et l’identification faite est
compatible avec les structures d’ordre usuelles.

Alors, M“t+ se trouve plongé dans I’ensemble Z des fonctions
continues positives, finies ou infinies, sur Q2. Cet ensemble Z est
muni d’une structure que nous allons préciser. Si feZ et ge Z,
et si A est un nombre > 0, on sait définir f + g et Af. Définissons
le produit fg: la fonction z — f(x)g(z), ou 'on convient que
0. + o0 =0, est semi-continue inférieurement, donc, d’apres [7],
elle est égale, sauf sur un ensemble rare, & une fonction de Z bien
déterminée; c’est cette fonction que nous noterons fg. (Ceci fournit
pour le produit 0. f, non encore défini, de la constante 0 par
une f € Z, la valeur 0). Les opérations que nous venons de définir
posseédent les propriétés habituelles, comme on le vérifie aisé-
ment 17); et, si les fonctions considérées sont finies, on retrouve
les opérations usuelles. Enfin, il existe sur Z une relation d’ordre
évidente, qui prolonge celle de M"+. On sait (cf. [7]) que, pour
cette relation d’ordre, toute famille d’éléments de Z admet une
borne supérieure.

Il serait facile d’identifier certaines des fonctions de Z avec
des opérateurs non bornés sur l’espace H, mais ce serait sans
grand intérét. On pourrait aussi, mais assez péniblement, éviter
Pintroduction de £, et raisonner directement sur des opérateurs
non bornés de H. Cependant il faudrait en réalité introduire
certains opérateurs purement formels, et d’ailleurs I'introduction
de 2 est indispensable dans d’autres développements de la théoric
(que nous ne ferons qu’effleurer dans ce mémoire).

Ceci posé, introduisons une nouvelle terminologie.

DerFiNiTION 4.1. — On appellera pscudo-application * toute
application ¢ de M* dans Z, possédant les propriétés suivantes:

1. SiAeMt et Ay e Mt, on a: (A + A,) = ¢(4) + ¢(4,).

2. Si A e M* et st A est un nombre = 0, on a: p(AA) = Ap(A).

8. Si AeMt et UeMy, on a: p(UAU) = ¢(4).

4. Si AeM'+ et BeM+, on a: ¢(AB) = Agp(B).

17) Par exemple, si feZ, ge Z, heZ on a, sauf sur un ensemble rare:
[(F+ &) ] (@) = (f + g) (@) k() = (f(@) + g(@) k() = f@) h(x) + g@)h(2) =
fh(z) + gh(z) = (fh + gh)(x). Mais (f + g)h et fh + gh sont des fonctions con-
tinues, donc coincident partout. D’ou (f + g)k = fh + gh.
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Une pseudo-application *, ¢, sera dite normale si, F C M+ étant
un ensemble filtrant croissant de borne supérieure A e M+, ¢(A4)
est la borne supérieure de @(F).

LeMME 4.4. — Sotent ¢ ume pseudo-application , et mt
Vensemble des A € M* tels que @(A) soit borné. Soit m Vidéal de
M engendré par m*. L’ensemble m+ est Uensemble des opérateurs
self-adjoints = 0 de m (ce qui justifie les notations) donc (lemme
8.5) m est Uensemble des combinaisons linéaires d’éléments de mt.

Démonstration. — Ceci résulte du lemme 3.6.

DeErFINITION 4.2. — Soit A € M. On désignera par 4 (A) la plus
grande variété de M* contenue dans la variété des zéros de A. On
posera M(A) = Ho N (A).

LEMME 4.5. — Soit ¢ une pseudo-application ° normale. Il existe
trois variétés ME, M, MY de IVI”, deux d deux orthogonales, sous-
tendant H, bien déterminées par les propriétés suivantes:

1. Si A M40y, on a: p(4) =0.

2. Si AeMi4vs, on a: p(A) = + © . Pga)

8. Side leb, et si p(4) =0, on a A = 0. De plus, pour
tout A e M{qPs, A0, il existe un A’ < A, A" #0, tel que
@(A') soit borné.

Avec les notations du lemme 4.4, on a: M (m)=Ho AY =
MED MY.

Démonstratlon — Soit [ Pensemble des 4 ¢ M telles que

¢(P.4¢) = 0. Les propriétés de ¢ entrainent aussitdt que | est un
idéal de M. Soit ME = M (1). D’apres le lemme 8.7 et les pro-
priétés de ¢, on a p(A4) = 0 pour 4 e m(I)*. Puis, d’apres le lemme
8.12 et la normalité de ¢, on a ¢(A4) =0 pour 4 € M}'I‘,) Done,
avec les notations du lemme 4.4, on a m+D M< 43>, donc
MT C M (m). Soient AP = M (m)o ML, et M? = Ho M(m).
Les variétés AT, MY, A7 sont des variétés de M?, deux & deux
orthogonales, sous-tendant H; la propriété 1 et la derniere pro-
priété du lemme sont démontrées.

Soit maintenant A4 e M?_/g;)), A#0. On a APy4) = 0,
donc 0 = ¢(4AP.y(a)) = ¢(A)Py(4). Donc p(4) = + 0. Pg(a).
Supposons ¢(A4) # + © . P g(4). Alors, il existerait un B e M"+
tel que ¢(AB) = ¢(A)B soit borné et non nul. Ainsi, on aurait
AB e M{4%y et ABemt, AB+0, ce qui contredit la définition
de #92.

Soit A e Ml 4P, A#0. On a: Aem+, donc il existe un
A"'< A, A" #0, avec A’ e m*, donc tel que ¢(4’) soit borné.
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Par construction de #¢, on a ¢(E) # 0 pour tout projecteur
spectral non nul E de A, donc ¢(4) # 0. On a ainsi prouvé la
propriété 3.

Soient enfin 4, # ,, A, trois variétés ayant les propriétés 1, 2, 3
du lemme. On a immédiatement: 1. #,C.#¢. 2. # , "M (m)=0,
donc 4, C ML.8. M, N\ MT=0et M, MY =0,donc #,CHT.
On en déduit A= A, M,= M], M,= HAY.

DErFINITION 4.8. — Soit ¢ une pseudo-application ° normale.
On dira que ¢ est fidéle si MY = 0, c’est-d-dire si A e M+, A #0
entrainent ¢(A) # 0. On dira que ¢ est essentielle si MY = 0,
c’est-a-dire si M (m) = H, (ou m = M), c’est-a-dire encore si, pour
tout A e M+, A #0, il existe un A’ < A, A’ # 0, tel que p(4")
soit borné.

Le lemme 4.5 raméne donc I’étude des pseudo-applications *
normales & I’étude des pseudo-applications * normales fideles et
essentielles.

Ceci posé, nous allons établir une correspondance biunivoque
entre les pseudo-applications * normales et certaines applications
% normales.

LEMME 4.6. — Soit ¢ une application ° normale, définie sur
Uidéal m. I1 existe une et une seule pseudo-application * normale p*
coincidant avec ¢ sur m*, et telle que MY = H © M (m). L’ appli-
cation @* est fidéle si et seulement si @ est fidéle, essentielle si et
seulement si m = M.

Démonstration. — Nous allons construire ¢* successivement
dans les espaces Ho #(m) et A (m). Si 4 e MZLHGJ(,.,», on
pose: ¢*(4) = 4 oo. P 4(4). Ceci définit, on le voit facilement,
une. pseudo-application “ normale dans 1’espace H© #(m). Si
A € M{ 4(m)5 = m+, on désignera par ¢*(4) la borne supérieure
des ¢(B), ou B parcourt ’ensemble %, des opérateurs de m™*
majorés par A. On va voir qu’on définit ainsi dans I’espace .#(m)
une pseudo-application “ normale. D’abord, ¢* vérifie évidemment
les propriétés 2 et 8 de la définition 4.1. Pour prouver les
propriétés 1 et 4, établissons d’abord le résultat suivant:

Si A emt, et si F C m™ est un ensemble filtrant croissant de
borne supérieure 4, ¢*(A4) est la borne supérieure de @(&F).

Soit A’ € Z la borne supérieure de ¢(F). On a évidemment
A" < ¢*(A). Soit maintenant Ce%,. On va prouver que
@(C) = A’, ce qui montrera que ¢*(4) < A’. Puisque C e n’,
il existe une 4 ¢m telle que C e M «y. L’ensemble P4 F P 4
est filtrant croissant, majoré par P4AP 4 et P4 AP 4 est dans
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son adhérence forte; donc P g AP 4 est la borne supérieure de
P4FPy;commeP yFP yCmetque PyAP yem, p(PyAPy4)
est la borne supérieure de ¢(P ¢ F P 4). Maintenant, 4’ majore
@(F), donc p(P¢ F P.4)'8), donc (P 4 AP.y4), donc (P4 CP 4)
= ¢(C).

Ceci posé, soient 4 em+ et A4, em+. A (resp. 4;) est la borne
supérieure de I'ensemble filtrant croissant &, (resp. &, ) d’apres
le lemme 38.12. Les opérateurs B + B;, oo Be#F,, B,eF,,
forment un ensemble ¥ C m't filtrant croissant, majoré par
A + A,, et auquel 4 + A, adhérc fortement; 4 + A4, est donc
la borne supérieure de . Donc ¢*(4 + A4,) est la borne supérieure
des ¢(B + B,) = ¢(B) -+ ¢(By). Or les p(B) (resp. p(B,)) ad-
mettent ¢*(A4) (resp. *(4,)) pour borne supérieure. Donc?®) la
borne supéricure des @(B) + @(B,) est ¢*(A4) + ¢*(4,). Ainsi,
PH(4 + 4,) = g*(4) + 9*(4,).

Soient A e M+ et B e M+, Par définition, ¢*(B) est la borne
supérieure des ¢(C), ou C e 5z, donc 2°) Ap*(B) est la borne
supérieure des Ap(C) = ¢(AC). Enfin, AB majore ’ensemble
filtrant croissant des AC et est dans son adhérence forte, donc
@*(A B)est la borne supérieure des (A C). Ainsi, ¢g*(4 B)=A¢*(B).

Prouvons que ¢* est normale dans I’espace #(m). Soit # C m+
un ensemble filtrant croissant de borne supérieure A ¢ M*.
L’ensemble filtrant croissant ¢*(#) a une borne supérieure
A < ¢*(A). Maintenant, les opérateurs B e m™+ tels que B < C
pour un C (variable) de # forment un ensemble filtrant croissant
% majoré par 4, et tout majorant de ¥ majore les C donc 4 : 4
est la borne supérieure de ¥, donc ¢*(A4) est la borne supérieure
de ¢(¥). Done tout majorant de ¢*(F ), étant majorant de ¢(%),
majore p*(A), et par suite 4 = ¢*(4).

En combinant les applications ¢* construites dans les espaces
A (m) et HO A4 (m), on obtient une pseudo-application * nor-
male ¢* dans H, qui coincide avec ¢ sur m™, donec sur m+ puisque
¢ et @* sont normales. Comme ¢*(4) est borné pour 4 e mt,

18) Car, si Be #,ona ¢(P y¢B(1—P_g))=¢((1 —P_g)P_gB) =¢p(0)=0.

De méme, ¢((1 — P 4)BP 4) = 0. Donc
@(B) = ¢(P 4BP 4) + ¢((1 — P 4)B(1— P y)) = ¢(P 4BP 4).

19) On applique ici la propriété suivante: soient (f;);er, (8;)j ¢y deux familles
filtrantes croissantes dans Z, f et g leurs bornes supérieures; la famille (f;+8;)ie1,5¢J
est filtrante croissante, soit k& sa borne supérieure. On a h = f + g. Car soient
f’s &5 I’ les enveloppes supérieures des familles (f;)ier, (8))5e j» (fi+8p)ier, se7-
On a évidemment &’ = f’ + g’. D’autre part (cf. [7]), f’, &, k' coincident avec
J» 8, h sauf sur des ensembles rares. Comme f, g, h sont continues, ona h = f + g.
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on voit aussitdt que A% = Ho .#(m). L'unicité de ¢* est
immédiate puisque ¢* doit &tre normale et coincider avec ¢
dans m*.

Si @ n’est pas fidele, ¢*, qui coincide avec ¢ dans m*, est
évidemment non fidele. Maintenant, supposons ¢ fidele. Soit
AeM+. Si A¢M{gm>, on a évidemment @*(4)#0. Si
Ae MZ/(,.,)) , A est fortement adhérent a #,, donc, si
A #0, il existe un B e %, avec B # 0. Alors ¢(B) # 0, done
@*(A) # 0: ¢* est fidele.

LeEMME 4.7. — Soient ¢ une pseudo-application * normale, m
Vidéal défini au lemme 4.4. Il existe une et une seule application *
normale . définie sur m et coincidant avec p sur mt. On a: (py )*=¢.
L’application ¢, posséde de plus la propriété suivante:

Soient A e m*, et F C m* un ensemble filtrant croissant de borne
supérieure A. St @, (F) est majoré par un opérateur borné, on a:
A emt.

Démonstration. — L’idéal m est ’ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de m+. Compte tenu des propriétés de ¢,
il est immédiat que la restriction de ¢ & mt* se prolonge d’une
maniére unique en une application linéaire et positive ¢, de m
dans M“. L’application g, est normale, et on a @, (A B)= Ap,(B)
pour A e M"*, Bem* puisque ¢, coincide avec ¢ sur m+. Si Ue My,
et Aem, on a g (UAU) = @, (4), d’apres.les propriétés de ¢
si A e m*, et dans le cas général par linéarité. Done ¢, (AU) =
¢ (UAUU) = ¢4 (UA). Done gy (AB) = ¢4.(BA) pour B com-
binaison linéaire d’éléments de My, c’est-a-dire pour tout B ¢ M.

Comme A% = Ho #(m), la propriété d’unicité du lemme
4.6.entraine que ¢ = (p4)*. Enfin, la derniére propriété indiquée
de ¢, résulte de la définition de m+ et de la normalité de ¢.

La propriété de ¢, indiquée au lemme 4.7 n’appartient pas a
toutes les applications * normales. Le lemme suivant va éclaircir
le sens de cette propriété.

LEMME 4.8. — Soit ¢ une application " normale, définie sur
Uidéal m. Les propriétés suivantes de ¢ sont équivalentes:

1. Aucune application * normale, définie sur un idéal m’ Cm,
ne prolonge effectivement .

20) On applique la propriété suivante: soient (f;);e; une famille filtrante
croissante dans Z, f sa borne supérieure, et soit g € Z. La famille (f,g);¢r est fil-
trante croissante, soit h sa borne supérieure. On a h = fg. Car soient f’, h’ les
enveloppes supérieures des familles (f;);er et (f;€)ier- En appliquant toujours
la convention 0. 4 c0=0, on a k’'(z) = f'(z)g(x). pour tout z € 2. On a donc, sauf
sur des ensembles rares, h(z) = h'(z) = f'(x)g(x) = f(z)g(x) = fg(x), d’od h = fg.
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2. Si Aemt, et st F Cmt est un ensemble filirant croissant
de borne supérieure A tel que @(F') soit majoré par un opérateur
borné, on a A e m.

3. o= (p%)

Démonstration. — 2 — 1. Supposons une application 7, ¢’,
définie sur lidéal m'Cm, prolongeant effectivement ¢. Soit
Aem't avee A ¢ mt. Il existe dans m* un ensemble filtrant
croissant & dont A est la borne supérieure. Pour B ¢ &, on a:
o(B) = ¢'(B) < ¢'(4), donc ¢(&F) est majoré par un opérateur
borné. Mais ceci, avec 4 ¢ mt, est impossible si la propriété 2
est vérifiée.

1 — 3. L’application ¢* coincide avec ¢ sur m+*, donc (¢*),
prolonge ¢. De plus, 4% = H© .#(m), donc, si m’ est I'idéal
de définition de (p*)4, on a m’ Cm. Alors, si la propriété 1 est
vérifiée, on a ¢ = (¢p*)4.

8 — 2. Ceci résulte aussitét du lemme 4.7.

DEFINITION 4.4. — St une application * normale posséde les
propriéiés du lemme 4.8, elle sera dite maximale.

Les résultats et raisonnements précédents entrainent alors
aussitot la

ProvposiTiON 5. — a. Il existe une correspondance biunivoque
entre les pseudo-applications * normales ¢ et les applications *
normales maximales ¢'. Cette correspondance est définie par les
formules ¢' = @4, ¢ = @'*.

b. Soit y une application * normale définie sur U'idéal m. Les
applications * normales, définies sur un idéal m’ C m, qui prolongent
v, sont toutes contenues dans Uume d'entre elles, qui est la seule
maximale. Celle-ci n’est autre que (y*).

Ainsi, I’étude des applications “ normales est ramenée & celle
des applications * normales maximales, ou, ce qui revient exacte-
ment au méme, & celle des pseudo-applications * normales.

3. On va maintenant régler les questions d’existence concer-
nant les applications * normales. Le vrai probleme qui se pose
est bien entendu celui de savoir s’il existe des pseudo-applications
% normales fidéles et essentielles. -

LemMmE 4.9. — Soient M, A’ des variétés finies de M avec
M~ M. Soit A un opérateur appartenant @ M 4, et & Mca'y.
Soit p(4) e MZ ) (resp. ¢'(4) e ME’ 4") Vopérateur obtenu en ap-
pliquant d A k) (resp. A.ay) Uapplication * canonique de Uanneau
de classe finie M g) (resp M(47)). Soient y(A) = 0.4(p(4)),
V(4) = 00(¢'(4)). On a: p(4) = y/(A).
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Démonstration. — Soit U une application isométrique de .#
sur #', permutable avec les opérateurs de M’. U applique iso-
métriquement # © (M NM') sur M'S (U(M NM")). M M
et U(A# NA') sont deux variétés équivalentes de I'anneau de
classe finie M( 47, donc ([2], lemme 4.12), #'© (M NM") et
M oU(M M) sont équivalentes. D’olt une application iso-
métrique V, permutable avec M’, de # © (# N.#') sur
MO (MM V et Papplication identique de # N A’ sur elle-
méme définissement finalement, par linéarité, une application
isométrique W permutable avec M’ de 4 sur #' qui se réduit a
I'identité sur A4 N #’. W définit, de maniére évidente, un isomor-
phisme W de M) sur M(4).

Ona A(M)C M et A(M')C M',donc A(M NM)CMNM';
A4 induit 0 dans H ©.# et Ho #', donc dans (Ho #)D(Ho #')
=Ho (# NM); bref, Ae M unuy. A (resp. A(a)) est
réduit par A4 N A4’ et induit 0 dans A4 © (A N .A") (resp.
M O (M M) Ceci montre aussitdot que W(A(/)) = Au)-

Maintenant, I’isomorphisme W est compatible avec les appli-
cations “ canoniques de M4 et M4~ puisque I’application *
canonique est caractérisée par des propriétés purement algé-
briques. Donc, avec des notations évidentes, (W(Aw)))" =
W (A, et par suite (Aan) = W((Auay)?), 9'(A) = W(g(4)).

Enfin, on a: ¢(4) = (y(4))), ¢'(4)= (y'(4))). Soit
@1(A) = (p(4))(#). Comme p(4) e M" est permutable & W, on
a ¢(4) = W(p(4)) = ¢'(4). Donc y(4) = 6 (p:s(4)) =
b.u(9'(4)) = v/(A).

LEMME 4.10. — Soient n et p deux entiers > 0. Soient M,
My, ..., M,, des variétés finies de 1\71, équivalentes, deux d deux

orthogonales. Posons M = & M,, M = g M.
i=1 i=1

Soit A eMcuy. On a: AeMcgy. Soit p(A)e M{4) (resp.
p'(4d)e ML(' ') Vopérateur obtenu en appliquant a A4 (resp.
A.a)) Vapplication * canonique de Uannecau de classe finie M 4)
(resp. Ma)). Soient p(4) = 0.4(9(4)), ¥/(4) = b.a(g'(4)).
On a: p(4) = py'(4).

DéLnonstration. — ¢'(4), qui appartient & ME' 4", est réduit par
M € M4, et induit dans # un opérateur que nous désignerons
par ¢;(4). Comme ¢'(4) = (y'(4)) ), on a i (4) = (v'(4)) )
d’ol, en observant que A = 4" = .#'" (daprés [2], lemme
3.1), v'(A) = 0.¢(p(A4)). 11 suffit donc de prouver que ¢(4) =
pp1(4).
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Soit B eM(y). Définissons w(B)e M( 4 par: o(B)z =0 pour
zeM'© M, o(B)x =Bz pour xe.#, c’est-d-dire par w(B) =
(BP.4)4"). Soit @'(B) le résultat de ’application * dans M«
appliquée & w(B); o'(B)e M(,/) est réduit par 4 M(J') Soit

enfin ' (B)=(w'(B))«). L’application »’’ est une application

de M4 dans Mz 4) (car (Mz M) (M) = M‘(',l) d’apres le lemme 2.4

ot on remplace M par M(.¢)), évidemment linéaire; w''(BB,)=

" (ByB); "(B) e« M{¢) si B<M{4); enfin, si BeM{y), on a
in

pw''(B)=B. [En effet, posons #'= & .#, (j=1,2,...,p).

i=(j-1)n+1
On a .#'=.4#;les A’ sont deux & deux orthogonales, équivalen-

tes, et sous-tendent .#’. Soient U,; des opérateurs partiellement
isométriques de M 4+) admettant .#¢ pour variété initiale, .#¢
pour variété finale, avec U = U},. D’apres le lemme 2.4.c ou
Pon remplace M par M4, il existe un Ce M‘(',I') tel que
Cw) = B. Soit P; = (P.4i)«). Comme C e le/), on a
Ui (CP)U;; = CU;PU;; = CP,. Done (CP,)=(CP,U,U,,) =
(CP;)-. Comme C=CP,+Py+ ...+ Py),onaC=C" =
p(CP,)". Or CP, = w(B), donc C = pw’(B), donc enfin
B = C(«) =pw"(B)]. Il résulte de ces propriétés que pw’’ n’est
autre que l'application % de My). ([2], th. 11).

Revenant alors a A, ce résultat et les définitions montrent
que ¢(A4)=ALey=po" (Aua); et o () = A, o' (Ay)=¢'(4),
o" (Ace) = ¢:(4).

LeEMME 4.11. — Supposons H' = 0 (cf. [6], théoréme 1). Soit
M € M une variété finie. Soient N, N des variétés de M possédant
les propriétés suivantes:

Il existe des variétés My, M, . .., M, (resp. M1, M, ..., M)
deux & deux orthogonales, équivalentes d #, sous-tendant N~ (resp.
A7),

Soit A un opérateur apparte'nant d Mcyy et @ My, Soit
(p(A Ye M( W) (resp. ¢'(A)e MMn ) Dopérateur obtenu en appliquant
d Ay (resp. Ay)) Vapplication % de Uanneau de classe finie M4
(resp. M(y)). Soient p(A) =04 (p(4)), v (4)=04(¢'(4)). On a:
ny(d) = n'y'(4).

Démonstration. — D’aprés ’hypothése H' = 0 et les lemmes
1.5, 1.8 de [6], il existe des variétés A, .,, A .o, . .., A, (resp.
Myprs Mrigs - .l,',,,) deux a deux orthogonales et ortho-
gonales 3 #;, .lz, R4 (resp ./41, My, . .., M), équivalentes
A . Soient & = @ M ;s N = GB M;. On a N~ N, Définissons

i=1 i=1
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pour A et A" les opérateurs g(4), ¢'(4), p(4), 9'(4) comme on
a défini ¢(4),... (observons que 4 e M7y, 4 ¢ M 7+). On a,
par les lemmes 4.9 et 4.10

nyp(4) = nn'p(4) = nn'y'(4) = n'y'(4).
On observera de plus que p(4)e Mz Ny = M‘é/e) (M =N
résulte de [2], lemme 38.1).

DEFINITION 4.5. — Supposons H' = 0. Soit M € M une variété
finie. Soit Aem g. D’aprés le lemme 8.9 et le lemme 1.9 de [6],

on a A eMcyy avec une variété A~ de la forme ® M, ot les M,
i=1

sont des variétés deux d deux orthogonales équivalentes a M. L’opéra-

teur ny(A) du lemme 4.11 ne dépend que de A. Nous le désignerons

par A, _

LEMME 4.12. — Supposons H' = 0. Soit M ¢ M une variété
finie. L’application "4 est une application " fidéle et normale définie
sur my. On a: Pff = P 4~

Démonstration. — Soient A emy, A'emyg, Ue My, 4 un
nombre complexe. On a 4 e M¢yy, A’ e My, avee N €My,
N em_g. Alors A4 € My, A+ A'eMcyonsy, UAeMcyrouw)y,
AU e My ou-1(w)y. Done 4, A’, 24, A + A', UA, AU appar-
tiennent & un méme M, avec une A"’ qu’on peut supposer

n
de la forme @ .#,, les #, étant deux & deux orthogonales et

i=1

équivalentes a # (d’apres le lemme 8.9 et le lemme 1.9 de [6]).
Alors, utilisant les propriétés de l’application “ canonique de
M4, I'isomorphisme 64, et le fait que tout opérateur de M est
combinaison linéaire d’opérateurs de My, on voit immédiatement
que "4 est une application linéaire, centrale, positive et fidele.
Si maintenant B e M*, on a AB ¢ M4, d’ol, avec les notations
du lemme 4.11, ¢(AB)= ¢(A4)B(,), w(AB)=y(A)B: lappli-
cation "4 est une application “. Sa normalité résulte de la pro-
position 4. L’égalité (P, vg)L'vl = P 44 résulte aussitdt des défini-
tions.

THEOREME 1 (théoréme d’existence). — a. Pour toute pseudo-
application * normale @, la variété 47 (cf. lemme 4.5) est orthogonale
a H” (cf. [6], théoréme 1).

b. Il existe des pseudo-applications " normales ¢ telles que
MY = Ho H.

c. Pour qu’il existe des pseudo-applications * normales fidéles
et essentielles, il faut et il suffit que H* = 0.



34 J. Dixmier. [84]

Démonstration. — c résulte aussitot de a et b. Prouvons a.
Soient ¢ une pseudo-application “* normale, et m l’idéal de
définition de ¢,. Il s’agit de prouver que 4 =.4¥ N H* =0. Or
M C M7 C.M(m), donce il existe (lemme 8.11) une famille (#,),¢,
de variétés deux 4 deux orthogonales de m sous-tendant .#.
D’aprés le lemme 4.1, et puisque 4, C H*, on a ¢ (P.4,) =0
pour tout i €I, donec ¢(Pg) = 0. Mais, puisque .# C.#7, ceci
entraine 4 = 0.

Prouvons b. 1l suffit évidemment de construire dans M, et
dans M{, des pseudo-applications “ normales fid¢les et essen-
tielles. Or, dans M, existe l’application “ canonique des an-
neaux de classe finie. Soit maintenant .# une variété finie telle
que A" = H* ([6], lemme 2.4). On a #(my)=.#" (lemme
8.11.b), donc m_¢ = M¢us,. Le lemme 4.12 est applicable 3
M, et & 4. Soit ¢ I'application . D’apres le lemme 4.12, ¢
est une application “ normale fidéle définie sur un idéal fortement
partout dense dans M . Donc ¢* est une pseudo-application *
normale fidéle essentielle définie sur M.

4. Nous allons maintenant étudier les relations entre les
diverses applications * normales.

LEMME 4.18. — a. Soit A € M une variété. Si deu applications
linéaires et centrales, ¢,, @,, de m_ g dans M" sont telles que ¢,(A) =

@2(A4) pour A e MZI» on a ¢,(A) = py(A) pour A e mly.

b. Si de plus ¢y(A) # @a(A) pour A e Mgy, A #0, on a
@1(A) # pa(4) pour A e miy, A #0.

Démonstration. — Soit 4 e m¢. On a (lemme 8.9) A4 MZ/")
avec A =¢€P1'/V ; ou les A7, sont des variétés deux a deux or-

thogonales telles que A", < .#. Alors:

A=PyAPy = (2‘. P/‘)A(E P.,y‘) Y Py, APy,
=1 =1 i=1

Pe(A4) ¢(Py,APy)=Z ¢(Py, APy)+ Z APy, Py,
i=1

(p,(P_,V‘AP‘,V‘) (r=1,2).

n M= :TIMﬁ

Pour prouver a, il suffit donec de prouver que ¢,(Py , APy,) =
@2(Py,APy,) par exemple, autrement dit que ¢,(4) = @,(4)
pour 4 e MZ/"O* Or, soit U € Mp; un opérateur admettant 4",
comme variété initiale, et une variété finale contenue dans .#.
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On a: Uem ,, et o (4) =, (AU*U) = ¢, (UAU*) (r=1, 2). Or
UAU* e M{ 45. Donc ¢,(UAU*) = ¢,(UAU*), ce qui achéve la
démonstration.

Pour prouver b, il suffit, en appliquant le méme raisonnement,
de prouver que, si 4 € MZ,V> et A #0, ona Py , APy, # 0 pour
un ¢ au moins. Or, si Py, APy, =0 pour tout ¢, on a, pour
zeN,, (Ax,z) = (APy 2, Py,2) = (Py,APy 2, x) = 0, donc
Az = 0; donc Az = 0 pour z eA" et par suite 4 = 0.

LeEMME 4.14. — Soient (M ;);¢; une famille de variétés de M, et
m Pidéal engendré par les P_4,. Soient @,, @, deux applications
" définies sur m. St ¢ (P.u,) = @s(P.a,) pour i el, on a ¢; = @,.

Démonstration. — m est la somme des m_g; par linéarité, il

suffit de prouver que ¢,(A)= @y(4) pour A em}‘. Supposons
donc que la famille (#,), ¢; soit réduite & un élément .#. D’apres
le lemme 4.18, il suffit de prouver que ¢,(4) = <p2(A) pour

Ade M< 4. D’apres [6], lemme 1.2, il existe une 4" ¢ M- telle que
A" M soit finie et (H ©.47) N A proprement infinie (ou=0). Par
linéarité, il suffit de prouver que ¢,(A4) = @,(4) pour 4 e M 4 4>
et pour AeM(Ho 4)0.4)- O, st AeMHg )0 hrys P1(A)=po(4)=0
d’apres le lemme 4.1. Supposons donc désormais .# finie. Pour
AeMcuy, posons ¢;(4.u)) = (p(4))4) (i=1,2). D’apres le
lemme 4.2, ¢; et @, sont deux applications  définies sur ’anneau
de classe finie M(y), et I’hypothese ¢,(P.¢) = pa(P.#). entraine
@1 (1)) = @3((1).4)). Alors, d’apres la proposition 1, ¢, (4.e))=
92(A(a)) pour A e Mgy Done (¢,(4))4) = (92(4))(4) pour
4 eMcuy. Done 0.4 [(9i(4))a)] = 04 [(ps(4))(a)]. Mais
@:(4) e (M?)( 44, (lemme 4.3), donc 0.4 (p:(4)) )] = p:i(4)
(¢ =1, 2). Dou le lemme.

LeEMME 4.15. — Sotent ¢, ¢? deux pseudo-applications * normales.
Soit A e M* un opérateur tel que N (A) = 0. Si les fonctions
o (A) et 9p*(A) de Z sont égales, et finies sur un ensemble ouvert
partout dense de 2, on a ¢! = ¢

Démonstration. — Soient ¢, = qo*, q)2 = ¢%, définies sur les
idéaux m,, m, Soit n = m; N m, Si A% #£0,0na AP 47 #0
puisque A#°(A) = 0, done ¢1(4) est infinie sur un ensemble ouvert
contrairement & l’hypothése. Donc m; = M, m, = M, donc
n=M (lemme 8.18). Soit .# € Ti. On va prouver que ¢,(P.¢) =
@2(P.#). Le lemme 4.14 prouvera alors que ¢, et @, coincident
sur n". Comme tout opérateur de nr+ = n+ = M+ est borne
supérieure d’un ensemble filtrant croissant contenu dans u't,
et comme ¢! et @2 sont normales, on aura donc ¢! = ¢2
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D’apreés un raisonnement souvent fait, on peut supposer succes-
sivement .# finie et .# proprement infinie. Si .# est proprement
infinie, on a ¢,(P4g) =0 = ¢,(P.¢) (lemme 4.1). Supposons
donc désormais 4 finie. Soient K, = ¢,(Py) e M+, K, =
¢2(P.a) e M"+, et supposons K; # K,. On va aboutir & une con-

tradiction. Il existe une variété non nulle 4" ¢ M* telle que
(1) KIP./V ngp.A" + APy

avec i > 0 (ou I'inégalité obtenue en échangeant K, et K,). Soit
M = M4 N4 0On a:

¢(Pa’) =9 (PaPy)=g¢,(Pa)Py =K, Py (i=1,2).
Pour Be M(\‘l'>, posons ‘F;(B(.,l’)) = (¢5(B)(J') (i=1, 2); (p;

et ¢, sont (lemme 4.2) des applications * dans ’anneau de classe
finie M(j') et
7 (1)) = (¢(Pa)) ) = (K, Py )ar).

Alors, (1) entraine, en prenant les parties induites dans .#’,

1 (D) Z (1) + 2((1)ce).

La proposition 1 prouve alors que ¢;(B(4’)) majore strictement
¢5(Ba)) pour BeM’ 4 , B 0; donc (g,(B)).) majore
strictement (¢,(B))..«’); appliquant 64, et observant (lemme
4.3) que (;I(B)eMZ,J"r,, ¢2(B)eMlé_/e/, on voit que ¢,(B)
majore strictement ¢,(B) pour B e M/ 4,, donc (lemme 4.13)
¢,(B) majore strictement ¢,(B) pour Bemlg, B#0. On a
M= A ), tout opérateur de M?Jw est borne supérieure
d’un ensemble filtrant croissant contenu dans mle, done, si
B e M4, on a ¢!(B) = ¢*B).

Ceci posé, on a AP 7 0 puisque 4 (A) =0,et APy ¢ Mz,y/;
done il existe un Bem}f tel que B < APy, B # 0. Alors,
¢'(B) majore strictement ¢%(B), c’est-a-dire que ¢%(B) — ¢!(B)
sur un ensemble ouvert de 2. D’autre part, APy — Be MZM),
donc ¢ APy — B) = ¢*(AP4 — B). Les fonctions ¢'(B),

21) En effet, on a (lemme 4.3) K,eM<~ls-) pour © = 1,2, donc (1) entraine
A C M. N et M7 N sont orthogonales complémentaires dans A9, donc A’ =
MON et M = M0 (450 4) sont orthogonales complémentaires dans ..
Llinclusion 4’ C 4 entraine 4’7 C 4", linclusion 4" C A4"EG A entraine
M C MO AN ; enfin A M = (A & .,l")l’ = 4% D’ou nécessairement
M=, M= MTON.
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¢%(B), (A Py — B), 9*(A P4 — B), toutes majorées par ¢'(4) =
@%(A4), sont finies sauf sur une ensemble rare. On voit alors que
¢'(A Py) majore strictement ¢%(4 P4 ) sur une ensemble ouvert
de 9. Ceci fournit la contradiction annoncée, car

¢ (APy) = ¢ (A)Py = ¢*(A)Py = ¢"(APy).

LeEMME 4.16. — a. Soit ¢ une pseudo-application * fidéle. Si
A e M+ est tel que /' (A) =0, on a ¢(A) > 0 sur un ensemble
ouvert partout dense.

b. Soient ¢,, p, deux pseudo-applications * normales essentielles.
Il existe un A e M+ tel que /' (A) =0, ¢;(A) =1, ¢,(4) = 1.

Démonstration. — Soit ¢ une pseudo-application %, et 4 ¢ M*.
Supposons ¢(A) = 0 sur un ensemble ouvert de Q. Il existe
alors un projecteur E e M, E # 0, tel que ¢(AE) = ¢(A)E = 0.
Si ¢ est fidele, ceci entraine AE = 0, donc A7 (4) # 0. D’ou le
a du lemme.

Soient ¢,, ¢, deux pseudo-applications * normales essenticlles.
Soient i, m, les idéaux de définition de @,,, o4, et soit n=m;Nm,.
On a m; = m, = M, done (lemme 3.13) n = M. Considérons les
familles de variétés (A;);¢; non nulles telles que: 1. Les A
sont deux a deux orthogonales. 2. On a: P4 en pour tout i.
Grace au théoréme de Zorn, on peut construire une telle famille
maximale, que nous notons encorc (A;);¢;- Comme n =M,
les #; sous-tendent H. Maintenant il existe une famille (4;); ¢,
de nombres tels que 0 <A, <1, ¢,(4,P.u,) < Pa’, po(1; P wt,) = P4’
pour tout ¢ € I. Soit alors A Popérateur de M* tel que AP 4" =
2P 4, pour tout ie . On a, pour r=1,2: ¢ (A)P 4" =g, (AP.4")
= ¢, (2, P.a) < P, donc ¢, (A) = 1. Dautrc part, soit A la
variété des zéros de A. Si A7 est une variété de M contenuce dans
N,ona M ,NNN' CH,NN =0 par définition de A, donc A’
est orthogonale a toutcs les A, et par suitc & toutes les A7,
donc 47 = 0.

ToEorEME 2. — Supposons H” = 0. Soit ¢, une pseudo-
application ° normale fidéle et essenticlle. Il existe une correspon-
dance biunivoque entre les pseudo-applications * normales ¢ et les
fonctions K e Z. Cette correspondance est définie par la formule
¢(B) = @o(B)K pour I3 e M*. Pour que ¢ soit fidéle (resy. essen-
tielle) il faut et il suffit que K(z) > 0 (resp. K(z) < + w) sur
un ensemble ouvert partout dense de L.

Démonstration. — Soit 4 € M+, tel que: 1..47(A4) = 0. 2. On
a 0 << go(A) — 4+ o sur un ensemble ouvert partout dense de
2 (lemme 4.16).
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Soit K € Z. Posons, pour B e Mt, ¢(B) = ¢o(B)K. L’appli-
cation ¢ est évidlemment une pseudo-application * normale. La
correspondance K — ¢ est biunivoque, car @y(4)K = gy(4)K’
entraine K = K'.

Si @ est fidele, on a ¢(A4) > 0 sur un ensemble ouvert partout
dense (lemme 4.16), et ’égalité ¢(4) = ¢o(4 )K entraine K(z)>0
sur cet ensemble ouvert. Réciproquement, si K(2) > 0 sur un
ensemble ouvert partout dense, 1’égalité ¢(B)= 0 entraine
@o(B) = 0, donc B = 0 puisque ¢, est fidele: ¢ est fidele.

Si ¢ est essentielle, on peut choisir 4 de fagon que p(4) < + o0
sauf sur un ensemble rare (lemme 4.16). Alors, ¢(4) = @o(4)K
entraine K(z) < + oo sauf sur un ensemble rare. Réciproquement,
si K(z) < 4+ oo sauf sur un ensemble rare, pour tout 4 ¢ M+,
A # 0, il existe d’abord un 4’ < A4 tel que @y(A4’) soit borné et
non nul; puis il existeun k e Z, k < 1, tel que kKgy(A') = p(A4'k)
soit borné et non nul; d’ailleurs, k4’ < A4, et kA’ 5 0; ¢ est donc
essentielle.

Reste & prouver que toute pseudo-application ° normale ¢ est
du type précédemment considéré. Supposons d’abord ¢ essentielle.
Choisissant encore 4 de fagon que ¢(A4) < + oo sur un ensemble
ouvert partout dense, soit K = ¢(4). (po(4))1, et définissons
une pseudo-application * normale ¢’ par ¢'(B) = go(B)K. On
a: ¢'(4) = go(4)p(4)(po(4)) = p(4) ). Donc (lemme 4.15)
@ = ¢'. Si enfin ¢ est quelconque, soit m I'idéal de définition
de ¢,. L’application ¢, définie par ¢,(B) = ¢(B)P_4(m) est une
pseudo-application * normale essentielle puisque ¢,(B) est borné
pour B e M*<'H o #(m)> et pour Bemt. Il existe donc K;eZ
tel que ¢,(B) = K;9(B). Soit K = (4 ). Prg #m) + K, € Z.
On vérifie aussitdt que @(B) = ¢o(B)K pour B EMZl(m» et
pour B e M?He 4(m)>, donc pour B e M*.

ProrosiTioN 6. — Supposons H” = 0. Soit ¢ une pseudo-
application ° normale fidéle et essentielle, et considérons I’ensemble
des A € M+ tels que p(A) < + oo sur un ensemble ouvert partout
dense. Cet ensemble m+t est Pensemble des opérateurs self-adjoints
= 0 d’un idéal m, qui ne dépend que de M et pas de p. On a m =M,
et m = M st et seulement si M est de classe finie. L’idéal m est la

22) Car soient f, g deux fonctions de Z, avec 0 < f(x) < 4+ oo sur un ensemble
ouvert partout dense. On a, sauf sur un ensemble rare, fgf~1(z) = f(x)g(z)(f(x))"1,
et ce produit vaut g(z) sauf éventuellement si un des facteurs vaut + oo et un
autre 0, ce qui n’arrive que pour f(z) = 0 ou f(x) = -+ oo, donc sur un ensemble
rare.
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réunion des idéaux de définition de toutes les applications ° normales
fidéles.

Démonstration. — Si 4 emt, UeMy, on a UAU1em. Si main-
tenant Bem™*, et si CeM+ est tel que C=< 4, on a 4+ Bemt
et C em*t. Donc mt est bien I’ensemble des opérateurs self-
adjoints = 0 d’un idéal m, qui est tel que m = M puisque ¢ est
essentielle. Si m = M, on a ¢(1) < + o0 sur un ensemble ouvert
partout dense, et ¢(1) > 0 sur un ensemble ouvert partout dense
puisque ¢ est fidele (lemme 4,16. a); I’application ¢’ définie par
¢'(4) = p(A)(p(1))? est telle que ¢'(1) =1, donc ¢'(C) =C
pour C e Mi*; ¢ est alors une application * qui se réduit a
I’identité sur M“, ce qui prouve ([2], théoreme 14) que M est
de classe finie.

Soit @, une autre pseudo-application * normale fideéle et essen-
tielle. On a ¢,(4) = ¢(4)K pour tout 4 e M*, avec un KeZ
tel que 0 < K(z) < + oo sur un ensemble ouvert partout dense
(théoréme 2). Il est donc évident que ¢(4) < + oo sur un en-
semble ouvert partout dense si et seulement si ¢,(4) < + o©
sur un ensemble ouvert partout dense.

Soit @, une application * normale fidéle, définie sur l’idéal n.
Comme H? = 0, on peut la prolonger en une application * nor-
male fide¢le @, définie sur un idéal n’ tel que n’ = M. Alors ¢,*
est fidele et essentielle. Comme @,*(4) = @,(4) pour 4 en+, on
voit que nt Cmt, donc n C m. Montrons que tout 4 e mt est
dans un idéal n pour ¢, bien choisie. Soit ¢ une pseudo-appli-
cation “ normale fidéle et essentielle. On a ¢(4) < + oo sur un
ensemble ouvert partout dense, donc il existe une K ¢ Z telle que
0 < K(2) < 4 oo sur un ensemble ouvert partout dense, et telle
‘que p(A)K = 1; soit ¢ la pseudo-application * normale fidéle et
essentielle définie par ¢(B) = ¢(B)K; on a $(4) =1, donec 4
est dans l'idéal de définition de @,, qui est une application *
normale fidele.

REMARQUE. — Soient G l’ensemble des nombres complexes,
C ’ensemble C complété par un point & I’infini. Soit Z’ ’ensemble
des fonctions continues sur 2 & valeurs dans C, finies sur un
ensemble ouvert partout dense. Il est facile, grace aux propriétés
topologiques de 2 (cf. [7]), de munir Z’ d’une structure naturelle
d’algébre sur C. Soit ¢ une pseudo-application * normale fidele
et essentielle. La restriction de ¢ 4 ’ensemble m* de la proposition
6 peut se prolonger en une application * d’une troisieme espéce
¢', appliquant m dans Z'. Nous n’expliciterons pas les propriétés
évidentes de ¢’. Notons que ¢’ prolonge ¢4, mais & ’avantage d’étre
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toujours définie sur le méme idéal m. On peut considérer que m
est I’idéal naturel de définition de toutes les applications 5. Peut-
étre ce point de vue s’avérera-t-il dans I’avenir comme le plus
fructueux. En tous cas, 1’idéal m joue certainement un role im-
portant dans I’étude de M.

V. Traces.

1. 1l existe en général des traces non normales. Cependant,
nous ne savons étudier complétement que les traces normales.
Nous allons d’abord nous occuper du prolongement de celles-ci.
Les démonstrations du chapitre IV s’appliquent mot pour mot,
et nous nous bornons & donner les résultats.

DErINITION 5.1. — On appellera pseudo-trace toute application
¢ de M+ dans [0, + o], possédant les propriéiés suivantes:

1. St AeMtet Aje M, on a: (4 + A,) = ¢(4) + ¢(4,).

2. St A e M+ et si Aest un nombre = 0, on a: p(A4) = Ap(A4).

8. Si AeMt et si UeMy, on a: p(UAUL) = ¢(4).

Une pseudo-trace ¢ sera dite normale si, # C M+ étant un en-
semble filtrant croissant de borne supérieure A € M+, p(A) est la
borne supérieure de o(F).

LeEMME 5.1. — Soit ¢ une pseudo-trace normale, et m* lensemble
des A e M* tels que p(A) < + 0. L’ensemble m+ est Pensemble
des opérateurs self-adjoints = 0 d’un idéal m.

LeMME 5.2. — Soit ¢ une pseudo-trace normale. Il existe trois
variétés MY, ML, AT de M¢, deux & deux orthogonales, sous-
tendant H, bien déterminées par les propriétés suivantes:

1. Si AeMi4", on a: p(4) =0.

2. Si AeM4%s, A #0, on a: g(4) = + .

8. SiAeMi4™,etsip(d)=0,0na A=0. De plus, pour
tout A eM( 4%, A0, il existe un A" < A, A’ #0, tel que
p(4") < + oo.

Avec les notations du lemme 5.1, on a M (m)=Ho 4% =
MO AP

DEFINITION 5.2. — Soit ¢ une pseudo-trace normale. On dira
que @ est fidéle si M§ = 0, C’est-d-dire st A e M+, A # 0 entrainent
@(A) # 0. On dira que ¢ est essenticlle si ML = 0, cest-d-dire
si M (m)= H, (ou m = M), c’est-d-dire encore si, pour tout A e M+,
A #0, il existe un A' < A, A’ # 0, tel que p(4’) < + oo.

LeMME 5.8. — Soit ¢ une trace normale, définie sur I’idéal m.
Il existe une et une seule pseudo-trace normale ¢* coincidant avec
@ sur m+ et telle que AE = Ho M (m). L'application ¢* est
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fidéle si et seulement si @ est fidéle, essentielle si et seulement si
m=M.

LEMME 5.4. — Soient ¢ une pseudo-trace normale, m Uidéal défini
au lemme 5.1. Il existe une et une seule trace normale @, définie sur
m et coincidant avec ¢ sur mt. On a (p,)* = ¢. L’application
@y posséde de plus la propriété suivante:

Soient A e m*, et F C m* un ensemble filtrant croissant de borne
supérieure A. St p(F ) est majoré par un nombre fini, on a A em*.

LeEMME 5.5. — Soit ¢ une trace normale, définie sur Uidéal m.
Les propriétés suivantes de ¢ sont équivalentes:
1 — Aucune trace normale, définie sur un idéal m’ Cm, ne

prolonge effectivement ¢.

2 — Si A emt, et st F Cmt est un ensemble filtrant croissant
de borne supérieure A tel que o(F) soit majoré par un mombre
fini, on a A e m.

8 — On a: ¢ = (¢*)x.

DErFINITION 5.8. — St une trace normale posséde les propriétés
du lemme 5.5, elle sera dite maximale.
ProrosITION 7. — a. Il existe une correspondance biunivoque

entre les pseudo-traces normales ¢ et les traces normales mazimales
¢'. Cette correspondance est définie par les formules ¢’ = @, ¢ = @'*.

b. Soit v une trace mormale définie sur D'idéal m. Les traces
normales, définies sur un idéal m’' Cm, qui prolongent vy, sont
toutes contenues dans Pune d’entre elles, qui est la seule mazimale.
Celle-ci n’est autre que (p*)y.

Ainsi, I’étude des traces normales est ramenée a celle des traces

normales maximales, ou, ce qui revient au méme, a celle des
pseudo-traces.
" Notons explicitement le résultat évident que voici: soit ¢ une
trace normale, définie sur I’idéal m; soit ¢’ I’application de M+
dans [0, 4+ co] définie de la maniére suivante: ¢’(4) = @(4) si
Aemt; ¢'(A) = + oo si A ¢ mt. Alors, ¢ est maximale si et
seulement si ¢’ est une pseudo-trace normale; et, s’il en est
ainsi, ¢’ = ¢*.

2. Relations entre les traces et les applications ? normales.
ProrosiTioN 8. — Soit @ une application ° mormale fidéle
définie sur l'idéal m de M, appliquant m sur U'idéal n de M" 23).

23) L’image de m par @ est un idéal de MY, & cause de la formule D(AB)=D(A)B,
ol 4 em, B eM". Remarquons aussi, pour tout a I’heure, que & (m+) = nt. Car
@ (m+) C nt résulte de la positivité de @. Ensuite, soit 4 ent. On a 4 = D(B),
avec Bem. D’oi &(3(B + B*)) = (4 + A*) = A, autrement dit on peut sup-
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a. Si m est restreint, il existe une correspondance biunivoque
@ — y entre Uensemble des traces ¢ définies sur m et Uensemble des
formes linéaires positives vy définies sur n. Cette correspondance est
définie par la relation p(A) = yp(P(A)). ¢ est fidéle (resp. normale)
st et seulement si y est fidéle (resp. mormale).

b. Si m est quelconque, il existe une correspondance biunivoque
@ —> p entre Uensemble des traces mormales %) @ définies sur m et
Vensemble des formes linéaires positives normales y définies sur n.
Cette correspondance est définie par la relation p(4) = p(D(4)).
@ est fidéle si et seulement si y est fidéle.

Démonstration. — Soit ¢ une forme linéaire positive sur 1.
1l est immédiat que la formule ¢(A4) = p(P(A4)) définit une trace
sur m, normale si p est normale. Le caractére biunivoque de la
correspondance est évident puisque, quand A4 parcourt m, @(4)
parcourt 1 tout entier. Si y est fidele, 4 em* et 4 # 0 entrainent
D(A)ent et P(A) 5% 0 done p(A4) # 0: ¢ est fidele. Si p n’est
pas fidele, il existe un Bent, B # 0, avec yp(B) = 0; mais
B = ®(4) pour un 4 e m* (cf. note 2)), 4  0; alors p(4) = 0:
@ n’est pas fidele.

Maintenant, la trace ¢, définie sur m, étant donnée, nous allons
prouver l’existence de y quand m est restreint ou quand ¢ est
normale. Il suffit de prouver que, si des opérateurs 4, 4’ de m
vérifient ®(4) = P(A’), on a ¢(4) = p(A’) (en effet, on posera
p(DP(A)) = ¢(4); ceci définira sur n une forme linéaire; cette
forme sera aussi positive parce que @(m*) = nt). Supposons
d’abord m restreint. Alors 4 et A’ appartiennent & un méme
M4y avec # em. On peut supposer .4 finie (lemme 4.1).
D’apres le lemme 4.2 et la proposition 1, on a, pour Be M4,
(@(B))(_l) = (B#))" (d)(P_[))(/) (i1 s’agit de P’application *
canonique de M(¢)). L’hypothese &(A4) = D(A4’) entraine donc:
(1) (40))" (P(Poa))t) = (A1) (P(Ptt)) ()

Observons que, si A€ Mo, Ihypothése @(P.¢)Py = 0 est équi-
valente & ®(P4Py) =0, donc & P 4Py = 0 puisque P est
fidele, donc & lorthogonalité de 4" et #; donc (P(P.x))4) N'a
pas de zéro # 0; donc les (D(P.¢)4)2, OU ze#, sont partout
denses dans .#, de sorte que (1) entraine

(2) (Aw))' = (Al

poser B self-adjoint. Soit B+ la partie positive de B. On a: @(B+) = 4. Donc
il existe un 4’ € M+, avec 4 = ®(B+)4’ = ®(B+A4’), et B+A’ e m+.

2¢) L’auteur ignore si cette restriction est essentielle. Cette question est liée
au probléme de l’existence d’applications % non normales.
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Ceci posé, remarquons que la restriction de ¢ & M.y définit, de
maniere évidente, une trace sur M y). Alors, (2) et la proposition 2
prouvent que cette trace a méme valeur pour A«) et A(4). Donc
p(4) = p(4°).

Supposons maintenant m quelconque, mais ¢ normale. Soient
A emt, A’ em™, avec D(A) = ®(A’'). Soit F C m' I’ensemble
filtrant croissant des B e m™ tels que B < A. A est la borne
supérieure de F, ®P(A) est la borne supérieure de D(F). Soit
A e MY la variété des zéros de D(A), et 4/ =Ho 4. On a
O(A'Py)= P(A")Py = ®(A)Py =0, donc, & cause de la
fidélité de @, A'Py = 0, A’ = A'P_ 4. D’autre part, soit B e .
On a &(B) < D(A), donc il existe un Ce (M")'E_l> unique tel
que D@(B) = ®(A)C; on a C < Py; quand B parcourt &, C
parcourt un ensemble filtrant croissant majoré par P 4, de borne
supérieure P < P 4; alors la borne supérieure des @(B) est
®D(A)P, donc DP(A)P = D(A), ce qui, avec P < Py, donne
P=Py. Soit BB=A'Cem™. On a ®(B)=P(4)C = P(4’')C =
PD(A'C) = @(B’), done, d’aprés un résultat antérieur, ¢(B) =
@(B’). Quand B parcourt &, ¢(B) a pour borne supérieure ¢(A4)
a cause de la normalité de ¢. Les A’C ont pour borne supérieure
A'P 4 = A’, donc ¢(B’) a pour borne supérieure p(A4’). D’ou
¢(A) = ¢(A’). Passons au cas ou 4 e mt, A’ e mt, avec P(4) =
D(A’), et soit encore F I’ensemble filtrant croissant des B e m™+
tels que B <A4. Si Be#, on a ¢(B) < P(4) = P(4’) donc
il existe un C e M"+, C < 1, avec ®(B) = ®(A4A’')C; on a B e m"™,
A’'C e m*, donc @(B) = P(A'C) entraine p(B) = ¢(4'C) < ¢(4')
Comme ¢(#) admet ¢(A) pour borne supérieure, on en déduit
@(A) = p(A’) et, par symétrie, p(4) = @(4’). Si maintenant 4
et A’ sont des opérateurs self-adjoints de m, on a A = A; — 4,,
A’ = A; — A, avec A,em*, A,em* (i =1,2), donc ®(4) =
®(A’) entraine D(A4; + A,) = D(4, + 4,), d’ou @4, + 4,) =
@(A; + A,), d’ott p(4) = p(A’). Enfin, si A et A’ sont quelcon-
ques dans m, avec @(4) = P(A’), on a DP(A*) = G(A’*), done
DA + A*) = D(A' + A'™*) et D(i(4d — A*)) = DP(i(A' — A'*)),
donc p(4 + 4*) = @(A'+ A™*) et p(i(4 — 4%)) = p(i(4'—A4"*))
donc finalement ¢(A4) = ¢(4’).

Donc la forme linéaire positive y sur 1 existe. Il reste & montrer
qu’elle est normale (¢ étant toujours supposée normale). Or, soit
A ent et & Cnt un ensemble filtrant croissant de borne supé-
rieure A. Soit A4 e M* la variété des zéros de A, et 4/=Ho N

Pour tout Be #,0ona0 < B < 4, donc il existe un B’ € (M”)Z/>
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unique tel que B = B’4;ona B’ < P 4. D’aprés un raisonnement
déja fait, la borne supérieure de I’ensemble filtrant croissant &’
des B’ est P 4. Soit maintenant C e mt tel que @(C) = 4. Les
CB’, ou B’ ¢ #', forment un ensemble filtrant croissant de borne
supérieure C P, g, donc ¢(CP_g¢) est la borne supérieure des ¢(CB’),
donc y(4) = p(4P.4) = p(B(C)P.e) = p(B(CP.4)) = ¢(CP.0)
est la borne supérieure des y(B) = yp(4B’') = p(P(C)B’) =
y(DP(CB’)) = ¢(CB’): v est normale.

Nous allons maintenant énoncer le b de la proposition 8 sous
de nouvelles formes. Nous nous bornerons au cas ou H? = 0,
mais le cas général se traiterait aisément avec quelques précisions
supplémentaires.

THEOREME 8. — Supposons H* = 0.

a. Soit @ une pseudo-application ° normale fidéle essenticlle
(¢l en existe d’aprés le théoréme 1). La formule:

(1) g=9-9
définit une correspondance biunivoque entre U'ensemble des pseudo-
traces normales ¢ et Uensemble des pseudo-mesures normales y sur
2 (cf. [7]). De plus, ¢ est fidéle (resp. essentielle) si et seulement
st y est fidéle (resp. essentielle).

b. Soit y une pseudo-mesure normale fidéle et essentielle sur 2
(il en existe d’aprés [7]). La formule (1) définit une correspondance
biunivoque entre U'ensemble des pseudo-traces normales ¢ et I'ensemble
des pseudo-applications * normales @. De plus, ¢ est fidéle (resp.
essentielle) si et seulement si D est fidéle (resp. essentielle).

c. Soit ¢ une pseudo-trace normale fidéle et essentielle (il en
existe d’aprés ce qui précéde). La formule (1) définit une corres-
pondance biunivoque entre Uensemble des pseudo-applications *
normales D et Uensemble des pseudo-mesures normales vy sur .
De plus, y est fidéle (resp. essentielle) si et seulement st D est fidéle
(resp. essentielle).

Démonstration. — 1. Soient @ une pseudo-application “ nor-
male, et y une pseudo-mesure normale sur Q. Il est immédiat
que la formule (1) définit une pseudo-trace normale ¢, évidem-
ment unique.

2. Soient @ une pseudo-application 7 normale fidele essentielle,
et @ une pseudo-trace normale. Soit m (resp. m’) I'idéal de défini-
tion de @, (resp. p4). On a: m = M, donc, en posant m; = n N n’,
on a: m; = m’. Soit A4 = .#(m,). Soient @’ et ¢’ les restrictions
de &, et g, & my, et 1 = D’(m,). D’apres la proposition 8, il existe
une forme linéaire positive normale y’ sur n telle que ¢’ = ' o @',
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Ona:nC Mz 5. En suivant la marche de la démonstration du
lemme 4.6, on prouve aisément qu’il existe une pseudo-mesure
normale y sur 2 qui prend les mémes valeurs que y’ sur nt, et
qui est telle que y'(B) = + o0 si Be Miiro.4> B 0. Alors
par normalité, on a @(4) = p(P(4)) si Aem;. Si 4 e Mino.a>
A #0, on a p(A) = + oo; d’autre part, #(A4) e MZ}}@,@ et
®(A) #0, done p(P(4)) = + . Donc on a encore ¢(A4) =
y(P(A)) dans ce cas, et par linéarité, cette égalité est valable
pour tout 4 ¢ M+. Montrons que la pseudo-mesure y telle que
@ = po® est unique. La donnée de ¢ détermine y sur &(Mt).
Or, #(M+) "M" engendre un idéal de M" fortement partout
dense dans M“ parce que @ est fidele et essentielle. Donc tout
élément de M"*, et par suite de Z, est borne supérieure d’un
ensemble filtrant croissant d’éléments de @(M+). Comme y est
normale, y est bien déterminée sur Z tout entier.

8. Soient y une pseudo-mesure normale fidéle essentielle sur
£, et ¢ une pseudo-trace normale. Soit @’ une pseudo-application
% normale fidéle essentielle quelconque, et soit %’ la pseudo-
mesure normale sur 2 telle que ¢ = y'o @’. D’apres [7], pro-
position 8, il existe une ge Z telle que y'(f) = y(gf) pour toute
fe€Z. Alors, pour tout 4 e M+, on a: ¢(4) = p(gP'(4)). Or
Papplication 4 — g®’(4) est une application ° normale (théo-
réme 2), soit @, et on a: ¢ = yoP. Montrons que la pseudo-
application * normale @ telle que ¢ = po @ est unique. Soit
@, une autre pseudo-application “ normale. Si .lf 7&./4?:‘, il
existe par exemple un 4 € M+ tel que @(4) soit bornée et D,(A4)
infinie sur un ensemble ouvert non vide de £; puis, comme p
-est essentielle, il existe un A4, e M'* tel que y(4,9(4)) =
p(P(AA;)) < + oo et p(4,9,(4)) = p(P,(44,)) = + o0; donc
po® #£ po®,. Si ML= 4% = 4, mais &£ ®,, posons
®'(B) = ®(B)Puo.4, P;(B)=P,(B)Pyg.« pour tout Be M+.
Les applications @’ et @, sont des pseudo-applications * normales
essentielles distinctes. Soit C € M+, tel que #/(C) = 0, @'(C) = 1,
®,(C) <1 (lemme 4.16). On a &'(C) # @;(C) (lemme 4.15).
Comme vy est fidéle et essentielle, il existe un C, e M?He./)
tel que

P(B(CC,)) = p(¥'(CCy)) = p(C:®'(C)) # p(C:84(C))
= 9(9;(CCy)) = p(P1(CCy)).
Done 1/)0(15 ;é¢0¢1.

4. Considérons la relation (1). On va prouver que si deux

éléments y sont fideles, le troisiéme l’est aussi. Si @ et y sont
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fideles, ¢ est évidemment fidéle. D’autre part, si ¢ est fidele,
v et @ sont fideles: car, si y n’est pas fidéle, il existe une
.lel\7[", M #0, telle que y(A) = 0 pour tout 4 eM‘é’:l); alors
D(Py)e MIZ:[), donc p(P(P.¢)) =0, ce qui contredit la fidélité
de . On prouve de méme qu’il est impossible que @ soit non
fidele.

5. Si @ et p sont essentielles, ¢ est essentielle: soit 4 ¢ M+;
il existe un 4’ e M+, 4’ < A4, A’ # 0, tel que @(4’) soit borné;
puis un 4, e M+, 4, < 1, tel que A,P(A’) # 0 et p(P(A'A4,)) =
p(A4,9(A')) < + oo; alors A4, 4" < A, 4,A" #0, A, A’ e M+, et
p(A4;,4") < + oo: ¢ est essentielle.

Si ¢ est essentielle, et si y est fidele, @ est essentielle: pour
A eMJZJ:Ib, on a: #(4) = + oo. P g4), donc, comme y est
fidele, p(P(A)) = + oo si A # 0; si ¢ est essentielle, il faut
donc que .lf = 0: @ est essentielle.

Si @ est essentielle, et si @ est fidele, v est essentielle: sinon,
il existerait une .# ¢ IVI”, M # 0, telle que ¢(4) = 4+ oo pour
tout 4 e MZI% A # 0 (tenant compte de la fidélité de PD):
ceci contredit le fait que ¢ est essentielle.

THEOREME 8'. Supposons H*=0. Soient D (resp. y) une pseudo-
application * (resp. une pseudo-mesure sur 2) normale fidéle essen-
tielle. 1l existe une correspondance biunivoque entre Uensemble des
pseudo-traces normales ¢ et Uensemble des g € L. Cette correspondance
est définie par la formule p(A) = p(gP(A)) pour A e M+. De plus,
@ est fidéle (resp. essentielle) si et seulement si g(x) > 0 (resp.
< -+ o) sur un ensemble ouvert partout dense.

Posant ®(A) = A" pour simplifier les notations, la formule

précédente peut s’écrire: p(4A) = _rg(x)A" (x)dy (x). Si, dans M-,
e,

toute famille de projecteurs non nuls deux d deux orthogonauz est
au plus dénombrable (en particulier si H est séparable), on peut
supposer (cf. [7]) que p est une mesure positive sur L.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des théoréemes 2
et 3.

ProrosiTioN 9. Pour qu’il existe des pseudo-traces mormales
fidéles et essentielles, il faut et il suffit que H” = 0.

Démonstration. — La suffisance résulte du théoréme 8.

Si H” # 0, soit ¢ une pseudo-trace normale essentielle. Soit
m I’idéal de définition de g,. Puisque m = M, il existe des 4 e m
avec M # 0, # C H”. D’aprés le lemme 4.1, ¢(P4) = 0, donc
@ n’est pas fidele.
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VI. Fonctions-poids.

DEFINITION 6.1. — On appellera w-fonction toute fonction
numérique D définie sur un idéal | de M, possédant les propriétés
suivantes:

1. 0= D(A)< + 0.

2. Si.Mel et #,yel sont orthogonales, on a D(M, ® M,) =
D(Ay) + D(Ay).

8. SiMelet UeMy, on a D{U(M)) =D(MA).

D sera dite normale st elle posséde la propriété suivante (plus
forte que 2): si (M ;);e; est une famille quelconque de variétés de
| deux & deux orthogonales et si M zs?fl‘e[’ on a D(A)=
X D(M#,). D sera dite fidéle st Uhypothése D(M) =0 entraine

i€l

M = 0.

Si D est une w-fonction, il est immédiat que .# ~ A4 ¢ [ entraine
D(#)=D(A) (& cause du lemme 1.7 de [6]); que D(0)=0;
que D(A) = D(AN) si M CA donc aussi si A4 < A

1. LeMME 6.1. — Soit D une w-fonction définie sur 1. Soient
My My, ... M, desvariétésdel, et M = M, D M,D ... DM,

On a: D(A) < 3 D(A).
=1

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de prouver le lemme
pour n=2. Alors, on a M =.#4,® M, avec My=M0O M,
M, et M, sont orthogonales, et A ,< M, donc D(A) = D(M,)
+ D(AM;) < D(M,) + D(M,).

LEMME 6.2. — Soient D,, D, deux w-fonctions définies sur |,
M une variété de . Si Dy(N") = Dy(N") pour /" C M, N €], on
a Dy(AN) = Dy(AN") pour /" em 4 CL.

Démonstration. — Si /' < .4, on a N/ ~ A" avec /' C M,
donc Dy(A") =Dy(A"') = Dy(AN"') = Dy(A"). On a donc encore

Diy(AN)=Dy(N)siN = & N, avec N ;< M pour 1 =1, 2,..., n,
i=1

les A", étant deux 4 deux orthogonales. Or, toute variété de m Y
est de cette forme d’aprés le lemme 8.9.

LEMME 6.8. — Si M ¢ M est proprement infinie, et si D est une
w-fonction définie sur W ,, on a D = 0.

Démonstration. — Soit (.#,, #,) une partition de .# avec
M~ M~ My On a D(M#)= D(#,)+ D(M#,) =2D(H),
D(#) = 0. Donc D(A") = 0 pour toute /' CA. Donc D=0
(lemme 6.2).
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LEMME 6.4. — Soit A4 € M. Soit D une w-fonction définie sur
i 4. Il existe une trace ¢ sur m , telle que o(P.4') = D(.H") pour
A e 4

Démonstration. — Soit A" ¢ M" telle que # N A" soit finie et
A N (H e A") proprement infinie (ou = 0). Il est immédiat que
les variétés 4’ e i , sont de la forme .#; ® .#,, avec M, C.N,
III‘TT‘/(\.,V, M, CHON, Vl{é‘ﬁjn(yem). On a D(#,)=0
(lemme 6.8) de sorte qu’on cst ramené aussitot au cas ol # est
finie. La restriction de D aux variétés de [ contenues dans .#
conduit & une w-fonction pour I'anneau de classe finie M(¢).
Appliquons les propositions 2 et 8: il existe une forme linéaire
positive y sur MZ ) telle que D(A") =y [((Py).a))?] pour /' CH,
A" €M (il s’agit de l'application * canonique de M(y)). Pour
A e (M*)( 4%, posons p(4)=y(A(r)). Comme 4 —>A(4) est un
isomorphisme de (M")( 4%, sur MZ ), on définit ainsi une forme
linéaire positive y sur (M%) 4% . Tenant compte de (Pj;")( ) =
((P4)4))° qui résulte du lemme 4.2 et de ( P:{)( 4)= (1)), on

a alors D(A") = w(P:';,l) pour /" C A, N € M. Maintenant, la
formule ¢(B) = 1p(BL’-‘ ) définit, pour B e m ,, une trace, et ’on
a D(AN) = @(Py) pour /' CM, N € M. Cette formule s'étend
a toute A e  ¢» car D(A”) et ¢(P ) sont deux w-fonctions sur
m ¢ qui coincident lorsque A4 C.#, et il suffit d’appliquer le

lemme 6.2.

PROPOSITION 10. — Soit m un idéal restreint. 1l existe une cor-
respondance biunivoque ¢ — D entre les traces définies sur m et
les w-fonctions définies sur . Cette correspondance est définie par
la formule D(M ) = @(P_4) pour # € M. D est fidéle (resp. normale)
st et seulement si @ est fidéle (resp. normale).

Démonstration. — Si une trace ¢ est donnée sur m, on voit
immédiatement que la formule D(.#)= ¢(P_ 4) définit une w-
fonction sur .

Soit maintenant D une w-fonction sur f. Montrons d’abord
I’unicité de @. D’apres le lemme 8.7, il suffit de prouver que la
restriction de ¢ & Mgy, oul A e, est bien déterminée. Il
existe une A" ¢ M telle que # N (H ©47) soit proprement infinie
ou=0 et . # N4 finie, et on a: M ¢y =M(.¢ n(mHON)y+Mcwns>;
d’autre part (lemme 4.1) la restriction de ¢ & M n(HOW)>
est nulle; il suffit donc de prouver que la restriction de ¢ a
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M «n.x> est bien déterminée. Supposons donc désormais .# finie.
La restriction de ¢ & M( ¢ définit de maniére évidente une trace
sur ’anneau de classe finie M(4), et, comme on connait la valeur
de cette trace pour les projecteurs de I’anneau, ¢ est bien déter-
minée d’apres la proposition 3.

Prouvons DPexistence de ¢. Considérons les idéaux restreints
m’'Cm de M qui possédent la propriété suivante: il existe une
trace ¢’ sur m’ telle que D(#) = ¢'(P_4) pour # ¢ m’. L’ensemble
des m’ est inductif. Car, contenant I’idéal 0, il est non vide.
Ensuite, si (m,);¢; est une famille totalement ordonnée d’idéaux

m’, m¥*= U m, est un idéal m’. En effet, soit ¢, la trace associée
i€l
par hypothése & m;. Si 4 e m*, 4 appartient & certains m,; et,

si Aem; Nmy, on a ¢,(4) = ¢,;(A) puisque ¢, et @, prennent les
mémes valeurs pour les projecteurs de l'idéal restreint m, N m;
(on applique le résultat précédent d’unicité); on peut donc poser
p*(4) = ¢,(4), et il est immédiat que ¢* est une trace sur m*,
avec D(M) = ¢*(P4) si M em*. Donc il existe un idéal m’
maximal, soit m, C m; soit ¢, la trace associée. On va prouver
que m, = M, et pour cela que, si.# €, on a A €, Or, d’apres
le lemme 6.4, il existe une trace ¢, définie sur m 4, telle que
@1(Py) = D(AN") pour A e 4. Les traces ¢, et @, prennent les
mémes valeurs pour les projecteurs de n, Nm_¢, done coincident
sur myNMmyg; sid + B= A"+ B avec Aemy, Bemy, A" em,,
B'emg,ona A—A'=B—B'em, Ny, donc gy(4) —py(A4")
= go(4 — A') = py(B— B') = ¢,(B) — ¢,(B’), done gy(4) +
¢1(B) = po(A") + ¢1(B’) de sorte que, par py(A + B} = gy(4) +
@.(B), on définit une fonctionnelle ¢, sur I'idéal restreint m, =
My + Me; @, est évidemment linéaire et centrale; ¢, est aussi
positive (donc est une trace); car supposons que A + B, ou
A e my et B € m g4, soit self-adjoint = 0; on va montrer ¢,(4 + B)
— po(A) + 91(B) = 0; comme 4 + B = (4 + B)* — }(4 + 4%)
+ 3(B + B*), on peut supposer A et B self-adjoints; on
a Ae Mcyy, Be My, avec N eiy et N e my; donc
A+ BeMyony; soit /' = (N @AN)0 N; N et &7 sont
orthogonales complémentaires dans A4~ @ A", et /' <A",, donc
N e g; on a, par le calcul du lemme 4.1, 9o(A) = @o( Py APy)
+ 9Py APy7), @:(B) = ¢(Py BPy) + ¢1(Py"BPy);
A+ B=0 entraine Py APy +Py BPy = Py(A+ B)Py =0,
donc, comme PyAPy e myet PyBPyemy, Ny, et comme ¢y,
®o coincident sur myNmy, @(PyAPy) + ¢(Py BPy) =
@o(Py APy + Py BPy) = 0; de méme, @o(Py’ APyr) +
¢(PyBPy) = ¢)(Py* AP 4v + Py BPy+) = 0; d’oul notre as-
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sertion. Ainsi @, est une trace, et sa restriction aux projecteurs
de m, définit une w-fonction sur M,, qui coincide avec D sur m,
et M_g; comme on a observé que toute variété de m, est sous-
tendue par deux variétés orthogonales, I'une de g, Pautre de
M., on a go(Py) = D(A") pour A €, Alors, m, est un idéal
m’ contenant m, et, puisque m, est maximal, m, = m,y; ceci
prouve que g C m,, donc A € fﬁo.

Si @ est fidele, D est évidemment fidele. Si ¢ n’est pas fidele,

il existe un Aem* avee A0, p(d) = 0; soit 4 = [ 4dE,
0

la décomposition spectrale de A, avec 2a = || 4| #0; on a

2a
1—E,=4] #4dE;em, l——EaS—(lz—A, done ¢(1— E,) = 0,

et 1 —E,# 0: D n’est pas fidele.
Supposons ¢ normale. Soit (), ; une famille de variétés de

m deux & deux orthogonales, avec 4 = GBIJ em. Py est la
i€

borne supérieure de 1’ensemble filtrant croissant des X Py, ol

i€]

J parcourt I’ensemble des parties finies de I, donc D(#) = ¢(P.4)

est la borne supérieure des (p( 2 Py)= Z ¢p(P_/‘) X D(A,);
€J i€]

done D(#) = Z D(./li) D est normale.

Rémproquement supposons D normale. Soit 4 e mt et soit
& Cm* un ensemble filtrant croissant de borne supérieure A4.
On a A« M4y et F C Mgy avec une A €. 1l faut prouver
que @(A4) est la borne supérieure de ¢(#). Considérant dans .#,
comme on I’a fait souvent, une composante proprement infinie
et une composante finie, on est ramené au cas ou 4 est finie.
On considére la restriction de ¢ & M4y et la trace induite sur
M(4), la restriction de D aux variétés contenues dans .#, qui
définit une w-fonction normale sur M( «). Il suffit alors d’ap-
pliquer la proposition 3.

2. — Etudions maintenant, par analogie avec les chapitres IV
et V, les prolongements d’une w-fonction normale.

DEFINITION 6.2. — On appellera pseudo-w-fonction toute fonction
D définie sur IVI, possédant les propriéiés suivantes:

1. 0=D(#)=< + .

2. SiMe M et M, € M sont orthogonales, on a D( A, D M,) =
D(A;) + D(Hy).

3. Si#ecMet UeMy, on a D(U(A)) = D(A).
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D sera dite normale si, pour toute famille (M;);¢; de variétés
de M deuz & deux orthogonales, on a D( ® M,) = 3 D(M,).

i€l iel

L’ensemble des .# ¢ M telles que D(A#) < 4+ oo est évidem-

ment un idéal [ de M.
LEMME 6.5. — Soit D une pseudo-w-fonction normale. Il existe

trois variétés M2, M, MP de M, deuz ¢ deux orthogonales, sous-
tendant H, bien déterminées par les propriétés suivantes:

1. Si M CMP, 4 M, on a: D(A) = 0.

2. Si MCM°, M 0, MM, on a: D(M) = + oo.

3. Si MC M, M e M, D(4) = 0 entraine 4 = 0. De plus,
pour toute M C MP, M # 0, M € M, il existe une M'C M, M' # 0,
M M avec D(A') < + oo.

Si { est idéal déja considéré, on a: M(\)=H © M2 =MD OMP.

Démonstration. — Soit I, I'ensemble des .4 ¢ M telles que
D(#) = 0. Les propriétés de D entrainent aussitdt que [, est un
idéal de M. Soit A2 = .#(;). On a .42 C.4(l), soient AP =
MA)o MY, et M2 =Ho M(l). Les variétés A, M7, MD
sont dans l‘\.’lﬁ, deux a deux orthogonales, et sous-tendent H.
D’apreés le lemme 38.14 et la normalité de D, on a D(#)=0
pour toute 4 de M contenue dans AP. Soit maintenant
MC MO, M£O, McM. Si D(M)< + o, on a A ¢, done
M C () contrairement 2 la définition de #2. Si enfin # C.#7,
MM, D(#) = 0 entraine .# = 0 par construction de .#7;
de plus, toute .# = 0 de M contenue dans .4 () est sous-tendue
par des variétés de |, donc il existe #'C A, #' #0, M'¢ M
avec D(A') < + o0.

L’unicité de #Q, .42, AP se démontre comme le résultat
correspondant du chapitre IV.

DEFINITION 6.8. — Soit D une pseudo-w-fonction normale. On
dira que D est fidéle si MP = 0, Cest-a-dire si M ¢ M, M # 0
entrainent D(M) % 0. On dira que D est essentielle si M2 = 0,
cest-d-dire si M()=H, (ou1= IVI), c’est-d-dire encore si, pour
toute M « M, M #0, il existe une M' ¢ M, M' £0, M'C M,
avec D(AMA') < + oo.

Le lemme 6.5 raméne donc I’étude des pseudo-w-fonctions nor-
males & celle des pseudo-w-fonctions normales fideles et essentielles.

Les pseudo-w-fonctions normales fideles s’appellent aussi
fonctions-poids. Si H est séparable, toute famille de variétés non
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nulles de M deux & deux orthogonales est au plus dénombrable,
de sorte qu’on retrouve bien la définition des weight-functions
donnée par J. von Neumann dans [17].

LEMME 6.6. — Soit D une w-fonction normale, définie sur idéal 1.
1l existe une et une seule pseudo-w-fonction normale D* coincidant
avec D sur | et telle que M2 = Ho M(l). De plus, D* est ﬂdéle
st et seulement si D est fidéle, essentielle si et seulement si 1 =

Démonstration. — Nous allous construire D* success1vement
dans les espaces Ho #(l) et #(). Si A CHo H(1), # € lﬁ,
M # 0,0n pose D*(M) = 4 0. Si.A €1, on désignera par D*(.#)
la borne supérieure des nombres ID(A"), o A" parcourt ’ensemble
des variétés de [ contenues dans .#. On va voir qu’on définit
ainsi dans ’espace 4 ({) une pseudo-w-fonction normale. D’abord,
D* possede évidemment les propriétés 1 et 8 de la définition 6.2.
Etablissons le résultat intermédiaire suivant:

Si A el, et si (M,;),e; est une famille de variétés de [, deux
a deux orthogonales, sous-tendant .#, on a 2 D(#,) = D*(.4).

iel
Les nombres X D(A# ;) = D( & #,), ou J parcourt ’ensemble
i€] i€]
des parties finies de I, sont majorés par D*(#), donc X D(#,) <
i€l

D*(.#). Maintenant, soit #’ C .# une variété de . On va montrer
que D(A') < Z D(./l ), ce qui prouvera que D*(#) < X D(A4 ).

i€l

Soit J une partle finie de /. Posons 4 ; = GB MM 7= [Pu A].

M, est en position p’ avec une variété contenue dans .#;, donc
D(#}) < D(#;) < X D(M,). Les #; forment un ensemble fil-
i€l

trant croissant de borne supérieure .#, donc les .#; forment un
ensemble filtrant croissant de borne supérieure #’. Comme D
est supposée normale, D(.#") est la borne supérieure des D(.#)
(lemme 1.4), done D(A') < X D(MA,).
i€l
Ceci posé, pour achever de prouver que D* est une pseudo-w-
fonction normale, considérons une famille (.#,), ¢, de variétés de

T deux & deux orthogonales, et soit # = ® .#,. Pour chaque ¢ ¢ I,
iel
il existe (lemme 8.14) une famille (A47}),¢;, de variétés de [ deux
a deux orthogonales sous-tendant .#,. On a: D*(#,) = X D(A")
ieJ;
d’aprés ce qu’on vient de voir. De méme, comme les A sous-
tendent 4, on a D*(M)= X D(A). D’ou D*(M) =X D*(M,).
i€l,j€]; i€l
En combinant les fonctions D construites dans les espaces 4/ (1)
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et H © #(l), on obtient une pseudo-w-fonction normale D* dans
H qui coincide avec D sur [. Comme D*(#) < + o0 pour .4 €],
on voit tout de suite que 42" = Ho #(l). L'uncité de D* est
immédiate puisque D* doit étre normale et coincider avec D
sur . Enfin il est aussi immédiat que D* est fidele si et seulement
si D est fidéle. Le lemme est démontré.

Si D est une pseudo-w-fonction normale, on désignera par D,

la restriction de D & I'idéal | des .# ¢ M telles que D(.#) < + 0.
La fonction D, est une w-fonction normale.

Comme au chapitre IV, on établit alors les résultats suivants:

LEMME 6.7. — Soit D une w-fonction normale définie sur l'idéal
. Les propriétés suivantes de D sont équivalentes:

1. Aucune w-fonction normale, définie sur un idéal I'C1, ne
prolonge effectivement D.

2. SiMel,etsi(M,)er estune famille de variétés de | deux
d deux orthogonales sous-tendant M telle que X D(M;) < + oo,
on a M el ‘el

8. On a D = (D*),.

4. En posant D'(M) = D(M) pour M el et D'(M) =+ 0
pour A € IVI, M ¢ 1, on définit une fonction D' qui est une pseudo-
w-fonction normale et qui m’est autre que D*.

DEFINITION 6.4. Si ume w-fonction normale posséde les pro-
priétés du lemme 6.7 elle sera dite maximale.

ProposirioN 11. — a. Il existe une correspondance biunivoque
entre les pseudo-w-fonctions normales D et les w-fonctions normales
maximales D'. Cette correspondance est définie par les formules
D' = D,, D = D'*,

b. Soit D" une w-fonction normale définie sur Uidéal . Les
w-fonctions normales définies sur un idéal U C 1, qui prolongent
D", sont toutes contenues dans DPune d’entre elles, qui est la seule
maximale. Celle-ci n’est autre que (D''*),.

Ainsi, I’étude des w-fonctions normales est ramenée & celle
des w-fonctions normales maximales, ou, ce qui revient exacte-
ment au méme, & celle des pseudo-w-fonctions normales.

3. — Nous pouvons maintenant énoncer le résultat essentiel de
ce chapitre, qui ramene entiérement ’étude des w-fonctions nor-
males & celle des traces normales.

THEOREME 4. — I existe une correspondance biunivoque ¢ — D
entre les pseudo-traces normales ¢ et les pseudo-w-fonctions nor-
males D. Cette correspondance est définie par la formule D(M )=
@(P.«). De plus, D est fidéle (resp. essentielle) si et seulement st ¢
est fidéle (resp. essentielle).
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Démonstration. — Soit ¢ une pseudo-trace normale. La for-
mule D(#) =¢(P, ¢) définit évidemment une pseudo-w-fonction
normale. Maintenant, soit D une pseudo-w-fonction normale.
Soit [ I'idéal de définition de D,. D’aprés la proposition 10, il
existe sur m(I) une trace normale ¢’ telle que Dy (A#) = ¢'(P.y)
pour 4 €l. Soit ¢ = ¢’*. Par normalité on a D(#)=¢(P4)

pour toute 4 ¢1. D’autre part, pour toute .# de M contenue
dans Ho #(l) et #0, on a D(#)= + o0 = ¢(P.g). Donc
D( M) = ¢(P_g) pour toute .# ¢ M. Encore d’apres la proposition
10, la restriction de ¢ & m(l) est bien détcrminée par D,, donc
@ est bien déterminée par D: la correspondance ¢ — D est biuni-
voque. Si p est fidele, D est évidemment fidele. Si D est fidéle,
il en est de méme de D,, donc de ¢’ (proposition 10), donec de
¢* = ¢. Enfin, #2 = #7, ce qui prouve que D est essentielle
si et seulement si ¢ est essentielle.
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