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Su nuove formule interpolatorie del Picone per
funzioni in piu variabili e loro contributo al
calcolo numerico degli integrali multipli )

Memoria di
Carlo Birindelli

(a Roma)

In questo lavoro si mostra che i risultati del Prof. Picone, sulla
interpolazione competente alla derivazione totale, in un intervallo
del piano, delle funzioni in due variabili %), sono estendibili allo
spazio ordinario per le funzioni in tre variabili e, tra l’altro, che
la formula di Cavalieri-Simpson per la approssimazione degli inte-
grali doppi stabilita dal Picone é suscettibile di naturale estensione
allo spazio tridimensionale, cosicché si pud affermare 1’esistenza
della formula di Cavalieri-Simpson per ’approssimazione degli
integrali tripli.

Tale naturale estensione dall’ S, all’ S, di tutti i risultati,
del § 6 del l.c. 2), presi in blocco, é consentita dal fatto di far uso
sistematico dell’operatore derivata totale dei vari ordini 3), che
per le funzioni di due o piu variabili ha lo stesso ufficio che per
quelle di una variabile ha la derivata ordinaria, e della conseguente
formula esprimente le funzioni in pil variabili con uno sviluppo
tipo Taylor, che estende nel modo piu semplice possibile quello
noto per funzioni di una.

Ovviamente, la estensione del procedimento che si fa sistemati-
camente nel presente lavoro, per dimostrare che tutti i risultati
validi nell’ S(,;) permangono nell’ S;,, consente di poter affermare
che i risultati del § 6 del l.c. 2) si possono estendere in blocco all’
S|, e che per ’approssimazione degli integrali multipli d’ordine 7,
r=1, 2, 8, ..., esiste sempre la formula, tipo Cavalieri-Simpson,
atta a questo scopo, e, denominandola formula centro-periferica
secondo Picone, possiamo concludere il nostro dire aftermando che

1) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

2) Cfr. M. PiconE [1], (Cifre tra parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia
al fine del lavoro).

3) M. PicoNE [2], Vedi p. 598.
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scopo fondamentale di questo lavoro é di pervenire ad essa per
r=38.

1. Per ovvie ragioni di opportunitd manterremo qui il simbo-
lismo e le denominazioni relative al l.c. 2) e segnatamente per
tutto cid che ha riferimento con gli argomenti del § 6 del lavoro
stesso.

Di una funzione u(z, y, 2) definita in un intervallo T dello
spazio ordinario di punti estremo inferiore (a, b, ¢) e superiore
(a'y b, ¢’), chiamiamo, col Picone, derivata totale d’ordine A la
derivata parziale di ordine 3k

3™y

) = _ 7%
(1) u™(, y, 2) oz" oy* 02"

con l'intesa che u sia continua in T con tutte le derivate parziali
d’ordine minore.

Indichi (ag, by, ¢,) il centro di T e siano «, B, y le tre semi-
dimensioni di T'; con L; si rappresenti poi la superfice mediana
di 7, cioé linsieme di punti di T per cui

(x — a)(y — bo)(z — ¢,) = 0.

Al solito, col cambiamento

x=ay+ ar, y = by + Bs, 2 = cy + 1,

Pintervallo T, dello spazio (z, y, 2), viene rappresentato nell’in-
tervallo quadrato Q[(—1, —1, —1); (1, 1, 1)] dello spazio (7, s, ),
e di tale intervallo diremo L la superfice mediana zyz = 0.

Ci6 premesso passiamo, senza altri richiami, alle estensioni dei
Teoremi VI, VII, VIII (del § 6 l.c. 2)) allo spazio ordinario.

2. Vale il teorema

1. Assegnata, ad arbitrio, una funzione F(r, s, t) di classe n + 2
nel cubo Q(n intero positivo o nullo), esiste una ed una sola soluzione,
della stessa classe in Q, della equazione

D3(n+2)y

drm+2 ggnte ggnie

(2) v(™R)(r, 5, 1) = =0,

che coincide con la F(r, s, t) sulla periferia FQ di Q (e, per n > 0,
supposto che per ciascuna delle funzioni in due variabili F(4 1, s, t),
F(r, +1, t), F(r, s, & 1), tenendo fissa comunque una qualsiasi
delle due variabili mentre si rende infinitesima Valtra, la funzione
risults allora pur essa un infinitesimo almeno di ordine n rispetto a
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quello costituito dalla variabile che st fa — 0) ¢ identicamente nulla,
con le sue derivate totali fino a quella inclusa d’ordine n — 1, sulla
superfice mediana L di Q, ed é data da

(2%) v(r, S, t)

(—

(1 —s8)F(r, —1, 1)

)E(r, 8, —1) + o (1 + 1)F(L, 5, 1)
+ 2+ 9)F( 1, 1) + - (1 + DF(, 5, 1)

— S =NA—8)F(—1, =1, )T 0—n)(1—)F(— 1,5, —1)

N (147)(1—s)F(1, —1, t)
(——'r) ]

snn r(—
— 2 (1—s)(1—1) F(r, —1,—1)— "

"0 (1) a—t)F(1, 5, —1)—

sn(_ t)n

" (1—r)(1+8)F(—1, 1, 2)

r)t

(1+s)A—)F(r, 1, —-1)—-

(1—r)(1+8)F(—1,5,1)

s)"t

(1—s)(X+2)F(r, —1, 1)—~——(1+r)(1 + s)F(1, 1, 1)

—Z2 @+ A+ OF @, 1) —Z0 (1 4 8)(1 + )F(r, 1,1)
(—=r)(—s)"(—t)

+ . (1—r)(1—s)1—)F(—1 —1, —1)
+r)(1—s)(1—¢)FQ, —1, —1)

+ 25 (=) + )1 —)F(—1, 1, —1)

+”‘ (1———r)(1—.s‘)(1 +)F(—1, —1, 1)

+ 7 (1 )+ ) —9FQ, 1, —1)

+"“”"‘ (1 + 7)1 —s)1 +1)F(1, —1, 1)

+ O 1+ 81+ )F(—1, 1, 1)

+ 2@ 410+ )1+ HF(, 1, 1)

Dimostrazione — Con facili verifiche si vede anzitutto che il
secondo membro di (2%*) si riduce effettivamente ad F(+ 1, s, ?)
per r= 41, ad F(r, =1, t) per s= + 1, e ad F(r, s, £ 1)
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per t = 4+ 1, sicche tale funzione v(r, s, t) coincide con la F(r, s,
t) su FQ. Si verifica pure che v(r, s, t) é di classe n 4+ 2 in Q e si
vede immediatamente, per le proprietd di F, che pern > 01la v
é effettivamente nulla, con le prime n» — 1 derivate totali, sulla
superfice mediana L di Q e che ¢, in Q, v("+2) = 0.

Resta, per completare la dimostrazione del teorema, da stabilire
I’unicita per la soluzione del problema inerente al teorema stesso ¢).

Le soluzioni di (2), per n = 0, di classe 2 nel cubo Q, sono tutte
date dalla formula

o(r, s, t)=A(r,s) +tB(r, s) + C(r, t) +sD(r, t) + E(s, t) +rG(s, t)

ove

A(r, s), B(r, s), C(r, t), D(r, t), E(s, t), G(s, t)

sono arbitrarie funzioni di classe due nell’intervallo quadrato
[(—1, —1); (1, 1)] dell’ Sy

Le soluzioni della equazione, per n > 0, di classe n + 2 nel cubo
0, identicamente nulle sulla superfice mediana L con le derivate
totali fino a quella inclusa d’ordine » — 1, son tutte date dalla
formula

(3) o(r, s, t)
=r"E(s,t)+r"t1G(s, t)+8"C(r, t)+s"1D(r, t) +t"A(r, s)+t"*1B(r, 8),

ove

A(r, s), B(r,s), C(r,t), D(r,t), E(s,t), G(s,t)
sono funzioni arbitrarie, nelle rispettive due variabili, di classe
n + 2 nell'intervallo quadrato [(—1, —1), (1, 1)], tali che
tenendo comunque fissa una qualsiasi delle due variabili nel
mentre che si rende infinitesima 1’altra avvenga che pure le fun-
zioni A(r, s), ..., risultino infinitesime, almeno d’ordine =, ri-
spetto all'infinitesimo costituito da quella delle due variabili che
si fa tendere a zero.

Il detto teorema d’unicita resta stabilito, per n = 0, se si puod
far vedere che esiste una sola funzione della forma data dal se-
condo membro di (8) che coincida con la assegnata F(r, s, t) su
FQ. Tale coincidenza avverra allora ed allora soltanto che si veri-
fichino le seguenti sei equazioni

(4) A(ry s) + B(r, s) + s*C(r, 1) + s"*+D(r, 1)
+ rE(s, 1) + r"*+G(s, 1) = F(r, s, 1),

4) 1l procedimento che a tale scopo seguiamo qui é in sostanza la estensione all’
S die quello svolto dal Prof PrcoNE per la stessa proposizione nell’ S(,).
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(6)

(7)

(8)

(9)
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A(r, s)— B(r, s) 4+ (—1)"s"C(r, —1) 4+ (—1)"s"*1D(r, —1)
+ (— 1)"r"E(s, — 1) 4+ (— 1)"r"+1G(s, — 1)
= (—1)*F(r, s, —1),

t"A(r, 1) + t**'B(r, 1) + C(r, t) 4+ D(r, t) + r"E(1, t)
+ r™tiG(1, t) = F(r, 1, t),

(—1)"A(r, — 1) 4+ (— 1) B(r, —1) + C(r, t)
— D(r, t) + (— 1)""E(—1, ) + (— 1)*r"HG(— 1, t)
= (—1)"F(r, —1, t),

t"A(1, s) + t"*1B(1, s) + s"C(1, t) 4 s"tD(1, t) +

+ E(s, t) + G(s, t) = F(1, s, 1),

(— 1) 4A(— 1, s) + (— 1)""+B(—1, s)

+ (—1)*s"C(—1, t) + (— 1)"s"D(— 1, t) + E(s, t)
—G(s, t) = (—1)"F(—1, s, t).

Da queste si ottengono subito intanto le seguenti otto relazioni

(10)

(11)

(12)

(18)

(14)

(15)

A(L1) + B(1, 1) 4+ C(1, 1) + D(1, 1) + E(1, 1)
+ G@, 1) = F(1, 1, 1),

A(1, 1) — B(1, 1) 4 (—1)"C(1, — 1) 4 (—1)"D(1, —1)
+ (—1"EQ1, —1) + (—1)"G(1, —1)
= (—1)"F(Q1, 1, —1),

A(1, —1) + B(1, —1) 4+ (—1)"C(1, 1) — (— 1)"D(1, 1)
+ E(_ 1’ 1) + G(—l, 1) = F(l’ _13 1)’

A1, —1)— B(1, —1) 4+ C(1, —1)— D(1, —1)
+ (_l)nE(_ 1’ —1) + (_l)nG(_ 19 _1)
= (—1)"F(1, —1, —1),

A(_ 1, 1) + B('— 1, 1) + C("'— 1, 1) + D(—" 1, 1)
+ (—1)"E@1, 1) — (— 1)"G(1, 1) = F(—1, 1, 1),

A(—1, 1)— B(—1, 1) + (—1)"C(—1, —1)
+ (—1)"D(—1, —1) + E(1, —1) —G(1, — 1) =
= (—1)"F(—1, 1, —1)

A(—1, —1) + B(—1, —1) 4+ (—1)"C(—1, 1)
— (—1)"D(—1, 1) + (— 1)"E(—1, 1)
—(—1)"G(—1, 1) = F(—1, —1, 1),

A(—1, —1)— B(—1, —1) + C(—1,—1) —
D(—1, —1) + E(—1, —1)— G(—1, —1)
= (—1)"F(—1, —1, —1).
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Sommando e sottraendo membro a membro: le (4), (5); le (6), (7);
le (8), (9); si ottengono successivamente le espressioni delle
A(r, s), B(r, s8), C(r, t), D(r, t), E(s, t), G(s, t), sicche sosti-
tuendo in (8) si trova che v(r, s, t) é data da

(18) o(r, s, t)

= [F@, 5 1) + (—1)"F(r, s, —1)] — " [E(s, 1)
rﬂ"‘ltﬂ
2

—Z2 (0, 1) + (—1)*Cr, —1)] —

+ (—1)"E(s, —1)] —

[G(s, 1) + (—1)"G(s, —1)]

sntlgn

= [D(r, 1)

+ (—1)"D(r, —1)] + - [F(r, 5 1)— (— 1)*F(r, 5, —1)]

rogntl rolgntl

— B (s, 1) — (— 1)E(s, —1)] — " [G(s, 1)
— (—1)G(s, —1)] — 22 [C(r, 1) — (— 1)"C(r, —1)]
sﬂ+ltﬂ+l

——[D(r, 1) — (—1)"D(r, —1)] + - [F(r, 1, 1)

+ (—1)"Fr, —1, 91— 0 [EQ, 8) + (—1)"E(—1, )]

—I G, 1) + (— 16— 1, ] — 2 [A(r, 1)
+ (—1)"A(r, —1)] —W;H [B(r, 1) + (—1)"B(r, —1)]

r"s

B, 1)

+Z2(F(r 1, ) — (—1)*F(r, —1, )] —
rn+13n+1

2

— (= 1)"E(—1, )] — (G, &) — (—1)*G(—1, 1)]

gnH1gn+l

2

T LAl 1) — (— 1) A, —1)]—

[B(r, 1)
— (—1)"B(r, — )] + - [F(L, s, t) + (—1)"F(—1, s, 1)]

rrgntl
2

—Z2 e, 6) + (—1)"C(—1, ] — "o (D@, ¥)

+ (—1)"D(—1, )] =7 [AQ, ) + (— 1) A1, 8)]

— "B, 8) + (—1)"B(—1, 8)] + 20 [F(, 5, 1)

rntign

2 [e@, ) — (—1)"C(—1, 1)]

rrtigntl prtign

2 [D(ls t) - (_ 1)."D(_— 1’ t)] - 2

— (—1)"F(—1, s, t)] —

(4(1, s)—
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" [B(1, 8)— (—1)"B(—1, )]

=‘"(1 F(,,1)+——t)(l——F(r,s,—1)
+"’"“’F(, 1,0+ T2 R, 1, g
+552 R, s )+ ST R, 8, g

D" (1 —t)E(s, —1)
)"

™ ™(—
— 5 W+ E@E 1) —"5

a4+ na, 9 —"C" 0 a1, 5

+ 1)G(s, 1) — o= (1 —1)G(s, —1)

T"t" +1 T) in+l

1+ r)B(Q, s)—*

(1—r)B(—1, 3)

—i; 1 + t)C(r, 1)——’"_ (1 —t)C(r, —1)

s)t

—i'" A+ s)A(r, 1)—" (1 —s)A(r, —1)

slt

"1 —)D(r, —1)

(1 + t)D(T, 1)_'

sngn+l s)"t"+

(1 + 8)B(r, 1) —" 1(1 —5)B(r, —1)

r)s

—’Ts 1 +rcq, t)—_ 1—n)C(—1,¢)

L i (—s)"
2

—T- (14 5)EQ, t) — (1—s)E(—1, ¢)

(_ T)nsn-{-l

—2 4+ nD(, 1) — (1—nD(—1, 1)

V(1 — 5)G(—1, 1)

0601, 4 —

Operando ancora nello stesso modo con le (4), ..., (9) dopo
aver posto r = 41, ..., allo scopo di esprimere A(4 1, s),
B(+ 1, s), ..., mediante le altre, si trova, sviluppando e sem-
plificando con la riduzione dei termini simili, che

r)t

—22 (1 4 n4q, s)—*

1‘” tn+1 (__ r)ntn+l

(1 +7)B(1, 5) — =" (1—7)B(—1, s)

(1 —r)A(—1, s)
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+ t)G(s,

_1)

—2T B, 1) — ""

rst 1'8(*‘)"

(147 +2)C(, 1) +
'0+ﬂﬂ—ﬁ(L—4%—741+HU+HHL&1)

(1 —t)E(s, —1)

1‘"8 t rn3n+l( )

+—*a+MI>MIn+
‘(1 + )1 —D(, —1) ==

"1+ —0FQ, 5 —1)
(—- )ngnen
4

CA—r)(1—1)C(—1, —1) —

(_ r)"s"“l"

(— r)rsn(— 1)

AR

(1———r)(1 +t)F(—1, s, 1)
— r)nsntl(— ¢)n

L

+

u—na+na—11rk

r)t

+

u—nu+nm—11rk

. (l—r)(l—t) (—1,—1) —T(l—r)(l-—t)F(—l, s, —1);

—Za+nca 5—"2a—nc—1, 1y
= (1 —nD(—1, 1)
_'" 1+ 8)6(, 1) — TEN G g6(—1, 1)

4 9EQ ) — "=V 0 g)E(—1, 1)

rrgnin r™(— s) tn

= 1+ +8)A(1 1) +

-+ —s)4(, ——1)——— T+ nA +)F(1, 1, )
+

rngngn+l T (—- 8)"t"+1

(I +r)(1+s)B(, 1) +
1+ 11 —9)B1 —1)—"CLq 4 nya—sF, —1, 1)
+

(— r)st"

(L—ﬂ(+sme—11r+Ll%;ﬂT-

«L—ma—wAFJV—n—— = (1 —r)(1 + 8)F(—1,1, 1)

p— nen fn+l n(__ n fn
+"T‘+a—ﬂu+wM—L1r+Lﬂéﬁii-

F(1—n)(1—8)B(—1, —1) — " (1—r)(1—)F(—1, —1, 1);
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—2 0+ Al )— T 0 —s)d@, —1)
— 2 (1 + 9B, 1) — T (1 —5)B(r, — 1)
+nmnn—f1§—a—ﬂmn—n

(1 —5)C(r, —1)

— @+ 90 1)

rst 13(__”1.

(14 9)(1 4+ )E(, 1) +

c(14s)1—¢)EQ, —1) _-4_— 1 + s)@ + t)F(r, 1, 1)

1‘"+13" n 1-n+lsn(_ l)"

1+ +1)6(, 1)+
"(

S+ s)(l —8)G(1, —1)—
T (——s) tn
+

- (1 ——8)(1 —t)E(— 1, —l)———

"1 481 —1)F(r, 1, —1)

— 8)"(—1)"
h4 .

(L—s)(L + ) E(—1, 1) + -

s)t

(1—s8)A+t)F(r, —1,1)
1"'+1(—-8)”t" ot (— g)n(— t)n
_— ——-_————4 .

L1— s)(l —8)G(—1, — 1) — = (1—s)(1 — 1) F(r, —1, —1).

(1—s)1 4+ 1)G(—1, 1) +

Esprimendo: i coefficienti A, B mediante i restanti C, D, E, G;
quelli E, G mediante quelli 4, B, C, D; quelli C, D mediante quelli
4, B, E, G; servendosi delle (10), ..., (17), si trova, dopo avere
svolti i calcoli, che la somma del 1°, 2°, 4°, 5° 7°, 8° 10° 11°
termine del secondo membro nelle tre espressioni ultime scritte,
¢, rispettivamente, data da

)L+ 81+ OF(Q, 1, 1)

—s)nn
+"’

(1 T)(l _8)(1 + t)F(ls —1, 1)

T s"t"(1+r)(1+s)(1+t)[A(1,1)+B(1,1)+E(1,1)+G(1, 1)]

r(— s) tn

(I + )@ —s)(1 +2)[A4(1, —1) + B(1, —1)
+ E(—1, 1) + G(—1, 1)]
(1 +7)1+s)A—t)(—1)"F(1, 1, —1)

rnsﬂtﬂ

+
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[ A 3 Ad
8
P40+ )@ — 141, 1) — B(1, 1)
+ (—1)"EQ, —1) + (—1)"6(1, —1)]
(L4+7)(1—s)A—)[( 1)"A(1, —1) — (—1)"B(1, —1)
+ E(—1,—1) 4+ G(—1, —1)]

T @ —n + )+ )(—1)"F(—1, 1, 1)

+

1T+n1—s)(1—F1 —1, —1)

rﬂs"tﬂ
]

+

L 3 i

rrgnin

—T 1 — )1+ 8)(1 + OIEQ, 1)—G(1, 1)
+ (—1)™4(—1, 1) + B(—1, 1)}]

(1 =1 —8)1 + )[(— 1){E(—1, 1)
—G(—1, 1)} + A(—1, —1) + B(—1, —1)]

L i &
8

rognn

+ 51— +s01—)F(—1, 1, —1)
+ 750 (1 — ) — ) — )= 1) F(—1, —1, —1)
__'""8"‘" (1 —r) + )1 —)(—1)"[EQ, —1)—G(1, —1)

+ A(—1, 1)— B(—1, 1)]
PR 0= — )1 —[E(—1, —1)— G(—1, —1)

+ A(—1, —1)— B(—1, —1));
rﬂssﬂtn (1 + 7’)(1 + S)(l + t)F(l, 1, 1)

+ 5550+ 00+ ) — 0(—1)F, 1, —1)
— @) +0)(1+OIE@L 1) 4601, 1)+ €0, 1) +D(1, 1))
—T (1 )1+ 91— (= 1) EQ, —1) + 61, —1)

+C(1, —1) + D@1, —1)]
+'“88"‘2 (1 4+ 7)1 —s8)(1 + t)(— 1)"F(1, —1, 1)
+ ""ssﬂt" I4+7rA—s)(1—t)FQ1, —1,—1)
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™8

21+ — ) + O— D)HE(—1, 1) + 6(—1, 1)}
+ C(1, 1) —D(1, 1)]
1+ 7)1 —s)1—¢t)[E(—1, —1)+ G(—1, —1)
+ (—1){C(1, —1)—D(1, —1)}]
A —r)(1 + 8)(1 + t)(—1)"F(—1, 1, 1)

resntn
8

Tnsﬂtﬂ

T3

+ r".:‘t" (1—r)(1 + s)(1 — t)F(— 1, 1, —1)

rrgngn
8

(1 —n)( + ) + HIEQ, 1) —6(1, 1)
+ (—1){C(—1, 1) 4+ D(—1, 1)}]
= (L — 1)1 + 9)(1 —[(— DE®, —1)—6(1, —1)}
+ C(—1, —1) 4+ D(—1, —1)]

r"s

+ "'88"" (1—r)1—s)1 +)F(—1, —1, 1)
+ m;m 1—7)1—8)1—t)(=1)"F(—1, —1, —1)

™8

S — 1)1 —8)(1 + t)(— D'[E(—1, 1) — G(—1, 1)
+ C(—1, 1) — D(—1, 1)]

(1—7r)1—s)1 —t)[E(—1, —1)—G(—1, —1)
+ C(—1, —1)— D(—1, —1)];

rrgngn

8

R+ )1+ )+ OF(, 1, 1)
rrsngn

+ o (L= 7)1 4 5)(1 + ) (—1)"F(—1, 1, 1)

r"s

141+ 8)(A+9[CA, 1)+ D(, 1)+ 41, 1)+ B(1, 1)]

8
— (@ — )1 + )1 + (— 1)[C(—1, 1) + D(—1, 1)
| + A(—1, 1) + B(—1, 1)]
+ Z";""‘. (1 4 7)1 + 8)(1 —t)(—1)*F(1, 1, —1)
T z t
'"";"‘" (1 4 7)1 + 5)(1 — t)[(— 1)*{C(1, — 1) + D(1, — 1)}
+ A(1, 1) — B(1, 1)]

+

(=71 +s)Q—)F(—1,1, —1)
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rgnin
8

(1 —r)(1 + 8)@ —)[C(—1, —1) + D(—1, —1)
+ (—1)*{4(—1, 1)— B(—1, 1)}]

rrsnin

+ 55 (1 + 1)+ )1 —)(—1)"F(, —1, 1)
+ 72 (1 —r)(1 —s)(1 + HF(—1, —1, 1)
—2Z @400+ 90 —1(CcE 1)—D(, 1)

+ (=141, — 1) + B(1, —1)]
— (=)t —8)(1 + O[(—1)C(--1, 1) — D(—1, 1)}

+ A("— 1, —1) + B(_I’ _’_1)]

+ ’"38"'" 1+ 7)1 —s)(1 —)F(1, —1, —1)
+ 55 1= — )1 —t)(—1)*F(—1, —1, —1)

™S

2 (1 4+ 1) —s)(1 —8)(—1)" [C(1, —1) — D(1, —1)
+4(@1, —1)— B(1, —1)]
1—r)(1—s)(1—¢t)[C(—1, —1)—D(—1, —1)
+4(—=1, —1)—B(—1, —1)];
Se alfine si sommano tali tre ultime espressioni, avendo cura di

tenere sempre presenti le (10), . . ., (17), si ottiene che I’espressione
complessiva di tale somma ¢ esprimibile nelle forme seguenti

rosnin

e (L 1)L+ 8)(1+ ) BFQ, 1, 1) —2{E(L, 1) 4+ G(1, 1)
+C(L 1) + D(L, 1) + 4(1, 1) + B, 1)}]
+ 555 (L (A —)(1 + 1)(—1)" [8F(1, —1,1) — 2{E(—1,1)
+G(=1,1)+ (=1)"C(1, 1)— (—1)"D(1L, 1)+ 4 (1, —1)+B(1, —1)}]
+ 5 1A+ )1 —)(—1)"[8F(1, 1, —1) — 2 {E(1, —1)
+ G(1, —1)+C(1, —1)+ D(1, —1)+(—1)"4(1, 1) — (—1)"B(1,1)}]
+ '"“‘8"‘" (1+7)(1—s)1—2)[8F(1, —1, —1) — 2{E(—1, —1)
+G(=1, —1)+(=1)"[C(1, —1)—D(1, —1)+A4(1, —1) — B(1, —1)]}]
rrgnin

+——Q—r) A +s)A+)(—1)"[8F(—1, 1, 1) —2{(—1)"[E(1, 1)
—G(1,1)]+C(—1 1)+ D(—1, 1)+ A(—1, 1) + B(—1, 1)}]

regnin
8
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resnin

+— 1—r)A—s)A+)[8F(—1L —1,1)—2{(—1)"[E(—11)
—G(—1,1)+ C(—1,1)—D(—1, 1)] + A(—1, —1) + B(—1, —1)}]

+ 7 (1)1 4 8)(1— 1) [BF(—1, 1, —1) — 2{(—1)" [E(1, —1)

—G(1, —1)+ A(—1, 1) — B(—1,1)] + C(—1, —1) + D(—1, —1)}]

+rﬂ88'ltﬂ
—2{(—1)"[E(—1, —1)—G(—1, —1) + C(—1, —1)
rrsnn

= {4+ +s)+1)BFQ, 1, 1)—2F(1, 1, 1)]

8

+ (1 +7)1—s)(1 +t)(—1)"[8F(1, —1, 1) — 2F(1, —1, 1)]

+ @ +7)Q+s)(X—¢)(—1)"[8F(Q1, 1, —1)—2F(1, 1, —1)]

+ 1+7rA—s)(1—1¢)[8FQ1, —1, —1)—2F(1, —1, —1)]

+ A—r)A+s)A+t)(—1)"[8F(—1,1,1)—2F(—1, 1, 1)]

+ 1—r)1—s)1+¢)[8F(—1, —1, 1) —2F(—1, —1, 1)]

+ 1—7r)(1 +s)1—1¢)[8F(—1, 1, —1)—2F(—1, 1, —1)]

+ (1—r)(1—s)(1—t)(—1)*[8F(—1, —1, —1) —2F(—1, —1, —1)1}

rrsnin

=— @+ 7)1 +s)1+)F(Q, 1, 1)

(1—r)1 —s)(1 —¢t)(—1)*[8F(—1, —1, —1)

+’"(—88)"’" (1471 —s)@ +t)F(1, —1, 1)
_|_-r':s"(—t)" (1471 +s)1—t)F(@, 1, —1)
+55 (L N1 — 91— YFQ, —1, —1)
n (—'r)s"s"‘i" (L—7r)1 + )1 +t)F(—1, 1, 1)
+ 5 (1 — )1 — )1 + )F(—1, —1, 1)
+ 5 A=) + )1 —)F(—1, 1, —1)
N (— 7)" (— 8)" (— t)» 1 —r)(1 —s)(1 —t)F(—1, —1, —1);

8

Se si tiene conto di tale ultima forma per ’espressione della
somma complessiva di cui sopra e se ne fa la sostituzione nell’ulti-
mo membro della (18), I’espressione della »(r, s, t) diventa
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(19) o(r, 8, t)

=t~(12+t)F(’ 1)+ t)(l t)F(r o — 1)+8(l+8)

. F(r, 1, t)+—ﬂ-—’—’F(,—1 1)+ DR, 8, 1)
+ SO R L s -+

(1 +)F(1, s 1) — " (_4')" (1 +7r)(1—t)F(1, s, —1)

Tl a1 5 1) =S =)

(1-—-t)F(—1, s, —1)-'%’-” L+ +s8)FQ, 1, t)

(—s)" (—r)ns”

A +r)A—s)FQ1, —1, t)—

(1—r).
C(1 4 8)F(—1, 1,1) —1"§ (1—r)Q—s)F(—1, —1, t)
"1+ )
(1—3)(1 +t)F( —1, 1)

__%(1 + 8)(1 + t)F(r, 1, 1)—3"(;')

s) tn

(1 —§)F(r, 1, —1)—"

— 18— t)F(

+ 7)1+ s)-

s) tn

C149F, 1, 1) + (1 +7r)(1—s)-

Q4 )FQ, —1, 1) + 7

(1+T)( + ) -

“(1—1)

14+ r1—s)-

r)”s tn

A= f)F(, —1, —1) + (1—r)1 +3)-

‘(1 +t)F(—1, 1, 1)+'”
(1

<:_”:8_L‘—_‘> (1—r)(1 —s)(1 —8)F(—1, —1, —1)

A1—r)1—s)-

(l—r)(l—}—s) (1—t)F(—1,1, —1)
+

che si rivela subito non essere altro che la espressione del secondo

membro di (2*). Resta cosi giustificata l’unicitd detta e il
teorema I &, di conseguenza, dimostrato.

2. Assegnata, nel cubo Q di S, una arbitraria funzione con-
tinua e(r, s, t), risulta subito che la funzione
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(19') Jrf‘f‘e(g, g, 7). (r—p)(s —o)(t — v)dododr
000

é di classe 2 in Q ed ¢é soluzione della U® =¢ in Q.

Se allora oltre alla e(r, s, t) é assegnata in Q un’altra arbitraria
funzione ¢(r, s, t) di classe due e si vuol trovare una U(r, s, t) di
classe 2 soddisfacente le equazioni

U® =e¢(r, s t), in Q,
U =9 , su §0,
basta rilevare che, con siffatta U(r, s, t), P’altra funzione

20) Ut s t)— [ [ [etor 7). (r—o)(s — o)t — 7)dodods
I
soddisfa le

rweso—[ [ [ "e(e, 0, 7)- (r—g)(s—0) (1—)dedodr]
' (21) 000

— 0, i ),
or205® o2 in Q.

v — [ [ e(e 0, 7) - (r— o)(s — a)(t — )ddadr
0

00

8 rt
— o, 5, t)—fj fe(g, 0, 7). (r— 0)(s — o)(t — 7)dododz, su

000
&O, sicche invocando il teorema I, per n =0, e ponendo in esso
U
(22) F(r,s,t) = @(r, s, t) — f j Ie(g, 0, 7).
000

- (r—o)(s — o)(t — t)dododr,
si conclude con I’esistenza ed unicita della soluzione (20) pel siste-
ma (21) e che tale unica soluzione € espressa dalla (2*) ponendo in
questa la (22) al posto di F e facendo n = 0.

Ne consegue la validitd del teorema
I1. Assegnata ad arbitrio nel cubo Q di S,y una funzione continua
e(r, s, t) ed inoltre un’altra funzione ¢(r, s, t) arbitraria di classe due
n Q, esiste una ed una sola soluzione u(r, s, t), di classe due, delle
equaziont
u® = e(r, s, t), in Q,
U =¢ , su FO,
soluzione costituita dalla somma delle due espressioni (19') e (2*),
quando nella (2*) si ponga per F Uespressione (22) e st assuma n = 0.
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3. OssERVAZIONE — Siano assegnate, nel solito cubo Q
[(—1, —1, —1); (1, 1, 1)] dell’ S), una funzione continua
e(r, s, t) eun’altra ¢(r, s, t) diclasse n + 2in Q, con n > 0, tale
che mediante arbitrarie funzioni continue
gM(r, 5, t)[su L] = g,(r, 5, t) = 9P (r, 5, 0) + ¢™(0, s, t)
+o™M(r, 0,1)+¢™(0,0,0)—g™(r,0,0)—g™(0, s,0)—p™(0, 0,2)
per h=0, 1, ..., n—1. E’ noto 5) che per le equazioni

Wt (r, s, t) =e(r, s, t), in Q,
W = @u(r, 5, t), su L eper h=0,1,...,n—1,
wm =W+ =0, su L,
esistc ed € unica la soluzione W, di classe n + 2, e questa é es-
pressa dalla formula tipo Taylor

(23) W(r, s, t) = go(r, s, 1)

7:—1 T 8 i 1
f f f%(e,a, =06 = =1 4o dode

[(h— 1)1
[r—e)(s —o)(t —7)]*+
+ ff fe(Q, G, T) TERT doda dr,
n—1
ove va qui inteso che per n =1 il sommatorio X (...) deve
essere omesso. h=1

Essendo ¢(r, s, t)diclasse n + 2, in Q, vale per essa la relativa
formula tipo Taylor, in Q,

o(r, 8, ) = @q(r, 8, 1)

'nJ—l r s rt -
[(r—o)(s —o)(t —7)*!
fff%(@:a T) TEEID dododr

" ((r—e)(s —o)(t — 7)™+
+ f J- (n+2) y Oy, T d dadf
JJJ7 (e 2 %) R T

ed allora la funzione F(r, s, t) = ¢(r, s, t) — W(r, s, t), vale a
dire la

(24) F(r, s, ) = @(r, 8, t) — @o(r, s, t)
f f J. @aulo, 0, T) r— 9)(8*6)(t__r):h_ldgdadt
[(h—1)!]2
— f f f e(o 0, 7) U QE ==y e
R [(n 4+ 1)!3

s) Per il caso di r = 2 c.f.r., oltre M. PicoNE [27, PA0LO TORTORICI [8. Per il
caso di r = 8 c.f.r. C. BIR]\DELLI (4.
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a mezzo della differenza delle formule tipo Taylor delle ¢, W, si
pud scrivere

r 8 rt
_ [(r — 0)s — @)t — )]
F(r, s, 1) = f f f .(0, 0, 7) 0 oW dgdadr

r (s
+ J J‘ -[ ¢n+1(9, g, T) (T—-Q)(S—U)(t—t)] dDdOd‘t

[nl]®

s
’ [(r—e)s —a)(t—7)"*
n42)(o g, e(o, o, dodod
+ ff ) (0, 0, T)—e(p, 0, 7)] T DT ododr

e dal secondo membro di questa ultima si vede subito che tale
F(r, s, t) é, per n > 0, infinitesima, d’ordine n almeno, rispetto a
ciascuna delle 7, s, ¢, rispettivamente, quando, mantenendo co-
munque costanti le altre due, la r, 0 la s, 0 la ¢, venga resa infini-
tesima; cid in particolare avviene pei punti di L. FQ, come ¢ in
sostanza richiesto nell’enunciato del teorema I per la relativa
F(r, s, t) quando n > 0. Si noti ancora che la F(r, s, t) data dalla
(24) é di classe n + 2 in Q, e che nel 2° membro di (24) il somma-

n—1
torio X (...) va omesso se n = 1.
=1
Dalla OssErvaziONE precedente segue il teorema

II1. Assegnate, ad arbitrio, nel cubo Q[(—1,—1,—1); (1,1, 1)]
dell’ S, una funzione e(r, s, t) ed una funzione ¢(r, s, t) di classe
n + 2 (n > 0) in Q, esiste una ed una sola soluzione u, di tale classe,
delle equazioni

u"t3A(r, s, t) =e(r, 8, t), in Q,

U =g , su §O,

u® = ¢ ,sul, (h=0,1, ..., n—1),
e, riprendendo la F(r, s, t) espressa dalla (24), tale soluzione u € data
dalla somma delle espressioni (2*) e (28) cioé da (scrivendo per
disteso ed effettuando le integrazioni possibili)
(25) u(r, 8, t) = W(r, 8, t) + v(r, 8, t)
=¢(r,5,0) + ¢(0, 8, )+ ¢(, 0, ) + (0, 0, 0) —(r, 0, 0) — (0, 5, 0)

n—1 1
— ¢(0, 0, ¢) + Z ff oM (0,0, 7)— "0 g a)(t—t)]“ do dr

— 12
(r) 9)(‘—7)]“ -1
+h,” (0 0,7) . 00 gy g

(») [(_'_,E)E____‘_’Ed st (o -
+M”<p (0 3,0) =N gy gy 4 20 00,0, 0)
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g t(p(h)(O, 0, 7) (t—z)? dr — T f @™(0, 5, 0) (s —
[h']' (h—1)! (p1]? (h—l)'
[}

ftp""(e,o 0) (T—") de}

— i —1!
T s n
[ffe(e, 0, T )[(T 0)(s—u)(t—7)] “d dodr
CEE:
(1]
C0 (1—r) [(p(——l,s, t)—p(—-1,5,0)—p(0, 8, {)—p(—1, 0, t)

— (0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, s, 0) + (0, O, ?)

n—1
_3 (—ap j f f«p,.(e, o, 1) LD 4y o
r=1 —1)1p

-10

s ot n
. (_1 J. J- J‘e(e’ o, T) [ +o)s—0)(t—T1)] Hd dO’dT]
. [tn + 1)IF

[?)(T, "“1’ t)—(P('I’, —l, 0)_(”(0’ '_1’ t)
— g(r, 0,) — 9(0, 0, 0) + g(r, 0, 0) + ¢(0, —1, 0) + (0, 0, ?)

_ E (—1) f[f"’h“” N (el UL (Gt e AP RPN

J ) [(h —1)12
r r0 pt
n (r — o)1 + o)t —7))™+ ]
—(—1 e(o, 0, T dododr
( )f” (0 o) =R+ N

(— 1"
2

(a—0)[etr, s, —1)— ol 5, 0)— (0, 5, —1)
—(p(T, 0, _1) -—-(p(o 0, 0) + (p(T, 0’ 0) + (P(O’ S5 0) + ‘P(O’ 0, _1)

n—1 T 8
— 32 (—1) JJJ 0, 7) (T —OE—a)1 + )
( @1(0, o D do do dr

0 -1

" [(r —@)(s —a)(1 + 7)]™*
—(—1) , 0,
(1) ffje(e %) [n + 1)1 de dadt]

0 0 -1
rﬂ

+ 2 (1+7')I:‘P(19 s, t) — (L, s, 0) — (0, s, t) — (1, O, t)
*‘P((), 0, + (1 0, 0)+¢(0 S 0)+<P(0 0, t)

0)
n-1 1 ps pt 1
-z f f f (o, 0, 7) LZQEZE=T2 4 e
=1
0 0 o

n ((r—1)13®
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1 s pt
— {(l—e)(s—a)(t_f)]md dod :l
f fe(e, g, T) IO odadr
0

0 0
+37n(1+8) |:(P(7‘, 19 t)—'(P(”', 1: O)—(P(O, 1, t)—¢(7', 05 t)
— (0, o, 0) + <p(r, 0, 0) + (p(O, 1, 0) + ¢(0, o, t)

n—1 r rl pt —
-z J f f oale, 0 1) CZQC O 40 15 e
h=1
00 O

[(h —1)1]®
r prl pt
(r—e)A —0o)(t—1))"+ ]
- elo, 0, d dO’dT
fff (@ o 7) [+ D) ¢
0 0 o

+ 5 A+ [ol 5 1) =l 5, 0)— w0, 5 1) —p(r, 0, 1)
_‘P(O’ 0’ 0) + (p(T, 0, 0) + ‘P(O’ S, 0) + ‘P(O, 0’ 1)

n—1 pr ps pl —
= f .[ J #alos 05 7) [ —e)e—a)t —7)I* ldeodt
A=t 0 0 0

[(r—1)17?

T s 1 n
——f f f e(o, 0, 7) =QE— )0 —7)] “dgdadz]
0 0 0

[(n + 1)1

—$(1—T)(1—3)[‘P(—1, —1,t) — ¢(—1, —1,0) — ¢(0, —1, t)
- (P(——l, o, t)-—(p((), 0, 0) + ‘P(—“l, 0, 0) +¢P(0, —1, 0) + (p(O, 0, t)

n—1 pr0 r0 pt .
- 2 J f f ¢h(e’ 0', T) [(1 + Q)(I + O')(t—‘l')] ldeGdT
h=1

[ — 1)1
“-1-10
_f’f"f‘e(g o, 7) LA+ —onmt dadt]
$ RS
-1 -10

rein

(=)= [p(—1, 5, —1) —p(—1,5,0) — g(0, 5, —1)
_(P(_l’ 09 —1)_(P(0, 09 0)+ ‘P("‘l, 0, 0) +‘P(0, S, 0)+ ‘P(Os 09 _1)

n—1 p0 ps 0 1
= Jff%(e, o, 7) LT Q6 =) + O doda dv
h=1

[((h— 1)
-1 0 -1
e [(1 + @)(s — o)(1 + 7)]*+
—'f ffe(e, 0, 7) : . dgdad‘r]
(v + 1)
-1 0 -1
snn

1)1 —0) plr, —1, —1) — plr, —1, 0) — p(0, —1, —1)
—¢(r, 0, —1) —¢(0, 0, 0) + ¢(r, 0,0) + ¢(0, —1, 0) + ¢(0,0, —1)
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n—l
j I" J*’%( P e)(l + A+ G de

— 112
0 ~-1-1
’ [(r—o)[1 + 0)(1 + 7)™ ]
—f ffe(g, 0, 7) T DI dododr
0o -1 -1

mEN g +r)[<p(1, 1, t)— g0, —1, ) — (1, 0, £)
_¢(l, '_19 0) - ‘P(o, 0, 0) + ‘P(l’ O, 0) + ‘P(o, —19 0)

n—1 1 0 pt
+ ¢(0,0,2) — X (—1)* f _[ I oule, 0, 7) QUG 4o dr
ret (—1)1p

0 -10

1 t n+l
_(_1)"Jr_[e(9’ 5, 7) A= +Yu— dedadt]

[(n+ DI
0 -10

mey +r)<1—t)[<p(1, 5, —1)— (1, 5, 0) — (0, 5, —1)
— (1,0, —1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + ¢(0, 5, 0) + (0, 0, —1)

n—1
T (—1) IJI"”‘(""” N (el (U)W WP
h=1

J [(h—1)1p°
-1
" (1 —@)(s —o(1 + 7))** ]
—(—1 e(o, 0,7 dododr
(—1) ofoff(e e ol t o,

(=7

T 1—r)1 +8)[¢p(—— L 1,t)—e(—1, 1, 0) — (0, 1, £)
— ¢(—1, 0,t) — ¢(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, 1, 0) + (0. 0, t)

n—1 1 pt
— (——1)”rf f oulo, 0, T )[(1 + @)(1 —o)(t —1)]*! dodadr
r=1 ((h—1)I?

-10 0

—(—1) fff (0, 0, 7) L QO —a)t—) dadt]

JJ [(n + P
(1 +s)(1—t>[«p<r, 1, —1)—g(r, 1, 0)—g(0, 1, —1)
—g(r, 0, —1)— (0, 0, 0) + p(r, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, —1)

n—1
N 2 =1 fff ,7)[(r—)@ —o) + 7P
¢h(e c T) [(h—1)!18 d dodr

—)"

0 -1

—(_1)"ffre(9’ o, 7)1 —QO =0 + o1 dadr]
00 -1

(In + 1132
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— r)m

(1—r)(1+t>[<p(—1 5, 1)—p(—1, 5, 0) — (0, 5, 1)
——<P(-—1 0, 1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, 5, 0) + ¢(0, 0, 1)

— 1) [ + o) (s — o)(1 —7))*
Z (—1) JQJ‘ f%(e, 0, 7) )T dodadr

-10

—r [ f eley 0, 1) CH DO gy g |

(n + 1))

(=)t +1)[olr, —1, 1) —p(r, —1, 0)— (0, —1, 1)
_‘P(ra Os 1)—<P(0, 0’ 0) + ‘P(’r’ 0 0) + <P(0 '_1 0) + ‘P(o 0’ 1)

n—1 r 0 pl
— 2 (—-1)hI J J' a0, 0, 7) [(r—o)(1 + o)1 —7)]*~ ldgdadr
r=1 [((h—1)!1]3

(-———s) tn

0 -10

— =1 ff_f e(o, 0, 7) [ —e)1 +6)(l_1)]mdedodr]

[(n + 1)1
-10

"—_4—(1 +7’)(1 +8)[¢(1, 1, t)—“¢(19 1, 0)_"’(0» 1, t)—(])(l, 0, t)
— (0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, t)

n—l
[(1 —e)(1 —o)(t—7)]*?
f f j <ph(9: g, T) (=) d@da’d‘t

_fffe("’ s, 7) [“_9"‘“""’_”]"“dgdadz]
0 0 0

[((n + 1)1J?

—a +r)(1+t)[<p(1 5, 1) — (1, 8, 0)— (0, 5, 1)— (1,0, 1)
— 9(0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + ¢(0, s, 0) + ¢(0, 0, 1)

n—l
(A —g)(s—ao)1 —7)]*!
f f f #a(0, 0, ) =D dododr

— f I f e(o, 0, 7) [(@ —e)s — o)1 — 7)™ do dadr]
0o 0 0

[(n + 1)1]?

_f:—tu(l+s)(1—l—t)|:q7(r, 1,1)—g(r, 1,0)—@(0, 1, 1) —¢(r, 0, 1)
— (0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) + @(0, 1, 0) + ¢(0, 0, 1)

n—l
"’ [r—o)(1 — o)1 — 7)1
f f a0, 0, 7) G dododr

—f j fe(e, 0, T) [r—o)d — o)1 _1)]"+1d dcdr]
[(n + 1)1]8
0 0 O
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regnin

+(—1) (1—r>(1—s)<1—t>[¢(—1 —1,—1)
—¢(—1L —10) — g0, —1, —1) — ¢(—1, 0, —1)
—¢(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, —1, 0) + ¢(0, 0, — 1)

n—1
- z (——_ l)hJ‘ Ff¢h 9, g, T) @+ +0o) + ) d dodr

[(h—1)12
-1 -1 -1
1w (1 + o)1 + 0)( 4 7))
(—1) ijfe(g, 0, 7) GEDT d, dadr]

TRy (1+e)(1—o)(1—r)[~p(1 —1, —1)—g¢(1, —1, 0)

_(p(o, —1, —'1)—(’)(1’ 0, '—1)_(’)(09 0, 0) + ‘P(l, 0, 0)
+ ¢(0, —1, 0) + ¢(0, 0, —1)

n—l
[(1—e)(1 + o)1 + 7)]*?
f ff‘l’h(@s 0, 7) h—1) dododr

0 -1 -1

1
. J‘ r J“’e( 0, 0, 7) L@+ Lo dr]
[ + 1)1

0 -1 -1
(1—r)(1+s)(1—t)[«p(—1 1, —1)—g(—1, 1, 0)

'_(P(O’ 1, _1)—(p(_1, 0, _1)—"’(09 o, 0) +¢(_19 0, 0)
+ (0, 1, 0) + (0, 0, —1)

n—l
J.OJ- j Palos 0, T [(1 T el — o) + 7t dododr

+

[(h— 1)1
-10 -1
1
_J"f re(e, o, 1) [+ QA=) + O dadr]
JJI [(n + 1)IP

rrgngn

+ (l—r)(l—s)(l—l—t)[ (—1, —1,1)—g(—1, —1, 0)

-—-(p(O, —1, 1) —p(—1, 0, 1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(— 1, 0, 0)
+<p(0 —1, 0)+<P(0 0, 1)

h=1 LR [(h—1)1]2

0 1 .
_fj fe(e, 5, 7) Q0+ )1 — s dedadt]
[ + DIF

-1 -10
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+ =P () ) — 1) oL, 1, —1) — p(1, 1, 0)
_¢(09 1’ —1) - (P(l, 07 —‘1) - (P(O: 0’ 0) + ‘P(L Oa 0)
+90,1,0)+ 90, 0, =)

— 2 (— 1)"f J j eaer o 7) LRI dpdods
0 -1

—(—1)n f f f“"(ﬁ” . [(l—e)(l—o)(l+1)]"+‘ do dodr]

[ + DIT?

0 -1

F =)™ 0 — s+ t)[«p(l, —1,1)— ¢(1, —1,0)

—(])(0, —1, 1) - (P(]., 0, 1) - (p(o’ 0, 0) + q)(la 0, 0)
+ ¢(0, —1, 0) + ¢(0, 0, 1)

n—1
-3 (_l)hfff"’»(@’ 0 7) (L=QU AT g
h=1

[(h—1)!]®
-10
oy [(1—)(1 + o)1 — 7)™+
(—1) I f fe(e, g, 1) a T OT dgdo‘dr]
0 -10
ngn
F (1) 1)1+ s) (14 1) [¢(—1, 1,1) — p(—1,1,0)

— (0, 1, 1)—¢(—-1 0, 1) —¢(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0)
+ ¢(0, 1, 0) + ¢(0, 0, 1)

n—1 B
% (—1) f f orles 0 7) LHDA =N =0y gy
h=1

[(h—1)1]?
—1 0
(1 + @)1 —0)(1 —7)]"* J
—(—=1)" elo, 0, T dododr
fff (@ o 7) [ + DI ¢

-10
rrsnin

(14 7)1 + 8)(1 + t)[qo(l, 1,1)— (1, 1,0) — (0, 1, 1)
_¢(1 O 1)_¢(0 0 0) + ‘P(l, 09 0) + ¢P(0’ 1’ 0) + ‘P(O, 0, 1)

n—l
fff% 0, 0, 7) (=0 == 5 g e

[(h—1)17
1
(1—e)1—0o)1—1)]™
—_ e(o, 0, T dododr |,
JJJ (e ) [(n 4+ 1)1 ¢ ]
00 0
n—1

ove, al solito, per n=1 i vari sommatori X devono essere omessi.
h=1
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Per giustificare il teorema basta rammentare che in Q ¢

vA(r, g, 1) =0, WD(r, s, t) =e(r, s, t);

e lungo L Wh =g, perh=01,..., n—1;
oM =0

e lungo §Q
W =W
v =F(=¢—W)

sicché sommando membro a membro risulta che la u=v + W ¢
effettiva soluzione unica delle equazioni

u"t? =¢(r, s, t), in Q,

u =9 , su §0,
u® = oM ,suLeperh=0,1,...,n—1.

Interpolazione centro-periferica per funzioni 7(x, y, z)
nello spazio ordinario.

4. Una volta effettuata per mezzo dei teoremi I, II, III, la
estensione all’ S, dei teoremi VI, VII, VIII, indicati dal Picone
nel l.c. 2), é chiaro come, mediante le formule cui siamo pervenuti
nei precedenti n’, si debba procedere per ottenere la naturale
estensione all’ S, di tutti i notevoli risultati stabiliti dal detto
Autore al § 6 del c.l. come pure per realizzare tutto cio nell. S, in
genere, cioé anche per r > 8.

Purtroppo 'ovvia necessitd imposta dalla relativa ristrettezza
di spazio per ragioni di stampa ci consente, per lo studio della
estensione degli importanti risultati detti, di svolgere qui sola-
mente quanto ha riferimento con la formula centro-periferica
secondo PIcONE che esprime in generale la naturaleesten sione all’
S (qui per noi é r =8) della classica formula CAVALIERI-
SIMPSON che da secoli in modo ben noto svolge il ruolo di quella
nel caso piu semplice di r = 1.

Con le convenzioni precisate al n. 1 si ottiene I'interpolazione
centro-periferica di una funzione f(z, y, z), di classe n + 2 nello
intervallo T dello spazio ordinario, n = 1, adottando come fun-
zione interpolatrice la soluzione u,, della stessa classe, delle equa-
zioni

uw™? =0, in T,
u =f su §T
u® =f® suL.eperh=0,1,..., n—1

Con la solita trasformazione di T in Q e quindi della f(z, y, 2)
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nella ¢(r, s, t) non resta che procedere in base alla applicazione
del TEorEMA IIT e servirsi della (25) (pensando, in questa,
e(r, s,t) = 0).

n—1
Per n =1, per la nota omissione dei sommatori X, con la

h=1
(25) facendo in (24) F = ¢(r, s, t) — @o(r, s, t) = Fy(r, s, t) si
trova come funzione interpolatrice u,g, della g, nel cubo @, (ove
coi simboli [1], [2], ..., [26] si vuol solo indicare un elemento
distintivo per le 26 espressioni [...] per poterle, nel seguito, di-
stinguere sinteticamente 1’'una dall’altra)

Uyg(r, 8, 1)
= ¢(r, 8, 0) + 9(0, s, t) + ¢(r, 0, t) + ¢(0, 0, 0) — ¢(r, 0, 0)
— ¢(0, s, 0) — (0, 0, t)

+ 5 (1—7) [p(—1, 5, t) — p(—1, 5, 0)— (0, 5, ) —p(—1, 0, 2)

—¢(0, 0,0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, s, 0) + (0, O, t)]m

+5 (1—s) [p(r, —1, £) — p(r, —1, 0) — (0, —1, t)— g(r, 0, )

— (0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) + (0, —1, 0) + (0, 0, )],

+ = (1—1) [p(r, 5, —1) — g(r, 5, 0) — §(0, 5, —1) — p(r, 0, —1)

— ¢(0, 0, 0) 4 ¢(r, 0, 0) + @(0, s, 0) + @(0, 0, —1)]3

+5 @+ 5 1) — (1, 5 0)— (0, 5, 1) p(1, 0, 1)

— (0, 0, 0) + (1, 0, 0) + (0, 5, 0) + (0, 0, t)]yy

+ 5 @+ 9) o 1, ) —g(r 1, 0)— (0, 1, 1) —p(r, 0, 1)
— (0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) 4 (0, 1, 0) 4+ @(0, 0, t)]y,

+— (L + ), 5, 1)—g(r, 5, 0)— (0, 5, 1)—g(r, 0, 1)

— ¢(0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) + ¢(0, 5, 0) + ¢(0, 0, 1)]q

— 5 (1—7)(1—s)[p(—1, —1,1) —p(—1, —1,0) — g(0, —1, 1)

— ¢(—1, 0,1)—9(0, 0,0) + ¢(—1, 0, 0)+¢(0, —1, 0)+¢(0, 0, £)] 7,

— = (1—r)(1—1) [p(—1, 5, —1) — p(—1, 5, 0) — (0, 5, —1)

— ¢(—1,0,—1)—g(0, 0, 0) + ¢(—1, 0,0)+¢(0, 5, 0)+¢(0, 0, —1)] 5,

— 2 (1—8)(1—1) [p(r, —1, —1) — p(r, —1, 0) — p(0, —1, —1)

—¢(r, 0, —1)—9(0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) + ¢(0, —1, 0) + (0, 0, —1)] 5,
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+ 2 (1+7)(1—9) [p(L, =1, 1) —9(0, —1, 1) —g(1, 0, £) — (1, =1, 0)
— (0, 0, 0) + (1, 0, 0) + ¢(0, —1, 0) + (0, 0, )]y,

+ 2 )1 —1)[p(1,5,—1) —g(1,5,0) — (0, 5,—1) —g(1,0,—1)
— (0, 0, 0) + g(1, 0, 0) + (0, 5, 0) + ¢(0, 0, —1)]gy

+ - (1—r)(1+s) [p(—1, 1, 1) —p(—1, 1, 0)—9(0, 1, £)— p(~1, 0, £)
— (0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + (0, 1, 0) + ¢(0, 0, #)]e,

+ - (1+8)(1—1) [p(r, 1, —1)—@(r, 1, 0)—9(0, 1, —1)—g(r, 0, —1)
— (0, 0, 0) + ¢(r, 0, 0) 4+ (0, 1, 0) + ¢(0, 0, —1)][13]

+ 21—+ [p(—1, 5, 1)— p(—1,50) — (0,5, 1) —p(-1,0,1)
— 9(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + (0, 5, 0) + (0, 0, 1)]y

+ 2 (1 —8)(1 + ) [plr, —1, 1) —g(r, —1, 0) — (0, —1, 1)
— ¢(r, 0,1) — ¢(0,0,0) + ¢(r, 0, 0) + (0, —1, 0) + ¢(0, 0, 1)] 55,
— (1471 +9) [p(1, 1, 1) — ¢(1,1,0) — ¢(0,1,2) — (1, 0, 1)
— (0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + ¢(0, 1, 0) + @(0, 0, )]

—Z () + 1) [p(1, 5 1) — 91, 5,0) — 9(0, 5, 1) — p(1, 0, 1)
— ¢(0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + ¢(0, s, 0) + 9(0, 0, 1)];;

— 2 (+9) 1+ 1) [p(r, 1, 1) — 9(r, 1, 0) — (0, 1, 1) — g(r, 0, 1)
— (0, 0, 0) + g(r, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, 1)]g

— B (1=7)(1—8)(1—)[p(~1, —1, —1)—p(—1, —1,0)—p(0, 1, —1)
—@(—1,0,—1)— (0, 0,0) +¢(—1,0,0) +(0, —1,0) +¢(0, 0, —1)] g
+ 2141 —s)1—)[p(L, —1, —1)—g(1, —1, 0) — p(0, 1, —1)
— (1, 0, —1)—(0,0,0) + ¢(1, 0, 0)+¢(0, —1, 0) +(0, 0, —1)];ag
+ 5 (1—r)(148)(1—1) [p(—1, 1, —1) — p(—1, 1, 0) — (0, 1, —1)
—¢(—1, 0, —1)—¢(0,0,0) + ¢(—1, 0, 0) + ¢(0, 1, 0) + ¢(0, 0, —1)] 5,
+ S (1—r)(1—s)(1+) [p(—1, —1, 1) — g(—1, —1, 0) — p(0, —1, 1)

—@(—1,0,1)—¢(0,0,0) + p(—L, 0, 0) + ¢(0, —1, 0)+¢(0, 0, 1)] 25
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78t

—5 (7)1 +8)A—8)[p1, 1, —1) — ¢(1,1,0) — ¢(0,1, —1)
— ¢(L, 0, —1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + (0, 1, 0) - (0, 0, —1 )5y,
——'gi (14+7)(1—s)(1+1) [p(1, —1, 1) — ¢(1, —1, 0) — ¢(0, —1, 1)
—¢(1,0,1) — ¢(0, 0, 0) + (1, 0, 0) + @(0, —1, 0) + (0, 0, 1)]5,
—-%(l—r)(l +s8)(1+2)[p(—1,1,1) — ¢(—1,1,0) — (0,1, 1)
—¢(—1, 0, 1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0) + (0, 1, 0) + ¢(0, 0, 1)] 55,
+ 2+ )+ A+ ) [p(L, 1, 1) — o1, 1, 0) — (0, 1, 1)
— ¢(1, 0, 1) — ¢(0, 0, 0) + ¢(1, 0, 0) + ¢(0, 1, 0) + (0, 0, 1)] g,

con l’errore

T s Mt
Ry(r, s, t) = J‘J-J‘cp“”(g, g, T) [(r~—g)(s—80)(t——r)]° dodadr
000

_ 0 ;s ot . _ 2
_ r)fff¢(3)(9’ v, 7) [(1 + @)(s — o)(t —7)] dodo dz

2 8
-10 O
__s(1—s) f J° ftw“”(e 0, 7) QU A= g
2 > 8
0 -10
1— r s 0 _ _ 2
_X _ t)fff‘p“”(@’ o, 7) L0 80)(1 + 2 Jododr
0 0 -1
1 1 ps pt _ . _
. ;r)fff"’m("’ o, 7) 1 —0)s — = gy o g
0 0 o
1 r 1l ot . _ _ 2
s :s)fff(pm(g’ s, 7) ((r—o)1 sa)u 7)] dododr
0 0 O
=[] (e, 0, 7) LD g g g
8
0 0 O
rs(1—r)(1 —s) (O[O [(1 + @)(1 +0) (t— 7)1
+ —T——f j f(p“”(g, o, T) e . ~dododr
-1-10
_ — s 0 _ 2
4o r:u ) J*’ f J’ o9 (o, , 7) (L6 :)(l+r>] dododz
-1 0 -1

Lo _2(1 —1 f " f 0 J"’,pm(g, 5, 7y lr—aa +8a><1 O o dode

0 -1 -1
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1 13
000 [ g, g, 1 (=0 + M gy gy

0 -10
1 rs
1020020 [ [y, o, ¢) Am0lo =0kt + 00 g 4o g,
0 0 -1
1 pt
pra—naty J" [ [omie. o m et —at=nrg, 44,
-10 0
r 1l
2020 [Py, 6, ) =00 = 00000 g g
00 -1
8 1
+ r_'(l:'_:(li‘_) ff f 3o, 9, 7) (X +e)le __80)(1 —r dodadx
-10 0
r 1
prozseto f [#90e, 0,5 L=t 00— 4 g,
0 -10
1 pl pt
+ZOEIC LD [ [ e, 6, 1) L0 —ol— 00 g g
000

1 ps pl
+ T_t_(..l_..-l:;—)(l_-"_g J‘ f f q;(s)(e, o, T) [(1 —Q)(S‘—BU)(I_T)]Idgdo,dt
0 0 o0

T 1 1
+2EICLD [T [ omig, o, ) === g gy
0

8
00
_,s,(l__,)(1;_3)(1—t)J’QJ‘)J'O¢(3)(Q’ a,7) [(1+p)(1 +80)(1 + z)]'dgdadt
-1 -1~1
1
___rst(l-l—r)(l-;—s)(l —t) f ffﬂ¢(3)(g, o, T) [(l "‘9)(1 +:)(l +T)]’dedad1
0 -1 -1
1
_rst(l—-—r)(;+s)(1—-—t) J"J‘ J‘“q)(:,)(e’ 0, 7) [A+0)1 —Ba)(l + r)]'dgdadt
-10 ~1
1
_—.1'81(1 ._r)(l;—s)(l-{— t) ffof q’(m(g’ a, T) [(l + 9)(1 +80)(1 —T)]’dedo'd‘[
~-1-10
1 r1
_ rst(l + r)(l;- 8)(1—-t) f ( Jﬂq’(a)(e, a, T) [(1_'9)(1 ‘—80)(1 +T)]!d9dadt
0 ‘0 -1

100 o1
1 +r)(1;s)(1 -{.t)J~ rf 9 (o, 0, 7) [(1—e)( +:)(1~—r)]zd9dadt
0 -10
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1 1
_ -rst(].._r)(; +s)(1+4+ 1) J.OJ‘ f ¢(3)(9’ o, T) [(x +Q)(l —-80)(1 —1))* dedo'd-r
-10 0

1,1 1
_rst(l +7r)(1+8)(14+ i)f f f ¢(3)(Q’ o, T) [(l_Q)(l—sd)(l—f)]zdgdodr.
0 o0

8

Si osservi ora che Fy(r, s, t) = ¢(r, 8, t)— gy(r, 8 t) =
r 8 t
A A A glo, 0, 7)8), e facendo n =2 la (24) da allora per
0o 0 o
F(r,s,t) la

r 8 Nt

Fylr, s 1) = Fy(r, s, t) — f f f (9D, o, 0) + (0, 0, 7)
0 0O

+‘Pu)(9s 0, T) + 'P(l)(o’ 0, 0) - ‘P(l)(g» 0, 0) — <p‘1’(0, g, 0)

r s t

8 ot
— @190, 0, 7)]dododr = A A A (o, 0, T) —--rf f ¢1(0, o, t)dodr
000
00

r rt r rs
—s f f #D(, 0, 7)dods — ¢ j f oMo, 0, 0)dodo
[V ] 0 0

0
— rstp(0, 0, 0).

14 8
+7s f«r“’(O, 0, 7)dr + rtj e1(0, o, 0)do + stfq;m(g, 0, 0)do
0

0

Di conseguenza, per n = 2, con la (25) si trova come funzione
interpolatrice Uy della @, nel cubo Q (pensando, nella (25),
e(r, s, t) = 0),

Ugg(T, 8, £) = @(r, 8, 0) + @(0, 5, t) + o(r, 0, t) + ¢(0, 0, 0)

— g(r, 0, 0)— (0, 8, 0)— (0, O, t) + 7 f | 900, o, T)dodr
00

12 T 8
+s ff oo, 0, T)dodr + tf f ¢ (o, o, 0)dods + rstep)(0, 0,0)
00 00

t 8 r
——-rsf e(0, 0, t)dr———rtflp“’(o, o, O)do—stf (g, 0, 0)dp
0 0 0

rz 8t 0 pt
+ _2_(1——r){[ ]m-i—f f (0, o, t)dadr-{—sJ‘ J. ¢ (o, 0, 7)dedr
00

-10

+ tf [ote, o, 0)dedo — s r¢“’(9, 0, 0)de + stp™(0, 0, 0)

-10 -1
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_,gf'q)(l)(o, 0, t)dv — tJ"(p(l)(O, o, O)do} + -s;-(l — ) {[ 1
)

0

1 0 pt
+ f f o(o, 0, 7) dods + rj f P (0, 0, 7)dodz
00

-10

r 8
-+ tf f¢(1’(g, 6, 0)dode — rtf @10, o, 0)do + rter(0, 0, 0)
0 -1 -1

_rft¢(l)<0’ 0, 7)dr — tJ"(pa)(g, 0, O)dg}+£22_(1—t){[ Is

0

0
+ f f (e, 0,0)dodo + Tf r¢‘1’(0, g, t)dodr
00 0 -1

r 0
+ sj J(p‘”(g, 0, t)dodr — rs f)(p(”(0, 0, 7)dr + rsep(0, 0, 0)

0 -1 -1

8 r 2
_rf¢(1)(0, o, 0)do — sf,,,m(e, 0, O)dg} +.;_(1 +r){[ Ja

0

0
8 ot 1 pt

——J J-qa‘l’(o, o, t)do‘dt—sf fqy‘”(g, 0, 7)dpdr
00 00

1 ps 1
—tf ffp“’(e, 0, 0)dodo + stf (e, 0, 0)do — ste¥(0, 0, 0)
00 0

t 8
920, 0, ar ¢ [ 4000, o, 0)da}+ 2+ 9){[ 1
0 0
r 1 pt
*ffw“’(e, 0, 7)dodv — rf J.q)‘l)(o, o, 7)dodr
00 00

r rl 1
—tf f oM (o, 0, 0)dods + rtf«p‘”(o, 0, 0)do — rtp1(0, 0, 0)
00

0

1 r ¢
+7 920, 0, e+ 1[40, 0, 0)de} + 21+ 0 [ 1,

0

0
T rs 1] 1
_jf¢(1)(g, o, O)dgdo'—rjl f(p(l)((), o, ‘r)do’dt
00 00

r 1 1
—sfftp‘”(g, 0, 7)dedr + Tsf(pu)(o, 0, 7)dr —rsp1)(0, 0, 0)
0 0

0
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+r[ o000, 0, 0)d0+3 [ 90, 0, 0)d} " (1—r)1—s) {[ I
[}

0
t 0 prt
*ff ¢W(e, 0, 7)dodr — f f«p‘”(O, o, t)dodr

210 210
0 0
—Jf%w@mmww—WWmmm+qvw@mm@
-1 -1 -1

+tf0¢‘1’(0 s, 0)do +ft (o, 0, r)dr}—’z_tz(l-—r)(l—t){[ l

- f f‘P“)(Q, g, 0)dods — f J’ g0, o, T)dodr

-10
——SJ fsv“’(e, 0, v)dedr — sp(0, 0, 0) + Sftp‘l’(g, 0, 0)dp
-1 -1 -1

+ sfqa“’(O 0, z)dr+f<p‘”(0 o, )dc} 2(l—s)(l—t){[ Jio

-1

~r ro
J fw“’(g, a, O)dgda—f J‘tp‘”(g, 0, t)dodr

0 -1

———rf f(p(l)(O, o, t)dodr — rg™(0, 0, 0) +rj eV (0, ¢, 0)do

-1 —1 -1

+TJ (0, 0, 7)dr + f (g, 0, O)dg}—— (1+7’)(1"3){[ Juo

-1

+ f f‘P‘”(e, 0, 7)dodr + f f(p‘” (0, o, T)dadr

-10
+ tffq’“’(e, g, 0)dodo + te'V(0, 0, 0) — tf @M (o, 0, 0)do
0o -1 0
0 t r2t2
_tf P(0, o,O)do’—-fqp(l)(o, 0, r)dt}—T(1+r)(1——t){[][m
-1 0
1 s 8 0
+Jf¢‘”(e, o, 0)dedo + fJW’(O, o, t)dodr

0 -1

+ SJ j e (p, 0, 7)dodr + sp't)(0, 0, 0) —.sf eV (g, 0, 0) do

-1 0
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— srqa‘”(o 0, 7) dt—f (o0, ¢ O)do}— —(1——1') (1+s){[ lng

+ J f‘P(”(Q’ 0, 7)dedr + f f o1(0, o, 7)dodr

-1 ’0
+ tJ' J. ‘P(l)(es a, 0) deda + t‘p(l)(()’ o, 0) —tJ. ?’“’(e, 0, O)dQ
-10 -1

1 t 242
—t[ g0, 0, 0)ds — of 20, 0, ar}— L+ a—{l 1

0
1 0
+ rj oY(g, 0, 0)dodo + rf oY, 0, 7) dpdr
00 0 -1

1 0 1
+ rf J¢“’(0, 0, 7)dodr + rp1(0, 0, 0) — rf p1(0, o, 0)ds
0

0

0 r thz
— rf #'M(0, 0, T)dr — f (g, O, O)de}— - 1" +t){[ )
-1 0
+ f J“P‘“(& o, 0)dods + I f 10, o, 7)dodr
Z10

+s f [om6e. 0, 1)dedr + sp2(0, 0, 0) — s [‘9(e, 0, 0)de

-10 -1

1 ]
—s | 900, 0, 1)dr — j #9(0, 5, 0)do} — £ (1—5)1+0){ [ 1

0

0 -

r 0 r 1
+ I f (g, o, 0)dodo + ffq)‘”(g, 0, 7)dodr
00

1 0
+ rff e1(0, o, 7)dodr + re(0, 0, 0) — rf e1(0, ¢, 0)do

-10 -1

—r [[9(0,0, 11z — [ (e, 0, 0)do} — " (14r)1+5){ T

0 0

1 pt 1 pt
—f f p (o, 0, 7)dodr — f f o V(0, o, 7)dode
00 00

1 rl 1
—tf j ¢M(g, 0, 0)dodo — tp'1(0, 0, 0) 4 tf @Y (g, 0, 0)dp
0

00
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1 ¢ 33
+1 [ (0, 5, 0)da + [ 9200, 0, 7)dr}— "L (141)(1+0{ [ Ty
[} 0
1 s s 1
—f j ¢ (e, o, 0)dodo — f J e (0, o, 7)dodr
00 01

1 1 1
—s f f #D(e, 0, 7)dedr — 3pV(0, 0, 0) + s f oM, 0, 0)do

0

+s f (0, 0, )dx + f #0, 5, 0o} — 22 (14 8) 1+ T
_fj oW (o, o, o)deda—fj¢(1)(g, 0, 7)dodr

—rJ.Jq)“’(O, g, 7)dodr — re(0, 0, 0) + rfcp‘”(o, g, 0)do

0

e )
+ rJ’ (0, 0, 7)dr + f¢(1)(9, 0, O)dg}
0

0

20242 0
+ 22 1 —na—aa—0{ [ + [ [9(e o 0)deds
14
0 .
+ (0, o, T)dodr + oW(p, 0, t)dodr + ¢1'(0, 0, 0)
Il I
?(1)(91 0’ O)de_ (p(l)((), g, O)do— (Pu)(O, 0, ‘t)d‘t
J f J }
+ 220+ —90 — 0] Jm— [ f’ (e, 0, 0)dedo
0 -1
—ff«p‘”(O o, T)dddt—fJ.O¢(l)(Q, 0, 7)dedr — ¢p)(0, 0, 0)

+f¢(1)(e’ 0, 0)do + q,u)(o, o, 0)do + r¢(1)(0, 0, T)d‘t}

1= +90—0{0 Ju— [ [ o 0)dode

-10

r’s 12

—ff¢<1>(o a, 1)dadt—ff oV (p, 0, 7)dodr — 91 (0, 0, 0)
0

-1 -1
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+ | (e, 0, 0)do + f $9(0, o, 0)do + f P90, 0, 7)dr}
-1
r2s2?

+

=)= +0f [ Jm— f o (o, o, 0)dodo
—[ [0, 0. ydods— [*[‘s(e, 0, 1dedz— g0, 0, 0)

-10 -10

9 1
+ rw“’(e, 0, 0)do + f«p“’(o, 0, 0)do + f (0, 0, t)dr}
-1 0

¥ 'i‘ 1+ 7)1+ )0 — ) T + J 1 J P0e, o, 0)dgda

+IJ¢‘1’(0 6, 7)dodr + ff(p‘l’(g, 0, 7)dedr + ¢'¥)(0, 0, 0)
0

0 -1

—fv?“’(e, 0, o)de-ffp“’(o o, O)dc—fw‘”(o 0, r)df}
0 -1
7282t2

S =9 + 0] T+ f f #(e, o, 0)dodo

+ff<p‘”(0 a, )dadt-{—ff(pm(g, 0, 7)dodr + ¢1(0, 0, 0)

— f #(e, 0, 0)dg— [40(0, o, 0)do— f #(0, 0, 7)r}
-1
7'2822

+T5 A=)+ )0+ 9 T+ f f #V(e, o, 0)dods

+ fftp‘“ 0, 0, t)dodr + f f (g, 0, 7)dpdr + ¢1)(0, 0, 0)

-10

— f Do, 0, 0)dg — f #2(0, 0, 0)do — f #(0, 0, 7)dr]

+r_8t_(l +7)(1 4 s)(1 {[ ][26]__[J¢(1)(9’ s, 0)dods
_ff PO, o T)d”d’_‘ff‘i”‘”(e 0, 7)dedr — ¢1(0, 0, 0)

+f¢“’(e, 0, 0)do + fq)‘”(O, 0, 0)do 4 f?)“’(O, o, t)df}’
0 0 0
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con l’errore

f J. (e,
[t
Il

¢(4)(Q g,

— Hf o
00 —1
1'2(1—-*-1') 1 (4)
— w (e, o
000
2(1
s +8)fffq,(4)(g o,
2
0

tz 1-+1¢)
o[ T vt
0

0

4 '.”ﬂ(l—:)(l—s) J‘° J 0 f

-1 ~10

[(r —o)(s —a)(t —T1)]® dod
g, T) 5 dododr

7) LA QE =N =D g, 45 de
[2.8)®

7) (r—e)(1 + o)t —1)]° dododv
(2.8

7) W= IAF O 4y 4o dr
2.7

T)[(l s — U)(t—‘[)]adgdadr
2.8

T) [(r—o)1 —o)(t—7)]? dgdadt
[2.8]®

7) [(r—o)(s —o)(1 — 1)) dododr
[2.8]®

oW (g, 0, 7) [a +Q)([12+3¢]Ta)(t T)rdgdodr

+rt<1—r)(1—~t)J’°JJ‘¢(,) (0 0, ) [(LEQE—+ D 54

-10 ~1

[2.8]°

. r 0 1O
+ s_tz(l_:)(l = .[ J‘ f ‘P“)(Q’ a, T) [C—e)d + ol + T)Pd dodr

0 —-1-1

2.8]°

+ fia.(l——:‘r—)(l:{)_ J.lfoft¢(4)(ey o, T) a— 9)(1 + a)(t—_r)]a d dO’dT

0 -10

2.8)

+r’t (l+r)(l—~t)fJ‘J'<p(4,(g o, 1) L= 0)(s —o)(1 +1)}sd dodz

2.8

+rzsz(1—r)(l +s)J J’ f o9 (o, 0, 7) [(1 +0)(1 —o)(t — 1) dodods

-10

[2.8]°

400 (11 g, g, ) =0 L gy

0 0 ~1

[2.8]°
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+e)s— o) —n) dododr

P31 — r)(1 + 1) f * f P [
+ ——7———r @ (9’ g, T)

-10 0

2.8

—0A+A—DF g 1o

+%:_xﬂfffl¢“’(e, o)
0

-10

(2.8]

—o)1—o)(t—17)]? dododr

1 pl pt
00 [ Lo, 0,0
0 0O

2.8

—o—aa—7r dododr

1 prs p1
+ ’:mi;_)(l_ﬂf f J. q)(‘)(e, 6, ‘[) [(l
000

2.8

A r rl 1
+ iti(i:)(l—ﬂlj f f W (g, o, 7) T —QA— =D 4 45 dr
0 0O

0
26242(] —71)(1—8)(1—1¢
s r)g3 )( )Jﬂff oW (o, o,

-1-1-1

1
35343 (] 1—s)(1—t
st -{-r)(8 s)( )J J.Orq,u)(e’ s,

0 -1-1

25212(1—71) (14 8)(1 —1t 1
st r)(8 3)( )ff rq,u)(e, o,

-10 -1

2522(1 —7r)(1—s8)(1+¢ !
sy r)(8 )( )frf¢(4)(g’ o,

-1-10

25213(1 4+ 7)(14 8)(1—1¢ 1
sty r)(8 )( )er¢(4)(e, o,

00 -1

re(1+ 1) (1—s) 1+ [* (° 2
s . s)( Jff,,,u)(eha,

0 -10

s (1—r)(1+ )1 +1) (O (1 [*
— 8 j J. f ‘P“)(Q’ a,
0

-10

s (14 7)(148)(1+ t)J‘lflf1<p(4)(g o

8
0 00

Tenendo presente che

[2.8]

7) (1 +e)1+ ")(H")]adgdadr
2.8

7) [(1—p)(1+0)(1+ 7)) dodadr
[2.3]2

[(A+e)(1—0)(1+7))
7) TR dodaodr

NI () AR
2.8]

N (U [La ) IS
[2.8]

7) [(A—p)(1 +o)(1—r)]'d9dad.,
(2.8

7) (a +9)(l_“)(1_”]'dgdadt
[2.3)

N ) U (i) Y
2.8

11 1 1 M 1
?f 21 —a)de = ——, ;f z(1 + z)dz = —,
-1 -1
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come pure che
L ("p21 — a)de = [ 221 + a)da =
-1

si pensi di eseguire l'integrazione tripla in Q per le funzioni
uup(r 8, ), Ugy(T, 3 t), Ry(r, s, t), Ry(r, s, t). Le integrazioni dei
vari termini, della «, (r, s, t), che sono funzioni dispari si riducono
tutte a 0 e le altre, eccettuate quelle che si riferiscono ai primi 7
termini e a quelli [ 1), [ J2)s -+ [ Jizo» Si elidono due a due come
subito si vede col materiale calcolo ad esse relativo, cosicché nella

espressione definitiva di fffuw(r, s, t)drdsdt non appare piu

traccia della g1 e la espressione stessa si rivela non essere altro

che D'altra espressione f fful¢(r, s, t)drdsdt.

Q
Se ne conclude che anche nell’ S(5 permane il fatto saliente
d’essere

(26) ffful¢(r, s, t)drdsdt = ffjuw(r, s, t)drdsdt, l
Q Q

come del resto la generale teoria in esame fa prevedere per ogni
valore di r 2).
Eseguendo le integrazioni si trova che

(27) fffulq,(r, s, t)drdsdt = % [flfl¢(r, s, 0)drds
Q

-1 -1

+ flflq;(o, s, t)dsdt + flfltp(r, 0, t) drdt]

-1 -1 -1 -1

+%[ffWWIJ%+MA—LﬂMMt

-1 -1

1 1 1
+J; J; {p(r,s,1)+o(r, s, ——1)}drd8+;[1-£ {p(1, 8, t)+p(—1, s, t)}dsdt]
16

__Ucp(r, 0, O)dr+f<p(0 s, 0 ds+f¢(0 0, t)dt]

-1

_%[f {‘P 1,s0)+¢(—1,s,0 }d.S‘ +J.1{¢P(r 1,0) 4+ ¢(r, —1, 0)}dr
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1 1

+f {p(0, s, 1) + ¢(0, 5, —1)}ds + f {p(0,1,¢) 4+ @(0, —1, t)}dt
_11 —ll

+ f {p(r, 0, 1) 4 @(r, 0, —1)}dr +f {p(1,0, )+ ¢(—1, 0, t)}dt]
-1 -1

— [ w104 90,104 011,04 o1, 1, 1

-1

+ J‘l[w(ls 8, 1) + ‘P(ls $, _1) + (p(—l, S, 1) + 'p(—'l’ S, —1)]d8
-1

+ JVI[(P(T’ 1, 1) + o(r, 1, —1) + <p(r, —I1, 1) + ‘P(r’ —1,—1 )] dr}

+ ; [{#(1, 0, 0) + ¢(—1, 0, 0)} + {@(0, 1, 0) + ¢(0, —1, 0)}
+ {p(0, 0, 1) + ¢(0, 0, — 1} + 4¢(0, 0, 0)]

+ ;;[DP(L L, 0) + ¢(1, —1, 0) + ¢(—1L, 1, 0) + ¢(—1, —IL, 0)]
+ [¢(0, 1, 1) + ¢(0, 1, —1) 4 ¢(0, —1, 1) + @(0, —1, —1)]
+ [p(L, 0, 1) + {1, 0, —1) + §(—L, 0, 1) + 9(—1, 0, —1)]]
+ = [p(L 1, 1) + ¢(1, 1, —1) + p(—1, 1, 1) + (1, —1, 1)
+o(—1, -1, 1)+ ¢(—1, 1, —1) + (1, —1, —1) + ¢(—1, —1, —1).

Dalla (26) segue che, se la f(z, y, z) é di classe 4 in T, -‘sulta
necessariamente l’identita

(28) ffle(r, s, t)drdsdt = fffRz(r, s, t)drdsdt.
Q Q

Osservando che é

e

5z (LT — (L — (L + 8r)(1 + 8s)(1 + 81))

.

e svolgendo le integrazioni con la formula di inversione di Dirichlet
si trova, successivamente, che ¢)

%) In relazione ad una funzione f(z, y, 2) si denomina sua VARIAZIONE TRI-
a’ b ¢
PLA LA A A Af®,y,2) = fa,b,¢) — f(a', b, ¢c) — f(a, b, ¢’) — f(a’, b, ¢)
a b ¢
—f(a, b, ¢) + f(a’, b, c) + f(a, b’ ¢) + f(a, b, ¢’), relativa all’intervallo di punti
estremi (a, b,¢) e (a’, ¥, ¢’).
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(29) f f f Ry(r, s, t)drdsdt =
Q

51—3?, _”TA A At ®® (g, 0, 7) * [(1—7)(1— s)(1 — t)]3drdsdt

—r —8 —1

1 1plplr s &
Iz 314 f ANAPD(o 0, ) {1 —1)*- (1—sP(1 — 1)
0 0

—r —8 —t

(B — s (11— 8)* (L — 1)%) drdsdt
+;J‘1J'1J‘1A'5At¢(3)(g o 1).{(1_7)2(1_8)2(1_”3
ERT , o,

—s —t

+ (1———7')2(1—8)3(1—t)2 + (1—rpP 1 —s)2 (1 —1t)2}drdsdt

1 1plplr s 8
T2 3]3f f A A Ap®(o, 0, ) [(1—r)(1—s)(1—t)]?drdsdt

—r —8 —t

_— ]_ r s t
E2 3]af f le A NP0, 0, T)- [(1—r)(1—s)(1—t)]2rstdrdsat,

—r —8 —t
sicché, se ]‘(w, Y, 2) é di classe 4 in T, proseguendo per questa

via il calcolo di ffle(r, s, t)drdsdt, vale a dire anche, per la (28),

Q
quello di fj f Ry(r, s, t)drdsdt, si trova che

(80) fffRz (r, s, t)drdsdt

1plplr s 8
e 313f [[ad20mean:
0 0
3

5raea (1 — A —8) 1 —1)]P (1 +8r)(1 + 8s)(1 + 8t)) drdsdt
(— 1)?

fff[(p“’(r, s, t) + oW (—r, s, t) + W (r, —s, 1)

+ ¢¥(r, s, —t) + eW(r, —s, —1) + W (—r, —s, t)
+ W (—r, 5, —1) + ¢W(—1r, —s, —1)] -
[(1 —7)(1 —s)(1 —)]3 (1 + 8r)(1 + 8s)(1 + 8t)drdsdt =

-G [

-1 -1-1

(| ) (1= s[) (1—[¢)J* (1] | (18] ) (1-+ 8]¢ ) rdsat.
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Formula centro-periferica secondo Picone, per la valutazi-
one approssimata degli integrali (tripli) nello spazio
ordinario.

5. Dopo le questioni precisate al precedente N. 4, si perviene
dunque, anche nel caso dello spazio ordinario S, al risultato:

Indicato con C(ay by, co) il centro dell’intervallo rettangolare
T((a, b, ¢); (a', b', ¢’)], indicati con C, i centri dei 12 lati di T, con
Cr © centri delle 6 facce di T e con V, gli 8 vertici di T, posto

(31) ffff(w, y, 2)dT

a—a

j f U@ 9 %) + 4@ 9 2) + 1@, y, 2)] dyds

b¥—b

b, z) + 4f(z, by, 2) + f(z, b, 2)]dadz

a

r j @, 9 ¢) + 4@ v c) + f(@ v, ¢)]dedy

¢ —c

+

a

—‘a:_ag;b——_b)f {/(a, b, 2) + {(a, ¥', z) + f(a’, b, z) + f(a’, b, 2)

+ 4{f(a, by, 2) + f(a’, by, 2) + f(ag b, ) + f(ay, b, 2)}
+ 16f(aqy, by z)}dz_‘_“’;‘::f:_'—ﬁ j ’ {f(a, y, ¢) + f(a, , )

b
+ f(a’, y,¢) + Ha', y, )+ 4‘{f(a’ Y ¢o) + f(a’, Y, C) + f(aes y, ¢)
+ How 4, )} + 16/(an 4o colbdy — IO (e, 3, o)

1@, b, ) + fla, by ¢) + f@ B, ) + 4{H(@, b, ca) + @, B, co)

+ /(@ by, ¢) + f(x, by, ')} + 16f(z, by, )} da

+ 6 [ZV) + 421(C) + 163(Cr) + 64/(C)),

81 commette un errore, dato da

_ 1r 8 ¢
(82) S (vl T]‘f J' A A AJ®(ay+ ag, bo+ fo, o+ 7) -

—r —8 —t

[ — r)(l — 8)(1 —t)]%rstdrdsdt
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se f(z, y, 3) € di classe tre, in T, dato anche da

(agry (ZVPIVOL TF I f f 9 (ay + ar, by + Bs, ¢ -+ 7t) -

22& 36
-1-1-1

A—|r)a—|sDA—|t])®- (14+38|7|)(1 +8|s|)(1+8]t]) drdsds
se f(z, y, 3) € di classe quattro, in T, che puo essere cosi maggiorato

2ag— 2by—v 2c¢p—2

A A A ]‘(3)(‘5’ N, ;) ’
z v z |

, [Vol. T]¢
33 P < M
(88) [P[= sz X

nel primo caso, e anche cosi

(35") | P| = S Maxe |19, 3, 2) |

nel secondo.

Un perfezionamento della formula centro-periferica.

6. Decomposto 'intervallo T d’integrazione in n® intervalli e-

guali T, , ., di punti estremi inferiore (a,_;, b,_,, ¢, ;) e superiore
h=1,2, ..., n

(@n, by, ¢,) € di centro (af), b3, &), k=1,2, ..., n, g=a,
p=1,2, .., n

a,=a'; by=>b, b,=1>b'; ¢, =¢, ¢, =c'; allora, applicando la

(81) per il calcolo dell’integrale della f esteso a ciascuno degli inter-

valli T, ; , e facendo la somma delle espressioni che cosi si realiz-

zano, si ottiene la nuova formula, di approssimazione dell’

ffff(w, Y, 2)dT, che, specie se T ha dimensioni non piccole,

meglio ancora del secondo membro della (31) si presta a dare dell’
integrale triplo di f in T un valore approssimato estremamente
vicino al valore esatto dell’integrale; Tale perfezionamento della
formula centro-periferica secondo Picone ¢ espresso dalla

a—a

(88") f f ’ {f(a, y, %) + 1@, g =) + 22?(% Y, %)

+ 43, 4 2}
h=1

{/(.w, b, %) + f(@ V', 2)

f f {1y, ¢

n—1 n
+2 3 f(@byz) + 4 2 f(a, b, z)}
K=1

K=1
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n—1 n
+ 1@y ) +2Z f@ g, ¢) + 4 3 fla g, cg)}dwdy
»=1 p=

(@’ —a)(b’—0b)

__ (@ —a)(t'—b) J‘“ {/(a, b, 5) + f(a, b',2) + H(@, b, 2) + {(a, b, %)

86n2
c

+2{ S [Haw b, 2) + fan b, 2)] +Z 1100, b, 2) + ' b, z)]}

3

{ 5 f(eh, b2) + flah. ¥, 2] + E (/0 B 2) + /@ B, 2]

r=1

h=1 K=1 h=1 K=1 h=1 K=1

+s "f:f(a,,,bK,z)}+s{z S Hap b,2) + 3 Zf(ag, bK,z)}

n n , " b’
+16 2 3 f(a}, b 2)fds— “=2= . (Miia,4,0) 4 f(a, g, )
h=1K=1
b

+ /@'y, ¢) + fla, y, o) + 2{ E (Han 9, ) + fan ¥y, )]

n—1

+ 2 00 w0+ 10 01+ 4] 3 1@ 100+ ek o)

3

+E U0 0 &)+ i 91+ E fa v 0]

n n-—1 n n
{2 ZHany, )+ Z X fady,c )}+162 zf(ag,y,cg)}dy
h=1p=1 h=1 p=1 h=1 p=1
& —b)(c’—c) , , o
_Tr f(@, b, ¢) + f(, b, ¢') + f(z, V", ¢) + f(z, b’, ¢')

n—1

+ 2{ T 1@, beo ) + @, be, )] + >: U@, e,) + fla, b, c,,n}
+ 4{551[/@ o ©) + 1@ o <)) + F [fe, b, &) + fl, b, )

+E T fa, by ¢ >}+8{ 2 50 b ) + £ T flo, th )}

K=1 p=1 K=1p=1 K=1 p=1

+163 Ef(e, 0, d)}ao + 12T 3 {21, )+azi(c,, )
p= per tutti d »
gllThK”

+162f(Cpp ) + 647(Cr,.x,,)}

e con Puso di tale formula, pel calcolo approssimato di f f f (@, y, 2)

dT, si commette un errore P, tale che
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) ) 0
2a)—a 2bY—y 2% —1 |

l
A A AL

¥ z

[Vol. T)¢

115238 . n® per tutti
gliThgy

ENE

se f € di classe tre in T, come pure

M xr [ [9(@, y, 2) |

se [ € di classe quattro in T.

7. Se si pensa che, a mezzo della formula centro-periferica com-
petente allo spazio bidimensionale (cfr. 2), formula (81)), si posso-
no valutare, con nota specificazione dell’errore che si commette, i
valori approssimati dei primi tre integrali (doppi) della formula
centro-periferica (81), si trova, con facile procedimento, la seguente
alira eguaglianza approssimata

(34) f f f f(z, y, 2)dT =

(ﬁ#@ J‘° {f(a, b, z) + f(a, ¥', 2) + f(a’, b, 2) + [(a', V', 2)

+ 4{/(@ by 2) + £(@ by 2) + Haw b 2) + f(a by 2)}

a)(c’

+ 16/(an by D dz + C=0= [fta o) + f@ g, ¢)

b

+ fla's y. ) +f(a's y, ¢') + 4{f(a, y, ¢o) + f(a's y, ¢o) + f(a Y, €)

+ fao 9r €9} + 16/ o by + == - [ bo)

(@, b €) + H(@, by €) + f(@, b, ¢') + 4{f(@, b, co) + f(@ b, )
+ 1@, bey €) + 1@ by ¢)} + 16f(z by, co>}dw RN
+ 4Zf(C) + 16Zf(Cp) + 64f(C)],

e, se a ciascun integrale lineare si applicasse in tale (84) la formula
centro-periferica nell’ Sy, (cioé la formula di Cavalieri-Simpson),
quindi anche Ualtra eguaglianza approssimata

Vol. T
@) | f [1 3, 9T =T [V ) 45/ CO+163(Co) H 0],

come del resto I’attuale teoria e quella gia esaurita 2), pei casi pre-
cedenti di S;;) e di S(,, facevano facilmente prevedere.
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Se la f(z, y, 2) é, per esempio, di classe quattro in T, Perrore P*
che si commette, facendo uso della (84), assume la espressione
seguenle

YV - 1 p1
(341) P* — (a a)(b b)s(c C)ﬂj‘ f Uyﬁﬁ(a, bo + ﬁS, co + yt)

6 . 23042

-1 -1
+ 4f 2,2(aq, by + Bs, ¢y + yt) 4 f,2.2(a’, bo+ Bs, co+pt)] - I'(s)(t)dsdt

' —a)s (b — s 11
E— ;b 2302(0 ? J. J [faaz2(ag + ar, b, ¢y + y1)

-1-1

+ 4f 0,8(@+ ar, by, Co+VE) + foo2(a@g+ ar, b', co+ pt)] - T(r)I(t)drdt
@ —ap @ —bpc —e) ([T
[fa:’v’(ao + or, bo + /3'5" c)

6 . 23042
-1 -1
+ 4f20(ag+ ar, by+-Bs, ¢p) + fre2(ag+ar, bg+Ps, ¢’)] - I'(r)I(s)drds
_ Dol TF J’ j j 19 (ay + ar, by+ Bs, cg + yt)I'(r)I(s)I'(t)drdsdt

23048
-1-1-1

+

+

avendo posto, al solito, (1 — |r|)3- (1 + 8|r|) = I'(r).
S fruttando mfme il fatto che per la formula di Cavalieri-Simpson

f f(z)dz = ff(a) + 4f(ay) + f(a’)] si commette l’errore

‘ (a—a)

f f™V(ag+or)I(r)dr se f(z) e di classe quattro [Cfr.2),

formula (17)]9 si ha che:

Se f(2, y, z) € di classe quattro in T, Verrore P*' che si commette,
facendo uso della (85), assume la espressione seguente

(@ —a) b —b)(¢ — e} (1
36 . 2304 f {fZ‘(“’ b, ¢y + )

-1

+ fz‘(a’ b, ¢ + '}’t) + fz‘(a,: b, ¢ + yt) + 4‘{fz‘(a’ bO! ¢ + yt)
o foaor by 70) + fula, ' cor-pt) + 16 By, oty | D0

(85') P¥ = —

(@’ — a)(b’ — b)S(c’—¢c) 1 ,
o 36 . 2304 f {]‘,.(a, bo + Bs, ¢) + fu(a, by + Bs, ¢')
-1

+ fv‘(a” by + Bs, ¢) + fv‘(a'" by + Bs, ¢') + 4’{’#(“’ by + Bs, ¢,)
+ fu(@'s by + Bs, ¢o) + fu(ae by + Bs, ¢) + fulag, by + Bs, ¢')}

"—a)s(b'—b)(c'—c) [
F16/,a0, b s o)} Tlohds— =TI [ (g,

-1
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+ fulag + ar, b, ¢') + falay + ar, b, ¢) + fulay + ar, b', ¢)
+ 4{f,,4(a0 + ar, b, Co) + fz‘(ao + ar, b,’ "o) + fz‘(ao + ar, bo, C)

+ fulag + ar, By ')} + 16u(ay + ar, by, co)}I’(r)dr

r__ s S(p! — 1
a(’ — a)(b' — bYs(e’ — c)® J‘ f [ya(a, bo + Bs, co + t)

6 . 23042
-1 -1
+ 4f 2 2(aq, by + Bs, co + vt) + f,2,(a’, by -+ Bs, ¢+ )1 I'(s)I'(t)dsdt
) 5 (p , s (11
+ GO [ (g + ar, b, o+ 70)

6 . 23042
-1-1
+ 4f s ,2(a0 + ar, by, €o + ¥t) + foap(ag - ar, b’y ¢o+ yt)]I'(r)I'(t)drdt
(@ —ay® —bp —e) (1
(fa2s2(@o + ar, by + s, c)

6 . 2804?
-1 -1
+ 4fciy!(a0 + or, b0+ ﬁs’ co) + fx’y'(ao—'_ ar, b0+ ﬂs’ c’)]I‘(T)I‘(S)d’rdS
_ WoLTy f f f‘,w(ao +ar, bo+ B8, ¢+ y)I(r)I(s)(t)drdsd.

23043
-1-1-1

+

8. Sia ora l'intervallo (rettangolare) T[(ay, a,, - . ., a,); (a1, a3,
.. a,)] dell’ Si,),7>8, di centro C(a}, a, . . ., a?), avente quin-
a’;_al a’fl'__ar .

g e %= ——o— e sisup-
ponga assegnata in T una arbitraria funzione f(z,, 2y, . . ., z,) di
classe tre o di classe quattro in T (sempre nel senso competente
all’operatore derivazione totale in queste r variabili z;, z,, . . ., 2,).
Come conseguenza della estensione all’ S, di tutti i procedimenti
e formule del § 6 l.c. 2) (pel caso di r = 2) nonché di quelli svolti
nel corso di questo lavoro (pel caso di r = 8) si perviene, in
particolare, al risultato generale seguente:

Indichi s un arbitrario intero positivo, 1 Ss<r—1, e (hy, hy,
... h,) la generica combinazione semplice, priva di inversioni,
di classe s, per gli r numeri 1, 2, ..., r. In corrispondenza alla
(hys . -« h,) viene definita l’altra (K, ..., K,_,) pure priva di in-
versioni, di classe r —s, i cui elementi assieme a quelli della
(hy, ..., h,) esauriscono linsieme di tutti gli interi da 1 ad r.

In relazione a qualsiasi prescelta s™* (hy, ..., h,) si pensino
fatte per ogni n intero, 0 < n < s, le combinazioni semplici di
classe n e prive di inversioni sugli s elementi &, . . ., k, € denomi-
nando (k;, h;, ..., h;) 4. ognuna di tali combinazioni si

(Rys <« s Rg)

hip .ok

"—ﬂ

di le r semidimensioni o; =

indichi con (h;, ) ana la corrispondente altra, pure

(Bys « -+ By)
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semplice di classe s — n e priva di inversioni, che assieme agli n
elementi della precedente esaurisce I’ s (h,, ..., h,) prescelta.

In base a queste considerazioni si pensi di valutare la f ponendo
per le coordinate d’indice &, . . ., h, uno qualsiasi dei due estremi
a od a' del relativo intervallo (a,, a,',l), N (Y a;.) e di aste-
nersi dal far cid per le restanti coordinate d’indice Kj, ..., K, ,;
tali valutazioni per la f si convenga di indicarli per il seguito coi

simboli
a
! (od') s iy o ooy Ty
a '

why)

Dopo di cio é ovvio il significato che si deve attribuire ai simboli
di analogo tipo

a
f (;‘3) R (a) s By oo g,
della
(LT R

(Payr == o By _y)
coohiy)  della (R, -
(hli .. ‘!h‘)

r—8

Premesse tali convenzioni, la formula centro-periferica secondo
Picone, nell’ S,), per qualsiasi r intero positivo, é costituita dalla
espressione seguente

(31,) f “ r ! Hay, ..., @,)d, ..

B g e f“[zr(( ) o)

(Bys -+ ag,

(Bys - e oo Big)
s-1 a
+ 34 3 f od) , (% s By ook, \| | dg, -
" (Il:el; -h.l:t; le) 11 a (hfl' o h’u—n) della
) n (h:f.f*’h‘) (Pep e erhy, ) dellah B -esha)
(— 1)+ Mis.? T
+ or . 8"
r—1
+ X 4r-n 2z f/ »  (a%)
n=0 per tutte le nelle restanti
(Bys v o by )( della )

r—n coord.te

1,..,1) (h1 )(ldella

s t)
e Verrore P che si commette, usando tale espressione per esprimere
v J' . .J'f(P)dT, ¢ dato da
T
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(82) P=

— 1) [Mis.* T 1 1 &, &
( %2£ 3] .,[ Af %f(m(a‘f-l—alxl,...,a‘,’-{—a,x,.)'
0 ot e

. [ f[ 1— gi)zgi] dg, . .. dg,

i=1

se f(xy, ..., ®,) € di classe tre in T, dato anche da

(—1) [Mis.T]®
[28 . 32]1‘

1 1
(827) P= f f (@) +oudy, ... al + &) (&)
-1 -1

. T(E)dE, . .. dE,

se f(xy, ..., &) € di classe quattro in T, cosi maggiorato

, [Mis.® T4 2oz 0,
(33') ]PI éw MaXT A c e A f(a)(fl, oo ey Er), ’

r

nel primo caso, e anche cosi:
[Mis.* T)®

(83,) | P I = 2880"

Max, | f4(zy, ..., 2,) |
nel secondo.

9. Tenendo presente quanto si é fatto al precedente n. 7 per
dedurre dalla (31), pel caso di r=38, le (34), (85), é chiaro come una

corrispondente catena di espressioni approssimanti 1’ f .. f f(P)dT
T

si ottenga (per ogni valore di r) dalla (81,); ci limitiamo qui a
far notare che I'ultima di tali deducibili espressioni é costituita dal
termine finale del secondo membro della (81,) con la sola elimina-
zione -del fattore (— 1)™1.

E’ evidente come si possa anche ottenere un perfezionamento
della formula centro-periferica (81,) ripetendo, nelcaso di r qual-
unque, il procedimento seguito al n. 6 per dedurre la (83""’) quando
r = 3.

Esempi. — Mettiamo a raffronto le espressioni approssimate,
che si ottengono coi vari metodi trovati, relative al calcolo nu-
merico di particolari esempi d’integrali multipli.

a) Si prenda in primo luogo I’ Jl jllog (14 x4 y)dedy; come
valutazione diretta si trova 00
0,67116. . .;

mentreché a mezzo di una formula che perfeziona quella centrale,
cfr. 3), il Tortorici trova il seguente risultato

0,6712 .. .;
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Con la formula centro-periferica nell’ S, cioé a mezzo della (81)
cfr. Picone ?), si trova invece il seguente risultato

0,6711701 .. ..
1101 .
b) Volendo calcolare I’ f I j log(1 +z+y+2)dzedydz, si tro-

va come valutazione diretta
0,8951292. . .;

Servendosi della formula centro-periferica (81) pura e semplice si
trova come risultato complessivo per le integrazioni: doppie, il
numero 2,6851600 . . .; semplict, il numero — 2,6849816; mentre-
ché la somma dei restanti termini é 0,8948997 (cioé il valore della
(85)). Come valutazione pertinente alla formula centro-periferica
si ottiene dunque il sorprendente risultato seguente (per difetto)

0,8951281 ..

Con la (84) si trova l’altro numero 0,8951322 (per eccesso);

Usando invece la (85) si trova 0,8948997 come valutazione,
(come gia si era detto), assai meno buona delle due precedenti e
per difetto.

Formula periferica.

10. Pur data la ristrettezza di spazio, non possiamo, anche per i
legami intimi che ha con tutta la precedente trattazione, passar
sotto silenzio un’altra notevole formula che si pud subito stabilire
nel caso generale di r qualsiasi, e in particolare per r = 8 partendo
dalla (2*), estendendo il procedimento solito, seguito nei prece-
denti numeri, quale é stato indicato dal Prof. Picone al § 6 del
l.c. 2) per ottenere la formula in questione per r = 2 cioé la For-
mula periferica (27) l.c. ) relativa al calcolo approssimato degli
integrali doppi. Ci limitiamo qui ad esporre gli enunciati dei teo-
remi.

a) Per r = 8 si trova il risultato: Se la f(z, y, z) ¢ di classe due
nell’intervallo T dello spazio ordinario, ponendo

I

Y, 2) + f(a', y, 2)]dydz

b —b

ff [f(@, b, 2) + f(z, b, z)]deds

C—C

j f 1@, v, ) + f(@, 9, ¢')]dady
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_ %M fo’[f(a, b,2) + f(a, b', 2) +f(a', b, 2) + f(a', b, 2)1dz
— == f 1@, 4, )+ (@, ) + 1(a's 4, 0) + 1@, ¢V 1dy

_(V———‘_—b‘:’(c;f-)- fl[f(m, b, C) + f(w, bs C') +f(w, b,» C) +/(w’ b” c,)]dw

Vol. T

+ Zf(Vy),

st commette un errore dato da

5 o 11l
p— OO [T [0 ag-tar, byt B, e+ pt)(1—r)(1—t) (1 —t)drdsdt

-1-1-1
che puo essere cost maggiorato:
[Vol. T]3
128

b) Riferendoci alle considerazioni e notazioni precisate al n. 8,
si trova che: la formula periferica secondo Picone, nell’ S, per
qualsiasi r intero positivo, € costituita dalla (f(zy, 2, . . ., x,) essendo
di classe 2 in T)

r{' : fa @y o 2,)day ... de
:%11(—1)’+1p;, t:nte le f K‘ f '--[ Zf( ( ) s g s oo e wK,_,) }dm,(l. ..drg,
hy)

hy, aK Ky
( 1 1 r—8 (hl .

(— 1)+ Mis.® T a
# P (;))
1,...,7)

e Verrore P che si commette, usando il secondo membro per esprimere
r f .. j/(P)dT, é dato da

|P| = Max; | f®(z, y, 2) |.

P (_l )T [Mls - T]af f f(2)(a +°‘1§1a ooy a2+“r§r) ¢ [ l:[ (1 - é%)] * dé-l e dEf

i=1
che puo essere cosi maggiorato:

|P| [Mls T3

SRS T Max, ]f‘z)(wl, cou &) |
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a’) Un perfezionamento della formula periferica.

Mettendoci, per semplicita, nel caso particolare dell’ S, si de-
componga T nei soliti n® intervalli eguali T, x , (vedi n. 6). La

formula, di approssimazione dell’ I J. I f(P)dT, che, specie se T
T

ha dimensioni non piccole, si presta, meglio di quella periferica,
a dare valori approssimati dell’ J. ff J(P)AT é la seguente

¢—a f f [f(@, 9 %) + f(@'s 9, 2) + 22f<.h, y, %)]dydz

n—1

y—>o b, 2) + f(@, b, 3) + 2 2 {(@, by 2)]dedz
K=1

n—1

Y ¢) + fz, g, ¢') + 2 Elf(w, Y, ¢,)] dedy

_ (—a:—g:i’ f {f(a, b, 2)+f(a, b', 2) + f(a’, b, z) + f(a', ¥, 2)
+ 2[:%:{““709 b, z) -+ f(a,,, b, Z)} +:§1{f(a, bk, z) + f(a" bK: z)}]

n—1 n—1 a’—a)(c' —c b’
+4 5 E flay b2l di— 9= (e, )+ (. y, )
b

h=1 K=1

n—1

+ f(a,’ Y, C) + f(a’, Y C') + 2 [ § {f(a)n Y, C) + f(ah, Y, C,)}
nl n—1n—1
+ Z {f(@ 9 ¢,) + (@, 9, ,)}] +42 3 fa g, ,)}

==y J’ { 1@, b, ¢) + @, b, )+ 1@, B 0) + @, b, @)

+ 2[ S (e, b )+ 18, b ) + z @b, 0)+ 1@ ¥, )}

+4nf:”f‘.f(w, by, ¢ ,,)}dw+v°l al 2 {2/ ThK,» )}

3
K=1 p=1 per tutti
gli Th,K,p

e Perrore che si sommette con 'uso di tale formula, per calcolo di

j j f {(P)dT, é



[51] Su nuove formule interpolatorie del PicoNE 167

P, =— [Vol. T]sffj(1—r2)(1——s2)(1—t2){ 2"‘. fl f‘.ﬂ“’(ag+

163n? A=1K=1p=1
3435

_c-t)}drdsdt
n

che si pud maggiorare nel modo che segue

[Vol. T]? T]
I Wl = 1728 - n®

bl
by +

-8, C,

- Max | F2(@, y, 2)|.
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