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Uber analytische Abbildungen von Ringgebieten
in Ringgebiete ?)

von

Heinz Huber
Ziirich

1. Ringgebiete.

Ein Gebiet R der komplexen z-Ebene heile ein Ringgebiet,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) R ist zweifach zusammenhingend
b) R hat keine isolierten Randpunkte
¢) R enthilt den unendlichfernen Punkt nicht.

Die Komplementdrmenge eines Ringgebietes R zerfillt in ein-
deutiger Weise in zwei Komponenten, welche eine positive Ent-
fernung von einander haben. Genau eine dieser beiden Kompo-
nenten ist beschrankt; sie werde mit b(R) bezeichnet. b(R) ist
eine abgeschlossene und zusammenhéngende Punktmenge. Die
Menge derjenigen Randpunkte von R, welche in b(R) enthalten
sind, heie der innere Rand von R.

2. Der Modul eines Ringgebietes.

Ein Ringgebiet R 148t sich bekanntlich stets durch eine in R
regulire analytische Funktion eineindeutig auf einen konzen-
trischen Kreisring 0 <r < |z| < R abbilden. Dabei ist das Ra-
dienverhiltnis R/r durch das Gebiet R eindeutig bestimmt.
Die positive Zahl M = log (R/r) nennen wir den Modul des
Ringgebietes R.

3. Analytische Abbildungen.

Es seien R, und R, zwei Ringgebiete.

w = f(3) heiBt eine analytische Abbildung von &, in R, wenn
gilt:

a) f(z) ist in R, regular und eindeutig

b) Es ist w = f(z) e R, fiir alle z ¢ R;.

1) Die Ergebnisse sind in Nr. 6 und 7 formuliert.
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Die Menge aller analytischen Abbildungen von R, in &, be-
zeichnen wir mit § = § [R;, R,].

4. Die Umlaufszahl einer Abbildung.

Es sei w, ein beliebiger Punkt aus b(R,) und & eine rektifizier-
bare Jordankurve, welche in R, liegt und b(R,) in ihrem Innenge-
biet enthilt. Ist nun f e [R;, Ry], so ist

%Jh;@% =%Jm%mw—%]
{

offenbar eine ganze Zahl. Man iiberlegt sich leicht, daB U[f]
unabhingig ist von der speziellen Wahl der Kurve & und des
Punktes w,, sofern nur & die angegebene Bedingung erfiillt und
w, € b(R,) ist.

U[f] heiBe die Umlaufszahl der analytischen Abbildung f.
Uty > o
Ist Ulf] < 0
Erhaltung
Umkehrung

} so sagen wir, f sei eine Abbildung mit
-} des Umlaufsinnes.

5. Homotopieklassen.

Mit t bezeichnen wir im folgenden stets das abgeschlossene
Intervall 0 < ¢ < 1. Wir sagen, zwei Abbildungen f, e, f1 €&
seien homotop (in Zeichen: f, ~ f,), wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

a) Es gibt eine stetige Abbildung w = f(z, t) des topnlogischen
Produktes R, X t in das Ringgebiet R, derart, daB

1z 0) = fo(2)s (2 1) = f1(2)

b) Fir jedes feste tet ist f(z, 1) e F [Ty, Ryl
Diese Homotopierelation ist offenbar eine Aequivalenzrelation in
der Menge ¥ und bewirkt daher eine Klasseneinteilung von §.
Diese Klassen nennen wir Homotopieklassen.

6. Wir werden in dieser Arbeit folgenden Satz beweisen:

Satz I: Es seien R, und R, zwei Ringgebiete mit den Moduln
M, und M,. § [R,, R,] sei die Menge aller analytischen Abbil-
dungen von R; in R,, H, die Menge aller Abbildungen f € §, welche
die Umlaufszahl U [f] = § haben. Dann gilt:

:l—}— 1 Homotopieklassen. Es
1

M,
a) F[Ry, R,] zerfillt in 2[M
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sind dies die Mengen

By — [%] <j= [%]

b) Ist m = ﬁz eine ganze Zahl, so gilt zusitzlich:

1
Om
D—m
gen Schar aller konformen Abbildungen von R, auf die unver-
Erhaltung
Umkehrung}

Die Homotopieklasse }ist identisch mit der einparametri-

zweigte, m-blittrige Uberlagerungsfliche von R, mit

des Umlaufsinnes.

7. Betrachten wir nun den Spezialfall #, = R, = R. Dann ist
M,/M, = 1. Nach Satz I a) treten daher nur die drei Homotopie-
klassen 9_;, 9y O; auf. Die Klasse §, besteht offenbar aus genau
denjenigen Abbildungen, welche homotop sind zu einer beliebigen
konstanten Abbildung k(2) = ¢, ¢ € R,. Aus Satz I b) folgt ferner,
daB die Vereinigungsmenge $_; U 9, identisch ist mit der Gesamt-
heit aller konformen Automorphismen von R. Wir haben also

SaTz II: Jede analytische Abbildung eines Ringgebietes R in
sich ist entweder ein (konformer) Automorphismus von R oder
homotop zu einer beliebigen konstanten Abbildung.

8. Um Satz I zu beweisen, beachten wir zunéchst folgendes:
Da R, (I =1,2) den Modul M, hat, gibt es eine in R, eindeutige
und reguldre Funktion g,(z), welche R, eineindeutig auf den Kreis-
ring

t: e M2 < | z] < M2
derart abbildet, daB dem inneren Rande von R, der innere Rand
von t, entspricht. Man iiberlegt sich nun leicht, daB Satz I bewie-
sen sein wird, wenn es gelingt, folgenden Satz zu beweisen:

Satz I': § = §lry, t,] sei die Menge aller analytischen Abbil-
dungen des Kreisringes

5 e M2 <] g| < M2
in den Kreisring
Ty e M2 < | 2| < M2,
Dann gilt:
a) Ist foe, f1eF und fo ~ f1, so ist Ulfy] = U[f,].
b) Ist foe, f1eF und Ulf] = Ulf], so ist fo ~ fy.
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) M] IVI 1

fi,a(z) = €'%’, so ist fj,ae% und U[fi,a] =7.
d) Fiir jede Abbildung f e ist

[ <= ]

Ist m = M,/M, eine ganze Zahl, so gilt zusitzlich:
e) Aus fe@, U[f] = m folgt f(z) = %™, « reell.
f) Aus fe, U[f] = —m folgt f(z) = €% ™, a reell.

9. Fiir den Beweis von Satz I’ bendtigen wir zwei Hilfssitze.

Hivrssatz 1: Die Funktion ¢(s), s = o + i, sei regulidr im
Parallelstreifen

G —al2 <t <mn2

und bilde © in sich ab. Dann gilt:

a) |¢'(o)| <1 fiir alle reellen o.

b) Istfireinreelleso | ¢’(s)| =1, so ist der zugehdrige Funk-
tionswert ¢(o) reell.

BeEwers: Es sei o eine feste reelle Zahl, —o0 < ¢ <7 > und
@) =2 + iT, (X, T reell, —n/2 < T < =n/2).
Wir setzen

1
Si) = 1
(1) Sy(s) =logs 4o (R(s) >0, Sy(1) = o).
Sy(s) = e=%
s + T
54(3) = § — e_{T.

Die zusammengesetzte Funktion
(2) o(s) = S45395,5:(5)

bildet offenbar den Einheitskreis | s| <1 in sich ab und laBt
den Nullpunkt fest. Daraus folgt bekanntlich

(3) | 0’(0)| = 1.
Nun schlieBt man aber aus (1) und (2)

(4) @'(0)= 5,(0). Sy(1) . ¢'(0) . Sy(Z +4T) . Sy(e'T)

eiT

cosT " (o)
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Aus (8) und (4) ergibt sich jetzt

(5) | ¢'(6)| Scos T < 1. q.e.d.
Ist fiir ein reelles o | ¢’(0)| = 1, so muB wegen (5) cos T = 1,
d.h. T =0 sein. ¢(6) = 2 + ¢T ist dannreell. Damit ist Hilfssatz
1 bewiesen.

Hivrssatz 2: Die Funktion ¢(s), s = o + 47, sei regulir im
Parallelstreifen
C: —al2<T<m2
und bilde & in sich ah. Dann gilt:
a) | @(oy) —@(0y)| = | 03— 0y fiir alle reellen o, o,.
b) Gibt es ein reelles Wertepaar o, 7 o, derart, daB

| 9(03) — @(0;) | = | 63— 04|, so ist entweder @(s) = s + y oder
@(s) = —s + p, yreell.
Beweis: Es sei
(6) — 0 <0y <0y < ®©
Nach Hilfssatz 1 a) ist
(7) | ¢'(0) | =1 fiir alle o€ [0y, 0y)

Daraus folgt
(8) | (o) —p(01)] =|[ "' (0)do| < [ ¢'(0)|do < [Pdo=| 53— o

(451 0y

q.e.d.
Ist fiir das Wertepaar (6) | ¢(0;) — @(0y) | = | 63— 04|, so muB
wegen (8)
9) [*19'(0) | do = | 0y— o, |

(41
sein. Weil | ¢’(0) | im abgeschlossenen Intervalle [oy, 0,] stetig ist,
folgt aus (7) und (9)
(10) | '(6)| =1 fiir alle o € [0y, 7,].
Dann ist aber nach Hilfssatz 1 b) ¢(o) reell im ganzen Intervall
[0;, 05). Daher ist auch ¢’(¢) reell im Intervall [0y, ¢,]. Daraus
und aus (10) folgt nun wegen der Stetigkeit von ¢’(c):

es ist entweder ¢'(¢) = 1 fiir alle o € [0y, 0]
oder ¢'(0) = — 1 fiir alle o€ [0, 0,]
Weil aber ¢(s) eine analytische Funktion ist, schlieBen wir hieraus
sofort, daB entweder ¢(s) =s + y
oder p(s)=—s+ 1y, seC.
Da ¢(s) eine Abbildung von & in sich vermittelt, folgt endlich
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noch, daB3 die Konstante y reell sein mufl. Damit ist Hilfssatz 2
vollsténdig bewiesen.

10. BEwEls vox Satz I'.
a): Es sei
foe® hed fo~h
Dann gibt es eine stetige Abbildung w = f(z, t) von t; X t in 1,
derart, daB f(z, 0) = fo(2), f(3, 1) = f1(2) und f(3, t) € §F fiir jedes
tet.
Wir betrachten nun die Funktion

w0 = U 01 = o, [ 2Dy,
lz] =1

Man iiberlegt sich leicht, daB u(¢) eine im abgeschlossenen Inter-
vall t stetige Funktion ist. %(¢) nimmt aber nur ganzzahlige Werte
an. Daher muB w(¢) konstant sein. Es ist also insbesondere #(0) =
u(1) d.h. U[f,] = U[},]- q.e.d.

b): Es sei
foed freds Ulfe]l = Ulh] =7

Daraus folgt leicht: es existieren zwei in t, regulire und eindeutige
Funktionen &,(z) und &,(2) derart, daB

folz) = 2lebol®)
h(z) = 2iebt

Mit diesen beiden Funktionen bilden wir jetzt die Funktion
(12) f(z, 1) = 2eMEl—SlAIHln), (2, f) e vy X ¢
Dann gilt offenbar:

(11)

«) Fir jedes feste tet ist f(z, ¢) eine in t; regulire und ein-
deutige Funktion von =z.

B) 1(z0) = fo(2), f(2 1) = fi(2)-
Wir zeigen noch:

y) f(z,t) ist eine stetige Abbildung von r; X t in t,.
In der Tat: Wir betrachten einen beliebigen Punkt (3, ¢) e, X t
und die reelle Funktion

(13) Q(T) = I f(z, 1;) l — l ziefo(z) I . efﬂf[é’;(!)—Eo(Z)], Tet
Dann ist ¢(0) = | fo(2) |, e(1) = | f(2) | und daher
(14) e < g(0) < M3, (M2 < g(1) < o2

Aus (18) schlie3t man sofort, daB3 o(z) eine im Intervalle t mono-
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tone Funktion ist. Daher liegt g(¢) zwischen ¢(0) und g(1). Daraus
und aus (14) folgt aber

e M%< o(t) < €M%, d.h. f(z, 1) €1,
Damit ist gezeigt, daB f(z,t) eine Abbildung von 1, X t in 1,
vermittelt; daB diese Abbildung stetig ist, folgt unmittelbar aus

12).

(AIZS a), B), ) schlieBen wir nun, daB f, und f, homotop sind. q.e.d.
¢): Klar.
d): Es sei

(15) Ve Ulfl =7

Dann gilt offenbar:
o) die Funktion

7 Mg
(16) p(s)=—i—logfle® ), s=o+7r
M,
ist im Parallelstreifen
G: —nl2 <t <72

tiberall reguldr und daher auf Grund des Monodromieprinzipes
daselbst auch eindeutig, wenn man noch den ,,Anfangswert” ¢(0),
der ja durch (16) nur mod. 2n%/M, bestimmt ist, durch die For-
derung 0 = R[p(0)] < 27%/M, festlegt.

B) @(s) vermittelt eine Abbildung von & in sich.

Ferner schlieBt man leicht aus (15), daB ¢(s) die Funktional-

gleichung
7 ( n 2n? . n . 2n2
(17) ols +37) =9 +i37

erfiillt.
Nach Hilfssatz 2 a) folgt jetzt aus «) und g):

272 272
pr(ﬁl) —0)| = i
Hieraus und aus (17) ergibt sich endlich: | j| < M,/M,. q.e.d.
e): Es sei
(18) m = M,/M, ganz, fe§, U[f] =m
Dann gilt wieder
«) Die im Parallelstreifen © eindeutig definierte Funktion
My
#ls) = —ig-log fle' ™)

0 < R(p(0)] < 222/ M,
ist reguldr in &.
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B) @(s) bildet & in sich ab.
Aus (18) schlieBt man leicht, daB ¢(s) die Funktionalgleichung

19 ( 2n2) _ 27% n 272
(19) <P~9-|-1‘7l —‘P(3)+mﬂ—[2—¢(8) i,

erfiillt. Es ist also insbesondere

1ol37) — o)1= 37

Hieraus und aus «), 8) folgt aber nach Hilfssatz 2 b), daB
entweder p(8)=s+y
oder p(s) =—s+ vy, v reell
sein muB. Daraus und aus (19) ergibt sich sofort: ¢(s) = s + 9,

d.h. —iA—Z; log f(e"?’) P

Beriicksichtigen wir noch (18), so kommt
M

fe ™) =

Kehren wir wieder zur Variabeln z = ¢ e € 1, zuriick, so haben
wir endlich:

s—!(:+y) i—‘(s+y) [ i—1 l] thl‘}'/ﬂ

f(z) = %™, a = mM,y/n reell. q.e.d.
f) wird ganz analog dem Beweise von e) gefiihrt.
Damit ist alles bewiesen.

(Oblatum 20-6-50).



