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Über die Ableitung von Polynomen
von

P. Turan

Budapest

A. Markoff 1) bewies, da13 für ein Polynom n-ten Grades f(x)
im Intervalle [20131, +1] aus

in demselben Intervalle folgt

Das Gleichheitszeichen gilt nur für

T. (cos 0) = cos n0. Mit anderen Worten: für jedes Polynom
n-ten Grades gilt

M. Riesz 2) bewies, daß in 1 z 1 1 für ein Polynom n-ten
Grades f(z) aus

folgt

Das Gleichheitszeichen gilt nur für Mit

anderen Worten: für jedes Polynom n-ten Grades gilt

1 ) A. MARKOFF, Über ein Problem von D. I. Mendelejeff [Abh. der Akad. der
Wiss. St. Petersburg 62 (1889), 1-24].

2) M. RiEsz, Eine trigonometrische Interpolationsformel ... [Jahresb. d.

D. M. V. 23 (1914), 354-3681.
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G. Szegô 3) bewies, daB wenn 1 eine aus endlich vielen analyti-
schen BÕgen zusammengesetzte geschlossene Jordankurve be-
deutet und B die abgeschlossene Hülle ihres Inneren (das auch
in einen Schlitzbereich degenerieren darf),

gilt, wo C nur von l, nicht aber von n abhangt und oc folgender-
maßen definiert ist: In einem beliebigen Randpunkte zo sei fIn
die obere Grenze der Offnungen aller von zo aus laufenden Winkel-
gebiete, die in genügender Nähe von zo keine inneren Punkte
von 1 enthalten. Dann ist 2 &#x3E; fJ &#x3E; 0 und

wenn zo die Peripherie von 1 durchlàuft. Dieser Satz enthâlt
(wenn man auf die genauen Werte von C und die Angabe der
Extrempolynome verzichtet) (1) und (2 ).

Wir kehren zu (1) und (2) zurück. Die Extremalpolynome
haben augenscheinlich die Eigenschaft, daß alle ihre Wurzeln in
ihr B fallen. Diese Tatsache erweckt die Vermutung, daù viel-

leicht für alle solche Polynôme ,groB" ist, daB also

für solche Polynome eine untere Abschàtzung für

existiert. Wenn 1 das Intervall [-1, +1] bzw. der Einheits-
kreis ist, werden wir dies tatsachlich beweisen. Wir formu-
lieren also

SATZ I. Es sei f(z) ein Polynom n-ten Grades mit allen Wurzeln
im Einheitskreise. Dann ist

und das Gleichheitszeichen ist erreichbar.

3) G. SzEGô, Über einen Satz von A. Markoff [Math. Zeitschr. 23 (1925),
45201361].
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SATZ II. Es sei f(x) ein Polynom n,-ten Grades mit allen Wurzeln
in [20131, +1]. Dann ist

Verglichen mit (1) und (2) erscheinen diese Sâtze als Gegen-
stücke zu den Sätzen des A. Markoffschen Ideenkreises. Die

Polynomklassen, welche in Satz 1 und II auftreten, schlieBen in
sich z.B. diejenigen Polynomenfolgen, welche durch Orthogona-
lisierung in Bezug auf eine nichtnegativen L-integrable Gewichts-
funktion gewonnen sind, ferner nach dem Satze Enestrom-

Kakeya alle Polynome mit einer monoton wachsenden Koeffi-
zientenfolge etc. Satz 1 und II geben also allgemeine Aussagen
für diese Polynomenfolgen.

Satz I ist das Bestmôgliche; da z.B. für

auf die Größenordnung in n genau, wie 
und wegen

nimmt f’(x ) sein absolutes Maximum asymptotisch an der Stelle

X = n auf; der Maximalwert ist offenbar ,....., V:. Man fragtn e g

natürlich nach der genauen Lôsung des Extremalproblems; dies
wurde auf meine Anregung hin durch Herrn I. ErÕd bestimmt,
er bewies für n = 2

für n = 3

für n &#x3E; 2, n gerade
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für n &#x3E; 3, n ungerade

Das Gleichheitszeichen kann in allen Fällen bei einem einzigen
Polynome stehen; die Extremalpolynome sind kurz dadurch

charakterisiert, daB alle Wurzeln in + 1 und in - 1 fallen.
Doch verlaufen unsere Abschätzungen viel einfacher. Es ist
vielleicht nicht uninteressant zu bemerken, daß es bei dem

Kreise unendlich viele, wesentlich verschiedene Extremal-

polynome gibt.
Es ist sehr wahrscheinlich, daù auch in den Szegôschen Be-

reichen

für alle diejenigen Polynome gilt, welche ihre Wurzeln im B
haben; hier habe « dieselbe Bedeutung, wie in (4) und D sei
unabhângig von n. Hiermit wollen wir uns jetzt jedoch nicht
beschâftigen.

Beweis von Satz I. Es sei

und natürlich 1 z, 1 - 1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
sei z, = 1 und f(1) = 1. Dann ist

also
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Bei festgehaltenem minimal, wenn

Wenn einer dieser Schnittpunkte E ist und F und G die Punkte
z = 1 bzw. z = - 1 sind, so ist

also

Das Gleichheitszeichen steht nur, wenn

Beweis von Satz II. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei

Dann ist

Analoges gilt, wenn a = - 1 ist.

Fall II. - 1  a  + 1. Dann ist f’(a) = 0. Ohne Be-

schränkung der Allgemeinheit sei n &#x3E; 4. Wir legen um a das

welches ganz in [ -1, + 1] fallut; das sei etwa

Wir kônnen annehmen daß in

ist; gâbe es hier namlich ein el mit so wâre

also wâre nichts zu beweisen. Wir

5 ) Der Beweis gibt offenbar auch, da6 aus 1 z1l 1  1 (y=1, 2, ..., n ) auf der

ganzen Peripherie des Kreises 1 z 1 = 1 ( f’(z) &#x3E; n/2 1 f(z) 1 folgt, also auch

p 2

f [f’(z) 1" dq&#x3E; 2 [ f(z) ["dp für p &#x3E; 0. Für Polynome mit monoton

lzl =1 )2;t=l
wachsenden Koeffizienten und p = 1 hat mir Herr S. Sidon den Satz ohne Beweis

mitgeteilt.
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kônnen schlieBlich annehmen, daß es in wenigstens

durchwegs wâre, so wâre

also wâre nichts zu beweisen.

gewinnen wir durch Differenzieren

also gilt nach (5) und wegen überall

Dann ist aber für x = e3

Als Anwendung beweisen wir folgenden schônen Satz von

P. Erdôs 6). Das Polynom f(x) vom n-ten Grade besitze lauter
in [ -1, +1] liegende Wurzeln. Dann kann ein Wurzelintervall
lxm, xm,,], in welchem f(x) bestândig konvex oder konkav bleibt,
nicht "zu grol3" sein, d.h.

Herr I. Erôd ersetzte 16 durch die genaue Konstante und findet
- grob ausgedrückt -

wo die Konstante B/2 das bestmÕglichste ist. Die Extremal-

polynome haben (n-2) Wurzeln, môglichst gleich verteilt in
+ 1 bzw. l, und zwei Wurzeln im Inneren von [ 1, +1]
und zwar so, daB dort gleichzeitig f"(z) Wurzeln hat.

6) Nicht publiziert.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, daß anstatt
Satz II der folgende schärfere Satz bewiesen wurde: Es sei f(x)
ein Polynom n-ten Grades, welches alle seine Wurzeln im [ - 1 , + 1]
habe, und a eine Stelle im ( -1, +1) mit f’(a ) = 0. Wenn das

Intervall fallt, so ist schon

und Analoges gilt auch, wenn fallt.

aussetzen, daß beide der Intervalle

vexitat fallut f’(x) monoton bis x = xm+1. Es ist in

und somit

(Eingegangen den 24. April 1939.)


