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Uber die Ableitung von Polynomen

von
P. Turan

Budapest

A. Markoff 1) bewies, dal} fiir ein Polynom n-ten Grades f(x)
im Intervalle [—1, 41] aus

|f@)| =1
in demselben Intervalle folgt
| f/(z) | < nt

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir f(z) = eT,(z), |¢| =1,
T, (cos #) = cos n®. Mit anderen Worten: fiir jedes Polynom
n-ten Grades gilt

max 7@
(1) Tlsestl <2,
max | f(z) |
—1szs+1
M. Riesz 2) bewies, daB in |z| =1 fiir ein Polynom n-ten
Grades f(z) aus

| f(z)| =1
folgt

| f(z)]| = n.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir f(z) = y2", |y| = 1. Mit
anderen Worten: fiir jedes Polynom n-ten Grades gilt

max | f'(2) |
(2) =t < g,

max | f(z) |

lz]=1

1) A. MarkorF, Uber ein Problem von D. I. Mendelejeff [Abh. der Akad. der
Wiss. St. Petersburg 62 (1889), 1—24].

2) M. Riesz, Eine trigonometrische Interpolationsformel... [Jahresb. d.
D. M. V. 23 (1914), 354—368].
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G. Szego 3) bewies, da3 wenn ! eine aus endlich vielen analyti-
schen Bogen zusammengesetzte geschlossene Jordankurve be-
deutet und B die abgeschlossene Hiille ihres Inneren (das auch
in einen Schlitzbereich degenerieren darf),

max |f’(z) l
(8) =

max | f(z) |
2<B
gilt, wo C nur von [, nicht aber von n abhéngt und o« folgender-
maflen definiert ist: In einem beliebigen Randpunkte z, sei =
die obere Grenze der Offnungen aller von z, aus laufenden Winkel-
gebiete, die in geniigender Nidhe von z; keine inneren Punkte
von [ enthalten. Dann ist 2 = 8 = 0 und

fIA

Cn*

(4) o = lim sup B,

wenn g, die Peripherie von ! durchlduft. Dieser Satz enthilt
(wenn man auf die genauen Werte von C und die Angabe der
Extrempolynome verzichtet) (1) und (2).

Wir kehren zu (1) und (2) zuriick. Die Extremalpolynome
haben augenscheinlich die Eigenschaft, daB alle ihre Wurzeln in
ihr B fallen. Diese Tatsache erweckt die Vermutung, daB3 viel-
max | f'(z) |
leicht fiir alle solche Polynome <5 _____
max | f(2) |
z< B

,,grofB’’ ist, daB also

max lf'(z)|
< B
max | f(z) |

2<B
existiert. Wenn [ das Intervall [—1, 4+-1] bzw. der Einheits-
kreis ist, werden wir dies tatsichlich beweisen. Wir formu-

lieren also

SaTz I. Es sei f(z) ein Polynom n-ten Grades mit allen Wurzeln

im Einheitskreise. Dann ist
max | f'(z) |

lz|]=1

max | f(z) |

lz]=1
und das Gleichheitszeichen ist erreichbar.

fiir solche Polynome eine untere Abschétzung fiir

%

n
2 s

3) G. SzeGd, Uber einen Satz von A. Markoff [Math. Zeitschr. 23 (1925),
45—61].
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Satz II. Es sei f(x) ein Polynom n-ten Grades mit allen Wurzeln
in [—1, 4+1]. Dann ist

max | f'(z) |

—1=zx<+1 >l ;L
max | f(z) | 6
—lszrs+1

Verglichen mit (1) und (2) erscheinen diese Sitze als Gegen-
stiicke zu den Satzen des A. Markoffschen Ideenkreises. Die
Polynomklassen, welche in Satz I und II auftreten, schlieBen in
sich z.B. diejenigen Polynomenfolgen, welche durch Orthogona-
lisierung in Bezug auf eine nichtnegativen L-integrable Gewichts-
funktion gewonnen sind, ferner nach dem Satze Enestrom-
Kakeya alle Polynome mit einer monoton wachsenden Koeffi-
zientenfolge ete. Satz I und II geben also allgemeine Aussagen
fiir diese Polynomenfolgen.

. .o e . 142\"
Satz I ist das Bestmogliche; da z.B. fir f(z) = (T)

max | f(z) | = 1 und max | f'(z) | = % ist. Satz II ist in Bezug
auf die GroBenordnung in n genau, wie f(z) = (w2——1)[ﬂ zeigt;

es ist fiir n =4 max |f(z)| =1 und wegen
—1ses+1

a0 = e )

nimmt f'(x) sein absolutes Maximum asymptotisch an der Stelle

=1 auf; der Maximalwert ist offenbar N‘/i. Man fragt
vn ¢

natiirlich nach der genauen Losung des Extremalproblems; dies
wurde auf meine Anregung hin durch Herrn I. Eréd bestimmt,
er bewies fiir n = 2

max | f'(z) |

—1sz<+1
max | f(z)| —
—1l=r=+1

\/

fiir n =38
max | f'(z)|
—lszxs+1

max | f(z) |
—1=e<+1

fir n > 2, n gerade
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max | f'(z) | . o —
—IZJ;UW) [ =Vaia (l_nél) - VT +0 (VLE)

—1=<z<+1

fiir » > 8, n ungerade

max | f'(z) | S n-1

: v 2 =

—1<z<+1 n n+l) ( 1 ) ‘/’n ( 1)
1— 1+—=—) =)2+0(—=

max |f(z)| — (n—l)‘/n+1( n—1 +\/n+1 PRI PV

—-1l=z<+1

Das Gleichheitszeichen kann in allen Fallen bei einem einzigen
Polynome stehen; die Extremalpolynome sind kurz dadurch
charakterisiert, dafl alle Wurzeln in + 1 und in — 1 fallen.
Doch verlaufen unsere Abschitzungen viel einfacher. Es ist
vielleicht nicht uninteressant zu bemerken, daBl es bei dem
Kreise unendlich viele, wesentlich verschiedene Extremal-
polynome gibt.

Es ist sehr wahrscheinlich, daB8 auch in den Szegdschen Be-
reichen

max | f'(z) |
B
max | f(z) ]

l

fir alle diejenigen Polynome gilt, welche ihre Wurzeln im B
haben; hier habe « dieselbe Bedeutung, wie in (4) und D sei
unabhiingig von n. Hiermit wollen wir uns jetzt jedoch nicht
beschaftigen.

Bewetis von Satz I. Es sei
max | f(z) | = | f(2) |,
lz]=1

und natiirlich | z,| = 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei 2 =1 und f(1) = 1. Dann ist

i

’ - < 1
lf(l)l - k§11—zk ’
also
n n
’ =
roz|ag L=l

1
da wegen Rz, =1 auch R —— 0 gilt. Mit |1 —z;| =7, ist ferner
_—

1) gél R(1—z,).

] -
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Bei festgehaltenem r;, ist ®(1—z;) in | 2| =1 minimal, wenn
% in die Schnittpunkte der Kreise |z| =1, |1 — z| = r,, fallt.
Wenn einer dieser Schnittpunkte E ist und F und G die Punkte
g =1 bzw. 3 = — 1 sind, so ist

R(L—z,) = r,cos EFG = ?"

also
n n
lFa)| = E =3
Das Gleichheitszeichen steht nur, wenn | 2y, | =1 (k=1,2,...,n)

und 2 § ! —o 5).
k=1 17 %
Bewets von Saiz I1. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei

max |f(z)| =1; flea)=1, —1=a =+ 1

~1Sz=+1
Fall I. a=1.
Dann ist
Vo
1 n n
1)| = >__ >,
[F | = ,1—w=2>6
Analoges gilt, wenn a = — 1 ist.

Fall II. —1<a < + 1. Dann ist f'(a) =0. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit sei n = 4. Wir legen um a das

Intervalle [a— %, a], [a, a + \/;J und betrachten dasjenige,

. 2
welches ganz in [—1, +1] fillt; das sel etwa [a,a —{—\—/?]

2 2
Wir koénnen annehmen daf3 in |:a, a +T] iberall f(z) = -

ist; gibe es hier namlich ein &; mit f(&;) < 5> SO wire

1
(5) ve = 2 O g,
v

. 2 ] ) .
mit a <&, <& <a+ 7 also ware nichts zu beweisen. Wir
n

) Der Beweis gibt offenbar auch, daB aus |z, | <1 (y=1,2,...,n) auf der
ganzen Peripherie des Kreises |[z| =1 |[f'(z)| = —Z— | f(z)| folgt, also auch

?
.[ If') |Pdp = (%) f | f(z) |°dg fiir p > 0. Fiir Polynome mit monoton
l2l=1 lzl=1
wachsenden Koeffizienten und p = 1 hat mir Herr S. Sidon den Satz ohne Beweis
mitgeteilt.
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konnen schlieBlich annehmen, daf3 es in[a, a + \/i] wenigstens
ein &; gibt mit | f (&) | §I—n2. Wenn niémlich im [a, a -+ —2—_]
n

durchwegs

f@)] > 1—7; wire, so wire

(6)

fat 2 A, i 2 0
f(a+7;)\=u f (t)dtl=af [ ®ldt> 7= 5=

also wire nichts zu beweisen.
I'() <
Aus — =

f(w) o k=1 X— Xy,

f(@): — f@)f (@) = fla)? 3

2 b
=1 (2—)

gewinnen wir durch Differenzieren

1

& n 2
i =—1i — |liberall
also gilt nach (5) und wegen k§1 ) =3 in [a, a-+ \/n:lu era

(7) @) —f@f (@) = <.

Dann ist aber fiir @ = &;

-

P& > 2 —fE) I E)] > 5 —15 =36

.ed.
12 36° q

Als Anwendung beweisen wir folgenden schénen Satz von
P. Erdés ¢). Das Polynom f(z) vom n-ten Grade besitze lauter
in [—1, +1] liegende Wurzeln. Dann kann ein Wurzelintervall
[@ s @pms1]s in welchem f(x) bestandig konvex oder konkav bleibt,
nicht ,,zu groB” sein, d.h.

16
l wm+1'—wml éﬁ‘
Herr I. Erod ersetzte 16 durch die genaue Konstante und findet
— grob ausgedriickt —

2 1
|wm+1_mm| <V“;+O (n—%)’

wo die Konstante V2 das bestméglichste ist. Die Extremal-
polynome haben (n—2) Wurzeln, moglichst gleich verteilt in
+1 bzw. — 1, und zwei Wurzeln im Inneren von [—1, +1]
und zwar so, daB3 dort gleichzeitig f'(z) Wurzeln hat.

%) Nicht publiziert.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, dafl3 anstatt
Satz II der folgende schirfere Satz bewiesen wurde: Es sei f(x)
ein Polynom n-ten Grades, welches alle seine Wurzelnim [ —1, +1]
habe, und a eine Stelle im (—1, 4+1) mit f'(¢) = 0. Wenn das

Intervall [a, a + \/i] ganz in [—1, +1] fallt, so ist schon

(7) max | f'(z)| > ——6 |f(a) |,
a<x<a+m
und Analoges gilt auch, wenn [a — \—/2: , a] in [—1,4-1] fallt.
n

Es sei [@,, 2,,41] ein Wurzelintervall (2,, < @,,41), in welchem
ohne Beschrankung der Allgemeinheit f(z) = 0 und f"’(z) <0
sei; f(z) habe im [2,, #,,,,] ein Maximum an der Zwischenstelle

z=b. Wir beweisen unsere Behauptung dadurch, daB wir

8 . e
b—ua, = Vn— und @, —b = —= zeigen. Wir kénnen vor-

vVn
aussetzen, da beide der Intervalle I:b — i_,b:‘ [b, b+ —2:] in
vVn Vn

[--1, +1] fallen; wenn im Gegenteil z.B. [b, b+72::| nicht ganz
n

im [—1, +1] lage, so wire sogar 2,,, —b=1—b= —=

n

Wir beweisen ferner nur a,,., —b g—\—/%_; die Behauptung
b — \% folgt ebenso. Wir koénnen voraussetzen, dafB
[b, b+\/—5] ganz in [b, &,,4,] liegt. Im Intervalle [b, @] ist
aber nach Voraussetzung f'(z) < 0 existiert nach Satz Il in
[b, b—}—:/%] ein & mit f'(§,) < — Y~ f( ) und wegen der Kon-
vexitat fallt f'(#) monoton bis 2 = x,,;. Es ist in [&y @pial
also f'(z) < Hﬂ f(b), also

1) > £(£) zf(bJr:/%):f(bJr\/i;) )=~ ’“;‘f'mdx

TV
2 \\/n
> (mmﬂ—b—ﬁ)—ﬁ—f(b)
und somit
8 b 2 ed
\/77>wm+1—- -—:/—17, qg.€.d.

(Eingegangen den 24. April 1939.)



