COMPOSITIO MATHEMATICA

L. FEJES

Eine Bemerkung zur Approximation
durch n-Eckringe

Compositio Mathematica, tome 7 (1940), p. 474-476
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1940__7_ 474 _0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1940, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
/Ihttp://www.compositio.nl/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1940__7__474_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Eine Bemerkung zur Approximation durch
n-Eckringe

von

L. Fejes
Budapest

In einer vorherigen Arbeit 1) habe ich gezeigt, daB3 eine beliebige

geschlossene konvexe Kurve in einen ,,n-Eckring’”’ mit der

. . T,—t
relativen Grofle ——"

6z . .
<. eingeschlossen werden kann. Die

n

T,—1,

genaue Abschétzung =< sin? 17:— habe ich dagegen nur fiir

n

n < 6 bewiesen.
Es sei hier gezeigt, daB sich mit Hilfe eines von Herrn E. Sas
herriihrenden Satzes bzw. Beweisganges ?) fiir » = 5 unmittelbar

die Abschitzung

T,—1t .
" < sin?

— (1)

ergibt.
Der Satz des Herrn E. Sas lautet: Es 148t sich in eine jede
geschlossene konvexe Kurve mit dem Flacheninhalt T éin n-Eck

. . .2 .
einbeschreiben mit dem Flicheninhalt 2, 2% sm—g T. Wir

iibertragen zunichst den Beweis mit einer kleinen Anderung auf
umbeschriebene n-Ecke und beweisen, daf} einer geschlossenen
konvexen Kurve mit dem Flicheninhalt T fiir n = 5 ein n-Eck

mit dem Flicheninhalt
—2 T

tg

T, < T (@)

n
n n—2

umbeschrieben werden kann 3).

1) L. Feses, Uber die Approximation konvexer Kurven durch Polygonfolgen
[Comp. Math. 6 (1939), 456—467].

2) E. Sas, Uber eine Extremumeigenschaft der Ellipsen [Comp. Math. 6 (1939),
468—470].

n 7
3) Die Abschatzung T, < — tg — T, welche bedeuten wiirde, daf3 die extrema-
7 n

len Kurven die Ellipsen sind, ist im Gegensatz zu der entsprechenden Aufgabe
fiir einbeschriebene n-Ecke im allgemeinen nicht richtig. Ein Quadrat liBt sich
z.B. nicht in ein Dreieck mit dem Flicheninhalt T, < 2T einschlieSen.
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Stellen wir zum Beweis die Kurve mit E. Sas dar durch die
Gleichungen

x =-cost, y=e(t)sint, (8)

wobei e(t) auBler in den Punkten ¢ = 0, t = & eine stetige, ein-
deutige, positive, nach 2z periodische Funktion mit beschrinkter
Schwankung von ¢ bedeutet. Dabei wurde vorausgesetzt, dafl die
Kurve durch die Punkte 2 = — 1, 2 = + 1, y = 0 lauft und
vollig zwischen den Geraden # = — 1, 2 = + 1 liegt, was durch
passende Wahl des Koordinatensystems leicht erreicht werden

. . . 2 271
kann. Wir zeichnen nun in den zu ¢t =14, f + ;ﬂ, t + 2;, e

2
t+ (n — 1);” gehorigen Punkten der Kurve die n Tangenten

bzw. beliebige Stiitzgeraden und betrachten von dem so erhal-
tenen n-Eck denjenigen Teil, welcher zwischen den Geraden
x =1, x = + 1liegt. Dieser ist ein der Kurve umbeschriebenes
Polygon B,,, mit héchstens n 4 2 Seiten, dessen Fliacheninhalt

T, () < 2 tg %’”ge(t + i 2) it + i) (4)

ausfillt. Um dies einzusehen, betrachten wir den Kreis @ = cos ¢,
y = sin ¢t und zugleich das umbeschriebene regulare n-Fck mit den

2 2

Beriihrungspunkten ¢t =t¢, t + ;n’ t + 2;, . t—|—(n—1)2—;—t und

ersetzen jede Seite d; durch eine Strecke s;, welche die Kurve (3)
2 . .

im Punkt ¢ 4 i; (t=0,1,...,n—1) berithrt, wihrend die a-

Koordinaten der Endpunkte von d; und s; iibereinstimmen. Zu
jedem Eckpunkt des reguldren n-Eckes gehért demnach je ein
Endpunkt von zwei aufeinanderfolgenden Strecken; verbinden
wir sie! Dadurch erhalten wir ein Polygon %, mit hochstens 2n
Ecken, welches B, ., enthalt. (Es sei bemerkt, daB je zwei Seiten
von B,, — und zwar diejenigen, welche die Kurve (8) auf ver-
schiedenen Seiten der z-Achse berithren — auch gemeinsame
Punkte besitzen kénnen.) Das Inhaltsmal3 von %B,, ist aber eben
die rechte Seite von (4), womit die Ungleichung (4) bewiesen ist.
Bildet man den Mittelwert von (4), so erhdlt man:

1 (2 n 27 ) n
o f T, ..o(t)dt < ;tg% j‘ e(t) sin?tdt = - tg % T.
0 0

Es gibt daher unter den soebsn konstruierten Polygonen
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{®B,+2} Wwenigstens ein Polygon mit dem Flicheninhalt
T

e < ltgf— T, woraus sich nach Ersetzung von n + 2 durch
T n

n fir n = 5 unmittelbar (2) ergibt.
Es gilt nunmehr:

n . 2n n—2 . 27
— S1n — —- SIn
t, 27 n 27 n—2 2
- > > = COS .
T, n—2t n n—2t 7 n—2
T gn—2 4 gn—2

Dies ist aber eben die Ungleichung (1).

(Eingegangen den 6. September 1939.)



