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Uber Systeme reeller algebraischer Gleichungen

von

Felix Behrend AT

Zirich

§ 1. Einleitung: Fragestellung und Ergebnisse.

1. Der Hauptsatz. E. Stiefel 1) und H. Hopf 2) haben kiirzlich
auf topologischem Wege einige Sitze iiber Systeme von stetigen
reellen Funktionen bewiesen, die besonders merkwiirdig und
interessant werden, wenn man die Funktionen zu Polynomen (in
mehreren Verénderlichen) spezialisiert. Das Hauptresultat

kann — fiir diesen Spezialfall — folgendermallen zusammen-
gefaBt werden.
(1) Sy, oo @3 Yy, o ooy Y)s r=1..,mr=1s =1,

seien n Formen in den beiden Variablenreihen a;, ..., 2, und
Y - - » Yo mit reellen Koeffizienten. Der Homogenititsgrad in
bezug auf jede der beiden Variablenreihen sei ungerade. Wenn aus
dem Verschwinden aller f, (v=1,...,n) im Reellen das Ver-
schwinden mindestens einer der beiden Variablenreihen folgt,
d.h. wenn das Gleichungssystem

(2) fi=0,..,f, =0

auller den trivialen Loésungen @; = ... =2, =0 oder y; = ...
= y, = 0 keine reellen Losungen besitzt, so heift das System (1)
bzw. das Gleichungssystem (2) definit. Es ist klar, daB aus der
Existenz eines definiten Systems (1) die Existenz eines solchen
fir jedes n’ = n folgt; es gibt daher fiir jedes Paar r =1, s = 1
natiirlicher Zahlen ein kleinstes n, fiir welches ein definites
System (1) existiert; es sei mit n*(r, s) bezeichnet. Eine Ab-

1) Vgl: Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten [Comment. Math. Helvet. 8 (1936), 305—3853], insbesondere S. 349,
sowie besonders eine demnichst in der Compositio Math. erscheinende Arbeit.

%) Ein topologischer Beitrag zur reellen Algebra [erscheint demnichst in
der Compositio Math.]; im folgenden zitiert mit ,,Horr”.
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schatzung von n* nach unten liefert der folgende Hauptsatz:
(I) Notwendig fiir die Ezistenz eines definiten Systems (1) ist,
daf3 die Binomialkoeffizienten

(Z)mitn—r<k<s

samtlich gerade sind 3).

Hieraus folgt z.B. n*(r,s) = Max (r, s) %) als grébste Ab-
schitzung, die sich im allgemeinen durch genauere Untersuchung
der Binomialkoeffizienten mod 2 wesentlich verbessern 1a8t.

H. Hopf warf nun die Frage nach einem rein algebraischen
Beweis dieses auf topologischem Wege gewonnenen Satzes auf.
Ein solcher kann leicht mit den von van der Waerden ®) fiir die
algebraische Geometrie entwickelten Methoden gefiihrt werden.
Dabei kann der im Stiefel-Hopfschen Satz zugrunde liegende
Korper der reellen Zahlen durch einen beliebigen reell abge-
schlossenen Korper R im Artin-Schreierschen Sinne ersetzt
werden ¢).

Zunachst sei bemerkt, daf3 der Satz (1) dem folgenden, scheinbar
spezielleren, aquivalent ist:

(I') Notwendig fiir die Euxistenz eines definiten Systems (1)
mit n =r + s — 2 ist, daf3 der Binomialkoeffizient

r+s—2\ (r4+s—2
( r—1 )_( s—1 )

gerade 1ist.7)

3) Hopr, § 1, 2, Satz I. — Folgerungen aus diesem Satz sind bei Hoer, § 1,
zusamme ngestellt.

4) HorrF, § 1, 2, Formel (9).

5) Die Theorie ist im wesentlichen in folgenden Arbeiten entwickelt: Zur Null-
stellentheorie der Polynomideale [Math. Annalen 96 (1927), 188—208]; Der Multi-
plizitatsbegriff in der algebraischen Geometrie [Math. Annalen 97 (1927), 757—
774]; Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems [Math. Annalen 99 (1928),
497—541]; Zur algebraischen Geometrie (zitiert mit ZAG) I bis VII, Berichti-
gungen, VIII bis XV [Math. Annalen 108 (1933), 113—1235, 253—259, 694—698,
109 (1933), 7—12, 110 (1935), 128—133, 184—160, 111 (1935), 432—437, 113
(1936), 36—39, 199—205, 692—704, 705—712, 114 (1937), 683—699, 115 (1938),
380-—3832, 859—378, 619—642, 645—655]; vgl. auch ,,Moderne Algebra” (Springer,
Berlin 1931), Teil 2, Kapitel 11 und 18, sowie ,,Einfithrung in die algebraische
Geometrie”” (Springer, Berlin 1939).

%) Ein Korper R heif3t bekanntlich ,,formal reell’’, wenn in ihm —1 sich nicht
als Quadratsumme darstellen 148t. R heil3t reell abgeschlossen, wenn keine alge-
braische Erweiterung reell ist; das ist dann und nur dann der Fall, wenn R(¢)
algebraisch abgeschlossen ist. Vgl. hierzu: ARTIN-SCHREIER, Algebraische Kon-
struktion reeller Korper [Hamburger Abhandlungen 5 (1927), 85—99]. Man
beachte, daB reelle Korper die Charakteristik 0 haben, so da8 wir uns fiir unser
Problem auf diesen Fall beschrinken kénnen.

) Hoer, § 1, 8 (b), Satz Ib.
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Da (I') einfach ein Spezialfall von (I) ist, geniigt es zu zeigen,
daB3 (I) umgekehrt aus (I') folgt. Sei also (1) ein definites System.
Fir n > r 4+ s — 2 ist der Satz (I) richtig, weil inhaltslos (wegen
n —r =s— 1gibteskein kmitn — r < k < s). Es gentigt also,
den Fallm < r + s — 2zu betrachten. Seil < <r,1 <s <,
r 4+ s —2=nmn.Es gibt offenbar auch ein definites System von
n Gleichungen mit »" und s’ Variablen: man setze nimlich einfach
in den gegebenen System r — r’ Variable z, und s — s’ Variable
Y, gleich Null. Folglich mul3 nach (I') der Binomialkoeffizient

T'+8—2
(o2
s —1<sunds’ —1=mn — (r — 1) > n — r genau die Zahlen
zwischen n — r und s durchlaufen; das liefert aber gerade die
Aussage von (I).

Im allgemeinen hat nun ein System (2) mit n =7r + s — 2 im
zugehorigen algebraisch abgeschlossenen Koérper R(¢) nur end-
lich viele wesentlich verschiedene Losungen (d.h. solche, deren
Variablenreihen sich nicht lediglich um konstante Faktoren unter-
scheiden), und diese Losungen lassen sich mit Hilfe eines von van
der Waerden fiir algebraische Mannigfaltigkeiten in mehrfach
projektiven Rdumen entwickelten Algorithmus direkt abzahlen?),
woraus sich dann (I’) ergeben wird, wenn man die (noch etwas
zu prazisierende) Tatsache benutzt, da3 bei einem reellen System
zu jeder Losung auch die konjugiert komplexe existiert, daf3 also
bei einem definiten System die Loésungszahl gerade sein muf.
Wir werden iibrigens beim Beweis den van der Waerdenschen
Algorithmus nicht benutzen miissen, da man (nach den neueren
Arbeiten von van der Waerden ?)) einfachere Hilfsmittel besitzt,
welche die Abzahlung der Losungen in unserem Fall direkt
ermoglichen (§ 2).

Besonders interessant erscheint der Hauptsatz fiir den Fall
eines Systems von Bilinearformen. Wie H. Hopf n#her aus-
fithrt 19), folgt aus (I), daB im allgemeinen n*(r,r) > r ist;
n*(r, r) = r kann hochstens dann eintreten, wenn r eine Potenz
von 2 ist. Wendet man dies auf Systeme von Bilinearformen an,
so kann man hieraus folgern: Die Anzahl r der Einheiten einer
(nicht notwendig assoziativen) Divisions-Algebra1t) dber R ist

): (s,ril) gerade sein. Dabei kann s — 1 =k wegen

8) ZAG I, § 3, 121—123.

%) Insbesondere ZAG V, Satz 4, S. 129.

1) HoerF, § 1, 3 (e), Satz Ie.

11) eines hyperkomplexen Systems ohne Nullteiler.
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notwendigerweise eine Potenz von zwei1?). Dieser Anwendung wegen,
und deshalb, weil die Frage der Ewistenz solcher hyperkomplexer
Systeme ohne Nullteiler noch ungeklart ist, erscheint es niitzlich,
fir den Fall eines Systems von Bilinearformen noch einen zweiten,
ein wenig abweichenden Beweisweg einzuschlagen. Statt im
zweifach projektiven Raum P, ., von r —1 und s —1
Dimensionen werden wir hier im projektiven Raum P,,_; operieren
und zugleich auf einen Zusammenhang mit der Reyeschen Apolari-
tiatstheorie 13) hinweisen, welcher ebenfalls vielleicht fiir die noch
ungeloste Bestimmung des genauen Wertes von n*(r,s) (im
Falle von Bilinearformen) von Vorteil sein diirfte (§ 3).

2. Ewistenzsitze. Uber die Existenz von definiten Systemen ist
trivial nur, daB3 fiir » =r + s — 1 stets definite Systeme exi-
stieren, weil ein System (2) mit n =7 4 s — 1 im allgemeinen
tiberhaupt algebraisch unvertraglich ist 14). Ferner gibt H.
Hopf 1) mit Hilfe des Hurwitz-Radonschen Satzes fiir einige
spezielle Werte von r, s Beispiele an, bei denen die durch (I)
gegebenen unteren Schranken von n*(r, s) erreicht werden, die
also den genauen Wert von n*(r, s) liefern. Insbesondere fiithrt
er an, daBl n*(1,1) =1, n*(2,2) = 2, n*(4,4) =4, n*(8,8) =8
ist, genauer: daf} dies sogar mit Bilinearformen erfiillbar ist, daB
es also nullteilerfreie hyperkomplexe Systeme mit 1, 2, 4 und 8
Einheiten gibt. Uber die Existenz weiterer Divisionsalgebren,
welche nach der oben angefiihrten Folgerung aus (I) jedenfalls
nur fir r = 22 statthaben kann, ist nichts bekannt. Dal3 hier
tiberhaupt der Kern der ganzen Fragestellung liegt, zeigt der
folgende Euwistenzsatz, der in § 4 bewiesen wird:

(IT) Es set n*(r,r)=r fir r=1,2,22% ..., 2" (dies ist also
sicher fiir h = 8 erfullt). Unter m' verstehe man stets den kleinsten
nicht negativen Rest der Zahl m mod 2%; also: m = 2hq + m’,
0 <m' < 2" — 1. Sind dann die similichen Binomialkoeffizienten

(Z) (oder, was dasselbe 1ist, (:)) mit n—r <k<s gerade,

12y Hopr, § 1, 7, Satz IV.

13)  Systeme und Gewebe von algebraischen Flichen [Journal fiir Math. 82
(1870), 1—20]; Lineare Systeme und Gewebe von Flichen zweiten Grades
[Journal fiir Math. 82 (1870), 54—83].

14) Ein explizites Beispiel gibt Hoer § 1, 1, Formel (6):

Jy = > Zp Yo y=1,...,7r +s—1.
P+0=v+1
1<0s7,150<s
15) Horr, § 1, 4.
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so existiert ein definites System von n Formen ungerader Grade

in r Verdnderlichen zy, ..., x, und s Verdnderlichen y, . .., Y.
Korollar: Dieser Satz gilt insbesondere fiir Bilinearformen,
wenn es fir n =r =s=1,2,2% ..., 2" definite Systeme von

Bilinearformen gibt.

Falls die Voraussetzung fiir jedes h gilt, so wdre das Stiefel-
Hopfsche Kriterium (1) auch hinreichend. Denn bei festem r, s, n
kann man ja 2* so gro3 wihlen, daBl die in (II) vorkommenden
Zahlen k' einfach gleich k ausfallen.

3. Bemerkungen. Die hier bewiesenen Resultate lassen sich
natiirlich leicht auf mehr als zweifach homogene Funktionen
iibertragen; es eriibrigt sich, hierauf ndher einzugehen.

Es sei aber noch bemerkt, da3 der Fall von homogenen Funk-
tionen in einer Verdnderlichenreihe, den wir hier iibergangen
haben, keineswegs ganz trivial ist. Interessant ist natiirlich wieder
nur der Fall eines Systems f,(zy,...,2,) (»=1,...,n) von
Formen ungeraden Grades. Es ist klar, daB3 definite Systeme
mit n = r Formen existieren, weil ein solches Gleichungssystem
im allgemeinen algebraisch unvertraglich ist. Fiir n << r herrscht
niemals Definitheit, d.h. fiir n <7 hat ein System

(8) fil@y, oo @)=0,...,f (..., 2) =0

von reellen homogenen Gleichungen ungeraden Grades stets mindestens
eine reelle Lisung 1¢). Es geniigt natiirlich, den Falln =r — 1 zu
betrachten. Besitzt das System nur endlich viele Losungen, so ist
klar, daB3 eine unter ihnen reell sein muB3, da ihre Anzahl nach
dem Bézoutschen Theorem gleich dem Produkt der Grade, also
ungerade wére. Um auch fir den ,,Ausnahmefall” unendlich
vieler Losungen eine reelle Losung zu finden, bedarf es einer
dhnlichen SchluBweise, wie sie in § 2 fir den ,,Ausnahmefall”
bei zweifach homogenen Formen verwendet wird. Da ein exakter
Beweis des Bézoutschen Satzes genau die gleichen Schliisse er-
fordert, welche fiir die Abzihlung der Losungsanzahl mehrfach
homogener Systeme noétig sind, ist daher der eben formulierte Satz
iiber Funktionen einer Veridnderlichenreihe im Grunde von der
gleichen ,,Schwierigkeit’” wie der (seine Verallgemeinerung auf
zweifach homogene Funktionen darstellende) Satz (I). Lediglich
die Frage nach der Ezistenz definiter Systeme ist im Falle mehrerer
Variablenreihen schwerer zu entscheiden als im Fall einer einzigen
Variablenreihe.

1) Hopr, § 1, 3 (a), Satz B [Satz von Borsuxk].
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Von speziellem Interesse ist noch der Fall eines Systems von
symmetrischen Funktionen, fiir die r = s ist, und die durch

(4) f@y oo s @s Yy, Y,) =fWp - Y @y, - - 0 T,)

gekennzeichnet sind. Auf diesen Fall hoffe ich demnichst an
anderer Stelle ndher einzugehen 162),

§ 2. Beweis des Hauptsatzes (I').

Der zu beweisende Satz (I') kann folgendermafBen formuliert
werden:

Voraussetzungen:

1. R sei ein reell abgeschlossener Korper 17).

2. f@y . nsyYy..ny) (v=1,...,r+5—2) seien Formen
mit Koeffizienten aus R; der Homogenitdtsgrad von f, sei g, in
bezug auf die x, und h, in bezug auf die y,.

3. g,=h,=1 (mod 2) (v=1,...,r4+s—2).

4. (’+s‘2) =1 (mod 2).

r—1
Behauptung: Das Gleichungssystem
(2) flzo""’fr+s—2:0
ist nicht definit; es besitzt mindestens eine reelle (michitriviale)
Losung.
Bewets 18):

1. SinngemiBl wird man zwei Loésungen von (2), deren
Variablenreihen sich nur um konstante Faktoren unterscheiden,

16e) Vgl. HopF, Anhang II.

17)  Vgl. ).

18) Ich mochte an dieser Stelle Herrn B. L. vAN DER WAERDEN meinen beson-
deren Dank aussprechen. Ich hatte mich urspriinglich nur mit dem Fall eines
Systems von Bilinearformen beschiftigt und die Bestimmung der Lésungsanzahl
wie in § 8 durchgefiihrt. Es blieb aber bei meinem Beweis der ,,Ausnahmefall”
offen, wie man eine reelle Losung findet, wenn die Losungsanzahl unendlich ist.
Auf eine Anfrage hin teilte mir Herr vAN DER WAERDEN einen Beweis fiir diesen
Fall mit. Gleichzeitig wies er mich auf den Algorithmus aus ZAG I, § 8 (die obige
Formel (5)) hin, der meiner Aufmerksamkeit entgangen war. Ich bemerkte darauf-
hin, daB sich auch der Fall allgemeiner Formen beliebiger ungerader Grade behan-
deln 148t, wobei der ,,Ausnahmefall” mit der gleichen van der Waerdenschen
Idee bewiesen werden kann wie bei Bilinearformen. Ich veroffentliche diesen
Beweis (unter 2) mit der freundlichen Genehmigung von Herrn vAN DER WAERDEN;
ich stelle ihn so dar, daB gleichzeitig die Anzahlbestimmung (unter 1) sich noch-
mals mitergibt. Dabei wird — wie bereits in der Einleitung angedeutet — an Stelle
der idealtheoretischen Hilfsmittel von ZAG I der einfachere und natiirlichere
Hilfssatz aus ZAG V benutzt.
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als nicht verschieden ansehen und den Fall, daB3 eine Variablen-
reihe ganz verschwindet, lberhaupt als Losung ausschlieBen.
Man kann das am einfachsten dadurch zum Ausdruck bringen,
daB man die erste Variablenreihe als Punkt des projektiven Raums
P,._,, die zweite als Punkt des P, ; auffaft. Indem man die
Punkte des P,_; und des P,_; zu Paaren zusammenfalBt, sagt
man auch: jede Losung sei ein Punkt des zweifach-projektiven
Raumes P,_; ;_;. Je nachdem, ob die Koordinaten der Punkte
des P, ; s, aus R, aus R(i) oder aus Erweiterungen dieser
Koérper entnommen werden, handelt es sich natiirlich um ver-
schiedene Réume; es ist aber unnétig, dies durch eine eigene
Bezeichnung zu unterscheiden.

Wenn (2) (in dem zu R(7) gehérigen P, ; , ;) nur endlich
viele Losungen besitzt, so ist der Beweis unseres Satzes leicht
zu fihren. Die Anzahl G der Losungen ist nach van der Waer-
den %) (bei geeigneter Zahlung der Vielfachheiten) gleich dem
Koeffizienten von p™1¢gs-! in dem zu (2) gehorigen ,,Bedingungs-
symbol’’

r+s—2

(5) 1_11 (8p+h,q),

T-:j;2) =1 (mod 2). Da nun

offenbar mit jeder Loésung von (2) auch die konjugiert kom-
plexe Losung in gleicher Vielfachheit auftritt, da also die Anzahl
der komplexen Losungen von (2) = 0 (mod 2) ist, muf3 mindestens
eine reelle Losung vorhanden sein.

also (wegen g,=h,=1 (mod 2)) z(

2. Es kann aber der ,,Ausnahmefall” eintreten, da (2) un-
endlich viele Losungen hat; dann versagt die obige SchluBweise,
und man muf} einen anderen Weg einschlagen. Dabei wird sich
der Fall endlich vieler Losungen nochmals mitergeben, ohne daf3
wir von 1 mehr benutzen als den SchluB3, daB8 bei ungerader
Losungsanzahl eine reelle Losung vorhanden sein muf.

Sei also (2) ein System mit endlich oder unendlich vielen
Loésungen. Wir konstruieren ein zweites System (2’) von reellen
Formen f,ﬁ (v=1, ..., r+s—2); diese sollen die gleichen Grade
haben wie die f,, aber vollstindig in Linearfaktoren

X=X@y..om)=2Zcw, und Y=Y(yp, ..., ¥y) = LdsYs
=1 o=1

zerfallen. Die Linearformen sollen ,,in allgemeiner Lage” gewahlt
werden, d.h. so, daB3 keine r der X bzw. keine s der Y linear

19)  Vgl. ¢).
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abhingig sind. AuBlerdem mogen keine r — 1 der X einen Punkt
mit 2, = 0 und keine s — 1 der Y einen Punkt mit y, = 0 als
»ochnittpunkt” haben. Die Lésungen von

(2") fi=0,..0 fliees=0

lassen sich natiirlich samtlich angeben: fiir eine Losung muB in
jedem f, mindestens ein Linearfaktor verschwinden; das ist aber
wegen der vorausgesetzten ,,Allgemeinheit” der Linearfaktoren
nur méglich, wenn in r — 1 Formen f, genau ein Linearfaktor X
und in den iibrigen s — 1 Formen genau ein Linearfaktor Y
verschwindet. Die Anzahl G’ der verschiedenen Ldsungen von
(2") ist also offenbar

(6) G/ — Z gvl . o g"’,_l h‘ul PP th—l,

WO vy, ..., ¥,_; alle Kombinationen von r — 1 aus r + s — 2
Elementen und uy, . . ., p,; die komplementiren Kombinationen

durchliauft. Da jeder Summand = 1 (mod 2) ist, und da die An-
T+8—2
r—1

(7) G" =1 (mod 2).
Mit einem Parameter ¢ bilde man nun das Funktionensystem
fO= (1—2)f, + tf, und das zugehorige Gleichungssystem

(2(”) fl(t) =0,... qut—)ks~2 =0,

welches fiir ¢ = 0 in (2), fiir £ = 1 in (2') iibergeht. Dies System
betrachte man im Korper R(t) bzw. in einer algebraisch abge-
schlossenen Erweiterung von R(¢).

Zunachst ist klar, daB (2() nur endlich viele Losungen be-
sitzt 20). Thre Anzahl G'9 ist gleich der Anzahl der Lésungen
von (2'), wobei aber diese Losungen mit geeigneten Vielfach-

zahl der Summanden ( ) betréagt, ist also

20) Gibe es unendlich viele Losungen, so wiirde (2() also eine algebraische
Mannigfaltigkeit mindestens erster Dimension bestimmen; diese hitte z.B. mit
Srys1 = %Y, = O einen Schnittpunkt z, = &ss Yo = 1g. Nun gibt es aber #') zu
jeder Spezialisierung von ¢, also insbesondere fiir ¢ = 1 ein Wertsystem E;, 17:7
derart, daB3 aus einer homogenen Relation f(¢; &, ..., &5 7y, ..., 7)) = 0 die ent-
sprechende Relation f(1; &,,..., 5:; - 17:) =0 folgt; es gibe daher
eine Losung von (2) fiir welche noch 2y = 5: 17: = 0 erfiillt ist, was bei der Kon-
struktion von (2’) ausgeschlossen wurde.

21y ZAG XIII, § 4, Existenzsatz; der dortige Satz gilt natiirlich auch fiir mehr-
fach projektive Riume, da er nur auf der Existenz eines Resultantensystems

beruht, und da ein solches auch fiir Formen in mehreren Variablenreihen existiert;
vgl. Moderne Algebra, § 76, Aufgabe 4.
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heiten zu zahlen sind 22). Man hat sich nur noch davon zu iiber-
zeugen, dafl diese Vielfachheiten séamtlich 1 sind. Zu diesem
Zweck normieren wir z, = y, = 1 (was hier erlaubt ist, da L&-
sungen im ,,unendlich Fernen’’ durch Konstruktion ausgeschlossen
wurden) und wende das Kriterium 4 von ZAG V an, das fir
unsern Fall aussagt: wenn an der Stelle einer Lésung von (2')
die Determinante

! J

v, A LA

@ T e, T e,
(8) D =

bf:+s——2 i bf:'+e:—2 Dfa,-+s—2 bf:Jrs—z

oy 0z, 4 oy, o Ys—1

von O verschieden ist, so ist die Losung eine einfache Losung.
Die zu betrachtende Losung ergebe sich etwa als Schnittpunkt
der Linearfaktoren (Hyperebenen) X, von f, ..., X, ; von
fiqund Y, vonf, ..., Y, . ,vonf, . Setzt man f; = X,F,,...,
f; =Y,F, ..., so verschwinden F,, ..., F,, ... an der Lisungs-
stelle nicht, und es wird offenbar

r+s—2
(8’) D — ( H F,‘}) b(‘les e Xr—l) D(YUH-: Ys—l) ?,__ O,

W@y e v s @rq) (Y« v s Ysu1)
weil das (jetzt inhomogen geschriebene) lineare Gleichungs-
system X; = ... =X, , =0,undebensoY,; =... =Y,_; =0,
genau eine Losung hat, weil also die Determinanten auf der
rechten Seite von (8’) nicht verschwinden. — Die Vielfachheiten
"der betrachteten Losungen sind also gleich 1. Hieraus folgt:

(9) G = G’ =1 (mod 2).

Das System (2(9) hat demnach eine ungerade Anzahl von
Losungen. Diese liegen in dem P,_; ,_;, welcher zu einem gewissen
algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper von R(t) gehort.
Ein algebraisch abgeschlossener Korper iiber R(2) ist der Korper
2 aller Puiseuxschen Reihen nach aufsteigenden gebrochenen
Potenzen von ¢ mit Koeffizienten aus R(7) 22). Der Unterkorper

r*

r=1

22) Dies folgt aus dem Eindeutigkeitssatz in ZAG XIII, § 4; dieser gilt natiir-
lich auch fiir Formen in mehreren Variablenreihen, da man z.B. z, =y, =1
normieren kann.

23)  Auf Konvergenz der Reihen braucht man dabei nicht zu achten; man kann
sich aber auch auf Reihen beschrinken, die algebraisch iiber R(¢) sind. Die von
OsTrOWSKI [Math. Zeitschrift 37 (1933), 98—1338, § 1] gegebene Herleitung der
Puiseuxschen Reihenentwicklung gilt fiir belieb'ge Korper von der Charakteristik
Null.
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P der reellen Puiseuxschen Reihen (d.h. der Reihen mit Koeffi-
zienten aus R) ist ,,formal reell” und wird nach Adjunktion von
¢ algebraisch abgeschlossen (P(i)=2); also ist er reell abgeschlos-
sen 2¢). Nun hat das System (2(9) Koeffizienten aus P; da es
aullerdem in P(¢) = 2 eine ungerade Anzahl verschiedener
Losungen hat, schliet man wie unter 1, daf3 eine reelle Losung,
d.h. eine Losung mit Koordinaten aus P existieren muf}. Die
homogenen Koordinaten &, . .., &, 7y, . . ., 7, dieser Losung sind
also reelle Puiseuxsche Reihen. Durch Multiplikation der 5@ bzw.
der 7, mit einer geeigneten Potenz von ¢ kann man sie so nor-
mieren, dafl keine negativen Potenzen von ¢ vorkommen, und
da3 mindestens ein £, und mindestens ein 7, ein von 0 verschiede-
nes konstantes Glied besitzt. Setzt man nun ¢ = 0, so erhilt man
offenbar eine (nicht-triviale) Losung von (2) mit Koordinaten
aus R; (2) besitzt also -— wie behauptet wurde — eine reelle
Losung.

§ 3. Systeme von Bilinearformen.

1. Apolaritdt. Man fasse wie eben z, ..., #, als homogene
Punktkoordinaten im projektiven P,_;, ¥y, ..., ¥; als homogene
Punktkoordinaten im P,_; auf. Eine Hyperebene im P,_; bzw.
im P,_; hat dann die Gleichung

T S
(10) X uy 2, =0 baw. X v5y, = 0.
o=1 o=1
Uys - - oy U, DZW. Uy, . . ., U, sind dann die zu den Punktkoordinaten
dualen Hyperebenenkoordinaten im P,_; bzw. P,_;. Entsprechend
kann man zwischen Ordnungsbilinearformen

(11) 2 Ay Ty Yo

und Klassenbilinearformen

(12) X byt Vg
o=1...., r
o=1,...,8
unterscheiden. Bekanntlich ist der Ausdruck
(13) X g bys
0=1,...,7r
o=1,...,8

invariant gegeniiber projektiven Transformationen des P,_; und
P,_,. Zwei Formen, fiir die

M) Vgl, ).



[11] Reelle algebraische Gleichungen. 11

(14) T Gy by =0
o=1,...,r
o=1

ist, heiBen im Anschlufl an Reye 2%) apolar.

Da fiir unser Problem die Multiplikation einer Bilinearform
(11) oder (12) mit einem von 0 verschiedenen Faktor keine Rolle
spielt, empfiehlt es sich, die a,, bzw. die b,; als homogene Koor-
dinaten eines P,,_; zu deuten; eine projektive Transformation
im P,_; und P,_, impliziert eine projektive Transformation
sowohl der a,, als auch der b,,; wegen der Invarianz von (14)
kann man die by, als Punktkoordinaten, die o als Hyperebenen-
koordinaten des gleichen P,,_; deuten. Apolaritit zweier Formen
(11) und (12) bedeutet dann einfach, daB der Punkt bys auf der
Hyperebene a,; liegt.

Zu einer gegebenen Menge von Formen (12) die sdmtlichen
apolaren Formen (11) zu bestimmen, ist eine lineare Aufgabe;
ist L die kleinste die gegebenen b,, enthaltende lineare Punkt-
mannigfaltigkeit des P,,_;, so werden die apolaren a,, durch die
L enthaltenden Hyperebenen geliefert; sie bilden elne lineare
Mannigfaltigkeit L’ von Hyperebenen. Ist L von der Dimension
d, so ist L’ von der Dimension (rs—1) — (d+1).

2. Bilineargleichungen. Eine Bilineargleichung

(15) X Gy Yy =0

o0=1,...,7
o=1

kann als Apolaritit zwischen der Form a,, und der Form

(16) begzwgya, o=1,..,r0=1,...3,
aufgefaBt werden. Diese hat die Gestalt
T S
(17) Z bgt7 Uy Vg = B XUy X Yg Vg
0= 0=1 o=1

o= 1,
Wir sagen kurz: (17 ) zerfdllt.
Die Aufgabe, alle Lésungen eines Systems

(18) 2 alw,y; =0, v=1,...,m,
0=1,...,r
o=1,...

26)  Vgl. 13). REYE definiert die Apolaritit nur fiir Formen in einer Variablen-
reihe, insbesondere also fiir quadratische Formen oder — was dasselbe ist — fiir
symmetrische Bilinearformen. Die Reyeschen Entwicklungen lassen sich aber,
wie hier gezeigt wird, ohne weiteres auf beliebige Bilinearformen iibertragen.
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von Bilineargleichungen zu bestimmen, ist also gleichbedeutend
mit der Aufgabe, alle zu den Formen a‘g’?, (v=1, ..., n) apolaren
zerfallenden Formen zu bestimmen. Man darf annehmen, da3 die
a® (v=1, ..., n) linear unabhingig sind; sie spannen dann eine
lineare Mannigfaltigkeit L’ der Dimension n — 1 auf; die sdmi-
lichen zu den a() apolaren b, bilden dann eine (rs—n—1)-dimen-
sionale lineare Mannigfaltigkeit L. Unsere Aufgabe ist daher
weiter gleichbedeutend mit der folgenden: in einer linearen M annig-
faltigkeit L (von gegebener Dimension) die zerfallenden Formen zu
bestimmen. Ist M die Menge aller zerfallenden Formen b,; im
P,,_,, so handelt es sich also um die Bestimmung der Schnitt-
punkte von M mit einer linearen Mannigfaltigkeit L. Zu diesem
Zweck soll nun die Mannigfaltigkeit M genauer untersucht
werden.

3. Die Mannigfaltigkeit M der zerfallenden Formen. Eine
zerfallende Form b, ist offenbar dadurch gekennzeichnet, daB
der Rang der Matrix (b,,) gleich 1 ist. Die Mannigfaltigkeit M
ist also durch eine Reihe quadratischer Gleichungen zwischen
den b,, gegeben; M ist algebraisch. Da man in

(16) bys = Ty Yg o=1,..,156=1,...,8,

WO &4, ..., &, den P, , y; ..., y, den P _, durchlduft, eine Para-
meterdarstellung von M besitzt, ist M eine irreduzible algebraische
Mannigfaltigkeit der Dimension d = (r—1)+(s—1)=r-4+s—2 26).

Eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit besitzt einen
wohlbestimmten Grad g; er ist definiert als die Anzahl der
Schnittpunkte von 3 mit einer allgemeinen linearen Mannig-
faltigkeit der Dimension (rs—1) — d = (r—1)(s—1) #).

Zur Bestimmung von g #) schneiden wir M mit einer speziellen
linearen Mannigfaltigkeit L dieser Dimension #). L definieren

26)  Vgl. z.B.: Moderne Algebra II, §§ 89 und 90.

27)  Vgl. z.B.: Moderne Algebra II, § 96.

28) RevE fihrt a.a.0. %) fiir symmetrische Formen die Gradbestimmung in
den einfachsten Fillen durch, indem er unmittelbar die quadratischen Relationen
byybyy — bygbyy = 0 usw. zugrunde legt und die dann mehrfach auftretenden
Schnittgebilde abspaltet. Sein Beweis erscheint dem Verf. aber nicht von geniigen-
der Strenge; diese lieBe sich zwar in den von REYE betrachteten einfachsten Fillen
(d.h. fiir kleinste Werte von r und s) retten, fiir den Fall allgemeiner r und s scheint
die Reyesche Methode jedoch undurchfiihrbar.

2%) Die Gradbestimmung ist natiirlich im wesentlichen die gleiche wie in § 2,
nur daB sie diesmal im P,,_;, gedeutet wird; man benétigt hier die Theorie der mehr-
fach projektiven Raume nicht.
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wir so: wir wihlen 7 + s — 2 Hyperebenen u'™ = (u(¥, . .., u™)
im P,_, und r + s — 2 Hyperebenen v™ = (v{#, ..., 0/") im
P,_, (u=1,...,7+5—2). Unter L versteche man die Menge der
byss welche den Gleichungen

(19) DI suld ol =0, pu=1,...,7r+s—2,
0';1,....,3

geniigen. Wenn man die Ebenen #*) und ebenso die Ebenen
™ in allgemeiner Lage wihlt (d.h. so dal3 keine » bzw. keine
s der Ebenen einen Punkt gemein haben), so sind die r + s — 2
linearen Gleichungen (19) wirklich linear unabhéngig, d.h. L ist
wirklich von der Dimension (r—1)(s—1). L hat namlich mit M
nur endlich viele Punkte, also eine Mannigfaltigkeit nullter
Dimension gemein. Diese Schnittpunkte lassen sich sémtlich
angeben. Ist ndmlich b,, = #,y, ein Schnittpunkt von L und M,
so gilt wegen (19):

(20) X beguw)vw) E w ud? E y o =0, u=1,...,r4+s—2.

0=1,.
0'=1,...,s

Wegen der vorausgesetzten ,,allgemeinen Lage” der Linear-
faktoren ist dies nur moglich, wenn genau » — 1 Faktoren

) 2, uz,“ und genau s — 1 Faktoren M Yy v verschwinden (und
=1 o=1

zwar so, daB3 jeder Index u (genau) einmal vorkommt). Liegt
umgekehrt ein Punkt @y,..., @, auf r —1 Ebenen u/* und
Y15 -+ - Ys auf den s — 1 Ebenen v mit den iibrigen Indices u,
s0 ist b,y = TpYs ein Schnittpunkt von M und L. Die Anzahl der
Schnittpunkte ist also gleich der Anzahl der Kombinationen zu
r — 1 Elementen aus r + s — 2 Elementen, also gleich ( +j1 2).
Hieraus folgt, da3 der Grad der Mannigfaltigkeit M g = (Tj_s—l—2)
ist. Um zu beweisen, daf3 das Gleichheitszeichen steht, muf3 noch
gezeigt werden, daf3 die Multiplizitat der einzelnen Schnittpunkte
genau 1 ist. Das ist nach dem schon benutzten van der Waer-
denschen Kriterium aus ZAG V sicher dann der Fall, wenn die
lineare Mannigfaltigkeit L mit der Tangentialmannigfaltigkeit
von M in einem solchen Schnittpunkt nur einen Punkt (diesen
Schnittpunkt) gemein hat. Sei b,; = B,; = £y, ein solcher
Schnittpunkt. Man denke sich die Gleichungen (19) so numeriert,
daB &, ..., & der Schnittpunkt der » — 1 Ebenen

”
(21) p wu(‘u):O, w=1,...,r—1,
=1
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und 7%, ..., 7, der Schnittpunkt der s — 1 Ebenen
S

(22) Yy v =o, U=Tye.0nr +85—2
o=1

ist. Durch eine projektive Transformation des P,_; und des P,_,
(welche — wie oben bemerkt — im P,,_; eine M in sich iiber-
fiihrende Transformation impliziert) kann man erreichen, da
die Ebenen (21) und (22) die Form

(21’) [L‘l == 0, e ey w,._l - 0,

(22) Yr=0, .., Yy =0

annehmen. Der Schnittpunkt von (21’) hat dann die Koordinaten
&=...=¢&_,=0, &, =1, der Schnittpunkt von (22’) die
Koordinaten #; = ... = 5,_; = 0, 5, = 1, also wird der Schnitt-
punkt von M und L

(23) B.s = 1, alle iibrigen By; = 0.

Die L definierenden Gleichungen (19) erhalten die Gestalt

S
(19°) 2 byevd! =0, p=1..,7r—1,
o=1
r

2 by, ug‘””) =0, wu=1...,s—1
0=1

M 148t sich in der Umgebung von f,; inhomogen so schreiben:
(16') bgo,:mgyo,, Q:1,,,,,r;a:1,...,s; z, =y, = 1.

Fiir die Tangentialmannigfaltigkeit im Punkte fB,; hat man
folgende Parameterdarstellung:

r—1 b s-1 Dbga
24 b= YA, | == + X .
(24) es ﬂec+a=1 * l:b“cx] bos=Bos  y=1 g by,,] boo=Poo
Das ergibt:

boe =0 fi:;r o <1, 0 <s,
(24/) bTU = Ty fir o <s,

bgs =1, fir o<,

b, =1.

Schneidet man die Tangentialmannigfaltigkeit (24’) mit L, so
erhdlt man fiir den Schnitt wegen (19'):

(25) o 4, =0, p=1,..,r—1,

u£r~1+u)rﬂ =0, p=1,...,8 —1.

Nun sind die u{""'*# (u=1, ..., s—1) sdmtlich von Null ver-
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schieden, da von den r + s — 2 Ebenen «® (u=1, ..., r+s—2)
genau 7 — 1 durch den Punkt & =...=¢,_,=0, { =1
gehen, also die Ebenen (21’) und keine weiteren. Ebenso sind die
o (u=1,...,r—1) siamtlich von Null verschieden. Aus (25)
folgt daher 4 = ... =4, ;=7 =...= 17,7, =0,d.h. ;=P
ist der einzige Schnittpunkt der Tangentialmannigfaltigkeit (24")
von M mit L. — Damit ergibt sich also der

Satz: Die Mannigfaltigkeit M aller Punkte by, des P, mit
Rang (bys) =1 ist eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit

r+sA2)

der Dimension d =r + s — 2 und des Grades g = ( 1

4. Beweis des Hauptsaizes (1') fiir Bilinearformen. (1') besagt,

daB fir ungerades (74:;2) jedes System (18) mit n=7r 4+ s — 2
mindestens eine reelle Losung hat, oder — was nach den eben

angestellten Betrachtungen dasselbe ist — daB fiir ungeraden
Grad g M mit jeder reellen linearen Mannigfaltigkeit L der
Dimension 7¢s — 1 — d = (r—1)(s—1) mindestens einen reellen
Schnittpunkt besitzt. Dies folgt aus dem folgenden allgemeinen

Satz: Ist R ein reell abgeschlossener Kirper, M eine vrreduzible
algebraische Mannigfaltigkeit des zugehorigen projekiiven P, von
der Dimension d und von ungeradem Grade g, so hat M mat jeder
reellen linearen Mannigfaltigkeit L der Dimension m — d im P,
mindestens einen reellen Schnittpunkt.

Dies ist klar, wenn M und L nur endlich viele (also g) Schnitt-
punkte haben. Im ,,Ausnahmefall’’ unendlich vieler Schnitt-
punkte schlieft man entsprechend wie in § 2; man wahlt eine
zweite reelle lineare Mannigfaltigkeit L’ der Dimension m — d,
welche endlich viele (also g) Schnittpunkte mit M gemein hat,
setzt L9 = (1—¢t)L 4 tL’, schlieBit, dal L' in dem zum Korper
der reellen Puiseuxschen Reihen gehérigen P, mit M einen
Schnittpunkt hat, aus dem bei ¢t = 0 ein reeller Schnittpunkt
von M und L gewonnen wird.

Da der Grad eine sehr grobe Kennzeichnung einer algebraischen
Mannigfaltigkeit darstellt (besonders wenn er zudem nur mod 2
verwendet wird), ist zu erwarten, daf} ein genaueres Studium
der Mannigfaltigkeit M im P,,_, auch fiir unser Problem genauere
als die hier gegebenen Ergebnisse zeitigen wiirde.

§ 4. Beweis des Existenzsatzes (II).

1. Ein Hilfssatz iither Binomialkoeffizienten. Fiir das folgende
brauchen wir ein handliches Kriterium fiir das Verhalten eines
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Binomialkoeffizienten (Z) mod 2. Zu diesem Zweck schreiben

wir n, k, n — k im Dualsystem:

(26) n = ng + 7,2 + ny2% + ... + n,29 0<n, =1,
(27) k=ky+ k2 + ks22 + ... + k29, 0k, <1,
(28) n—Fk=14+ 42 + 1,22 + ... 4+ 1,29 0=l =1
Nun geht 2 in n! in der Potenz

(29) [%]+[%:|+[%]—|—...:n—(n0—|—...—l—na)

n!

= ) in der Potenz

auf. Folglich geht 2 in (})

(80) n—(ng+...4+n,)— (k—(ko+...+k,)) — (n—k—(ly+...+1))
=(ko+ .. .Fky)+ Lo+ - . A1) — (g4 - . .+7ny)

auf. Dies ist dann und nur dann gleich 0, wenn Xk, + X I, = X ng,
d.h. wenn die Quersumme der Summe gleich der Summe der
Quersummen ist. Nun ist klar, da3 dies dann und nur dann
eintritt, wenn bei der Addition an keiner Stelle eine ,,Dual-
tibertragung” in eine hohere Stelle eintritt, d.h. wenn fiir alle «

(31) koa + lot = Ny

ausfallt. Da alle drei GréB8en 0 oder 1 sind, tritt dies dann und
nur dann ein, wenn k, < n, («=1,..., a) ist, d.h. wenn die
in der Darstellung von k

(27) ko= ko + k2 + k2% + ... + k20

wirklich auftretenden (d.h. von 0 verschiedenen) Summanden
samtlich auch in der Darstellung von n

(26) n=mn, + 1,2 + ny2% + ... 4+ n,2%

vorkommen. Wir sagen in diesem Fall: k sei eine Teilsumme
von n. Wir haben also den

Hilfssatz: Dann und nur dann ist der Binomialkoeffizient (Z)
ungerade, wenn k eine Teilsumme von m ist.

2. Beweis von (II). AuBer der Darstellung (26) brauchen wir
im folgenden noch eine zweite Darstellung von n

(82) m=1mg+ n2 + ...+ ny_ 20T 2 L2k 4 2h

wo der Summand 2% offenbar (n,42n,,+4n, ..+ ...)-mal vor
kommt. Eine Teilsumme der Darstellung (32) (also eine Summe
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beliebig vieler Summanden aus (82)) heile deutlicher eine Pseudo-
teilsumme von n, wihrend die Teilsummen der Darstellung (26)
echte Tetlsummen von n heilen. Jede Pseudoteilsumme ist offenbar
einer echten Teilsumme mod 2* kongruent, und man erhélt alle
Pseudoteilsummen, indem man alle Zahlen < n wihlt, welche
einer echten Teilsumme mod 2* kongruent sind.

Seien nun n, r, s gegeben und die Voraussetzungen von (II)

erfiillt, also alle (:) (bzw. alle (Z) 30)) gerade, wo n’' bzw. k'
die kleinsten nichtnegativen Reste von n bzw. k mod 2* bedeuten
und won — r < k < s. Wir wollen nun zu den gegebenen Werten
von n, r, s ein definites System konstruieren. Dazu wihlen wir n
reelle Linearformen X;,..., X, in den a;,..., 2, und n reelle
Linearformen Y,,..., Y, in den y,, ..., y, und zwar so, daB} je
r Linearformen X, bzw. je s Y, linear unabhéngig sind. Es folgt
demnach aus dem Verschwinden von r Linearformen X, das
Verschwinden aller x,, aus dem Verschwinden von s Linear-
formen Y, das Verschwinden aller y,. — Wir schreiben die Zer-
legung (82) noch einmal an, wollen aber nur die von 0 ver-
schiedenen Summanden ausschreiben: sie mégen etwa m,, . . ., m,
heiBlen; also:

(32') n=mnyg+nm2+...4+mn,_, 20128 .. . | 2~
=My +...+ m,

Die Zahlen m,, . . ., m, sind Potenzen von 2. Nun teilen wir die
Linearformen X,,..., X, und Y,,..., Y, je in ¢ Gruppen ein,
so daB3 die ersten m, der ersten, weitere m, der zweiten und
schlieflich die letzten m, der g-ten Gruppe angehéren. Fiir die
m, der p-ten Gruppe angehorenden Linearformen X, und Y,
bilden wir ein definites System mit m, Gleichungen ungerader
Homogenititsgrade; dies ist nach Voraussetzung moglich, weil
m,, = Potenz von 2 < 2" ist, also n*(m,, m,) = m,. Im ganzen
erhilt man so m; 4 ... + m, = n Gleichungen, welche homogen
von ungeraden Graden in den X, und in den Y, also auch in
den z,, Y, sind. Wir behaupten: das so entstehende System von
n Gleichungen in @y, ..., %, ¥y, - . ., Y, ist definit.

Sei nédmlich y, ..., 2,5 Yy, ..., Yy, eine reelle Losung; dieser

30) Das ist nach dem Hilfssatz das gleiche: denn ist (z,) ungerade, so ist k’
‘Teilsumme von n, also (wegen k’ << 2*) auch von n’, also ist (Z:) ungerade; und
umgekehrt: ist (z:> ungerade, so ist k’ Teilsumme von n’, also erst recht von =,
d.h. (Z,) ist ungerade.
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entspricht eine ebenfalls reelle Losung X, ..., X,; Y4, ..., Y,.
Nun ist aber die p-te Teilgruppe (p=1, .. ., ¢) nach Konstruktion
in den in ihr auftretenden X, Y, definit; folglich miissen entweder
die m, vorkommenden X, oder die m, vorkommenden Y, simt-
lich verschwinden. Im ganzen verschwinden daher A4 Linear-
formen X, und B Linearformen Y, mit 4 + B = n. Dabci sind
A und B Summen von Zahlen m,, also Pseudoteilsummen von 7.
Wir behaupten nun weiter: B kann keiner der Zahlen k
(n—r < k < s) gleich sein. Angenommen némlich, es wire B
gleich einem solchen k. Da B Pseudoteilsumme von n ist, wére
k' = B’ echte Teilsumme von n (und n’); nach dem Hilfssatz
wére dann aber (Z) (und (:)) ungerade, entgegen der Voraus-
setzung. Also ist — wie behauptet — B von allen k verschieden.
Das heif3t aber: es ist entweder B = s oder B < n — r, woraus
A =n — B =r folgen wiirde. Es verschwinden also entweder
mindestens r Formen X, oder mindestens s Formen Y, was
das Verschwinden aller , bzw. aller y, nach sich zieht. Das kon-
struierte System ist also wirklich definit.

Damit ist (II) bewiesen. Das Korollar ist trivial, wenn man
bedenkt, dal das konstruierte System aus Bilineargleichungen
in den @y, ..., 2, Yy, - - -, Y, besteht, sofern nur die Gleichungen
in den X, Y, bilinear waren.

8. Anwendung. Fir h = 8 sind die Voraussetzungen von
(II) jedenfalls erfiillt. Man beachte ferner: die k bilden eine
Sequenz aufeinanderfolgender Zahlen, also auch die %', und die

k'-Sequenz kann dabei nicht durch £’ = 0 gehen, weil (z) =1
ungerade ist. Fir n" = 0,1,...,7 liefern die folgenden Werte

von k' gerade Binomialkoeffizienten (Z)

n =0 k=1, 2 3, 4, 5 6, T;
n =1: k = 2, 8, 4, 5, 6, 7;
n =2 k=1, 3, 4, 5, 6, 7;
n =8 k = 4, 5, 6, T
n =4: kK =1, 2, 8, 5, 6, 7;
n =5 k' = 2, 8, 6, 7;
n' =6: k=1, 3, 5, 7
n’ = 17: keine Moglichkeit fiir k'

Die aus dieser Zusammenstellung ablesbaren kleinsten Werte
von n, fir die nach unserer Methode ein definites System kon-
struierbar ist, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt,
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und zwar geordnet nach den verschiedenen Werten von r und
s mod 8:

T

1 2 3 4 5 6 7 8 (mod 8)

r+s—1 r4+s—1 r+s—1 r+s—1 r+s—1 r+s—1 r+s—1 r+4s—1
r4+s—1 r+s—2 r+s—1 r+s—2 r4s—1 r+s—2 r+s—1 r+s—2
r+s—1 r4+s—1 r+s—2 r4+s—3 r4+s—1 r+s—1 r+s—2 r4+s—3
r+s—1 r+s—2 r4+s—8 r+s—4 r+s—1 r+s—2 r+s—8 r+s—4
r+s—1 r+s—1 r+s8—1 r+s—1 r+s—2 r4+8—8 r+s—4 r+s—5
r4+s—1 r4+s8—2 r4+s—1 r4+s—2 r+s—38 r+s—4 r+s—5 r4s—6
r4+s—1 r+s—1 r+s—2 r4+s—3 r+s—4 r4+s—5 r+s—6 r4+s—7
r+s—1 r4+s—2 r4+s—3 r4+s—4 r4+s—5 r4+s—6 r4+s—7 r4s—8

W 3 O O N H|®

(mod 8)

Der kleinste Wert n*(r, s) von n, fir den ein definites System
mit n Gleichungen in a5, . . ., 2,3 Yy, . . ., Y, existiert, ist also = dem
in der Tabelle angegebenen Wert. Insbesondere fallen natiirlich
fiir s < 8 (und entsprechend fiir » < 8) wegen k < s < 8, also
k' = k die Binomialkoeffizienten (Z) und (Z) zusammen; in
diesen Fillen sind also die durch (I) gegebene untere und die
durch (IT) gegebene obere Schranke fiir n*(r, s) einander gleich.
Fiir r < 8 oder s < 8 gibt also die obige Talelle den genauen Wert
ron n*(r, s) an. — Fiir r = s ergeben sich also z.B. die folgenden
Abschatzungen 31):

n*(1,1) =1,
n*(2,2) = 2,
n*(3, 8) = n*(4, 4) = 4,
n*(5, 5) = n*(6, 6) = n*(7,7) = n*(8, 8) =8,
16 < n*(9, 9) < 17,
16 < n*(10, 10) < 18,
16 < n*(11, 11) < n*(12, 12) < 20,
16 < n*(18,18) < n*(14,14) < n*(15, 15) < n*(16, 16) < 24,
32 < n*(17,17) < 83.

Prag, den 29. Dez. 1938.
(Eingegangen den 10. Januar 1939.)

31) Fiir die unteren Abschitzungen vgl.: Hopr, § 1, 8 (d), Satz Id.



