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Uber Finslersche und Cartansche Geometrie 11

Invarianten bei der Variation vielfacher Integrale und Parallel-
hyperflichen in Cartanschen R#&umen

von

L. Berwald
Prag

Herrn Prof. Dr. Georg Pick zu seinem
80. Geburtstag am 10. August 1939 gewidmet.

In der vorliegenden Abhandlung wird ein Teil der Ergebnisse
einer fritheren Arbeit iiber zweidimensionale Finslersche Raume?)
auf » Dimensionen verallgemeinert. Dabei stellt sich heraus, da
die Verallgemeinerung nicht der Finslerschen Geometrie angehort,
sondern der Theorie der n-dimensionalen Cartanschen Raume,
d.h. jener n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, deren Geometrie
durch ein (n—1)-faches Integral beherrscht wird, das die ,,Ober-
flaiche” eines Hyperflachenstiickes definiert 2). Es handelt sich
im Folgenden in erster Reihe um den Begriff und die wichtigsten
Eigenschaften der Scharen von Parallelhyperflichen in diesen
Réumen, sowie um die geometrische Deutung der mittleren
extremalen Krimmung H einer Hyperfliche im Cartanschen
Raum 3) und — fiir Extremalen — des Skalars Uy von Kosch-
mieder %), der in die Normalform der zweiten Variation des ,,Ober-
flachen”-Integrals eingeht (§ 8.) Von Interesse diirfte die Fest-
stellung sein, daf3 die bekannten Eigenschaften geodéatisch paral-
leler Hyperflachen in Riemannschen Rdumen auch noch fiir die
Parallelhyperflichen in jenen Cartanschen R&umen erhalten
bleiben, in denen ein Rauminhalt existiert, dagegen in den all-
gemeinen Cartanschen Raumen zum Teil verloren gehen (Nr. 9).

Im § 1 werden die Grundbegriffe der Cartanschen Geometrie
kurz zusammengestellt. Sodann wird (§ 2) die Normalform der
zweiten Variation des ,,Oberflachen”’-Integrals abgeleitet, erstreckt
iiber ein Stiick einer Extremalen bei festem (n—2)-dimensionalen

!) L. BerwaLrp [2]. (Die Nummern in eckiger Klammer beziehen sich auf das
Schriftenverzeichnis am Ende der Arbeit.)

%) E. CartaN, [4].

3) L. KosCHMIEDER, [10] (fiir n = 8), [11] (fiir beliebiges n).

4) L. KosCHMIEDER, [12], [13].
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Rand. Der Gedankengang dieser Herleitung ist zum Teil der
gleiche wie bei Herrn L. Koschmieder 4); doch wird die Funk-
tion F, hier auf einfachere Weise eingefithrt. Erwahnt sei aus
§ 2 noch die Darstellung des Skalars Uy fiir eine Minimalhyper-
flache im Riemannschen Raum durch den verjiingten Kriimmungs-
tensor des Raumes und die skalare Kriimmung der Hyperfliche,
sowie die Einfithrung der weiterhin benutzten besonderen
Koordinaten.

Um den gedanklichen Zusammenhang moglichst deutlich her-
vortreten zu lassen, wurde ein Teil der verhéltnisméflig umfang-
reichen Rechnungen in den Anhang verwiesen. Das Schriften-
verzeichnis beschrankt sich ausschlie8lich auf die Arbeiten, deren
Ergebnisse in der Abhandlung erwidhnt werden.

§ 1. Die Grundbegriffe der Cartanschen Geometrie.
1. Oberfliche, Maptensor und Rauminhalt. In einer n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten z¢°%) sei
(1.1) at = zt(vY, 03, ..., oY)
eine reguldre Parameterdarstellung einer Hyperfliche & 6). Die

Ableitungen der 2 nach den v* mdégen durch angehingte Zeiger
bezeichnet werden:

: dat ;i 2t ¢
(1.2) Ty = ﬁ, woqg = W, u.s.I.
Die Matrix
At dxn
( i) R "
Z, e
* duat dxn
-t g,

hat dann den Rang n — 1. Die aus der Matrix (z!) durch Weg-
lassen der k-ten Spalte gebildete Determinantewerdemit (—1)%+lp,,
bezeichnet. Bei bestimmter Wahl der Parameter v* wird durch
die angegebene Wahl der p; in jedem Punkt der Hyperfliche eine
positive Normalenrichtung ausgezeichnet, die Hyperfldche also
orientiert. Wir lassen in der Hyperfliche nur Parametertransfor-
mationen mit positiver Funktionaldeterminante zu, so daf3 die

5) Lateinische Zeiger laufen von 1 bis n, griechische von 1 bis n— 1. Uber
jeden lateinischen oder griechischen Zeiger, der zweimal in einem Gliede auftritt,
ist zu summieren, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil angegeben ist.

%) Wir setzen bei allen auftretenden Funktionen die Existenz stetiger partieller
Ableitungen bis zu einer hinreichend hohen Ordnung voraus.
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Orientierung der Hyperfliche bei Parametertransformation er-
halten bleibt.

Es liege nun ein (n—1)-faches Integral

(1.8) 0= f F(al, 2% ..., 2% D1y Pas -« Pp)d0 V% - - - dv™1 = f F(z, p)do

(n—1) (n—1)

vor, erstreckt iiber einen (n—1)-dimensionalen Bereich der
Hyperfliche 7). Wir deuten O als (n—1)-dimensionale ,,Ober-
flache” des Bereiches. Von F wird vorausgesetzt:

1. Ineinem gewissen Bereich 8 der 2n Argumente 2%, 22, . . ., 2";
P1> Pas - - +» Pns auf den wir uns weiterhin beschrinken, besitzt F
stetige partielle Ableitungen bis zu einer hinreichend hohen
Ordnung. % soll keine Wertesysteme mitp, = p, =...=p, =0
enthalten.

2. Fistinpy, py, ..., p, positiv homogen von erster Ordnung.

3. F>o.

4. Die Funktion F,, die durch

. OF
(1.4) adj Pap. Fippi

definiert ist, wo die linke Seite das algebraische Komplement
2 2
o in det (b;.-; k) bezeichnet, ist wesentlich positiv 8).

Wir nennen eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, in der ein
,»»Oberflichen”-Integral (1.8) der betrachteten Art gegeben ist,
einen n-dimensionalen Cartanschen Raum.

Es ist zweckmifBig, als geometrisches Element eines solchen
Raumes das orientierte Hyperflichenelement zu betrachten. Ein
Hyperflichenelement (2%, 2% . . ., 2% Py, Pa, - - +» Py) = (@, p) ist
gegeben durch seinen Punkt ¢ und durch » nicht sdmtlich
verschwindende Zahlen py, Py, . - ., Py, die in dem Sinne homogen
sind, daB sie alle mit demselben willkiirlichen positiven Faktor
multipliziert werden diirfen. Die p; sind die Koeffizienten der
Gleichung

von

pdat = 0,

welche ausdriickt, da3 die Richtung dal:da?:.--:dz" im
Punkte 2 in der Hyperebene des Hyperflichenelements liegt.
Eine einfache Rechnung?®) zeigt, daf3

’) J. Rapon, [16] und G. VivanTi, [18] haben gezeigt, da3 jedes parameter-
invariante (n — 1)-fache Integral in die Gestalt (1.3) gesetzt werden kann.

8) F, wurde von TH. DE DONDER, [6], S. 1005 eingefiihrt.

?) Anhang, B.
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*(3 FY)
(1.5) det \—=—') = Fr#1F, >0
Op; 0Py,

ist. Somit ist auch
1

{ (“(%Fg))]"'l =
1. = o = (F»+F,)*"1 > o,
(1.6) g =|det PP ( 1)

wenn die (n—1)-te Wurzel stets positiv gezogen wird.
Die Funktionen

=

(1.7) gik _—

sind wegen der Homogenitit von F in den p,,.. ., p, positiv
homogen von der Ordnung Null und verhalten sich bei Koor-
dinatentransformation wie die Komponenten eines kontravarianten
Tensors zweiter Stufe. Ihre Determinante hat wegen (1.5), (1.6)

. ey 1 o g
den wesentlich positiven Wert 'R Daher existiert das durch

(1.8) gk = o] (=1 fiir =g, =0 fiir ¢ #j)

definierte reziproke System g;;. Mittels der g;;, g% wird das Hinun-
ter- und Heraufziehen von lateinischen Zeigern in der iiblichen
Weise erklart.

Durch

(1.9) ds? = gy (a, p) dat da®

wird jedem Hyperflaichenelement (z, p) eine euklidische MaB-
bestimmung zugeordnet. g;.(z, p) ist in diesem Sinne der Maf-
tensor des Cartanschen Rawmes 1°). Ist eine einparametrige Schar
von Hyperflichen

(1.10) b = ai(v, v?, ..., 0", ¢) (e =c = ¢)

gegeben, die ein Feld ') bildet, so definiert (1.9), wenn die
2%, p;, (1.10) entnommen werden, die lings des Feldes oskulierende
Riemannsche Mafbestimmung.

Die MaBbestimmung (1.9) induziert in der Hyperfliche (1.1)
eine MafBbestimmung mit dem MaBtensor

1)  Er wurde von L. KoscHMIEDER, [18], § 8 eingefiihrt.
1) Vgl etwa (fir n=38) O. Borza, [3], S. 684. Wir betrachten auch Felder,
die nicht von Extremalen gebildet sind.
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(L11) tap = gux2(0), P(0))aiah.
Es ist
(1.12) det (g,p) = F*(@(v), p(v)). 12)

Somit existiert das zu den g,g reziproke System g8, und es kann
mittels der g, g*f das Hinunter- und Heraufziehen griechischer
Zeiger in der gewohnlichen Weise erklart werden.

Aus (1.12) folgt, daB lings der Hyperflichen eines Feldes
(1.10) die Begriffe ,,(n—1)-dimensionale Oberfliche” in der
Cartanschen und in der lings des Feldes oskulierenden Riemann-
schen MaBbestimmung zusammenfallen.

Als Einheitsvektor der Normalen wird in jedem Hyperflichen-
element der Normalen-Einheitsvektor des Elementes in der diesem
zugeordneten euklidischen MafBbestimmung definiert. Seine ko-
varianten Komponenten sind also durch

(1.13) La,=0, gkll, =1

bestimmt, wenn man das Hyperflichenelement in eine Hyper-
flache eingebettet denkt. Da die Hyperfliche orientiert ist, folgt
aus den n — 1 ersten dieser Gleichungen I, = p p;, ¢ > 0. Die
letzte ergibt sodann mit Riicksicht auf (1.7)

Ve
(1.14) L=~%p,
Fir die kontravarianten Komponenten des Normalen-Einheits-
vektors erhilt man aus (1.7), (1.14) wegen der Homogenitat von F

1 F
(1.15) I'= TR

Der Normalen-Einheitsvektor ist seiner Erklarung nach lings
eines Hyperflichenfeldes der Cartanschen und der liangs des
Feldes oskulierenden Riemannschen Mafbestimmung gemein-
sam. Der Begriff ,,Senkrechtstehen” zu den Hyperflichen des
Feldes in der oskulierenden Riemannschen MaBbestimmung
fillt also mit dem Begriff ,, Transversalitit zu den Hyperflachen
des Feldes” zusammen.

Der Vektor da? im Hyperflichenelement (2, p), der vom
Punkte z¢ des Elementes zum beliebigen Nachbarpunkt 2? 4 da?
fithrt, hat in der dem Hyperflichenelement zugeordneten euklidi-
schen MaBbestimmung die Transversal- oder Normalkomponente

12)  Anhang, B.

10
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(1.16) w(d) = ldat =i}:g_ pydai 13).

Wird jedem Punkte einer Kurve z¢ = z%(t) im Cartanschen
Raum das Hyperflichenelement (z(t), p(t)) zugeordnet, das von
der Kurve im Punkte z%(t) senkrecht durchsetzt wird, so kann
man als Bogenelement ds der Kurve im Punkte a(¢) ihr Bogen-
element in der dem Hyperflichenelement (z(t), p(t)) zugeordneten
euklidischen MafBbestimmung erkliaren. ds ist dann durch

dx?

(1.17) = = U(a(t), p(t))

definiert 4).

Endlich erklaren wir als Rawminhalt eines n-dimensionalen
Bereiches in Bezug auf ein Feld (1.10) von Hyperflichen seinen
Rauminhalt in der lings des Feldes oskulierenden Riemannschen

MafBbestimmung (1.9), also das iiber den Bereich erstreckte
n-fache Integral

(1.18) V= f Vg dat da? - - - da*,

(n)
in dem die , p (1.10) zu entnehmen sind %). Die Cartanschen
Réume, in denen ein von der Wahl des Feldes (1.10) unabhéngiger
Rauminhalt existiert, also V/ E von den p; unabhéngig ist, bilden
eine besonders wichtige Unterklasse. Sie sind durch das Ver-
schwinden des Vektors

3 d 1
(1.19) 4t =— Fo (\/g),
gekennzeichnet 16).
AuBler dem Vektor A spielt in den Cartanschen Riumen auch
der Tensor )

.. 1 F g
(1.20) Ak = — — 7 bi!
eine Rolle, mit dem A4! vermoge
(1.21) Al = 4t
zusammenhéngt.

13) Wenn kein Zweifel iiber die in w(d) auftretenden Differentiale besteht,
schreiben wir auch kurz w.

14) E. CarTaN, [4], IX. Abschnitt.

15) L. KOSCHMIEDER, [10] (n = 8), [11] (n beliebig).

16) E. CARrTAN, [4], V. Abschnitt.

*
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2. Regulire Cartansche Rdume. Ein Cartanscher Raum heif3t
reguldr, wenn der Tensor

(2.1) Hii = gii 4+ A, A%,
der wegen

g o F  (F?)
2.2 Akl = ghi4i — — ——~
( ) g 4,g% OpOp.Op;

symmetrisch ist, den Rang n hat. In einem solchen Raum 14t
sich fiir Tensoren in einem beliebigen Hyperflachenelement ein
invariantes Differential und damit auch eine Paralleliibertragung
nach einem willkiirlichen Nachbarelement durch invariante
Forderungen eindeutig festlegen, wie Herr E. Cartan gezeigt
hat 7). Um die Parameter I'i* = I'}*F dieser Paralleliibertragung
ausfiihrlich anzuschreiben, bezeichnen wir das zu H} = g,; H/?
inverse System mit K¢, ferner die Christoffelsymbole erster Art
fiir den MaBtensor g;; des Cartanschen Raumes mit I7;,:

(2.8) r. o=t (bgii_i_bgm__@)

ih T g e i !
und deuten endlich Uberschiebung mit dem Normalen-Einheits-

vektor durch den Zeiger Null an; z.B.
(2.4) Tl = T}l = I'XD, o= Iplilt = L

T

Dann ist

F?;h = gjkriﬂ;»k = Ly, + Ay™ (Dpor—1 o) +
+ Ap (Lo =1L moo) — A" (Do — Uil moo) +
+ (Aijmlh+Ahjm li—Aihm lj_Aiijphm_Ahjp Am'm +
+Au" Apjm) 'K:n(rroo+AgFg0r)-
Wir benétigen im Folgenden nur das invariante Differential D,
des Normalen- Einheitsvektors 1;
(2.6) DI; = (85—, A")(dl,— I%,da®) ).

Wegen Dg,, = 0, lil;, =1 gilt I!Dl;, = 0. DI, = 0 definiert die
Paralleliibertragung des Hyperflichenelementes (2, p) vom Punkte
2! nach dem Punkte @ 4 dat. Ferner ist der quadrierte Winkel

de? zweier benachbarter Hyperflichenelemente (z, p), (x+dz, p+dp)
durch

(2.7) dg? = gikDI,Dl,

(2.5)

17) E. CarTAN, [4], bes. VI. Abschnitt.
18) In dieser Gestalt bei L. BERwALD, [1].
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erklart, wo DI, das den Zuwiichsen dz?, dp; entsprechende in-
variante Differential (2.6) ist 19).

Liegt in einem reguliren Cartanschen Raum eine Hyper-
fliche (1.1) vor, und bezieht sich dz® auf ein Fortschreiten in der
Hyperfliache, so definiert

(2.8) xpDl; = — a,q do”
den zweiten Fundamentaltensor der Hyperfliche und

Gy dve dv®
(2.9) N = 2o 00007
ihre Normalkriimmung *). Die stationéren Werte der Normal-
kriommung heillen die Hauptkriimmungen ?1— der Hyperfliche.
Sie sind die Wurzeln der Gleichung

1

(2.10) det (4 Zoo — @ps) =0

und daher dann und nur dann alle ungleich Null, wenn
det (ayq) # 0.

Eine Hyperfliche heilt geoddtisch oder eine Hyperebene, wenn
ihre Elemente auseinander durch Paralleliibertragung lings der
Hyperflache hervorgehen. Hyperebenen sind offenbar durch
ay; = 0 gekennzeichnet.

3. Die metrische Dualitdt der Cartanschen Rdume mit A?=021).
In einem beliebigen Cartanschen Raum wird durch
. d (1 F? F . .
"M = — (It —_ A%
(8.1) ‘“”‘ap‘(z - (m,p)) = (i—A%)
jedem Hyperflichenelement (z, p) ein Linienelement (z, 2") im
gleichen Punkte z! zugeordnet. Dieses Linienelement ist wegen
l,A* = 0 nur in den Ridumen mit 4? = 0 im Sinne der MaB-
bestimmung des Cartanschen Raumes stets senkrecht zum Hyper-
flachenelement (z, p). Wir setzen in dieser Nummer durchwegs
A? = 0 voraus. Dann lautet die Zuordnung (8.1)

F dF F

3.2 {L"i:~——=._._._
( ) g Op; \/g

Ik

19) E. CARTAN, [4], IV. Abschnitt (fiir zwei Hyperflichenelemente im gleichen
Punkt); L. BERwALD, [1], Nr. 6 (allgemein).
20) L. BErwaALD, [1], Nr. 25.

1) Vgl. E. Cartan, [5], XII. Abschnitt, wo dasselbe in umgekehrter Richtung
gemacht wird.
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Aus (8.2) ergibt sich umgekehrt

F
3.3 gt = —=1, = .
(3.3) 8k Vg k Pr
Weiter folgt, wenn der Punkt ! festgehalten wird,
1
bz - FZ
14 bw,‘ 1 ( 2 ) 1k
und
(8.5) dpy, = ga, da’’.

Die Transformation (8.2) ist im Kleinen umkehrbar eindeutig,
s
da die Funktionaldeterminante det (a%) wegen (3.4) und (1.7)
den Wert

(8.6) det ( ¥ (Fz)) ~1-o

Op:Op: 2?

hat. Wir kénnen also
(8.7) Fla, @) = == (x, p)
. w, @ —_ = s
Vg P

setzen, wo rechts fiir die p die Funktionen der z, ' einzusetzen
sind, die sich aus (8.2) durch Auflésung ergeben. F ist dann
wesentlich positiv, ferner in den @' positiv homogen von erster
Ordnung. Denn dem TUbergang p —gp (0>0) entspricht
wegen der Homogenitit von F vermoge (8.2) der Ubergang
2"t — oa'* und vermége (8.7) der Ubergang F — oF.

Durch (8.7) wird somit dem betrachteten Cartanschen Raum
mit A%* = 0 der Finslersche Raum mit dem Grundintegral

(8.8) s = J.F(m, x')dt

zugeordnet. Bezeichnen wir die GréBen, die sich auf den Fins-
lerschen Raum (8.8) beziehen, durch Uberstreichen, so ergibt
sich zunichst fiir den Einheitsvektor I* von der Richtung z’i

- a’t

(3.9) =" =1

Ferner ist wegen (3.2), (8.5), (8.8)

1 -
(57) o (1 F*) o,
2 g

(8.10) wE o s = U i = P
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so daB wir wegen (8.5) fiir den MaBtensor g; des Finslerschen
Raumes

d2 _1_ 2
- 2 Opx
(8.11) &n = 73(;37) = o = &
erhalten. Dieser Ma@tensor fallt also unter der Voraussetzung
A*=0mit dem MaBtensor g;, des Cartanschen Raumes zusammen.
Da sich zeigen 1a8t, dal das Gleiche infolge der Zuordnung (3.2)
auch firr die Paralleliitbertragung gilt 2!), so folgt:

Ein Cartanscher Raum mit A* = 0 l@ft sich als Finslerscher
Raum auffassen, wenn man jedem Hyperflichenelement das dazu
senkrechte Linienelement im gleichen Punkte zuordnet.

Das durch (1.17) erklirte Bogenelement einer Kurve fillt in
einem Cartanschen Raum mit A% = 0 wegen (8.9) mit ihrem
Bogenelement ds in der Finslerschen MaBbestimmung (8.8)
zusammen. Ferner sind in einem solchen Cartanschen Raum die
Kurven mit der Eigenschaft, da die zu ihnen senkrechten
Hyperflichenelemente durch Paralleliibertragung langs der Kurve
auseinander hervorgehen, identisch mit den Extremalen der
Finslerschen Ma@bestimmung (8.8).

4. Mittlere extremale Krismmung und Exiremalen. Die erste

i

_ . . ooz
Variation von F nimmt wegen dx;, ==

o nach einer Umformung
(%

durch Teilintegration die Gestalt

(4.1) SF — (DF d DF) - + (bF wi)

dwt o dat,
an. Fir d6a' = da’ = aj, do? ergibt der letzte Summand rechts
wegen
AF 3 o 22 o f f“
b‘azzFé ) (053=1 fir a=p9, =0 fir asp)

denselben Wert dF wie die linke Seite. Also ist

AF 3 F
(4!.2) (b_——a:‘—~é;°‘ 'b—‘%"t) mg =0
oder

dF d dF
(4.8) = Wp;.

wt oo* da,
W 1aBt sich in die Gestalt

22) Vgl. Anhang, (A. 14) und (A. 2).
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R2F
dxFdP,

oo, o g
(4.4) W = W(a*; al; Tup) = —F gQﬁwléﬂpk

setzen 23).

Wegen (4.1), (4.8), (1.16), (1.8) wird die erste Variation des
Grundintegrals (1.3) bei fester (n—2)-dimensionaler Berandung

(45) 80 =[ OFdotdet---dv-t=[ _w(0)do.
(n—1) Ve
Somit ist der Ausdruck
1w 1 (1 »F
_ T g0k
(4.6) H n—14/g T on— 1(\/g— daRdp,, g wQUlk)

bei Koordinaten- und Parametertransformation invariant. H
hei3t die mittlere extremale Kriimmung der Hyperflache 2¢), und
die Hyperflachen mit H = 0 die Extremalen. Fiir einen Riemann-
schen Raum ist die mittlere extremale Krimmung mit der
mittleren Kriimmung identisch und die Extremalen daher mit den
Minimalhyperflichen 25),

Bettet man eine beliebige Hyperfliche in ein Feld (1.10) von
Hyperflachen ein, so ist die mittlere extremale Kriimmung in
jedem Punkte der Hyperfliche gleich ihrer mittleren Krimmung
in der Riemannschen MafBbestimmung, die lings des Feldes
oskuliert. Insbesondere ist ein Feld von Extremalen in der lings
des Feldes oskulierenden Riemannschen MafBbestimmung ein
Feld von Minimalhyperflichen. Ein Beweis dieser Satze folgt
in Nr. 7.

§ 2. Die Koschmiedersche Normalform der zweiten
Variation des ,,Oberflichen”-Integrals.
Transversalkoordinaten.

5. Ableitung der Normalform der zweiten Variation %6). Wir
gehen jetzt von einer Exivemalen aus. Dann ist wegen (4.5)
und W =0

ow
(5.1) 20 = [ 2% 4 6)d0.
(n-1) \/g
) Vgl. J. Rapov, [16], sowie Anhang, C. Fir n = 2 ist p, = —y’, p, = @/,
8= F3F,, gof = %, also W= —T mit T = F, — F » + Fi(2y"—y'z").

24) H wurde (abgesehen vom Zahlenfaktor 1 1) von L. KOSCHMIEDER,

[10], [11] eingefiihrt, von dem auch der Name herriihrt.

25) Vgl. Anhang, G.
%) Vgl. L. KosCEMIEDER, [12], [18].
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Zur Berechnung der ersten Variation

W 14

%
hat man, bei zunichst beliebiger Ausgangshyperflache 27).

W 0 (8 ap |\ _ £ apOP

Y s (7 %0 — & €55
(5.2) - £

%:—;g‘x?i'

Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich nach kurzer Rechnung )

(5.8) oW = [2:: Dv“( gaﬂ )]5 xt — B?‘( P d(pyd m')).

Da langs der Ausgangsextremalen W = 0 ist, so ist auch dW = 0,
wenn tangential zu ihr differentiiert wird. Aus (5.8) folgt also
tir o' = da’ = ajdo?

WD g g s

(54) et (E e )] =0
Daher existiert eine Funktion F, der z?, wz, ng, wZ)o'-p so daf3

W d p;

of —

(5.5) Y T (F g avﬂ) Fapi
ist 2). Setzen wir diesen Wert in (5.8) ein, so erhalten wir

. ; 0 (& ﬁb(piéwi)
(5.6) SW = Fypoat — — (o ¢ =2 )-

Fihren wir hier mittels (1.16) w(d) an Stelle von p,02’ ein,
so ergibt sich nach einigen Umformungen %)

W= — Vg {F bva( guﬁbvﬂ) + U:’kw}
(5.7) mit

Uy = ”\/%;a% (Fgaﬁavﬂ(ig)) %Fz'

U¥ ist bei Koordinaten- und Parametertransformationen inva-
riant %°).

27)  Anbang, D

28) Bei L. KoscHMIEDER, [12], [18] ist F; mit L bezeichnet.

29) Anbang, E

30) Uy wurde von L. KOSCHMIEDER, [18], S. 482 eingefiihrt. Fiir n = 2 redu-
ziert sich U auf die Invariante K von A. L. UNpEREILL, [17].
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Die ,,akzessorische’’ Differentialgleichung 6W = 0 oder

1 9 d
(5.8) F i (Fg“ﬁ 5;‘;’) + Ukw =0

stellt die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dar,
daB3 die durch Variation aus einer Extremalen entstandene
Hyperfliache in erster Annédherung wieder eine Extremale ist. In
(5.8) geht nur die Normalkomponente w(d) der Variation daz¢
ein; die Tangentialkomponente bleibt willkiirlich.

Fiir die zweite Variation des Grundintegrals von einer Extre-
malen (WW=0) aus bei fester (n—2)-dimensionaler Berandung
ergibt sich jetzt aus (5.1), (5.7) und (1.8) durch eine Teilintegra-
tion die in anderer Schreibweise von L. Koschmieder angegebene
Normalform

dw  dw
2() — of %09 1
(5.9) 620 —(f . (g vt Ufw )dO. 81
n—

6. Geometrisches zur Normalform der zweiten Variation. Es
liege in einem reguldren Cartanschen Raum eine beliebige Hyper-
fliche (nicht notwendig eine Extremale) vor. Dann héngt der

in die Normalform (5.9) cingehende Vektor — > der Hyper-

fliche mit dem invarianten Differential des Normalen-Einheits-
vektors

(6.1) Al, = (87—1,A7)(81,— T'* ,6a),

roh

das der Variation da’ entspricht, vermoge
d . . . .
(6.2) — a—‘;’g = a) Al + af g;(0xi+ Al (8) )

zusammen %2). Es ist also immer

d .
(6.2%) — o =ab AL,
falls die Ausgangshyperfliche eine Hyperebene ist [Nr. 2]. Bei
willkiirlicher Ausgangshyperfliche gilt (6.2*) jedenfalls dann,

wenn so variiert wird, dal3

(6.3) ot = w(8)(li—A")

81) L. KosCHMIEDER, [138], S. 482.
32) Anhang, F.
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ist; in den RAaumen mit 4% = 0 also gewil3 dann, wenn die Varia-

tion senkrecht zur Hyperfliche erfolgt. Wenn alle Hauptkriim-

mungen der Hyperfliche ungleich Null sind [Nr. 2] so sind die

Variationen (6.8) auch die einzigen, fiir die — o _ wz,z]lt ist.
e

In allen diesen Fillen stellt der in die Normalform (5.9) eingehende

Skalar g“ﬂg% den quadrierten Winkel d¢? des urspriing-

lichen und des variierten Hyperflichenelementes dar.
Die Bedeutung von U} ist fiir einen Riemannschen Raum

(6.4) F = Vg()g™*(x)p; P

leicht anzugeben ). Es seien I'i, = gi*I'y; die Christoffel-
symbole zweiter Art fiir den MaBtensor g,

. v b !
J — ih ik
(6.5) Rihk —_ _731"‘ bw"

m i . m[i
+Fih Jmk Fz’kpmh

der Kriimmungstensor des Riemannschen Raumes und

(6-6) Rih = R;hr

. ™ 1 1
seine Verjiingung; ferner —, —

...,—— die Hauptkriimmun
R R Raa p gen

der Extremalen und

(6.7) - v '
(n—1)(n—2) o~ g RoRp
Dann ist
(6.8) UF = Rylilh — (n—1)(n—2)K. 332)

Zur geometrischen Deutung von (6.8) seien m* n — 1 paar-
o

33) Anhang, G. Allgemein hat L. BErRwALD, [1] Nr. 88 fiir einen beliebigen
regulidren Cartanschen Raum U;‘ durch die Kriimmung und Torsion des Raumes
und der Extremalen ausgedriickt. Dieser Arbeit ist zu entnehmen, daf die Bezie-
hung (6.8) auch noch fir die Cartanschen Rdume mit A* = O giiltig bleibt.

33e¢) Nachtriglich bemerke ich, dass Herr A. Duschek fiir die zweite Variation
der Oberfliche einer allgemeinen Fliche von beliebiger Dimension im Riemannschen
Raum eine Formel aufgestellt hat, aus der fiir Minimalhyperflichen die Formel
(6.8) ohne Schwierigkeit folgt. Vgl. A. DuscHEK, Zur geometrischen Variations-
rechnung, 3. Mitteilung, Das Variationsproblem der F, im Riemannschen R,
und eine Verallgemeinerung des GauB-Bonnetschen Satzes [Math. Zeitschr. 40
(1985), 279—291], bes. (1.12) und (3.30).
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weise senkrechte Einheitsvektoren im betrachteten Punkte der
Extremalen tangential zu dieser und
(6.9) (n, «) = Ry 7&1’ Zﬂ" bk (Rijne=8;r Rinx)

das Riemannsche Kriimmungsmaf3 des Raumes in der durch den

Normalen-Einheitsvektor I' der Extremalen und den Vektor m?
ol

bestimmten Flachenrichtung. Dann ist der Minuend rechts in
(6.8) gleich X (n, «) 34). Ferner gilt fiir eine Extremale nach Nr. 4
o

(6.10) > = =0.

o o

Daher ergibt sich

(6.11) U3 = [, o)+ 5]

In die akzessorische Differentialgleichung (5.8) gehen aus-
schlieBlich die GroBen F, g*f, w ein, die in jedem Hyperflichen-
element der Ausgangsextremalen nur von der ihm zugeordneten
euklidischen MafBbestimmung abhingen, sowie ihre partiellen
Ableitungen nach den Parametern der Extremalen. Bettet man
also eine Extremale des Cartanschen Raumes in ein willkiirliches
Feld (1.10) von Hyperflichen ein, so hat die langs des Feldes
oskulierende Riemannsche Maflbestimmung in jedem Hyper-
flichenelement der Extremalen dieselbe Invariante Uy wie die
Cartansche MaBbestimmung. U§ driickt sich also fiir eine Ex-
tremale, die in ein Feld von Hyperflichen eingebettet ist, ver-
moge (6.8) durch den verjiingten Kriimmungstensor der lings
des Feldes oskulierenden Riemannschen MafBbestimmung und
durch die Invariante K der Extremalen in dieser Mal-
bestimmung aus. Besteht das ganze Feld aus Extremalen, so gilt
das fiir jede Hyperfliche des Feldes.

7. Transversalkoordinaten. Als Transversalkoordinaten be-
zeichnen wir Koordinaten, deren Parameterlinien 2! = konst.,
z* = konst., . . ., 21 = konst. senkrecht zu den Koordinaten-
Hyperflichen 2" = konst. sind. Wir wihlen auBlerdem auf den
Hyperflichen 2 = konst. die #* als Parameter, so daB3

34) G. HErGLOTZ, [9].
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(7.1) {‘”5 = f)ii (=1 fur k=oi; =0 fiir k # «), kg =0;
pa =Y, pn ==

wird. Transversalkoordinaten sind durch

1 dF
7.2 = ———=0
( ) \/g Py
gekennzeichnet. Wegen der Annahme »* = a* stehen hier links
die Argumente zt, 2% ..., a% 0,0,...,0,135) Aus (7.2) folgt
wegen der Homogenitat von F

OF F

7.3 — = F, =0
(7:8) P Op; dp.,

Mit Riicksicht auf (1.14), (1.15) ergibt sich aus den vorstehenden
Gleichungen

(7.4) l,=0, l, =—, In =

ferner wegen (1.7), (1.8)

(7.5) i
Ban =05 &np=

b

rglln,_O, gnn:

b

Fr
wo g, der MaBtensor der lings des Feldes #® = konst. oskulie-

renden Riemannschen MaBbestimmung ist. Uber n ist dabei nicht
Zu summieren.

Weiter folgt aus (4.4), (7.1)—(7.8)

(7.6) W(wl,...m";0,...0,1;0,...0,0)=2—:;

und aus (5.5) und (7.1)

02F
@am*
Daher ist wegen (4.6) die mittlere extremale Kriimmung der
Hyperflichen 2" = konst.

1 1 JF
7.8 —_—
( ) H n—1 \/E dan

Wir beweisen jetzt den am Ende von Nr. 4 ausgesprochenen

(7.7)  Fy(2,...2"; 0,...0,1; 0,...0,0; 0,...0,0) =

3%) Im Folgenden sind in (7.8)—(7.5), (7.11}—(7.14) durchwegs, in (7.6)—
(7.8) rechts, in (7.15), (7.16) links die Argumente 22, 22,...,2%0,0, ...,0,1 zu
setzen.
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Satz. Dabei benutzen wir die folgenden Formeln der Riemann-
schen Geometrie
b]‘Og Vg = I og* — gispécn _‘gksl"‘l:

dzn nre dan sn?

(7.9)

sowie die Ableitungsgleichungen

(7.10) X Pl = — da

: 3P ] ap %o

einer Hyperfliche (1.1) mit dem Normalen-Einheitsvektor I* und

den Fundamentaltensoren g,g, @, im Riemannschen Raum.
Es liege nun im Cartanschen Raum ein beliebiges Feld von

Hyperflichen vor, die wir zu Hyperflichen 2" = konst. eines

Transversalkoordinatensystems machen. Wir vereinbaren, dafl

in den folgenden Gleichungen dieser Nummer iiber n nicht

summiert werden soll. Wegen (7.5) gilt dann fiir die langs des

Feldes oskulierende Riemannsche MafBbestimmung

(7.11) F = (ggm)t
und daher
1 F 1 — dlog g 1 1 g
0 - nn 2066 | © %
(7'12) \/g— dxn 2 \/g dan 2 \/gj. dan

Nun ist wegen (7.9) und (7.5)

dlog Vg g
. Iy + Ff?n’ = — 2g™ Iy,

(7.13) —

und daher mit Riicksicht auf (7.4), (7.5)
1 DF —

V7 = VO = I T

Anderseits folgt aus (7.10) fiir die Hyperflichen 2™ = konst.
in der lings ihnen oskulierenden Riemannschen MafBbestimmung
fir i = o, v* = 2* wegen (7.1), (7.2)

(7.15) "I = — ag.
Also wird schlieBlich

(7.14)

1 1 dF 1
n—1 \/g dan n—1

Diese Gleichung sagt wegen (7.8) aus, daf} die mittlere extremale
Kriimmung der Hyperflichen 2" = konst. mit ihrer mittleren
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Kriimmung in der lings dieser Hyperflichen oskulierenden Rie-
mannschen MafBbestimmung zusammenfillt, w.z.b.w.

Auf dhnliche Weise kann man auch die Sétze vom Ende der
Nr. 6 durch Rechnung bestétigen.

§ 3. Parallelhyperflichen.

8. Infinitesimale Paralleltransformation und Parallelhyper-
fldchen. Die infinitesimale Paralleltransformation ist jene homo-
gene infinitesimale Beriihrungstransformation, die den Koor-
dinaten %, p; der Hyperflichenelemente (a2, p) solche Zuwiichse
oxt, op; erteilt, daBl die Normalkomponente

1
(8.1) w(d) = Lda? = }/Fg pdat = (F3-nF, =1 p ozt
des Vektors dz den konstanten Wert 87 erhilt. Sie hat die
charakteristische Funktion

1
(8.2) 9(z, p) = = = (F3-nF,) 21

F
Ve
wo auch rechts die Argumente 2, p zu denken sind. Thre Glei-
chungen lauten also

(a) dai = (v_)ar—(Zz A9)s1,
il (b) op; = — 2 (\/g)ét

Aus (8.8a) folgt, daB in einem reguldren Cartanschen Raum durch
die infinitesimale Paralleltransformation jedes Hyperflichen-
element (2, p) im Sinne des in diesem Raum herrschenden
Parallelismus vom Punkte 2! nach dem Punkte a* + (li—A%)é7
parallel #bertragen wird. Denn bettet man das Hyperflichen-
element in eine Hyperfliche (1.1) ein, so gilt wegen (6.2), (6.3)
fiir das invariante Differential Al;, des Normalen-Einheitsvektors,

. Q
das der Variation (8.8a) entspricht, z,4l; = _ié). Al ist

also Null, da o(8) konstant ist ). o

(8.3)

36) Man bestitigt das auch leicht direkt: Wegen 6( ) = 0 ist nach L. BER-

waALD, [1], Nr. 8 Ve
Vg d ( F
o, = £ op, = — 5 (TE) 8t = (P—AMIE, ov = T'%, s,

was wegen (6.1) und I'} = P:on mit 41; = 0 gleichbedeutend ist.

hor
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Die infinitesimale Paralleltransformation soll insbesondere
eine Dilatation genannt werden, wenn die Verschiebung déa? fiir
jedes Hyperflichenelement (2, p) senkrecht zum Element erfolgt.
Wegen (8.83a)und /;4? = 0 gibt es Dilatationen nur in den Rdumen
mit A% = 037),

Wir definieren jetzt die Begriffe: Parallelhyperflichen und
Breitenabstand.

Eine Hyperfldchenschar

(8.4) S(@t) =~

heifit eine Schar von Parallelhyperflichen und S der zugehirige
Breitenabstand, wenn die willkiirliche Hyperfliche v der Schar
durch infinitesimale Paralleltransformation in die Hyperfliche
T + 6t der Schar iibergehi.

Es wird mit anderen Worten verlangt, daB bei Vernachlissigung
von Gliedern hoherer als erster Ordnung in den da?

(8.5) S(xi+0x') — S(at) = o,

also - 8ai = p, ozt =: dv gilt. Mit Riicksicht auf die Definition

(8.1) der infinitesimalen Paralleltransformation folgt aus der
gestellten Forderung die partielle Differentialgleichung

; Ve[ . 0\ _
(8.6) _F(mz, M) —
oder
. 23S . 9S
(8.7) F3-n (m‘, ami) F, (w’, %) =1

Zu einer willkiirlich gegebenen Ausgangshyperfliche 148t sich
durch Integration der Differentialgleichung (8.7) eindeutig eine
Schar von Parallelhyperflichen (8.4) bestimmen, fiir die S der
Breitenabstand ist. Sind 7, und 7, in (8.4) die Werte des Breiten-
abstandes S fiir zwei Hyperflichen der Schar, so nennen wir
7, — 7, den Breitenabstand der beiden Parallelhyperflachen.

Fiir einen Riemannschen Raum (6.4) lautet die Differential-
gleichung (8.7)

(8.8) 4,(S) =1,

. 0S dS . . .
wo A44(S) = glkb—w‘ oy der erste Differentialparameter ist. In

37) Vgl. E. CarraN, [4], X. Abschnitt.
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einem Riemannschen Raum sind also Parallelhyperflichen mit
geoditisch parallelen Hyperflichen identisch, und der Breiten-
abstand mit der Bogenlinge der zu ihnen senkrechten geodéti-
schen Linien, gerechnet von einer festen Hyperfliche der Schar
aus 38).

Wenn ein System von Transversalkoordinaten vorliegt, in dem
die Hyperflichen 2" = konst. Parallelhyperflichen mit dem
Breitenabstand z* sind, so gilt wegen (8.6), (7.2)—(7.5)

(8.9) IP=¢6t, 1, =6}
und

go(n = 0, grm — 1’
8.10
( ) {&xnzo, gnn = 1,

wo iiber n nicht zu summieren ist. Das quadrierte Bogenelement
der lings 2™ = konst. oskulierenden Riemannschen MaBbestim-
mung nimmt also die geodatische Form

(8.11) ds* = g,gda* daf + (dar)?
an.

Fiir die mittlere extremale Kriimmung der Parallelhyperflichen
a™ = konst. ergibt sich aus (7.8) und (8.6)

1 1 dF
n—1 F o’

(8.12) H— _

In (8.9)—(8.12) stehen in den Funktionen F, I’, I;, g;;, g% {iberall
die Argumente 2!, 2%, ...2"%; 0,0,...0, 1.
Ist die Hyperfliche 2 — 0 Extremale, also

JQF

(8.18) (@, .. 2" 050,...0,1) =0,

so ist wegen (7.7), (5.7) und (8.6) fir sie

1 2F
8.14 U = — — ———,
( ) 0 F (Dm")2

wo rechts dieselben Argumente stehen wie in (8.13).

9. Die orthogonalen Trajektorien einer Schar von Parallel-
hyperflichen und die geometrische Bedeutung des Breitenabstandes.
Von den geometrischen Eigenschaften der Parallelhyperflichen

38) Vgl. etwa L. P. E1sENHART, [7], S. 57 f.
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und des Breitenabstandes in Riemannschen Riumen bleibt in
einem allgemeinen Cartanschen Raum nur die folgende erhalten:
Je zwei Parallelhyperflichen derselben Schar schneiden aus allen
orthogonalen Trajektorien der Schar die gleiche Bogenlinge aus und
diese ist ihr Brettenabstand. Wenn wmgekehrt eine Kurvenkongruenz
Normalenkongruenz ist und je zwei der zur Kongruenz senkrechten
Hyperflichen aus allen Kurven der Kongruenz dieselbe Bogenldnge
ausschneiden, so sind diese Hyperflichen Parallelhyperflichen.
Beweis: Es liege eine Normalenkongruenz vor, und es sel

(9.1) S(x*) = konst.

die Schar der zur Kongruenz senkrechten Hyperflichen. s sei
die durch (1.17) erkliarte Bogenlinge auf den Kurven der Kon-
gruenz. Dann gilt wegen (1.15) und der Homogenitit von F

as dS dxt . F . dS
Fiir eine Schar von Parallelhyperflichen (9.1) mit dem Breiten-
abstand S folgt aus (8.6) und (9.2)

(9.3) S =5 — s,

i)’

Umgekehrt folgt aus (9.8) und (9.2) die Differentialgleichung
(8.6) der Parallelhyperflichen.

In einem beliebigen reguliren Cartanschen Raum sind die or-
thogonalen Trajektorien einer Schar von Parallelhyperflichen
nicht notwendig Extremalen des Variationsproblems ds = 0 und
die Hyperflichenelemente der Parallelhyperflichen lings einer
solchen Trajektorie im allgemeinen auch nicht parallel. Dagegen
verhalten sich in dieser Hinsicht die Cartanschen R&dume mit
A?* = 0 ebenso wie die Riemannschen Raume:

In den Cartanschen Rdumen mit A* = 0 ist jede Schar von
Parallelhyperflichen Transversalenschar eines Feldes von Ewtre-
malen des Variationsproblems 6s = 0 und wmgekehrt jede Trans-
versalenschar einer aus Extremalen dieses Variationsproblems
bestehenden N ormalenkongruenz eine Schar von Parallelhyper-
Sfldchen %).

Dieser Satz beruht darauf, daB sich nach Nr. 8 jeder Cartansche

3%) Fiir n = 2 sind die Riemannschen Riume die einzigen Cartanschen Riume
mit A% == 0, da 4% = 0 in diesem Fall das Verschwinden des sogenannten Haupt-
skalars bedeutet. Ein Beispiel fiir einen nicht-Riemannschen Cartanschen Raum
mit A* = 0 ist etwa

1

F = (ppy--+Pa)", n ungerade, > 1.
11
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Raum mit 4? = 0 als Finslerscher Raum mit der Grundfunktion
(8.7)auffassen 1aBt, und ist nur ein besonderer Fall eines bekannten
Satzes der Variationsrechnung iiber geoditisch parallele Hyper-
flichen im Falle des Grundintegrals (8.8). Sein erster Teil folgt
mit Hilfe der SchluBbemerkung von Nr. 8 auch daraus, dafl nach
Nr. 8 in einem Cartanschen Raum mit 4% = 0 die Hyperfliachen-
elemente einer Schar von Parallelhyperflaichen langs einer or-
thogonalen Trajektorie der Schar durch Paralleliibertragung aus
einander hervorgehen und kann iibrigens mit Hilfe der Gleichungen
in Nr. 8 auch rechnerisch leicht bestétigt werden.

Infolge des letzten Satzes ergeben sich in den Cartanschen
Réumen mit A% = 0 aus einer vollstindigen Losung

(9.4) S(@t, ay) = 7 (ay, T Konstanten)

der Differentialgleichung (8.6) der Parallelhyperflichen die
Gleichungen der Extremalen der entsprechenden Finslerschen
MaBbestimmung in der Gestalt

dS

(9.5) S = by %) (b, Konstanten).

10. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Parallelhyperflichen 41).
Es sei I' die Schar der Parallelhyperflichen zu einer beliebigen
Ausgangshyperfliche Iy, deren Breitenabstand S(z*) von I', der
Ungleichung 0 < S < S, geniigt. Die Parallelhyperfliche mit dem
Breitenabstand S; von I'y heie I';. Wir denken uns in stetig
verdanderlicher Weise auf den Hyperflichen I" (n—1)-dimensionale
Bereiche von gleicher ,,Oberfliche’” O abgetragen. Der Ort der
Randpunkte dieser Bereiche ist eine Hyperflache R. Wir berech-
nen den Rauminhalt V des von Iy, I'; und R begrenzten Raum-
stiickes in Bezug auf das Feld der Parallelhyperflichen I'. Dazu
fithren wir ein im {ibrigen beliebiges Koordinatensystem 2! ein,
in dem die Hyperflichen I' die Koordinatenhyperflichen z* =
konst. und 2® = S der Breitenabstand der Parallelhyperflachen

40) In anderer Weise wurde der Begriff der infinitesimalen Paralleltransfor-
mation vom Riemannschen Fall auf den Fall des einfachsten Variationsproblems

in der inhomogenen Form § J. f(z, y*, y’"*)dx = 0 von F. ENGEL, [8] (n = 2) und

H. LiEBMANN, [15] verallgemeinert. H. LIEBMANN, [14] erortert auch den Zusam-
menhang der Engelschen Paralleltransformation mit der Charakteristikentheorie
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

41) Fiir n = 2 (zweidimensionaler Finslerscher Raum) wurde diese Eigen-
schaft von Herrn P. Funk gefunden. Vgl. L. BERwALD, [2], Nr. 5.
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I’ von Iy ist. Nach Voraussetzung ist dann

(10.1) f F(a', 2% ..., 2%0,0,...0,1)dzatda? « - - dzn-1 = O
(n—1)

von 2" unabhéngig, ferner wegen (8.6)

g(at, a2, ..., 2", 2" 0,0,...,0,1) =

(10.2) FXa', a2, ..., 2", 2";0,0,...,0, 1),
also

V — J‘ \/gdmldwz coodan =
(10.8) ™

[ Fawdar---der-tda =05,
0 (n—1)

Diese Eigenschaft ist kennzeichnend: Es liege ein Feld von
Hyperflichen S(z') = konst. vor. Wir tragen in stetig verénder-
licher Weise auf allen Hyperflichen des Feldes (n—1)-dimen-
sionale Bereiche von gleicher ,,Oberfliche” O ab. %R sei der
Ort der Randpunkte dieser Bereiche, I', die Hyperfliche des
Feldes, die dem Werte S(2?) = 0 entspricht, I" eine beliebige
Hyperfliche des Feldes. Dann ist der Rauminhalt des von I, I"
und R begrenzten Raumstiickes in Bezug auf das Feld

(10.4) V = [ Vgdatda? - - - dan.

(n)
Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit in dem fiir 2”
in Betracht kommenden Intervall % # 0 voraussetzen. Als

Parameter auf den Hyperflichen S(z¢) = konst. wihlen wir dann
die 2%, so daB

EN)
W Pt
(10.5) Po = — da* = dS °? Pn = 1
oz
b_S dS
ist. In V/g stehen jetzt die Argumente a2, 22, .. ., 2", % o
. g j g N R R Y
Dan dar
Fiihren wir zur Auswertung des Integrals in (10.4) 21, 2, . . ., 2™,
S als neue unabhingige Veridnderliche ein, so ist
s -
(10.6) v=[ [ Vedande. .. de-1ds
0 (n-1)

mit
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dxn 1 dS
(10.7) A=—b§, Z—=S;.

Soll ¥V den Wert O - S haben, so muf} fiir die oben angegebenen
Argumente

(10.8) VgA=F
sein. Mit Riicksicht auf die Homogenitit von F und (10.7) folgt
hieraus
F

— (2. 22 n
(10.9) v_(m,w,...,w
Die Hyperflachen des Feldes sind also Parallelhyperflichen und
S ihr Breitenabstand.

dS dS S
S 3w’ 37 a) = 1

11. Geometrische Deutungen der mittleren extremalen Kriimmung
und der Invariante von Koschmieder mit Hilfe der infinitesimalen
Paralleltransformation. Wir unterwerfen eine Hyperfliche I'y der
infinitesimalen Paralleltransformation [Nr. 8]. Dann ist w(d)=dt
(67 konstant), so daB3 die Gleichungen (4.5), (4.6)

(11.1) 80 = — (n—1)azf HdO

(n—1)
ergeben, wo H die mittlere extremale Kriimmung von Iy bedeutet.
Ist I'y Extremale, also H = 0, so folgt ferner aus (5.9)

(11.2) 20 =—0éx2| U¥do.
(n—1)

Zur Deutung von H und U¥ werde zu I'j die Schar der Parallel-
hyperflichen konstruiert. Fiir 7 schreiben wir im Folgenden
wieder S (Breitenabstand von I';). O, bedeute die (n—1)-dimen-
sionale ,,Oberfliche” eines einfach zusammenhéngenden Bereiches
B, auf I'y. Die Parallelhyperflichen seien durch die Schar ihrer
Transversalen punktweise auf einander bezogen und auf der
Parallelhyperfliche I" mit dem Breitenabstand S von I, sei
0 = 0(0,, S) die ,,Oberflache” des dem Bereich B, entsprechen-
den Bereiches auf I'. Wie ziehen nun den Bereich %, auf einen
Punkt P, zusammen. Dann folgt aus (11.1) im Punkte P, fiir
eine beliebige Ausgangshyperfliche Iy

) — 1 ( 220 )
(11.3) (Fo) = —— 3530, s =’

o=
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und aus (11.2) fiir eine Extremale I,

— ( 20 )
(11.4) 0= 7 135200,/ s-0

0=0

Da 0 = 0(0,, S) zugleich mit O, gegen Null konvergiert, gilt
eine (11.8) entsprechende Gleichung offenbar fiir jeden in Betracht
kommenden Wert von S:

1 320
(11.5) H(I)= — — (b—rwo)oﬁo.
Daher kann man, wenn [y Extremale, also H(Iy) =0, und I’
die Parallelhyperfliche mit dem Breitenabstand S von I ist,
(11.4) auch in die Gestalt

S$—>0
oder
a10)
. H(I
(11.6) U* = (n—1) lim 282
s—>0 S
setzen.

Die Gleichungen (11.8), (11.4), (11.6) lassen sich aus (8.12),
(8.14) ebenfalls leicht ableiten.

12. Uber Scharen wvon Parallelhyperflichen, die zugleich
Extremalen sind. Wir beantworten schlieBlich die Frage, wann
es in einem Cartanschen Raum eine Schar von Parallelhyper-
flichen gibt, die zugleich Extremalen sind.

Dazu fiihren wir Transversalkoordinaten ein, derart daB3 die
Parallelhyperflichen der Schar die Gleichung 2" = konst. be-
kommen und z" der Breitenabstand ist. Da fiir alle diese Hyper-
flichen auch H = 0 gelten soll, so folgt aus (8.12), daB
F(a', 22, .. .,2%0,0,...,0,1) von 2" unabhdngig ist. Es gibt
also eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen des
Raumes in sich

(12.1) I* = a%, " = a"™ + ¢,

welche die Hyperflachen der Schar vertauscht. Die Bahnkurven
41le)  Fiir Minimalflichen im dreidimensionalen euklidischen Raum findet sich,

wie ich nachtriiglich sehe, die (11.6) entsprechende Gleichung schon bei A.DUSCHEK,

a.a.0. 33¢), Formel (8.87); fiir Minimalhyperflichen im Riemannschen Raum folgt
(11.6) leicht aus Formel (3.83) daselbst.



166 L. Berwald. [26]

dieser Gruppe sind die orthogonalen Trajektorien 2* = konst., . . .,
a1 = konst. der Parallelhyperflichenschar. Da 2" die Bogen-
linge dieser orthogonalen Trajektorien bedeutet [Nr. 9], so
verschiebt jede Transformation (12.1) alle Punkte des Raumes
auf diesen orthogonalen Trajektorien um den gleichen Bogen.
Fir die Riemannsche Maflbestimmung, die lings der Schar von
Parallelhyperflichen a® = konst. oskuliert, sind die Trans-
formationen (12.1) Bewegungen, d.h. sie lassen ihr Bogenelement
ungedndert; u.z. insbesondere Schiebungen oder Translationen 42),
weil in dieser Riemannschen MafBbestimmung die orthogonalen
Trajektorien a! = konst., ..., "1 = konst. der Parallelhyper-
flachenschar geoditische Linien sind und 2™ ihre Bogenlange
[Nr. 8]. Endlich folgt aus (8.14), daB fiir die Hyperflichen der
Schar U§ = 0 ist.

Das Vorstehende gilt insbesondere, wenn F(z, p) fiir jedes
zugelassene Wertesystem der p; von 2" unabhingig ist. Dann
lassen die Transformationen (12.1) das Grundintegral (1.8) des
Cartanschen Raumes unge#éndert. Gibt es umgekehrt eine ein-
gliedrige stetige Gruppe von Punkttransformationen, die das
Grundintegral (1.8) des Cartanschen Raumes ungeédndert lassen,
deren Bahnkurven eine Normalenkongruenz bilden, und deren
Transformationen alle Bahnkurven um denselben Bogen in sich
verschieben, so sind die Hyperflichen der Schar, zu denen die
Bahnkurven senkrecht sind, gleichzeitig Parallelhyperflichen und
Extremalen des Cartanschen Raumes. Man sieht das unmittelbar,
wenn man die Gleichungen der Gruppe in der Gestalt (12.1)
annimmt, die Bahnkurven zu Kurven a! = konst., ..., "1 =
konst. eines Transversalkoordinatensystems wahlt und (1.17),
(7.4), (7.8) beachtet.

In einem reguldren Cartanschen Raum besteht eine Schar von
Parallelhyperflichen, die gleichzeitig Extremalen sind, stets aus
lauter Hyperebenen.

Zum Beweise ist zu zeigen, dal die rechte Seite von (2.6)
verschwindet, wenn man in den Fi*j , die Argumente 21, ..., 2%;
0,0,...,0,1 wahlt und da™ = 0 setzt. Wegen (8.10) und der
Unabhingigkeit aller g;;, von 2 sind sdmtliche I';;; mit mindestens
einem Zeiger n Null, und daher verschwinden mit Riicksicht auf
(8.9) auch alle I', =TI, =TI,,;. Somit folgt aus (2.5)
Iy, =TIy, und I'}, =T,y = 0. Da wegen (8.9) auch dl; =0
ist, ergibt (2.6) in der Tat DI; = 0.

12) Vgl etwa L. P. EiseNART [7], S. 239.
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Da beim Beweise die Bedingung daz™ = 0 gar nicht benutzt
wurde, sind die Hyperflichenelemente der Hyperebenenen
™ = konst. alle zu einander parallel.

Anhang.

A. Ableitung und Zusammenstellung der wichtigsten Formeln.
Fiir die folgenden Rechnungen ist es zweckmifBig, durch

(A.1) 2§ = g, 8% wy

sogenannte VerbindungsgroBen z¢ einzufithren. Dann gilt

(A.2) afai =02, all=o,

ferner
(A8)  gouall = gudh, gWal — gk, g% — gi*alal.
Ein beliebiger Tensor, der in einem willkiirlichen Element

(z, p) der betrachteten Hyperfliche definiert ist, 148t sich nach
den wz,, 29, l', I, zerlegen; z.B.

(A.4) Tk = TQ" a8 xk + Ty a1k 4 T L ak + Tyl 1%,

mit

(A.5) TQ"sz” acgwg, Too=T, ajl, T=T/a] I, To=T, "1,
Ein Tensor, in dessen Zerlegung kein I; und kein I* vorkommt,
heifit ein Hyperflichentensor. Offenbar ist g;; —I; [, ein solcher,
und daher

(A.6) oo 8 ¥ = Gir — Ui by
Wegen (A.3) folgt hieraus durch Uberschiebung mit gi*

(A7) ayaf = o — 1"

und daraus auf entsprechende Weise mittels (1.7), (1.15)
. . F NF

A.8 O ghgd =gl — " = .

( ) g Qmo' g P 3171. bp;

. . . . dop; ¥
Wir berechnen jetzt die Ableitungen ——p—, p;k
Bw‘é, b.z':,bw,,

Erklarung der p; [Nr. 1] folgt unmittelbar

. Aus der

api bp:
bw{, e o, e Pi 9% P;%
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und hieraus durch Uberschiebung mit 27 wegen (A.2), (1.14)

9
Al0) | P _
dxg; duxg,

F
= Pi“’? — Pj af = vg—‘(lim?—lj wf)

Aus (A.9) folgt durch Ableitung nach z%

p, Yy s 2
(A.11) P g Wiy Wiy Wiy
ok @ ™, W
e

und hieraus durch Auflésung nach

wegen (A.10)

k

(] (3
Pi
(A.12) e V3 {l,(wgmk—w 28) 41, (a2 —afxl) +1, (w8 —afaf)}
o g
Somit ist
. p;
(A.13) - (2§ af, — af af).

Ba:i, dal \/ g
dF  MF du?

e, dahat vt
Aus (1.15) und (A.10), bzw. (1.15) und (A.13) folgt wegen der
Homogenitiat von F

OF UF 9,
(A.14) =P g
%, dp, dz,
JF ¥p,

(A.15) Fowew: = F (22 af, — af 2) .
m o g

Ferner folgt aus (A.8), (A.10), (1.14)

RF  dp, dp;

(A.16) = % g pipr = Fg¥L; L,

9, Op; bw:, ek

Aus (A.15), (A.16) ergibt sich

AF

i ke
iy A

(A.17) =2 g, p,+ F (@faf—afaf) = F{g® Ll +afaf—afal}| -

uf . . .
Zur Berechnung von b—w;— leiten wir (A.14) partiell nach z% ab,
wﬂ

ersetzen links

2F OF
- aus (A.17), rechts 7 aus (A.14) und

2y 02y 2
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erhalten so

A 18 bme D.’llo
(A.18) -i,,z—l:ggolilk—wgwlgc
drg  d,

B. Ableitung der Gleichungen (1.5), (1.6), (1.12). Aus

1
32(— FZ)) 2
o 3 _ VF dF JdF
(B.1) gn—t=det ( Wi | det (F Op; O + p: P

folgt durch Rénderung und elementare Umformungen

5 OF +DF WF | dF
n-1_ det \ 2P O0pr  Op: i | ]
g = 0 | 1

(B.2) »F |dF NF | dF
0. 0p: | ps - op:dp| dps
—_ = — - e .
det WF |1 Fnt det F |—F
P opr |

Nun ist wegen der Homogenitat von F

dF 0 F
B.3 —pp = F, b) ——p.=0.
(B.3) (a) 0. P® (b) 3: 97 Px
Multipliziert man also die k-te Spalte der Determinante rechts
in (B.2) mit p, und addiert die fiir k=1,2,. .., n erhaltenen
Produkte zur letzten Spalte, so kommt

0F |[JF
Op; Op | Ops
n—=1 — __ n—1 i
(B.4) g Fr-1det 57 T o
s
Wegen (B.8b) existiert eine Funktion F,, so daB3 (1.4) oder
. F
(B.5) Fippw=fu  (fu=adi. 5 o)
gilt. F; kann durch
BF | dF
__ 1 Op; Opy | Op;
(B.ﬁ) FI/—‘ —Fdet IF T
ps

dargestellt werden, wie man leicht bestitigt. Aus (B.4), (B.6)
folgen (1.6) und (1.5).
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. *F . .
Ersetzt man in det (bp 7 ) die Elemente durch ihre aus (A.8)
i k

folgenden Werte, so ersieht man, daB f;; auch durch

% g
(B.7) oo = (1) det (- gP af of)
gegeben ist, wo I, K die Werte 1 bis » mit Ausnahme von ¢ und
k durchlaufen #3). (B.7) 1aBt sich in
_ & ] &gt 1
(B.8) fix= T det (g*) p; i = Fri ot (gp) PiPx
umformen. Also ist auch

gn—l 1
Fnl det (gyp)

Vergleich von (B.9) mit (1.6) ergibt (1.12).

(B.9) F,=

C. Ableitung von (4.4). Es ist
OF BF . WF

ot dl o g g

(C.1)

— ke
= -

Nun folgt aus (A. 9)

BF . BF W, OF

(C.2 Ty = — x, =
) Wit L o, dwh - wtdp,

(Pm OF — P 0%)

oder wegen der Homogenitit von F

(C.3) OF g YF
wiot X dwt wkdp,

Setzt man diesen Wert in (C.1) ein und beachtet (A.17), so er-
gibt sich

0F g
(C.4) W; = (W - % & p, wgfﬂ) P 1)

D. Ableitung von (5.2) und (5.8). Aus (4.4) folgt

b4 ) 2F ) g
D.1 = — —_ = Qﬁ k .
( ) bw; bw; (baz" Dpk) baz; ( F g pk) wgﬂ

Fiir das erste Glied ergibt sich mit Riicksicht auf (A.8) und
(A.10)

43) Vgl. L. KosCHMIEDER, [13], S. 472,
44) Tm Wesentlichen schon bei J. Rabon, [16].
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O ¥F D ®F  dp, g of k. m « °
2! dFdp, oz (bpk P A ) T [? g ag g (Pm 25—y ”'”'m):l
oder
d 2F d /8
D) 2 ()=~ (6 o -
( ) dl, \OT* dp, dxk \ F g g

i e+ (k)

Setzt man diesen Wert in (D.1) ein, so kommt

(D. 3) ) = 333 (% gaﬁpi) ‘i‘[a%z (% gaﬂpi) —DZ; (’Igj geﬁpk)] a?',_ﬁlg.

Nun ist wegen (A.8)

2 (8 d (g
D4) (L Bp)="(Zgsa2abp)=
( ) bw';(Fgapl) D;I:Z(Fg Ty T p’)

pi{i (£ e)azaf+ £ (g

bxz F

- k s+gr8 Z )}+ g“ﬂbp”

Wegen (1.7), (A.14), (A.10) und der Homogemtat von F ist
1o )

F ’5 dp, Op,
: »(37)
—— SR+ e, (P — Pt

1 as(E‘m)

F 3p3p,3pn

m5) = (Leg)=—— ;F gg" +

1
=— g g — %, P

Ferner hat man wegen (A.18) und (A.3)

ox,
g s al = — gt afatal = —g¥af,
(D.6) ¢
d
gr—tal = — gt altaflal = — g af]
oz,

Durch Einsetzen aus (D.5) und (D.6) in (D.4) ergibt sich mit
Riicksicht auf (A.3)

33(_1_1:2
(D.7) ig(%g“ﬂpi)=—;b;yi;;)”wf 8PP —

d i
£ @Paf+ Peptt g pal) + 50
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Vertauscht man hier die Zeiger ¢ und & sowie p und «, subtrahiert,
und beachtet (A.10), so ergibt sich

D (L) 2 (& 0By ) — — B gou P
(D.8) aﬁg(F £p,) b%( ePp) =——¢ 1

Endlich erhilt man durch Einsetzen von (D.8) in (D.8) nach
Vertauschung der Zeiger ¢ und g

W d (& B & p P
(D'9) h_w;__w(—]—‘:gu pz)_ got b‘vﬂ’

oder die erste Gleichung (5.2). Die zweite versteht sich von selbst.
Setzt man die Werte (5.2) in den Ausdruck fiir 6 W ein, so kommt

W & g Opi Do [_3_ & up. |\ B’(Sm‘]
(D.10) oW=g 0’ —— &V 5550 — bvﬂ(F g¥p ) w T F gm Lfw g

. )4 d g Bp,- i ﬂhpi i ) -_g_ ﬂ Eﬁﬁi

= [5?4"&; (?g“ﬂbuﬂ)]é ( g 30 ) av«(p g pibvﬂ)

IR AT Y i O (& pdpda)

_[ﬁ—"%(?gaﬁ )]6 ‘ava(Fgu WP )

E. Umformung von (5.6). Wir fithren an Stelle von p;dat in
(5.6) mittels (1.16) w(8) ein. Es ist:

(E.1) p, 6 = —% w = (@)—lw,

(®3)  Egpt0O_ %EFg“ﬂz———z)ﬂ - wpg«ﬁaivﬂ(g)

und daher

0 L9 2 (re8) o )

Setzt man das in (5.6) ein, so ergibt sich
- w0 1 2 d (g F
we) ov=—ve{ (rer ) [ (re () e E o)
d.h. (5.7).

F. Der Hyperflichenvektor ;T“; und das invariante Differential
Al;. Wegen (A.10) entspricht der Variation dz® die Variation
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bp, k __ ddx*x

(F.1) op; = 6 zh = \/_ (2= af) — o

von p;. Ferner ist 45)

e

F

)

_D;,( F
also wegen (F.1), (A.2) und 47 =0

(F.2)

g 5 .
- -E;T (l]_A’)a

Ve i s 26+ )
(F.3) dlog (V) = — AN, Toa" — (e +1,A0) -, (A2=A4720)

und wegen (1.14) und (F.1)
Mw

az,:a(ﬁp,) = I,V —1, A7) L, T} 62 —1
(F.4)
6l,—1’;';h6w"=—(l,A"+6§——lrl")lkl‘;“,{°¢5w”—lk(wg’—i—l,AQ)ﬁ.
(%

Wegen A’l; = 0 gilt nun 47 = A%z} Beachtet man auBerdem
(A.7), so folgt

(F.5) LA+ 68 — LV = o (a8+1, A°).
Somit wird

(F.6) o, — I, 00" = — L(a2+1, 49) (o

+ af, T} 6a")
und, wegen [, A" = 0, wenn der Summationsbuchstabe ¢ durch
o ersetzt wird,

(F.7) Al,=(8—1,47)(0l,— I'%, 6a*) = —afl, (33—5:— + af, T} oa").

Anderseits benutzen wir das folgende System von Fundamen-
talgleichungen der Hyperflichentheorie in reguldren Cartanschen
Réumen %6):

dl, *E o
(F.8) 5;)—9—-—l IfEad b — auph — Al ay, b

Aus (F.8) folgt mit Riicksicht auf (1.16)

dw(d) . bl,,
Wwe e

(b&m

b4 I o — tat, T8a") —a,ga (924 A'a(6))

45) L. BERWALD, [1], Nr. 8 und (1.15), (1.19) der vorliegenden Abhandlung.
4¢) L. BeErwaLD, [1], (25.11).
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oder wegen (A.2), (F.7)

dw

(F.9) — 5 = why Al + a,, af (0a'+A%w(8)).

ue v

Ersetzt man hier 2# durch seinen Wert (A.1), so ergibt sich (6.2).

G. Berechnung von UY fiir eine Minimalhyperfliche im Rie-
mannschen Raum. Es habe Iy, die Bedeutung (2.8); I't, = g* I’ ,
sowie entsprechend yf, seien beziiglich die Christoffelsymbole
zweiter Art fiir die MaBtensoren g, g.,s des Riemannschen
Raumes und der Hyperfliche (1.1). Dann lauten die Ableitungs-
gleichungen der Hyperflache:

(G.1) ga + Fhkac xy = '}’gaw + aga
hIA . .
(G.2) st i "k = — afat.

Wegen der Invarianzeigenschaft von Uy koénnen wir bei der
Berechnung von Uy besondere Koordinaten benutzen. Sie seien
Transversalkoordinaten und so gewéhlt, dal die Schar der zur
betrachteten Hyperfliche geodéatisch parallelen Hyperflachen die
Gleichung 2" = konst. hat und z* der Breitenabstand der Schar
ist. Dann gelten die Gleichungen (8.9) ff., und es wird

(G8) Ijy=0, I},=0, I';,=0, (iiber n nicht summieren!).
Ferner folgt aus (G.1), (G.2)
(G.4) ch = Qg0 Ig; = —af, Fgo' = 730-

Wegen (8.9), (8.10) vereinfacht sich die Gleichung (6.4) (fir
Py = 0, p, = 1) jetzt zu

(G.5) F(a', a2 ..., 2% 0,0,...,0,1) = Vg,
und daher ist mit Riicksicht auf (G.3), (7.9)

[bF:D\/g_:VQF —~\/g

dxn dxn

G6) | - y ) "
l(bw")z g(F F"+ )

wo iiber n nicht zu summieren ist. Somit folgt aus (8.12), (G.4)—
(G.6) fur eine beliebige Hyperflache 2" = konst.

1
(G.7) H=——d.
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Ist nun insbesondere die betrachtete Hyperfliche ” = konst.
Minimalhyperfliche, also

(G.8) ag = —TIg, =0,
so folgt aus (8.14) und (G.6)

«_
(G.9) Uy = o

Anderseits ist in den benutzten Koordinaten im Hinblick auf (6.5)

) o
o _ M %
nne - dxe  dpn

(G.10) R, I'I*=R7, I'lI"=R

+I‘Zlnrreng—'—r:fgpgnm
wo iber n nicht zu summieren ist. Mit Riicksicht auf (G.3),
(G.4), (G.9) vereinfacht sich (G. 10) zu

(G.11) R, U =U¥ — dg ag.
Wegen (G.8) und

(G.12)

1
R EyT— (af ag—ag af)

sagt (G.11) dasselbe aus wie (6.8).
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