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Einige Integrale aus der Theorie der hyper-
geometrischen und verwandter Funktionen

von

Philipp Bock

Briinn

Vor einiger Zeit hat Herr Artur Erdélyi in einer Abhandlung
,,Infinite integrals involving Whittaker’s funections” 1) einige
Integrale berechnet, in deren Integranden Produkte von Whit-
takerschen Funktionen bzw. Produkte solcher Funktionen mit
den Funktionen des parabolischen Zylinders, mit Besselschen
Funktionen und Laguerreschen Polynomen auftreten. Einige
weitere, in der Analysis oder in den Anwendungen hiufig vor-
kommende Funktionen sind ebenfalls Sonderfille der Whittaker-
schen Funktionen. Man kann daher durch Spezialisierung der
Parameter in den Formeln von A. Erdélyi gewisse Integrale
mit solchen Funktionen berechnen.

In folgenden Zeilen werden insbesondere Integrale angegeben,
welche in ihren Integranden aufBler den Whittakerschen Funk-
tionen, Besselschen Funktionen, Funktionen des parabolischen
Zylinders und Laguerreschen Polynomen auch die Fehlerfunktion,
die unvollstindige Gammafunktion, die Batemannsche Funktion
k, und die Charlierschen Polynome enthalten.

Wir wollen uns zunéchst mit Integralen beschéftigen, in deren
Integranden die Fehlerfunktion als Faktor auftritt. Bekanntlich
laBt sich die Fehlerfunktion Erfe () in der Form

(1) Erfe () = ;— xt e  W_y 4 (2?)

schreiben. Setzt man in Formel I (8,1) der eingangs zitierten
Arbeit fir | = — %, n == %, g = 1 und fir die Whittakersche
Funktion den Ausdruck (1), so erhdlt man

1) Journal Indian Math. Soc. (New series) 3 (1939), Nr. 5. Diese Arbeit wird
im Folgenden mit I angefiihrt.
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[t om0 M, (pa?) Enfe (a)de =
0
(2) I‘(2m+1)1"(2m+—2—)1“(k——'m)

1 3 3 ] —
— = pm+i 2F1(—2_+k+m’ 2 +2m;?+k+m’ 1 P)
Ve -P(—2-+k+m)

Wenn man auf der rechten Seite die Verdopplungsformel der
Gammafunktion %)

(3) I(z) - [(5+2)= I'(22)V7 - 274

anwendet und weiters beriicksichtigt, daf

I 1 —o— -
(4) o Fy(x, Bs v z):ml%fi:) el (1=t T (1—at) ﬁdt‘*)
0

ist, so 148t sich (2) auch so schreiben:

o) ["amm . etwner . My (pa?) - Bxfe (2)de =
2 0
I'(4m+-2)I(k—m) 1 —2—om
= it [ et [1—(1—p)t] - dt,
0

giiltig fiir |argp | < —g—, R(k) > R(m) > — —;~, R(k+m) > ——;—-

Aus dieser Formel erhilt man leicht einige Sonderfille. Wir
wihlen zunéchst

Ek=0und p=1

und erhalten wegen

M — \/T I'em+1) l
(5) @) = Vo Loty 0] w(z2%) 9
die Gleichung
3
6) | " grma1 . gdat 1,(52?) - Exfe (2)dz = —~——-———P(2m+"2_)ri_m)
b - (mt)
giltig fir

b

2) E. T. WaITTAKER & G. N. WaTsoN, Modern Analysis [Cambridge 1937],
§ 12, 14.

3) A. ErpErLvi, Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Integraldarstel-
lungen hypergeometrischer Funktionen [Quarterly Journ. Math. (Oxford) 8
(1937), 200—213].

4) siehe I (4,1) und (6,1).
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0 > R(m) > — <.
Einen weiteren Sonderfall bekommen wir, wenn

k= % +m4r
ist und die Beziehung

rI@m+1)
(7) M<§+m+r,m(fl') = m amtl . e—tw . L?m)(w) 5)

verwendet wird. Gleichung (2) geht dann iiber in

[ Tyt L ==t L LM (py2) . Exfe (y)dy —
3 1
(2') r'iegm+—)I'\r+—=) 1 3
( *2) ( 2)ftzm“[l—(l—p)t]‘rzmdt,
4\/n1!(2m+7‘+1)

gilltig fir R(m) > — 4, |p—1] <|1].
SchlieBlich erhalt man noch aus dieser Gleichung, wenn

p=17r=0 und « = 2m

4(a+1)

gesetzt wird,

(2") [yt Erfe (y)dy =

0

Wir wenden uns der Gleichung I (8,2) zu und erhalten, wenn
wir die Beziehung (2) beniitzen, das Integral

J' a2m-1. g=ke-22. M, (pa?) - Erfe (z)de =

0

I’(4(m+1)1"(k—m+%)\/; R 1 '
Tatkim) 2w P™" zFl(E Fhtm, 5 +2m; 1+k+m;1— 7’)

gilltig fir |p — 1] <1, R(m) > — +, Rim—Fk) < 4.
Aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn man
k=0und p=1
setzt und auf der rechten Seite der Gleichung den Ergidnzungs-
satz der Gammafunktion heranzieht 2), folgende Formel:

P(2m+%) . \/7;

4 .I'(1+m) + cos mz’

(7") J-w x2m . ede® LT (—;— wz) - Erfe (z)dx =
0

gilltig firr — & < R(m) < 3.

5) C. V. L. CuarLIER [Arkiv for Mat. Astrom. o. Fysik 2 (1905/06), Nr. 20].
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Dieselbe Ersetzung der Whittakerschen Funktion durch die
Fehlerfunktion fiihrt in Formel I (4,8), wenn man noch ¢ = k2
setzt, zu folgender Gleichung:

J‘w a2m+l . g-Q-kNat ([ (22) . Brfe (kz)dx =

0
1"(2m-|——32—) « I'(—m)

ﬂ(m—i-%)
giiltig R(k*) > 1 und — 3 < R(m) <.

Ebenso erhilt man aus Gleichung I (5,2):

) ["y-emto-20v (D, (y) — Dy(—9)] - Bt (J 3q - 9)dy =

(8)

1 3 3 2
gm-2.f-4m=2 , F (m -, 2mt5sm+5, 1— ),

2%'“ . q_%
G)va'

giiltig fiir R(g) > 4 und R(u) > 0.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit den Darstellungen, welche
sich aus I (6,2) und 1(6,3) ergeben.

1(6,2) geht iiber in

Fy(gu+l255p + 2 1—)

[Tyt o L py2) L Exfe (y)dy =

0
10
B () or(d) :
ey aFa(e b ok a2 1-p),
giltig fir
11—p|<1, R)>— 5.

Setzt man p =1 und bedenkt, daf
2 F1(x, B 7, 0) =13)
ist, so ergibt sich der Sonderfall

I’(oc-{-%)]’('r-*-—;—-)

4rl(oe+7r41) ?

(10) "yt 1@(y) - Exte (y)dy =

0
giiltig fiir R(x) > — -
Aus 1(6,8) erhalt man, fir
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1 1
l= - = und r =0
(11) ["ypet - o0 - Ente (y)ay = YLD

5 4 cos w(a+1)°

giltig fir — % > R(x) > — 1.

In diesem Abschnitt wollen wir Integrale mit dem sog.
Exponentialintegral betrachten.
Es ist

(12) Ei(z) = e ¥ .0t . W_yo(2)

Dieser Wert fithren wir zunéchst in I (8,2) ein und erhalten

J' am=t . etz . M, (pa) - Ei(qe)de =
0

(18)

rem+1)’. I’(k—m—{——;—)

3 pm+t - g2 m B plebm, 14 2m; - +kms 1—£),
I’(k+m+?)

giiltig fiir
larg p|< ., |arg g| < o |p — g <|q|, Rm)> — 5, Rlm—k—5) <o0.
1. Sonderfall
rem+1)* - I(k—m-+ -

(18) [ amb. e M, (@) - Ei(e)de = y

R(m) > — 5, R(m—k—5) <o,

_2—3
2. Sonderfall.
Wir setzen in dem vorstehenden Integral (18")
n =4k und m = —;—

und kénnen dadurch die M-Funktion durch die Batemannsche
Funktion ausdriicken. Es ist

M) = (—1)"7" -k, (2) 4).
Wir erhalten daher,

© 1)y,
(18")  [“ebe - kyp(a) - Ei(a)da = =)

)’ n ganz positiv.
0
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Ein weiterer Sonderfall ergibt sich sofort, wenn man

I'(2m+1)
Mon() = Vaw 1~(—+;)I( )4

schreibt, namlich:

s

1
1s") fw“’"' ok - L, a) - Ei(e)do = Fm:/;l)(mi( f) |
0 . z

1 1
?>§R(m)>—?.

Die Ersetzung des Exponentialintegrals in 1(4,3) ergibt
[ am.e~a-02. I (z). Ei(qr)de =

1
I'2m+1) - I'\ ——m 1 —2m-1
— _ (2 )2mj tm—} [1—-(1——:—)t] . dt,
0

V- g

(14)

giiltig fir
R(g) > 1, — > R(m) > — .
Ebenso liefert 1(5,2) die Beziehung
f "ot Ly [ Dy, (y) — Dy (—y)] - Ei(%qzﬁ)dy =
V- P(v+ ; )
T w+)Ve

(15)
3 1
2¥+1 . sin v - 2F1(v—|—1 —; 42, 1——q)

giltig fir R(g) >5; R() > — .
Zum Schluf3 dieses Abschnittes noch die Formel 1(6,2):

f 2% . e~ @V . [@(pa) . Ei(x)dz =
(16) °
- Tt . S1—
m F (d+7’+1, d+]., M+T+2, 1 p),
giiltig fiir
und die Formel 1(6,8). Hier setzen wir auBer

1
l=——?,n=0auch r=20

und erhalten
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7+« I'(e+1)

— sin 7o

ar) ["a e Ei(a)da —
0
fiir
0> R(x) > — 1.

In den folgenden Zeilen wollen wir Integrale betrachten, in
deren Integranden die unvollstindige Gammafunktion auftritt,
die sich ebenfalls durch die Whittakersche Funktion darstellen
laBt. Es ist

n—1

—- 5

(18) Qn,z)y=a ? ¢ 2 -W,_,

‘Wir setzen daher iiberall fiir

n—1

l =

und n = —.
2
Wir wihlen als 1. Formel dieses Abschnittes I (3,2) und finden

(9)  [Tamncteiot0s 0, (p2) - Qn, gu)de =

0

I'Cm+1) - I'Cm—n+1) - F(k—m+ %)

=g epn 1"(-%+k—l—7n—n)
. 2F1<%+k+m, 1+2m—n; %—}—k—{—m—n; 1—%),
giiltig fir
n

1 1 1

Weiters betrachten wir 1(4,3) und erhalten

8) Setzt man in (19)
. 9= I,n=1
und bedenkt ferner, daB

0(1, x) = e und ,Fy(a, B; ;3) = (1—=)7F
ist, so erhilt man

I'(2m+1) - I'(2m) -P(k—m+ %)

0
f am=3 < e 192 o M, o(pr)de = T

p—2m+n+lz

Ip| <2 R(m)>o0, }R(m—k———%} <0
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fw zm - e~(l-0 'Im(w) ‘ Q(n9 qw)dw =
0

rem+n+1). F(—;——M—n)
(20)

. g—2m-1
\/;.p(l_n).(m_*_%) 2m . g—m

1 3 2
oFy(met 2mon L mot g 1-2)
giiltig fiir
1
R(g) > 1, Rom) > — 5 R(m+5)> — 5 Rmetn) < 5

Ebenso 148t sich 1(5,3) folgendermaflen darstellen:

J‘me—l‘(l—-zq)v2 . [D”(y) + DM(_y)] . Q(n, %qyz)dy =

0
1
- COS (?,un

1 1
(21) P 5) Tl
1 1 1 1 3 1
'2F1(?/l+;, Nt ght 1—’—),

rof

_ l”+§. -
TEETEY e e
q

giiltig fiir

R(q) > — m(%u—%—kl) > &R(-;-‘-) >-1

In 1(6,2) beniitzen wir fiir die hypergeometrische Funktion ihre
Integraldarstellung (4) und schreiben

J‘m % - el-P)z | LL“) (pm) . Q(nm)dm =

0
(22) I'la+n+1) « I'(r—n-+1)

r! I'(1—n)

f e [1—(1~p)t]‘°“"‘ldt,
0
gultig fir

R(p) >0, R(a) > — 1, R(e+n) > — 1.

Zum Schlusse dieses Abschnittes rechnen wir Formel I(6,3) unter
der Voraussetzung

r =0.
Es ist dann
® . . . 7 I'(a+1)
(23) 0.[ o - €8 - Q(na)iz = — I'(1—n) « sin n(a+n) °
giltig fir

— 1< R(e+n) <O0.
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In den folgenden Zeilen werden wir uns mit den sog. Char-
lierschen Polynomen %) beschiftigen, welche in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung bei der Poissonschen Verteilung auftreten und
ebenfalls durch die Whittakersche Funktion dargestellt werden
kénnen. Man zeigt leicht, daB

l 1, _rts+1

(24) Ps("s z) = (r—s)! et -w o Mr+s+1 r_—e_;(w)

2 2

ist.
Wir fiithren diese Ersetzung in 1(8,1) durch und erhalten

J.w arin=t.g~A-jo=. ps(ra lm) ° Wl,n(qw) cdx =
0
PP—s+2n+1) - T(s—t—n+)
(25) = I 3 ps - qs-r-n._‘}2
r(g—t-n) - 2(g+r—tin)

. Fl(r +1, r—s+2n+41; —2——|—r—l+n; 1—%),

giiltig fir

jargd| < 5 |argq] < S [A—g| <|gl, r—s>—1,

R(r—s-+2n) > — 1, R(—s+n+l) < —.

Sonderfall:
l=— —1—, n=20
2
und weiters
(25) Ei(qe) = e~z . g~ . g~ . W_4 , (q).

Die Formel 1(8,1) geht dann iiber in

fmw’ cem W2 Ly (r, Az) - Ei(qe)de =
(26) °

i (r—s)!stgsrt

A
— H 2;1——,
TSI 2Fl(r—l—l, r—s+1;r4 p )

giiltig fir
|argl|<%, |argg|<—z—n, |A—q|<|g,r—s>—1

Dieselbe Betrachtung fiihrt in 1(4,4) zu der Integraldarstellung
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J.ao Z"tn . el—A k() - py(r, Az)dz =
0
V71! [(r—s+2n+1) - F(s—~n+%)

(27) A8 . Q—r+8=n-1
P(%+r+n) F(——n; )
. 2F1(r+1, r—s+2n-4-1; r-}-% “+-n; 1_%),
giltig fir
‘1—%1 <1, R(r—s+2n)>—1, %(n—s)<—;— und r—s>—1.

Aus der letzten Formel erhidlt man den nicht uninteressanten
Sonderfall, wenn man

n=—-+N (N=0,1,2..)
schreibt und berticksichtigt, daf3
I'(—N) = o

ist. Man findet dann leicht die Formel:

(271) J. wr+N+’} . e(l“l)x . kN+'L(w) . ps(”', kc)dw = 0,
0

giiltig fir

1
1——24
2

<1, R(r—s+2N)>—2, R(N—s)<O0, r-——s<%.

Die beiden folgenden Formeln stellen Integrale dar, in denen
Produkte der parabolischen Zylinderfunktion und der Charlier-
schen Polynome auftreten. Und zwar wird aus I(5,4)

f 1. pt-2har | D_,(x)- PS(T’ %1w2)dw -

0

") ()
‘ 2F1(T+1, T—s+%; r+%v +%; 1—1),
giiltig fir

[1—4] <1, 9‘%(3+%1')>0,r—s>——1.
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In dhnlicher Weise bestimmen wir 1(5,5) in der Form

J’ y2r - e—ta-20y? | ps(r, %)4/2) -D_,(y)dy =
0

(29) r!I’(rl—s+%) . F(s+—%—-v+%) or—4-}% . }-s
I’(-?v+—2—) -I‘(r+-§—v+1)
. 2F1(r+1, r——s—i——;—; r+1-|——;—v; 1~l),
giltig fiir

|1 -] <1, §R(2s+v—|—1)>0,r—s>_%.

Als vorletztes Beispiel wihlen wir die Formel 1(8,2), in der
die W-funktion durch die unvollstindige Gammafunktion und die
M-funktion durch das Charliersche Polynom ersetzt wurden.
Dabei ergibt sich

["arn . -t . p (1, 1) - Q(m, qu)da =
0

(30) . ' (r—s—n+1).s!
T I't—n+2)

A—s . q—r+s+n—1

. 2F1(r+1, r—s—n+1; p_p42; 1—1),
giiltig fir !
|2 —¢q| <¢, R@r—s—n)> —1 und (r—s) > —1,
und als letztes Beispiel berechnen wir 1(6,4), in dessen Inte-

granden ein Produkt aus Charlierschen und Laguerreschen Poly-
nomen erscheint. Wir erhalten

[abrr e @) -y, dadde =
0
(81) _ & s+ p41) - T—fts—0) , ,
- o!(r—o)\[(—p—0)

o Fi(r+1, r—s+p+1;r4+1—0; 1—A4),

giiltig fir
|1 — 2| <1, RB+r—s) > —1, R(f—s+o0) <O.
Setzt man in vorstehender Integraldarstellung

c=0und 1=1,
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so erhilt man den Sonderfall

I(r—s+Bp+1)I'(s—P)
I'—p)

(31") Jm zBtr. e . p (r, 2)de =
0
fiir ‘
R(B+r—s) > — 1 und R(f—s) < O.

Zum Schlusse méchte ich Herrn Dr. A. Erdélyi fir die An-
regung zu dieser Arbeit und fiir seine wertvollen Ratschlige
meinen herzlichsten Dank aussprechen.

(Eingegangen den 81. Mirz 1939.)



