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Uber irregulire Darstellungen von halbeinfachen
Lieschen Gruppen

N. Tschebotarow

Kasan

In seiner These ') hat E. Cartan die Frage nach der minimalen
Dimensionszahl des Raumes geldst, in welchem einfache Liesche
Gruppen die sogenannten reguliren Darstellungen zulassen.
Indem er die Uberlegungen seines Vorgingers W. Killing 2)
korrigierte, hat er fiir jeden Typ von einfachen Lieschen Gruppen
folgende minimale Dimensionszahlen erhalten:

A n ) — 16
Bn ___________________________ 2n—1 E7 """"""""""""" 27
c om—1 Egoi 57

L " R 15
R — 2n—2 (C—— 5

Unter einer reguldren Darstellung verstehe ich folgendes. Es
sei eine halbeinfache Liesche Gruppe G von der Ordnung r
gegeben. Besitzt G eine Untergruppe G; von der Ordnungr,, so
kann G im s-dimensionalen Raume dargestellt werden, wobei

S=7r—1

als Index der Gruppe G, in bezug auf G bezeichnet werden kann.
Nun sei

(1) X(f) = X,(f) + Xo(f) + - - . + X (f)

ein allgemeiner infinitesimaler Operator der Gruppe G, wobei
el, e, ..., e als Verdnderliche vorausgesetzt werden. Ist

(2) (X4 X;) = ¢ X(f) (hj=1,2...,7)

1) E. CArTAN, Sur la structure des groupes finis et continus [Thése, Nony,
Paris, 1894, insbes. 151—152; 2. Aufl., Vuibert, 1933].

2) W.KiLLING, Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-
gruppen [I: Math. Ann. 31 (1888), 252—290; II: 33 (1889), 1—48; III: 34 (1889),
57—122; IV: 36 (1890), 161—189].
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(wir lassen die Summationszeichen wie in der Tensoralgebra
weg), so gilt

(3) (X, X)) =nie) - X,(f) =12,
wobel
(4) ni(e) = ¢ ¢

bedeutet. Das charakteristische Polynom
ni(e) —o, 7ie), RN HO)

_ n3(e)s ni(e) —w, ... 73(€)
(3) plo) =

n3(e), ni(e), ceuni(e) —o

(das sogenannte Killingsche Polynom) besitze ! identisch ver-
schwindende Wurzeln (I heit der Rang der Gruppe G) und r — 1
Wurzeln, die bei verdnderlichen e, e? ..., e im Allgemeinen ;
von Null und (falls G halbeinfach ist) voneinander verschieden {
sind. Sind numerische Werte von e, ¢?, ..., ¢" so gewahlt, daB3
die r — I Wurzeln von Null und voneinander verschieden sind,
so nennt man den entsprechenden Operator (1) reguldr, im
Gegenteil irreguldr. Besitzt die Untergruppe G; mindestens einen
reguldaren Operator, so heiflt sowohl er wie sie wie auch die ihr%
entsprechende Darstellung der Gruppe G regulir, andernfalls
irregular.

E. Cartan hat die hier angefithrten Dimensionszahlen erhalten
unter der Voraussetzung, daBl G, regulir ist, hilt es aber fiir
sehr wahrscheinlich, dafl dasselbe auch ohne diese Voraussetzung
gelten bleibt. Der Zweck dieser Untersuchung ist, zu beweisen,
daB diese Dimensionszahlen auch ohne obenerwiahnte Vorausset-
zung sich nicht erniedrigen lassen. AuBerdem zeige ich an einem
Beispiel (§ 4), daB3 es irreguldre Untergruppen gibt, die maximal
sind, d.h. nicht in Obergruppen enthalten sind, die ihrerseits
echte Untergruppen von G sind.

In den ersten zwei Paragraphen dieser Arbeit will ich die
Cartanschen Uberlegungen ausfiihrlich wiederholen. Dabei be-
nutze ich die von H. Weyl3) und B. L. van der Waerden 4)
eingefiihrten Bezeichnungen.

3) H. WEeYL, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halbeinfacher Gruppen
durch lineare Transformationen [Math. Zeitschr.: I: 23 (1925), 271—309; 1I: 24
(1925), 328—376; III: 24 (1925), 377—395].

4) B. L. vaN pDER WAERDEN, Die Klassifikation der einfachen Lieschen Gruppen .
[Math. Zeitschr. 37 (1933), 4-;46—462].
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§ 1.
Untergruppen und Darstellungen.

Satz 1. Damit eine Liesche Gruppe G eine transitive (treue
oder untreue) Darstellung im s-dimensionalen Raume zulasse,
ist notwendig und hinreichend, daf3 sie eine Untergruppe vom
Index s besitzt.

Beweis. 1. Die Bedingung ist notwendig. Denn ist G eine
transitive Darstellung von G im s-dimensionalen Raume, so
besitzt die Stabilititsgruppe G, von G (d.h. die Untergruppe,
die die Gesamtheit aller Transformationen bildet, die einen Punkt
von allgemeiner Lage nicht verschieben) den Index s in bezug
auf G.

2. Die Bedingung ist hinreichend. Zum Beweis betrachten wir
eine einfach transitive Darstellung G unserer Gruppe, sowie die
zu G reziproke Gruppe L, die bekanntlich mit G isomorph ist.
Es seien

X1(f)s Xo(f)s - s Xo( )5
X1(f)s Xo(f)s -+ o Xomo(f)5
Yi(f)s Yo(f)s - - o Y, (S)s
Yi(f) Yao(f)s - - Yoei(f)
Systeme linear unabhéngiger infinitesimaler Operatoren der
Gruppen G, Gy, L, L, (die auch linear unverbunden, d.h. durch
keine lineare Relationen mit verdnderlichen Koeffizienten mit-
einander verbunden sind), wobei G, bzw. L, Untergruppen vom
Index s der Gruppen G bzw. L sind. Sind
Uy Ugy o« vy Usg
samtliche unabhingige Invarianten der Gruppe L,, so kann man
beweisen, daf3 sie sich wieder in Invarianten von L, verwandeln,
wenn wir sie den Transformationen der Gruppe G unterwerfen.
Dazu geniigt es, zu zeigen, dal3 die Funktionen
Xi(uy)
t=12,..,15v=1,2,...5)
Invarianten der Gruppe L, sind, d.h. da} gilt
7J"Xi(uv) =0
(t=12,..,715j=1,2,..,7r—s;v=1,2,...,9).
Da aber die Transformationen der reziproken Gruppen miteinan-
der vertauschbar sind,

(Xo Y )() = X; Yi(f) — Y; X,(f) =o0,
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so gilt
Y;X(u,) = X;Y(u,)
t=12..,1m5j=,L2,..,r—s;v=1,2,...,8).
Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber wegen

?i(uv) =0 @(=12,...,r—s;v=1,2,...,8)
gleich Null.
Daraus folgt, da die GroBen

Uys Ugy -« +y Uy

sich in Funktionen derselben GréBen verwandeln, wenn man in
ihnen Transformationen der Gruppe G ausfithrt. Mit anderen
Worten, die Gruppe G induziert in den u, eine s-dimensionale
Darstellung, womit der Satz bewiesen ist.

Diese Darstellung ist untreu oder treu, je nachdem G, einen
von der Einheitsgruppe verschiedenen Normalteiler von G als
Untergruppe enthilt oder nicht.

§ 2.

Reguldre Untergruppen von halbeinfachen Gruppen.

Wir legen der ganzen folgenden Untersuchung die Killing-
Cartan-Weylsche Theorie der halbeinfachen Lieschen Gruppen
zugrunde. Ist G eine halbeinfache Liesche Gruppe von der Ord-
nung r und vom Rang [/, so enthélt sie eine Abelsche Unter-
gruppe I' von der Ordnung I, die eine beliebig vorgegebene
Transformation von G enthalt. Ist

H=2MH,+ 2?H,+ ...+ AH,
der allgemeine infinitesimale Operator von I, so sind die Wurzeln
des Killingschen Polynoms von H lineare Funktionen der A%
r — 1 dieser Wurzeln sind einfach und von Null verschieden,
wihrend die iibrigen I Wurzeln gleich Null sind. Jeder Wurzel «
entspricht ein infinitesimaler ,,Wurzeloperator” E_, so da3 gilt
(6) [H E,] =« E,,

wobei die rechteckigen Klammern die alternierende Operation
(2) bezeichnen. Mit « kommt notwendig auch — « als Wurzel
des Killingschen Polynoms vor, und es gilt

(7) [Eoc E——a]:Ha:—aiHi’
wobei o = a;A,

ap = gua*
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und
Q(2) = gyAidk = X o?

die der ,,Metrik” der Gruppe zugrunde gelegte positive quadra-
tische Form ist.
Es gilt weiter

(8) [EocEﬁ] :Nd,ﬂE“*Fﬁ’

wobei N, g eine Zahl ist, die gleich Null ist, falls « + 8 keine
Wurzel des Killingschen Polynoms ist.
Setzen wir in der Formel (6)

H = Hp=[EgE_p],
so crhalten wir
[HEE,] = o0gE,,
wobel
(9) ag = — ab’* = — gybia¥

bedeutet. Zu beachten ist, da3 dieser Ausdruck, welchen man
das skalare Produkt — («f) der Vektoren « und g nennt, in bezug
auf die Indizes 7 und k symmetrisch ist, so da3 gilt

25 = fo = — (af).

Insbesondere bedeutet (xa) das Quadrat der Lange des Vektors «.
Man kann den Ausdruck

G
————=2C05 @

V (a2)(BB)

als den Cosinus des Winkels ¢ zwischen den Vektoren «, 8 be-
zeichnen. Es gilt offenbar

[cosgp| = 1.
Andererseits sind die Ausdriicke

2(«p)
(o)

ganze Zahlen. Daraus schlieBt man leicht, daB ¢ nur die Werte

90°, 60°, 45°, 30°, 0°

annehmen kann.
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Mit « und B sind auch

2

(«B) 8
()
Wurzeln des Killingschen Polynoms. Daraus folgt die Symmetrie
der mittels der Wurzelvektoren gebildeten Figur im I-dimensi-
onalen Raume, welche erlaubt, alle einfachen Lieschen Gruppen
leicht zu klassifizieren (vgl. z.B. B. L. van der Waerden, l.c. *)).

Um alle reguldaren Untergruppen einer halbeinfachen Gruppe
zu bestimmen, beweist E. Cartan folgenden Satz.

Satz 2. Enthilt eine Untergruppe G, von G einen reguldren
Operator H,, welchen wir als die Gruppe I’ erzeugend annehmen
wollen, so enthalt sie mit dem Operator

a+p, a+28,..., a+

(10) S=H+a-Ey+b-Eg+...

auch jeden im Ausdruck (10) wirklich vorkommenden Wurzel-
operator

H, E,, Eg, ...
Beweis. ‘Wir nehmen an, es sei
a+#0,b#0,...
Dann enthilt G, auch die Operatoren

51:[Hls]:a-oclEa—i—b-ﬂlEﬁ—}—...,

(11) Sp=[H:Sil=a-oi-E,+b-p}-Eg+...,
u.S.W.
Die Werte o4, By, . . . sind wegen der Regularitat von H, von

Null und voneinander verschieden. Darum ist die mittels dieser
GroBen gebildete Vandermondesche Determinante von Null ver-
schieden. Bilden wir somit die Ausdriicke (11) in der Anzahl, die
gleich der in ihnen wirklich vorkommenden Wurzeloperatoren
ist, so kann man mit ihrer Hilfe die Operatoren E,, Eﬁ, ...
linear durch S;, S,, . .. ausdriicken. Da aber die letzteren in G,
enthalten sind, so ist das auch mit E_, Eﬂ, ... der Fall. Sodann
zeigt die Gleichung (10), daB3 auch H in G, enthalten ist, w.z.b.w.

Dieser Satz gibt uns eine einfache Regel zur Bildung sémtlicher
reguldarer Untergruppen von G. Dazu geniigt es namlich, solche
Wurzeloperatoren E,, E gs - - - als in G, vorkommend zu bilden,
die einem System der Wurzeln «, 8, ... entsprechen, welches
additiv ist. Das bedeutet: mit « und g kommt auch ihre Summe
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« + B im System vor, falls sie iiberhaupt eine Wurzel von G ist.
Mit « braucht aber — « eventuell nicht im System vorzukommen,
da Gy nicht notwendig halbeinfach ist. Dazu mufl man noch die
Operatoren einer beliebigen Untergruppe der Abelschen Gruppe
I' hinzufiigen, mit der einzigen Einschrinkung, daB in jeder
Untergruppe jedes

Hoc = [EocE—oc]

enthalten sein soll, falls in G, E, und E_, vorkommen. Haben
wir aber die Absicht, eine Untergruppe G, von moglichst groer
Ordnung zu bilden, so miissen wir zu den Wurzeloperatoren
Ey Eg, ... die ganze Gruppe I' hinzufigen.

E. Cartan hat geradezu mit Hilfe dieser Regel sein in der
Einleitung dieser Arbeit angefiihrtes Resultat erhalten.

§ 3.
Irregulire Unitergruppen.

Besitzt G eine irreguldre Untergruppe G, so sind wir imstande,
eine regulidre Untergruppe G, von G von gréBerer Ordnung als
G, zu finden, deren Struktureigenschaften denen von G, sozusagen
,»in erster Niaherung” gleich sind. Es gelten namlich die zwei
folgenden Satze:

SaTz 8. Besitzt eine halbeinfache Liesche Gruppe G von der
Ordnung r eine Untergruppe G, von der Ordnung 7, so besitzt
sie auch eine regulire Untergruppe G,, deren Ordnung r; nicht
kleiner als r, ist.

Beweis. Wir nehmen in G eine Untergruppe I', deren erzeu-
gende Operatoren seien

(12) H,H,.., 6 H,
Die Wurzeln der Killingschen Gleichung von G in bezug auf
H=MH,+ 2 PH,+ ...+ AH,

sind bekanntlich lineare homogene Funktionen von A1, 42, ..., %
Wir ordnen sie lexikographisch an, indem wir dann und nur dann
sagen, es sei

o=, + a2+ ...+ a,A
,,grofler’” als

B =D+ byA2 + ...+ bl
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(in Zeichen: « > ), wenn unter den Differenzen
a,—by,a,—by,...,a;,— b

die erste nicht verschwindende positiv ist. Dieser Begriff gehorcht
offenbar den gewdhnlichen Gesetzen fiir Ungleichungen. Es sei also

(18) > a>...>0,>0> — 0, >...>— 0> — a,,

wobei

ist.
Indem wir alle unabhéngigen Operatoren der Gruppe G,, die
wir uns als durch 2m Wurzeloperatoren und ! Operatoren von I

(14) Ey,E,,...Ey; H Hy.. ,H; E_,,..,E_ E

Ty 0y

ausgedriickt denken, zweckmifBig linear kombinieren, kénnen
wir sie in folgende Gestalt bringen:

X, = Eq_+ Y3,
(15) X2:Eotk2+Y2’
Xu - Eaku+Yu’
Xy=H, +Y,;,
| X, —H| + Y,
X!=E, +Y.,
(17) 1 ) ;: ...... 1’
X2 l;:_am2 + Yz >
X;l = E—aml + Yil ’
wobei

by <ky<...<k,=m, L<l,<...<l <I, m<my<...<m,<=m,
U+v+w=r,

ist, H ;1 , H ;2 e H;v gewisse lineare Kombinationen der Opera-
toren (12) sind und Y;, Y; und Y, Operatoren hedeuten, deren
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Komponenten zu Wurzeln gehéren, die bzw. ,kleiner” als o ,
,»negativ’’ und ,,kleiner” als — «,, sind. Die Operatoren (12)

betrachten wir als fiir ,,zu Null gehérende”.
In G, sind auch die Operatoren

[X:X;] = [Ea, Eo, ] + [Ea, Y] + [YiEq, ] + [YY)]
= N"p"; . Eocki+ockj + Zi,j

enthalten, wobei die Komponenten des Operators Z 1,5 za Wurzeln
gehoren, die ,kleiner” als o, -+ %, sind. Diese Operatoren

driicken sich also linear durch die Operatoren (15), (16), (17)
aus. Ist dabei die Summe o, + %, eine der Wurzeln (18), so

gilt N, k,.k, 7 0, woraus folgt, daB a; + % einer der Wurzeln

o o o ooy OC
kl’ ky? > Tk,

gleich ist. Indem wir analoge Uberlegungen fiir die Alternatoren
(X, X710, (X7, X}]
anstellen, liberzeugen wir uns, dafl das System

(18) B Oy vos Rl == Oy v vy = Qs — Oy

ein additives System von Wurzeln bildet. Daraus folgt aber,
daB3 das System von Operatoren

®

(19) Ea» Eapse-vr Eays HyHyyoo o Hy By yos By, E

—aml

eine Gruppe erzeugt, die wir verkiirzte Gruppe von G, nennen
und mit G, bezeichnen wollen. Diese Gruppe ist regulir, da sie
die ganze Gruppe I' enthilt. Thre Ordnung r, ist mindestens
gleich r,, da

v <1
und folglich

rn=u+t+ld+w=utovtw=r,

gilt. Diese Gruppe ist eine echte Untergruppe von G. Das ist
evident, falls mindestens eine der Ungleichungen

u<<m w<<m

crfillt ist. Gilt aber dagegen
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u=m, w=num,

so bedeutet das, daB in G, alle Operatoren vom Typ

X,=Eq +Yy, .o X=Ey +Y,s Xp=E_, +Y,,.., X{=E_, +Y/

und also vom Typ
(X, X]1=H, +7Z; (i=12,...,m)
enthalten sind. Da aber durch die H, bekanntlich die ganze
Gruppe I erzeugt wird, so folgt daraus
v=1.

D.h. G, selbst fallt mit G zusammen. Somit ist der Satz bewiesen.

SaT7z 4. Ist die Untergruppe G, nicht regulér, so ist die Ordnung
von G, groBler als die Ordnung von G,,.

Beweis. Sind die Ordnungen von G, und G, einander gleich,
so gilt

v =1
dann enthélt die Gruppe G, alle Operatoren der Gestalt
Xi=H +Y, Xy=H,+Y,, ..., X;=H,+Y,,

wobei die Operatoren

* H,H,...,H,
die ganze Gruppe I erzeugen. Nun sehen wir, dal der Operator

MX; = ¥H, + 2'Y,

regular ist. Denn es gilt

(BX}, E, ] = [#Hy E,) + (XY} E,] =o,E, + Z,

(24X, Hj = [¥H; H,] + [2Y] Hs]a =2, s

(41X}, B, = [WH, E_ ]+ [KY} E_, ] = — o, E_, + 20,
wobei

[Hi B ) =ap, a1 =q,

ist und die Komponenten von Z,, Z, und Z. zu Wurzeln gehoren,
die bzw. ,kleiner” als «, ,,negativ’’ und ,,kleiner’’ als — «, sind.

Nehmen wir demnach als erzeugende Operatoren der Gruppe

G die Operatoren (14), so hat das Killingsche Polynom von G
in bezug auf A*X; die Gestalt
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=(— )l (0® — ad) (@0® — al) + + - (02— a2).
Daraus folgt, daB das Killingsche Polynom des Operators A:X]
bei verinderlichen A° die I-fache Wurzel Null und 2m =7r —1
Wurzeln besitzt, die voneinander und von Null verschieden sind.
Das bedeutet, daB der Operator A°X; regulir ist. Ist also G,
irreguldr, so gilt notwendig

v <,

woraus folgt, da3 die Ordnung von G, kleiner ist als die Ordnung
von G, w.z.b.w.

§ 4.
Beispiel einer maximalen irreguliren Untergruppe.

Es entsteht die Frage, ob es unmoéglich maximale irregulire
Untergruppen gibt, d.h. ob jede irregulire Untergruppe G, einer
balbeinfachen Gruppe G eine Zwischengruppe G, besitzt, welche
echte Untergruppe von G ist und G, als echte Untergruppe ent-
hilt. Die Antwort ist negativ, wie ein interessantes Beispiel
zeigt, welches mir V. Morosov freundlicherweise mitgeteilt hat.

Man nehme als G die unimodulare lineare homogene Gruppe
in 2n Verdnderlichen, deren Operatoren durch die folgenden
erzeugt werden koénnen:

(20) Hi———a:ib—f——wznb—f t=12...,2n—1),
: or; Ty,

8

o—m, *
0 , o—w,
% ES
0 ) 0 ’ > Lp—@
—w, o
0, —ow, *
0 ) #
0, 0, y —m®
—0y —W,
0 s —0ly —,
0 ¢ 0
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of y
(21) Ey=ux;— G,i=1,2...2n0; i %))
E) bcl‘j

Wir ordnen jedem Operator

of
X a; e, —
3 I bw,
die Matrix
A = ||y

zu, so dafl dem Alternator (X, Y) zweier Operatoren X, Y die
Matrix

[A4, Bl=AB — BA
entspricht, wobei dem Operator X bzw. Y die Matrix 4 bzw.
B entspricht. Den Operatoren (20), (21) entsprechen die Matrizen
(22) €i; — €an, 2n, (i=1,2,..., 2n—1),
(23) €j (4,5=1,2,...,2n; i £7),

wobei e;; die Matrix bedeutet, deren Elemente Nullen sind, bis®
auf das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Kolonne, welches
gleich Eins ist. Die ¢;; gehorchen folgender Multiplikationsregel :

(24) . €ij €y =0 (1 #k),
(25) €5 €55 = €ise

Die Matrizen (22) entsprechen den Operatoren der Gruppe I,
die Matrizen (28) den Wurzeloperatoren. Im folgenden werden
wir schlechtweg Matrizen als Operatoren bezeichnen. Man kann
den allgemeinsten Operator von I' folgendermaBen schreiben

(26) H= 2?21}%‘% )
wobei gilt
(27) M+ i +...+ 24, =0.

Aus der Relation
[H e;] = 2221 As ey - €5 — €55 2:11 As gy = (Ai—lj)cf) s
ersehen wir, dal} e; zu der Wurzel 1; — 4; gehort.

Als G, nehmen wir die durch die Operatoren

(28) H =2 2(€;i—€nsi, nss) >
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(29) € 7 Cntj,n+is Cimtj — € piis Cn+i,i T Cnij, i
(iyj =12,...,m; i;éj)
erzeugte Untergruppe, die sicher irregulir ist. Die dieser Gruppe
entsprechenden Wurzelkoinzidenzen sind
(30) Z‘i - )“j = An+j - }‘n+i s )'i - /‘['n+j = ﬂ'j - }'n+i
(t,j=1,2,...,n).

Die Ordnung der Gruppe G, ist gleich
n + 2n(n—1) =n(2n—1).

Man kann sich iiberzeugen, dass G, mit der orthogonalen Gruppe
in 2n Veradnderlichen isomorph ist.

Nun wollen wir beweisen, dafl G, eine maximale Untergruppe
von G ist. Dazu geniigt es, zu zeigen, daf3 jede Hinzufiigung eines
Operators und der durch die Alternation entstandenen Operatoren
zu G, die ganze Gruppe G ergibt. Wir nehmen an, eine Obergruppe
G, von G, enthalte den Operator

B paless — €an, 2n) + Bt jo1 (0 €5 — Ouj, n+i €nti, n+i)
+ Zije1 (04, nvs €6, mas + 05, i €5, mai) +
+ sz=1 (Tn+i,j Cnti,j T Tns, s €nsg, i)
Der Satz 2 besagt, daB in G; mindestens einer der einzelnen
Operatoren
H =37, (e — €2n, 20) »

04 €5 + Onaj, nti Cntj, ntis 04, n+j €, nti T O, n+i €5, nti s
Tnti,j €nti,j T Tntj, i €nti,
vorkommt. Fallt G; nicht mit G, zusammen, so mul3 dabei min-

destens eine dem wirklich in G; auftretenden Operator entspre-
chende Relation ' '

p— J— ! —
Mi + ppy =0, 945 + On+j, n+i = 0, 0%, a+i T 0F, n+i =0,
Tpti,§ T Tntg, s =0

nicht erfiilllt sein. Demnach betrachten wir folgende vier Typen
von Fillen:
1. py + g, #0. Wegen der Relation (27)

(1 + tpa1) + (2 + tgs2) + - oo+ (1, + ,“2n,2n) =0

folgt daraus mindestens eine der Unglcichungen

M+ Mpgr 7 Mg e
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Sel
My + HMp+1 # Mo + Mp+2-
Das bedeutet, daBl innerhalb G, die Wurzelkoinzidenzen

M= Ay= 2y — Ayi1s 41— Appe=Rds — 2,4y

zerstort sind. Die Wurzelscharen

012612 T On+2, n+1 €n+2, n+1> 01, m+2 €1, ni2 T 02, nt1 €2, nt1s
091 €21 T On+1, n+2€n+1, n+2>  Tn+l,2 €n+1,2 + Thte,1€n42,1

miissen also zerfallen, d.h. G, enthilt die Operatoren

€125 €215 €1, 742> €2, n+1s €n=1, 25 €n+2,15 Cntl, nt2s €nte, ni1e

Daraus folgt, daBl in G; auch folgende Operatoren enthalten sind:

[e125 €25 — €ni,n+al = €155 (€215 €15 — €ntini1] = €345

€17 — (eli - en+i,n+1) = €p+i,n+1s  Cop (ezi - en+i,n+2) = €p4i,n+20
(641,25 €2 — Cnrinte] = Cuir,io [€ni2,1 €15 — €nti,n+1] = €nia,is
€pi1,0 T (en+ian— en+1,i) =€n+i,10 Cni2,i + (en+i,2 - en+2,i) =C€nti,2
[ea1> €2 — €pi2,nsi] = €i1s (€125 €11 — €ni1,nas]l = — €425

€ — (eil - en+1,n+i) = eu+1,n+'i’ €ip — (81:2 - en+2,n+i) = Cpi2,n+ir
[€12: €91] = €31 — €59,

leis €] = €35 (2 #7)., L€, €15] = €5 — eqq,

[en+i,15 €15] = €nii,ss [e1,nvi €1] = — € pass
[en+i,19 el,n+j] = en+i,’n+j (7: # 7)’

[en+i,n+1? e1z+1,n+i] = €p+4i,n+i — Cn+l,n+10

(€1, n415 €ns1,1] = €11 — €111 i1

(6, ]=38,4,...,n).
Damit sind alle Operatoren von G erschopft.
2. 012 + Qn+2,nr1 7 0-
Mit

012 €12 1 On+2, n+1 €n+2. n+1
und

€127 Cniz, n+1
sind in G; auch

€125 €nt2, n+1
~und also
[e12 5 €21 — €nt1, n+2] = €11 €25
enthalten. Fiir diesen Operator ist die Wurzelkoinzidenz

(31) M—Ady=1Aps — A1

zerstort. Wir sind also zum ersten Fall gekommen.
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3. 01, n+2 + U2, n+1 # 0.

Es sind in G; die Operatoren

el, n+2» 32, n+1
¥

i
und also

[€1,n+25 €nt2, 1= Cni1, 2] = €11 — €pia, ns2
enthalten. Fiir diesen Operator ist wieder die Wurzelkoinzidenz

(81) zerstort, so dall auch hier der erste Fall eintritt.
4. Tps1,2 T Thae,1 7# 0.

Es sind in G, die Operatoren

Chi1,25 €ni2,1
und also
[en+l, 25 €3 p+1 " €, n+2] = €41, n+1 " €22
enthalten. Wir kommen wieder zum ersten Fall, da die Relation
(81) auch hier zerstort ist.

Wis sehen also, daB3 in allen Fillen jede Obergruppe von G,
mit G zusammenfallen muf3, womit unsere Behauptung bewie-
sen ist.

Es ist iiberraschend, dal3 die maximale Untergruppe G, den
enorm groflen Index

' (2n)2—1--n(2n—1)=(n+1)(2n—1)
besitzt.

Dieses Beispiel zeigt, dal man in der Darstellungstheorie nicht
irreguldre Gruppen vernachlissigen darf, da sie wesentlich neue
Darstellungen leisten koénnen.

Die ,,verkiirzte Gruppe” hat in diesem Falle die Gestalt

2n
(32) H= 21;:1 Z’i (€rs — €op, 2n)9
(33) Cijs Cn+i,n+js € n+j> Cn+i,j (E<js 4j=1,2..,m).

Diese Gruppe ist auflésbar. Denn die Operatoren (88) erzeugen
einen Normalteiler G, der ganzen Gruppe. Andererseits wird die
g-te Derivierte G,'2 von G, durch die Operatoren

(3'1') €ijs Cn+i,n+j> Ci,n+i> Cn+i,j (t+g<j; 4,j=1,2...,m)
erzeugt, woraus folgt

G =o.

(Eingegangen den 24. Februar 1938.)



