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Über beschränkte Potenzreihen I
von

Werner Rogosinski
Königsberg

Meinem verehrten Lehrer E. Landau zum 60. Geburtstage gewidmet.

Es handelt sich in dieser Arbeit um den Wertevorrat einer
beschrânkten Potenzreihe; genauer wird die Klasse S der für

|z| 1 regulären Funktionen

betrachtet, die dort der Beschrànkung

genügen. Mit S|03B1| bezeichnen wir die Unterklasse der f(z) mit
festem 1 al - .
Durch Übergang von f(z) zu ~f(z) mit passendem 8, lei = 1,

kann man die Normierung

erreichen. Ist diese erfüllt, so sprechen wir von der Klasse S+
und bei festem oc ~ 0 von der Klasse S03B1.
Im wesentlichen wird das folgende Problem behandelt:
Gegeben sei eine endliche oder unendliche Folge (03B6k) mit

Welchen gemeinsamen Wert w kann eine Funktion f(z) aus OE+
bzw. S03B1 an diesen Stellen C k annehmen?

Für jedes solche zulâssige w nennen wir die Folge (Ck) eine
w-Verteilung. Dabei sind zwei Fâlle zu unterscheiden:

1: Die Ck sind gewisse, nicht notwendig siimtliche w-Stellen
von f(z). Wir sprechen dann von einer w-Mindestverteilung.

Il: Die Ck sind sâmtliche w-Stellen von f(z) in 1 z |  1. Wir
sprechen dann von einer w-Vollverteilung.

In die Behandlung und Béantwortung dieses Problems gehen
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nur die von der Verteilung abhängigen GröBen

und die Funktion

ein. Dabei besteht zwischen P und S die leicht beweisbare Un-

sieichunsr

in welcher das Gleichheitszeichen (für P --A 0) ) nur gilt, wenn die
Folge (Ck) aus einem einzigen 03B6 besteht.

SchlieBlich lassen wir auch zu, daB die Folge (03B6k) leer ist 1);
insbesondere bedeutet dies für eine Vollverteilung, daB der be-
treffende Wort w von f(z) in |z| 1 nicht angenommen wird.
Zumeist werden wir für die zu betrachtenden Verteilungen noch
die neue Normierung

voraussetzen 2 ). Durch Übergang von f(z) zu ~-1 f(~Z) mit einem
geeigneten s, 1 e | = 1, kann dies innerhalb S03B1 stets erreicht werden.

Zugleich erkennt man, dafl erst durch diese Normier ung die

Voraussetzung (3) voll ausgenutzt wird.
Wo es erforderlich ist (z.B. in den Hauptformeln), schreiben

wir bei Mindestverteilungen (zum Unterschied von Vollvertei-
lungen) P*, S* und P*(z). Die gelegentliche Schreibweise P w’
Sw bzw. P:, S*w soll andeuten, daB es sich gerade um eine ni-

Verteilung handelt.
Die Methode der Untersuchung beruht, wie dies in diesem

Problemkreise nur natürlich ist, ausschlie03B2lich auf dem Schwarz-
schen Lemma 3) und seinen Verallgemeinerungen. Alle bewiesenen
Abgrenzungen, soweit nicht ausdrücklich das Gegenteil gesagt wird,
sind Bestaussagen. Sie werden gewôhnlieh unter der Normierung
(8) zunâchst für die Klasse OE,, und dann durch Variation der
a ~ 0 für die Klasse S+ hergeleitet. Man beachte, daB alle aus

1 ) In diesem Falle ist P = 1, S = 0 zu setzen.

2) Besteht die Folge (03B6k) aus p gleichen Stellen 03B6, so ist also 03B6~ 0 zu nor-
mieren.

3) SCHWARZ, 110-111. Das Literaturverzeichnis befindet sich am Ende dieses
Teiles der Arbeit.
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diesen Abgrenzungen folgenden Ungleichungen, die nur die

absoluten Betrages der Funktionswerte enthalten, zugleich für
die Klassen Sl03B1l und S scharf werden, wenn man die Normierung
(8) aufhebt 4 ) und 03B1, S durch |03B1|, |S|  ersetzt. Die Extremalfunk-
tionen bei diesen Ungleichungen für die Klassen S|03B1| bzw.
sind aus denen für S03B1 bzw. S+ durch die oben genannten
übergânge sofort zu ersehen.

1. Die Arbeit zerfallt gemâB den zwei Arten von Verteilungen
in zwei Teile. Der erste, hier zuerst allein verôffentlichte Teil,
behandelt die Mindestverteilungen. Hier sind ein Teil der Ergeb-
nisse, so weit sie insbesondere die Klassen S|03B1| und S betreffen,
nicht neu 5 ). Die systematische Neudarstellung der hierher ge-
hôrigen Fragen môge soivohl durch die oft vereinfachte Beweis-
anordnung, durch manche Ergänzung (z.B. die mir bemerkens-
wert erscheinende Ungleichung (18) ! ) und die neuen Ergebnisse
für die Klassen S03B1 und S+ gerechtfertigt sein. AuBerdem gibt
dieser Teil der Arbeit gute Vergleichsmôglichkeiten mit den ent-
sprechenden Ergebnissen bei Vollverteilungen, die im 2. Teil

mitgeteilt werden sollen. Er zerfällt in drei Paragraphen:
1. 1: Im ersten Paragraphen werden die 0-Mindestverteilungen

behandelt. Hier gelten für die Klasse S03B1 die Jensensche Un-

gleichung 6)

mit dem Gleichheitszeichen für f(z) =zP*0(z) und die Majoranten-
relation 7)

mit den Extremalfunktionen

Die Jensensche Ungleichung beantwortet unser Problem der

4) Im Falle 03B6k ~03B6 fâllt also die Normierung Ç &#x3E; 0 fort.
5) Siehe etwa BIEBERBACH, 3. Abschnitt, l14-158; DIEUDONNÉ, 92-112.
6) JENSEN 1, 362-363; CARATHÉODORV’-FEJÉR; BIEBERBACH, 120.

? ) )f(z)  F(z) in ) z )  1 bedeutet, dal3 für festes z der Wert f(z) dem "Werte-
vorrat" von F(i) für 1 1 : 1 z 1 angehôrt; vergl. ROGOSINSKI 1, 1.

8) Für Pô = 0 ist notwendig f(z) -0.
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O-Mindestverteilungen bereits vollstiindig, d.h. jede Verteilung mit
ce P*  1 ist in der Klasse OE realisierbar. Für die Klasse

OE, unterliegt die Verteilung überhaupt keiner Einschrankung.
Die Majorantenrelation (10) liefert für die Klasse OE,,, scharfe

Abgrenzungen der Funktionswerte f(z) bei festem z (nicht nur

Izi i !) und gegebener 0-Mindestverteilung. Aus ihr folgen ins-

besondere Abschatzungen von f(z) ) nach oben und für 1 z [  0152*
P

o

auch nach unten. Variation der oc &#x3E;0 ergibt die scharfen Ab-

grenzungen für die Klasse 0152+ 9) :
Es sei o  r  1 und Q3 be-
zeichne den Kreisbogenbereich, der
in der linken Halbebene von dem
Halbkreise 1 w l = r, rechts aber

von den beiden anschliependen
Kreisbôgen durch 1, ir, - 1 bzw.
1, - ir, - 1 begrenzt wird (Fi-
gur 1 ) .

.F’ür jede Funktion f(z) aus

rc:. liegt dan 
f(z) 

in bj z .B2;+ liegt dan ZP* (z) 
in ruIZ!.

zP)z&#x3E;
Ist ’=F 0 eine mindestens p-fache Nullstelle von f(z), so

liefert (10) mit z =, und ’k -, scharfe Abgrenzungen für

f(p){,) innerhalb OE,,, und der obige Satz innerhalb OE,. Für die
nichtnormierte Klasse OE findet man insbesondere

Auch die hôheren Ableitungen an solchen Nullstellen kann man
prinzipiell abgrenzen; die Ergebnisse werden aber praktisch
kaum noch übersichtlich. Für die Klasse (S zeige ich die scharfe
Ungleichung

SchlieBlich wird die genaue Abgrenzung des zweiten Koef-
fizienten fJ der Entwicklung (1) sowohl für die Klasse OE,,, alr

9 ) Für den Fall P: = 1 siehe ROGOSINSKI 2, 213.
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auch für 0152+ bei gegebener 0-Mindestverteilung durchgeführt.
Für die nichtnormierte Klasse 0152 ergibt sich insbesondere das
folgende Gegenstück zur Jensenschen Formel:

Man beachte, da13 im Falle ] S§/[ I &#x3E; 2, der wegen (7) nur für

I-Po *2 &#x3E; 2, d.i. P§f  V22013 1 môglich ist, 1.81 ]  1- Pci2 wird,
p*o

so da.13 man auch eine Abschâtzung von Pci nach oben erhâlt.
Im ersten Falle, der sicherlich für P§f &#x3E; V2 - 1 erfüllt ist,

Der Fall einer Nullstelle, verdient

besonderes Interesse.
1. 2: Der zweite Paragraph bringt die w-Mindestverteilungen

für die allgemeinen w mit 0  B wB I  1. Der Übergang von f(z)
zu der Funktion

aus (S+ führt diesen Fall auf den der 0-Mindestverteilungen
zurück. Man beachte aber, daB der Koeffizient cc erst in dem

zweiten Koeffizienten der Entwicklung (14) auftritt.
Die Jensensche Ungleichung wird hier zu 10 )

und das Gleichheitszeichen ist innerhalb OE, nur im Falle

f(z)-w 
= P*()’ h .f(z)-w-1

Diese Extremalfunktion gehôrt aber, wenn die Verteilung
durch S &#x3E; 0 normiert ist, nur im Falle w &#x3E; 0 zu @+. Daher
beantwortet die Ungleichung (15*) unser Problem der w-Mindest-
verteilung für die Klasse @+ nicht vollstândig, obschon diese

Abschâtzung für [ w[ 1 selbst scharf ist. Für die nichtnormierte
Klasse OE ist sie die beste Aussage.
Das Problem der w-Mindestverteilungen für die Klasse OE,, wird

10) DIEUDONNNÉ, 97, Formel (12).
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dagegen durch die Ungleichung 11 )

beantwortet, in der das Gleichheitszeichen nur bei Funktionen

mit passend gewâhltem e, 1 el =1, richtig ist. Jede ( 16 ) erfüllende
Verteilung ist in OE,,, eine môgliche w-Mindestverteilung.
Die durch (16) gegebene Beschränkung der w werden wir ge-

staltlich diskutieren. Schon hier sieht man, daB (im Einklang
mit (9*)) fur P* oc die môglichen 1 zea, l auch nach unten be-
schränkt sind. Ein besonderes Interesse verdient aber die aus

(16) ableitbare Ungleichung:

deren rechte Seite nur von den GrÕ13en P* und 1 S* der gegebenen
Verteilung, nicht aber von w abhangt.
Es sind also in Q;lcxl nicht beliebige Mindestverteilungen (auch

nicht für irgend ein passendes tu) môglich. Andererseits aber ist

jede Verteilung, die ( 18 ) genügt, eine w-Mindestverteilung für
passendes w in 0152ICXI. *
Man beachte, dal3 A*  1 wird, sobald mehr als ein ’k gegeben

ist. 12a)
Durch Variation der oc &#x3E;0 in (16) erhâlt man schliel3lich auch

die genaue Abgrenzung von w für die Klasse 0152+:
Wird die Normierung (8) vorausgesetzt, so liegt w in dem Kreis-

bogenbereiche P*Q3 (siehe 1.1 ) mit

11) Vgl. DIEUDONNÉ, 97, Formel (13).
12) Es ist A* &#x3E; P* und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn S* 1 p* = 0

1-P*2
ist. Für IS*l = i_ p*2 d.h. 

im Falle eines k’ ist A* = 1; sonst ist A*  1.

12a) Für den Fall zweier k siehe CARATHÉODORY 2, Problem 1.
Zusatz bei der Korrektur: Der Beweis bei Herrn Carathéodory ist ohne weiteres

auf den allgemeinen Fall (18) übertragbar.
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1. 3: Im dritten Paragraphen wirj zunâchst die Majoranten-
relation

diskutiert. Sie liefert innerhalb OE die scharfen Abgrenzungen
für f(z) bei gegebener w-Mindestverteilung und insbesondere an
mindestens p-fachen w-Stellen 1 von f(z) Abgrenzungen für

f{p)(,). Das in diese eingehende w =:::: f() kann dann noch durch
die in 1.2 genannten Abgrenzungen innerhalb der Klassen 0152C(
und 0152+ nachtraglich eliminiert werden.

Besonderes Interesse verdient der Fall p =1, wobei die eine

Stelle Ç als Verteilung vorgegeben sei:
Man findet zunâchst das in sich bemerkenswerte Ergebnis

und hieraus folgt durch Abgrenzung von [ f(1) l innerhalb OE*I,,,,
der folgende Satz von Dieudonné: 13)

Jede Funktion aus OE,,, ist für 2 1 z 1  1 a l sternförmig in
1 + jzj 

-

Rezug auf w = 0. Dieser Kreis ist der gröBte seiner Art.
Grenzt man If(’)1 1 weiter innerhalb 0152 ab, so bekommt man

die ebenfalls von Herrn Dieudonné 14) zuerst angegebenen Un-
gleichungen in 0152:

Innerhalb + lassen sich diese Ungleichungen bei gegebenem
arc f(1) noch verbessern.

Ferner làl3t sich die erste Ungleichung (22) an einer p-fachen
w-Stelle zu

13) DIEUDONNÉ, 104.

14) DIEUDONNÉ, 106.



74

verallgemeinern. Es gilt ferner an einer mindestens p-fachen
w-Stelle

d.h. ein solehes Ç ist eine genau p-fache w-Stelle. Grenzt man
hier [ f(1 ) l innerhalb 0152:cxl ab, so ergibt sich :

Jede Funktion aus OEl,,.i kaiin für

ihre Werte hôchstens p-fach annehmen.
Dies ist ein Spezialfall des folgenden Satzes von Dieudonné: 15)

Eine Funktion aus 0152Ix1 kann für die z aus ( 2 5 ) keinen Wert mehr
als p-mal annehmen. Der Kreis (25) ist der beste dieser Art.
Wir geben einen neuen Beweis für diesen Satz,. 16)
Zu einer interessanten Verschârfung des Schwarzschen Lemmas

gelangt man, wenn die Funktion f(z) aus OE eine vorgegebene
Mindestverteilung (für irgend ein w) besitzt, d.h. zvenn sie an
den Stellen ’k der Verteilung gleiche IVerte annimmt. Dann gilt
nàmlich mit A* aus (18)

Freilich ist diese Ungleichung im allgemeinen keine Bestaus-
sage. Wohl aber ist sie f ür eine zweigliedrige Verteilung, wenn die

Bedingung S l &#x3E; 21 + p2 erfüllt ist, mit A * = 151. p scharf.- 

1 + P2 l-p2

Insbesondere findet man so den folgenden Satz:
Für die Funktion f(z) aus 0152 sei f’(Ç) = 0. Dann gilt

Diese Abschâtzung ist scharf.
Auch die Abgrenzung der hôheren Ableitungen einer Funktion

aus OE (in Verallgemeinerung von (22 )) ist im Prinzip mit den
"Methoden des Schwarzschen Lemmas" môglich, führt aber

schnell zu betràchtlichen Schwierigkeiten.

15) DIEUDONNÉ, 102.

16) vgl. LANDAU 3.
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Wir beweisen nur die ebenfalls für die Klasse OE scharfen Un-

gleichungen

Es sei ferner q(z) eine für 1 zl  1 reguläre Funktion mit
) q(z))  1 (aber nicht notwendig q(o) - 0). Dann gilt mit A*
aus (18)

Dabei sind die ,P*, tS* mit den von 0 verschiedenen

einer Mindestverteilung (’k) von p(z) zu bilden. Man beachte,
daB die rechte Seite nicht von dem w der Verteilung abaangt.
Für mehr als ein ’k *’ erhâlt man so eine bemerkenswerte

verschärfung 12a) der bekannten Lindelôfschen Abschâtzung

l ’P’ (n l :S: 1-1 ’1’(012 17). SchlieBlich geben wir einen neuen einfachen1_jçj2
Beweis der von Herrn Szâsz 18) auf anderem Wege bewiesenen
Ungleichung

2. Man kann unschwer die Methoden dieser Arbeit auf eine
etwas allgemeinere Funktionenklasse, nâmlich die Klasse E der für
1 zl  1 meromorphen Funktionen qJ(z) übertragen, die um z = 0
eine Entwicklung

17) LINDFLÔF; CARATHÉODORy 1, 23; BIEBERBACH, 123.

18) SZÁSZ 1., 2.; Herr SzÀsz benutzt eine auf Herrn LANDAU 2. zurückgehende
Methode, mit der er auch die scharfen Abschâtzungen für 1 tp(2k+1)(,)! [ Il
Unsere elementare Beweismethode dürfte dies kaum leisten.
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besitzen und der Beschrânkung

genügen. Ex bezeichne die Unterklasse dieser p(z) mit festem x,
wâhrend E’ le Efà und E’ die bei der Klasse OE entsprechende
Bedeutung haben.

Sind in der Tat zunâchst

die wegen (31) hôchstens endlich vielen Pole =1=- 0 von q;(z) in
1 z  1, so gehôrt

zu 0152 und, wenn oc &#x3E; 0 ist, genauer zu OE,,,p.. Man kann also
zunâchst die 0-Verteilungen von q;(z) studieren.

Ist aber 0  1 w 1  1, so gehôrt

wieder zu E. Man sieht nach dem eben Gesagten, daB man jetzt
nicht nur die w- Verteilung sondern noch die w* - w -Stellen
;k #- 0 braucht und zwar sâmtliche. Man beachte, daB es wegen
(31) hôchstens endlich viele und, im Falle eines vorhandenen
Poles, mindestens ein solches e gibt. Für die Abgrenzung von
w sind jetzt die GröBen

ma13gebend.
Es sei (X =1= 0. Die Klasse Ex deckt für x # 0 den Fall, daB

cp(z) in z = 0 seinen Wert 0 ( x &#x3E; o ) oder oo (x  0) 1 m 1 -fach an-
nimmt. Im Falle x = 0 ist ç(o) = oc. Wird dieser Wert p-fach

angenommen, so gehôrt q:y(z) - - ex bzw. q:y(z)iX-I zu EI’ bzw. E-P,
w(Z)«-1 q:y(z)-ex

je nachdem ob [ ce l  1 oder I a I &#x3E; 1 ist. Man braucht also in die-
sem Falle statt der Pole die oc* = --Stellen bzw. die a-Stellen

«

0 von cp(z) in 1 z ; 1. Den Fall I « == 1 behandelt man am
besten durch Grenzübergang.
Man beachte, da,6 für die regulären (p(z) die Fâlle m &#x3E; 1 eine

feinere Diskussion unserer früheren Klasse 0152o gestatten. lm übrigen
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werden wir auf die Klasse E nur gelegentlich in FuBnoten ein-
gehen.

3. Es sei noch auf einige naheliegende 1 Terallgemeinerungen
unserer Betrachtungen kurz hingewiesen, ohne daB diese Arbeit
sie nâher behandelt.

So kann z.B., wenn in der Entwicklung (1) die ersten k Koeffi-
zienten vorgegeben sind, die Theorie der Verteilungen in der

Klasse (S entsprechend verfeinert werden. Für diese Koeffizienten
kennt man nämlich die die Klasse OE kennzeichnenden Bedin-

gungen.19) Von diesen wurden im obigen nur die beiden ersten
herangezogen. So beruhen die beiden Jensenschen Ungleichungen
(9*) und (15*) im wesentlichen auf der Cauchyschen Ungleichung
1 xl  1, wâhrend (16) auf der bekannten Landauschen Unglei-
chung 20)

fuBt. In entsprechender Weise kônnen die ersten k + 1 Koeffi-
zientenrelationen der Reihe (1) für das Studium der genannten
Verallgemeinerung nutzbar gemacht werden. Natürlich werden
die Verhältnisse aber bald praktisch unübersichtlich.
Auch die Majorantenrelationen kônnen entsprechend ausge-

staltet werden. Ist z.B. noch B bekannt, so tritt für die Klasse
0152cx in Verschärfung von (10) noch

V

hinzu. Diese Relation ist besonders in Hinblick auf die Funktion
fw(z) aus (14), bei der ja die beiden ersten Entwicklungskoeffizienten
bekannt sind, von Bedeutung für die w-Mindestvermilungen inner-
halb OE,. Man beachte, daB sich die Majorantenrelation ( 20 ) nur
aiif die Klasse OE bezog.

4. Das von uns behandelte Problem der w-Mindestverteilungen
ist in der folgenden allgemeinen Fragestellung enthalten :

Gegeben sei die Folge (C" =F 0 ). Welche Werte w,, = f(Çz) sind
innerhalb OE,, bzw. OE+ môglich ?

19) SCHUR.

20) LANDAU 1 ; BIEBERBACH, 140; (36) ist die 2. Schursche Ungleichung; das
ZE-(X

Gleichheitszeichen gilt nur für f(z) = z _ , ] e ] = 1.
zeoe-1
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Die Antwort auf diese Fragestellung ist nun wohlbekannt 21)
und damit im PTinzip auch das lzier behandelte Problem der

Mindestverteilungen gelost. Aber die allgemeine Lôsung gestattet
nicht, die viel einfacheren Verhâltnisse, die eben durch unsere

Zusatzforderung Wu == w entstehen, zu diskutieren. Daher ist

praktisch unser Problern in der allgemeinen Lôsung nicht mit-

beantwortet.

Es sei etwa zunâchst 0 =1=- ’1 =1=- 2, und es sollen für die Funk-
tionen f(z) aus 0152o: die für w1, = f (1), zey = f(Ç ) môglichen Werte
abgegrenzt werden. Man kann etwa so vorgehen:
Nach (10) mit Pci = 1 und für z = Ç links ist zunâchst 22)

Ferner gehôrt mit f,,, (z) aus (14) die Funktion

zu 0152I W1 l’ und es ist
ri l

Also ist wieder nach (10)

Diese Abgrenzung enthâlt freilich x noch nicht. Nun kennt man
aber für f,,, (z) und also auch für f1&#x3E;(z) die beiden ersten Koeffi-
zienten ihrer Entwicklung um z =0. Daher kann man nach dem
in 3 Gesagten eine weitere Majorantenrelation heranziehen, die
für z ’2 die gesuchte Abgrenzung von ni(l) 2 also auch von Wl’ W2
in OE, liefert.

Ist noch eine dritte Stelle ’3 gegeben, so hat man für die Funk-
tion f (1) (z) die zwei Werte w 2 (’) = f (1) (2) und Wl) = f(l) (’3) ab-
zugrenzen. Beachtet man noch, da13 man für die analog zu bil-
dende Funktion

21) PICK; NEVANLINNA.

- 

22) w.« F(z) Ilz! =r soll bedeuten, daf3 w dem Wertevorrat v°on F(z) für 1 z  r

angehôrt.
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jetzt die drei ersten Koeffizienten der Entwicklung um z == 0
kennt, so sieht man, wie das Verfahren unter Heranziehung der
nächst hôheren Majorantenrelation zu iterieren ist.

Für k Werte wz = f(Çz) benbtigt man analog die zu den ersten
k Koeffizienten einer Entwicklung (1) gehôrigen Majoranten-
relationen.23 )

Die Iterierung des Verfahrens liefert schlieùlich die Lôsung
des allgemeinen Problems, nàmlich die Konstruktion von zu

vorgegebenen Folgen (Cx =F 0) môglichen Wertefolgen (wx). Hat
man bereits zulassige Wertepaare (1’ w1), ..., ( Çg, Wk) ausgewählt,
so erhâlt man für die in Ck+1 môglichen Werte Wk+1 eine von den
genannten Wertezuordnungen, k+1 und oc abhângige Kreisscheibe
als Abgrenzung 21); dies geht aus der Form der Majoranten-
relationen unmittelbar hervor.

Man erkennt ferner leicht: Wiihlt man f ür Wk einen Extremal-
wert seiner Abgrenzung, so schrumpft die zu Wk+1 gehôrige Kreis-
scheibe in einen Punkt zusammen, und Wk+1 sowie alle folgenden
Wx sind eindeutig bestimmt. f(z) wird eine rationale Funktion

(k+ 1 )-ten Grades. Schliel3lich ist nach dem Blaschkeschen

Satze 24) im Falle II 1 (k 1 = 0 die zu jeder zulassigen Wertefolge
gehôrige Funktion j(z) aus OE,,, eindeutig bestimmt.
Wie man auch bei dieser allgemeinen Fragestellung die Kenntnis

weiterer Koeffizienten aus (1) verschàrfend heranziehen kann,
bedarf wohl keiner weiteren Auseinandersetzung.

Bei unseren Mindestverteilungen wird durch die Zusatzforde-
rung wz - w die obige Konstruktionsvorschrift ersichtlich gestôrt.
Auch braucht die Abgrenzung für dieses w keineswegs mehr eine
Kreisscheibe zu werden. So gibt schon die Ungleichung ( 16 ) bei
einer zweigliedrigen Mindestverteilung im allgemeinen keine

Kreisabgrenzung für zv. Noch wichtiger aber ist, dafl selbst die

Folge ( ’k ), wie wir nach ( 18 ) wissen, jetzt nicht mehr willkürlich
vorgeschrieben werden kann.

Die Behandlung mehrerer Gleichverteilungen zugleich ist ein
Spezialfall der Konstruktion von Wertefolgen. Aber schon bei
zwei Mindestverteilungen fâllt die Vereinfachung, die unser

Problem durchzudiskutieren gestattete, fort, und die Verhaltnisse
dürften ziemlich schwierig zu übersehen sein.

23) Statt dessen kann man auch die ersten (k+l) Kocffilientenungleichun-
gen der Entwicklung (1) heranziehen.

24) BLASCHKE.
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I. Teil. Mindestverteilungen.

§ 1.

0-Mindestverteilungen.
1. Die Ungleichung (7). 25)
Es sei (Ck) eine Folge wie in (4), und P, S haben die Bedeutung

aus (5). Dann gilt

und das Gleichheitszeichen ist, für 0  P  1, nur im Falle genau
eines , richtig.

In diesem letzteren Falle ist nichts zu beweisen. Wir nehmen

an, dal3 die Ungleichung für n Werte C1, C2, ..., Cn richtig ist,
und fügen noch ein C hinzu. Dann wird zunâehst

Nun ist wegen

also

womit (7) für n + 1 Werte Ck bewiesen ist, und zwar mit dem
Kleiner-Zeichen. Unser Beweis zeigt, daB für 0  P  1 auch

im Falle unendlich vieler Ck das Gleichheitszeichen in (7) nicht
môglich ist.

2. Die Jensensche Ungleichung. 6)
Es môgen jetzt die Ck aus (4) eine 0-Mindestverteilung einer

Funktion f(z) aus 0152(X bilden. Es ist also ce &#x3E; 0 vorausgesetzt.
Im Falle endlich vieler Ck beachte man, dal3 die Funktion

P 0 * (z) aus (6) für 1 z I  1 regulâr und auf 1 zl ( - 1 vom Betrage
1 ist. Daher ist f (z) für 1 z 1  1 regular und dem Betrage nach

ZP*(Z)
hôchstens 1. Für z = 0 folgt sofort die Jen.sensche Ungleichung 26)

25) Auch die Anwendung der Ungleichung (36) auf die Funktion zP(z ) aus
(6) liefert einen Beweis.

26) Für die Funktionen ç?(s) aus Eâ gilt entsprechend et  H), und das Gleich-
heitszeichen ist nur für qJ(z) = ZX n:(z) richtig.
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und das Gleichheitszeichen gilt in OE,,, nur für f(z) = zPri(z).
lm Falle unendlich vieler Ck folgt zunâchst (9*), indem man

von endlich vielen der Ck her zur Grenze geht.
Auch die Behauptung über das Gleichheitszeichen bleibt richtig:

Im Falle Pri &#x3E; 0 genügt es zu zeigen, da,6 die Funktion P*(z)
für 1 z 1  1 regulâr ist und dort genau an den Stellen Ck verschwindet.
Denn durch Grenzübergang von endlich vielen der Ck her sieht
man dann, daB der Betrag der für 1 z  1 regularen Funktion
f (z) dort hôchstens 1 ist. Nun ist- dort höchstens 1 ist. Nun ist

zPô (z)

Für 1 z 1  r  1 ist weiter, unter Anwendung von (7),

woraus die Behauptungen über P*(z) nach bekannten Kriterien
über unendliche Produkte 27) unmittelbar folgen.
Im Falle Pri = 0 muB f(z) ==0 sein. (Satz von Blaschke 24)
Ware in der Tat in der Entwicklung ( 1 ) von f(z) zuerst der

Koeffizient rLx von z, x &#x3E;1, von 0 verschieden, so würde aus

(9*), angewandt auf £§/% , der Widerspruch 1 oc,, [  Pri = 0 folgen.),an g Z;-19 I x I _ 0 g

Übrigens ist in diesem Falle leicht einzusehen, dal3 auch

Pg (z) 0 ist.
Wir setzen im Folgenden stets Pri &#x3E; 0 voraus.

3. Die Majorantenrelation ( 10 ).

Es sei a &#x3E; O. Die Funktion 
fez) 

ist für Izl  1 regulâr,
zP:(z)

dem Betrage nach hôchstens 1 und hat für z = 0 den Wert £.
P*0

Die als ,Lindelöfsches Prinzip" 28) bekannte Transformation des
Schwarzschen Lemmas ergibt alsbald die Majorantenrelation

27) vergL KNOPP, Kap. VII, 224-237.
28 ) LINDELÔF.
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Für festes z aus ] z[ 1  1 liegt also 
f(z) 

in dem von
ZP* 0 (z)

für t = Izl beschriebenen Kreise IZI(;:)’ auf dem Rande nurÎP)
bei den Extremalfunktionen

Man beachte, da13 für Pt = ce der Kreis im den Punkt 1 au sartet,
so daB f(z) = zpci(z) wird (vergl. 2) 29).

Insbesondere gelten die Abschâtzungen

deren untere freilich nur für 1 z 1  0’ sinnvoll ist. Für diese z
P0

sind also die ’k die einzigen Nullstellen von f(z).
An den Stellen ’k erhâlt man aus (10) Abgrenzungen für die

Ableitungen f(P&#x3E;(’k)’ wobei p die Vielfachheit von ’k in der

Mindestverteilung ist. Ist insbesondere t # 0 eine mindestens p-
fache Nullstelle von f(z), und wahlt man die Mindestverteilung
’k * Ç, l k p, so wird (39) zu

29) Für die Klasse mit den Extremalfunktionen

Man beachte insbesondere die Abgrenzungen

an den Polen und Nullstellen von cp(z). Es ist ferner beachtenswert, daB diese

Extremalfunktionen in gewissen Fällen schlicht sein kônnen, nâmlich wenn sie

für 1 z  1 hôchstens eine Nullstelle und hôchstens einen Pol haben. Sie sind

dann entweder lineare Transformationen des Einheitskreises auf sich bzw. auf

sein ÄuBeres, oder sie bilden ihn auf die lângs eines Einheitskreisbogens ge-
schlitzte Zahlenkugel ab. Die obige Majorantenrelation gibt dann also auch fiir
die schlichten ç(z) aus E scharfe Abgrenzungen.
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Für 1 1-P "  oc ist also Ç eine genau p-fache Nullstelle.

4. Variation der oc &#x3E; 0.

Für die Klasse @+ liegt f(z) jedenfalls in der Vereinigungs-
zp: (z)

menge aller Kreise Sflzl(A), 0 A  1, und die elementare Be-

rechnung 3° ) der Enveloppe dieser Kreisschar ergibt als Vereini-
gungsmenge eben den Kreisbogenbereich 81,1 aus 1.1 der Ein-
leitung.

Als Spezialfall ergibt sich wieder die Abgrenzung von f(P)(Ck)
an einer p-fachen Stelle ’k innerhalb @+. Und insbesondere folgt
an einer mindestens p-fachen Nullstelle 0, wegen oc I Ç]?
die Ungleichung 31 )

5. Abgrenzung allgemeiner AbleÍt1,lngen an Nullstellen.
Man betrachte für 0  1 ’1 1  1 die Funktion

welche für t ! 1  1 hôchstens den Betrag 1 hat. Der Koeffizient
A k setzt sich linear 31*) aus den Ableitungen f(X) (C), 1 x k,
zusammen; z.B. ist

Es sei nun e eine Nullstelle der Funktion f(z) aus 0152a. Dann
gehôrt g(t) zu 0152, und es ist weiter

Nun kann man bei gegebenen Ax, 1  m : k, aus den nach 3
der Einleitung zu gewinnenden Majorantenrelationen (mit t = Ç)

30) ROGOSINSKI 2, 222.

31 ) Genauer liegt in + diese Ableitung f ( ) ( ) in ( )- ç 
s31) Genauer liegt in @ dièse Ableitung f (p) (e) in (2013n)-p201320132013201320132013 )hc= 1’11]. Genauer legt in B¿/+ diese Ableitung 

p, 
in ° 

-2) (1-1’12)11 ° ’ 1 l’

31* ) f(k) (,) setzt sich linear aus den Ax, 1 x  k, zusammen. Hierauf beruht
die Methode von SzÀsz, 1; 2, die A bleitungen einer für Izl  1 beschrânkten
Funktion 99(z) abzuschätzen.
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die GröBe g’ (Ç ) abgrenzen. Sie liegt für jedes x in von A 1, A 2, ..., Ax
und Ç abhängigen Kreisen. Da hier umgekehrt g’ ( c ) gegeben ist,
erhâlt man Lagebeschränkungen für diese Kreise, die implizit
Abgrenzungen der Ax und damit weiter der f fur die Klasse
OE,,, ergeben.
Man sieht, daB man hier im Prinzip ein Verfahren hat, die

scharfen Abgrenzungen für allé Ableitungen f (k) (Ç ) an Nullstellen
von f(z) innerhalb OE, zu bestimmen. Praktisch freilich werden
die Verhältnisse schnell unübersichtlich.
Wir wollen hier nur die Herleitung scharfer Abschâtzungen

fur (/’(’)1 und lf"’()j nach oben an einer Nullstelle ’=1=-0 für
die nicht normierte Wasse OE bringen.

Zunachst ist nach

der Spezialfall p =1 von (11 ). Das Gleichheitszeichen ist nur

für f(z) = ez ’-, (E = 1, richtig.zÇ-l I
Es gilt weiter die Maiorantenrelation

Die daraus folgende Ungleichung 33) zwischen den Ableitungen
beider Seiten in t = 0 lautet

woraus

32) Genauer ist [ A , [  ] Ç [ , P* , wo çP: aus den Tk=;l B’1’ Çk"""Ç, einer° ° l£ - 1
O-Mindestverteilung (lk) von f(z) zu bilden ist. Man hat dann die schârfere Ab-

bu Il’(1-) ( £ ’ ’ ç P§ .
33) Aus j(z) « F(z) folgt [f’(o)]  [ F’(o) ] mit dem Gleichheitszeichen für

f (z ) = F(ez), s j = 1; vergl. etwa ROGOSINSKI 1, 2.
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folgt. Das Maximum der rechten Seite liegt bei 1 A = 20132013. Wegen
lAI  1 gilt daher 

2( ( [

Es sei etwa Ç &#x3E; 0. Dann gilt das Gleichheitszeichen in (a)
nur bei den Funktionen f(z) = sz § Und das in (b) nur bei

den Funktionen

In der Tat sind die Extremalfunktionen jedenfalls von der

Form 33) t = t- te-A A ---- 1 oder A - 
1 

und eineForm 33) g(t) == t;:-- --==-, 1 A 1 = 1 Oder 1 A 1 == -, und eineg( ) 
e-1 teA-l i i Î i 2’

elementare Rechnung bestâtigt die Behauptung.

6. Abgrenzung von B: 34)
Wege

u

folgt aus der Majorantenrelation (10) die Ungleichung 33)

B liegt also in dem Kreise 9 der -AS* zum Mittelpunkt
und 1 - A2 zum Radius hat. Dies ist die scharfe Abgrenzung von
P bei festem oc und gegebener O-Mindestverteilung.

34) Für die Klasse E sind P*, S* durch II:, Z* zu ersetzen.0 0 0 0
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Lassen wir jetzt die 0 S a.. Pci varieren, so liegt B in der
Vereinigungsmenge V aller Kreise 9A, 0 ç A  1.
Es werde S* &#x3E; 0 normiert. Für Sri = 0 (symmetrische Ver-

teilung !) ist V der Kreis B [ ç 1, d.i.

Sonst setze man B = x + iy. Dann besteht Tj zunâchst aus

den Punkten

der rechten Halbenebene. Für x  0 ist Tj von der Enveloppe der
Kreise Sf A berandet. Diese ergibt sich aus

in der Parameterdarstellung

Bei der Diskussion von (43b ) sind zwei Fàlle zu unterscheiden:
.S*

1. S*  2. A lâuft in (43b) von 0 bis S° 2 , 1 ae l wachst von 0
S*2

bis 1 -E- 4 und 1 y l fâllt von 1 bis 0. Tl besitzt keine Spitze.

(Figur 2a.)

Figur 2a.

II. Sô &#x3E; 2. A läuft in (43b) von 0 bis 1, [ x[ l wachst von

o bis Sri und y l fallt von 1 bis 0. V besitzt in x = - So*, y = 0
eine Spitze.(Figur 2b.)
Damit ist in jedem Falle B innerhalb (S+ bei gegebener 0-Min-

destverteilung scharf abgegrenzt.
Insbesondere gelten, stets mit der Normierung ex &#x3E; o, Sô &#x3E; 0

die Ungleichungen

und
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Ferner ist nach (41a)

Da die rechte Seite bei A = S° ihr Maximum hat und A  12 -

sein mul3, erhâlt man die Ungleichungen (13) der Einleitung.
Es sei etwa , =1= 0 eine Nullstelle von f(z). (13) ergibt

so daJ3 man, ahnlich wie bei der Jensenschen Formel, auch aus
der blopen Kenntnis von P die môglichen Nullstellen von f(z) in
0152 scharf abgrenzen kann.

§ 2.

Allgemeine Mindestverteilungen.

1. Die Jensensche Ungleichung:
Es sei 0  1 wl l  1 und (Ck) eine w-Mindestverteilung von

f(z), so dal3 (Ck) zugleich eine 0-Mindestverteilung für die Funktion

aus OElwl ist. (9*) ergibt die neue Jensensche Ungleichung 35)

35) Für die Klasse E,,, ist

Für x = 0, x = 1 ist also II w &#x3E; 1, für m = 0, ce &#x3E; 1 und ebenso stets für m  0

ist II: &#x3E; 1.
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Das Gleichheitszeichen ist nur für die Funktion j(z)-w = yP§fJ (z )f(z)"-’ w

richtig, und der Vergleich der Entwicklungen ( 6 ) und (14) zeigt,
daB die dadurch bestimmte Funktion f(z), wenn etwa S &#x3E; 037)
normiert ist, nur im Falle w &#x3E; 0 oder S = 0 zu 0152+ gehôrt.
Für andere w und S ist also die Ungleichung (15*) innerhalb
@+ nicht scharf.

2. Die Ungleichung (16):
Wendet man die Ungleichung (41 ) auf fw(z) an, so ergibt sich

und hier ist das Gleichheitszeichen nur bei den Funktionen

mit passendem s, 1 e = 1, richtig. 38)
Allgemein ist bei gegebener Verteilung jeder (16 ) geniigende

Wert zv bei einer passenden Funktion in 0152cx; realisierbar. 39)
Es sei nunmehr die Normierung S &#x3E; 0 vorausgesetzt und a &#x3E; 0.

Der durch (16) bestimmte Variabilitâtsbereich für w ist durch
eine biquadratische Kurve T*(ce) begrenzt. Setzt man w = xeip,

36) Es ist also P* &#x3E; 0.
37) Wir schreiben, wo keine Verwechslung môglich ist, für P*, S* kurz P

und S.

38) Für die Klassen El ist

wâhrend fur xl &#x3E; 1 diese Ungleichungen jedenfalls mit c£ = 0 bzw. - = 0 gelten.
a

Nur für lx =1 sind diese Abgrenzungen scharf. Für x = 0 braucht man zu einer
analogen Abgrenzung die Kenntnis von B.

39) Für die Klasse aller einer festen Majorantenrelation f(z)  F(z) genügen-
den Funktionen f(z) sind die aus dieser Relation folgenden Abgrenzungen scharf
mit den Extremalfunktionen f(z) = F(ez), E = 1; und sie kônnen auch sonst

nicht verbessert werden, w ie die Funktionen f(z) = F(tz), 1 t  1, zeigen.
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so ist diese durch

erkh,rt. Dabei ist nach Es ist ferner

Hieraus und aus der Cartesischen Zeichenregel folgt nun leicht:
I: oc  P. (a) besitzt für jedes ç genau eine Wurzel X*(q;)

mit 0  X*  P, und (16) besagt IwlX*(qJ). Da ferner

F*(x, p), welches in cos q linear ist, bei festem x &#x3E;_ 0 mit wach-
sendem 1 qJ l n nicht abnimmt, so folgt weiter, daB X*(q;)
mit wachsendem [ ç l  n nicht zunimmt40). Es ist also jedenfalls
1 w 1  X* (0 ).

Fig. 3a. Fig. 3b.

II : oc &#x3E; P. Für cos p ç 0 besitzt (a ) keine Wurzeln 0  x  P.
Für cos ç &#x3E; 0 existieren entweder keine oder zwei (ev. zusammen-
fallende ) Wurzeln 0  x* ( cp ) ç X*(cp)  P, und (16) besagt
X* (p)  , 1 wl l  X * ( cp ). Mit wachsenden 1 pl l :5; n nimmt x* (cp ) nicht
ab und X* (q) nicht zu.41 ) Jedenfalls gilt also x* (o ) # [ zv [  X* (0 ).
Wir fassen zusammen:

I : Wenn ex.  P*w ist, schlieBt T*(ce) den O-Punkt ein und wird
von jedem Strahl durch diesen in genau einem Punkte getroffen.
Der Abstand dieses Punktes von 0 nimmt mit wachsendem l q  n
nicht zu. 40)

Il: Wenn ex &#x3E; P: ist, so liegt F*(ex.) ganz in der rechten Halbebene
und schneidet jeden Strahl durch den Nullpunkt daselbst in hôchstens

411) Wenn aS &#x3E; 0 ist, nimmt X*(ç) ab.
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zwei Punkten. Mit wachsenden [ q[ I  n nimmt der Abstand des
zu 0 niiheren Schnittpunktes von 0 nicht ab und der des weiteren
nicht zu. T*(ce) hat "sichelförmige" Gestalt 41). (Figuren 3. )
Für (x == Pw wird T*(ce) eine Kurve 3. Ordnung, die durch

den Nullpunkt geht, aber sonst ganz in der rechten Halbebene
liegt. 41 ) In eine Kurve zweiter Ordnung und zwar in einen Kreis
artet T* (ce ), wie eine elementare Diskussion zeigt, nur in den Fâllen

* - .. * 
i2013P

ex = 0 oder 5: - 0 (symmetrische Verteilung) oder 5: = I-P.. (ge-w w 

p*
nau ein ,&#x3E; 0 gegeben!) aus. In diesem letzteren Falle ist dies
natürlich der Kreis (x) aus § 1, 3.

Wir werden noch sehen, daB T*(ce) für ce = A* aus (18) in
einen Punkt ausartet. (§ 2, 4.)

3. Variation der oc &#x3E; 0.

Es sei jetzt P &#x3E; 0 und S &#x3E; 0 fest gegeben. Mit w = 1 wleicp
schreibt sich (16) in der Form

Variiert man hier die oc &#x3E; 0, so folgt aus der ersten Schreib-
weise

und aus der zweiten

Das Gleichheitszeichen in (b) wird für oc = 0, das in (c) für

oc "e-L-S cos 99 erreicht. Dieses letztere oc ist wegen (7)
1 w

sicher  1 P P’ S  1. Die Ungleichungen (b) und (c) ergeben1-p2 -

gerade den in Formel (19) der Einleitung genannten Kreis-

bogenbereich für w.

41 ) Wenn 5=0 ist, wird notwendig ce = A* = P und T* (ce) artet in den Punkt
0 aus. Sonst nimmt X* (99) ab und x* (99) (auBer im Falle a. = P, wo x* (p) -0
ist) zu. Für oc &#x3E; P ist r*(ç) &#x3E; 0, und T*(ce) schlieBt 0 aus.
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4. Die Ungleichung (18) :
Die Ungleichungen

aus 2 sind gleichbedeutend mit der aus (16) unmittelbar folgenden
Abschâtzung

a. R* (x ) nimmt in (0, P) ab. Wenn also R*(P)  S, d. i.

OC  1 SPpaist, so liefert die Gleichung R* (x ) = S die Wurzel X (0).l-p2

b. Es ist

Wir unterscheiden zwei Fâlle:

I. «  P. L*(x) wâchst in (0, P). Wenn also L* (P) &#x3E; S,

d.i. « &#x3E; Sp ist, so liefert L*(x) = S die Wurzel X*(0).= 

l-p2

II : « &#x3E; P.

Die Funktion L*(x) hat für positive x ihr Minimum an der
durch

bestimmten Stelle ;. Damit also überhaupt w- Werte existieren,
d.h. damit die Mindestverteilung überhaupt für passendes w in
0152(;t realisierbar ist, mufl zunâchst L*($)  ,S, d.i.

sein.
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oc: Wenn L*(P)  S, d.i. oc  -- ist, so liefert L*(x) = S diel-p2

Wurzel X* (0).

P: Wenn L* ( P ) &#x3E; S, d.i. a &#x3E; 
Sp 

ist, so liefert L* (x) = SN - 

l-p2

beide Wurzeln x*(o) und X*(O). Es ist notwendig S  2  1- p .- 

1+ps
In jedem Falle ist die Bedingung (d) nach dem über die Un-
gleichung (16) Gesagten auch hinreichend für die Realisierbarkeit
der Mindestverteilung.

B : Es sei e &#x3E; P, d.i. ex &#x3E; 1 + 2P P2 .I+P2
Die Funktion L*(x) nimmt in (0, P) monoton ab. Notwendig

und hinreichend für die Realisierbarkeit der Mindestverteilung ist

also, daf3 L*(P)  S d. i. oc  Sp wird. Die Gleichung L* (x ) = S- 

l-p2 g

liefert dann die Wurzel x*(O).
Unsere Diskussion zeigt, wie in allen Fiillen die GröBen x*(O)

und x* (0) zu bestimmen sind.
Ferner folgt aus (c) und (d) die Ungleichung

l-p2
Ist nun ij*  P, d.i. S  2 . I-P2, so liegt der Fall A vor,

und die Ungleichung (18a) ist nicht zu verschärfen .42) Für
1 p2 + 1]*2

oc 

== - p l + 1]* 2 ist; 
== n*, L*($) = S. Es liegt der Fall P vor, und

es ist x* (0) = n* = X* (0). Die Mindestverteilung ist nur mit

1 w 1 - n* und also nach FuBnote 41} sogar nur mit w =,q* zu
realisieren.

l-p2
Ist aber n* &#x3E; P, d.i. S &#x3E; 2201320132013, so sind nur die Fàlle A. oc

1 + P2
und B môglich. Es muB also

sein. Diese Ungleichung ist dann nicht zu verschârfen 43 ) . Für

42) Es ist jeden fa lls n *&#x3E;(0) 
1 p2 + 1}*2

42) Es ist jedenfalls n* &#x3E; 0, also 1 P2 + lj*2 p .- 

p 1 + n *2 
=
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SP

(X i-p2 ist notwendig x*(0) = P = X*(o), und die Mindest-
1-P2

verteilung ist nur mit w = P zu realisieren.
Damit ist die Notwendigkeit und das Hinreichen der Unglei-

chungen (18) für Realisierbarkeit von Mindestverteilungen in

OE, bewiesen.
Zugleich ist gezeigt, dap f ür a = A* aus ( 18 ) die Mindestver-

teilung nur mi t w = n* bzw. mit w = P

realisierbar ist.

Die Kurve I*(A*) aus 2 schrumpft also in den Punkt ?î* bzw.
P zusammen.

Die zu ri.. = A* gehôrigen Extremalfunktionen aus 0152+ sind nach
(17)44)

bzzv.

§ 3.

Weitere Abgrenzungen bei M indestverteilungen.

1. Die Majorantenrelation (20):
Wendet man die Relation ( 10 ) auf die Funktion fw(z) au s

(14) an, so ergibt sich die neue Majorantenrelation

mit den Extremalfunktionen

44) Es muB y = E =1 sein. Man beachte, dall im Falle (47b) die k eine
’Vollverteilung der Extremalfunktion bilden.
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Für die Klasse 0152(X muB überdies w der Ungleichung (16) ge-
nügen, und nach § 2, 2 gehôren im Falle des Gleichheitszeichens
in (16) die obigen Extremalfunktionen bei geeignetem e zu 0152et.
Entsprechendes gilt für die Klasse 0152+.

Die Majorantenrelation (20) ergibt Kreisabgrenzungen für f(z)
bei gegebener w-Mindestverteilung innerhalb 0152. Für die Klasse

0152et ist diese Abgrenzung nur scharf, wenn w auf der Kurve

T*(ce) aus § 2, 2 (bei. der Normierung S &#x3E; 0 ) liegt 45 ). Mit der

Vereinigungsmenge dieser Kreise, wenn innerhalb T*(x)
variiert, würde man also Abgrenzungen von f (z ) bei gegebener
Mindestverteilung (und zwar für irgend ein w) innerhalb 0152(X
erhalten. Doch wird diese Vereinigungsmenge wohl recht un-
übersichtlich.

2. p-fache w-Stellen :
An den Stellen ’k erhâlt man aus (20) Abgrenzungen für fP&#x3E;(’),

wenn p die Vielfachheit von ’k in der Mindestverteilung ist.

Es sei et,va ’=F 0 eine mindestens p-fache w-Stelle von f(z).
Wâhlt man die Mindestverteilung ’k o Ç, 1  k  p, so erhâlt

man eine Abgrenzung für

und insbesondere gilt

Durch Variation von w kann man hieraus von w freie Abgren-
zungen für fP)(C) gewinnen. Variiert man die w innerhalb T* (ce),
so bekommt man (unter der Normierung S &#x3E;0) Abgrenzungen
von f(11)(C) innerhalb 0152.

Die rechte Seite von (48) besagt46)

Die Funktion begitzt in (0, 1) das

45 ) Für die Klasse @ muB man die Relation (37) auf / w(z) anwenden.
46) Für ic, =: 0 ergibt sich (11). Für p = 1 ergibt sich als Verschârfung der

Lindelöfschen Ungleichung 17) für die Klasse é : 11’(’) 1 (1-1 /(¿;-&#x3E; 1) (1 /(¿;-) 1 + l’ /2).= 

1¿-1(1-jC!2)
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durch

bestimmte Maximum e.

so ist g (j w 1) g(ICPI). Aus (48a) folgt also

Das Gleichheitszeichen wird von den Funktionen (17) mit

Insbesondere findet man für p = 1, also an jeder Stelle C, da
1__)2 2

dann e = 1-1’12 wird, die beiden Dieudonnéschen Ungleichungen2 g g

(22) der Einleitung.
Es 

.. 

r also S=p 
i_Ç2 . 

Mit dEs sei jetzt c &#x3E; 0, also S = p - &#x3E; 0 normiert. Mit den

Bezeichnungen aus § 2, 2 ist l w l  X*(O) die beste Abschâtzung
in @jj, wâhrend für die Klasse 0152ex bei gegebenem 99 =are w
sogar 1 w / X*( cp) gilt.

Je nachdem nun X* oder X* ist, erhâlt man aus

(48a) mit 1 w 1 = X* (0) [oder Iwl ===X*(cp)] bzw. mit Iwl ==;
scharfe Abschâtzungen für f"&#x3E;(Ç) ) l in 0152lexl [oder bei gegebenem
99 in 0152et].

Âhnliehes gilt für die Klasse 0152+. Wir wollen hier als Beispiel
den Fall p = 1 diskutieren:

Nach § 2, 3 (b) ist für cos cp  0
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Solange also ist, gilt (vergl. 46))

Für cos ç &#x3E; 0 ist

Solange also d.i.

bleibt, wird

Für grÕJ3ere , ist jeweils die zweite Dieudonnéschen Ungleichung
(22) auch in 0152+ scharf.

3. Die Sâtze von Dieudonné : 47)
A. Aus der Ungleichung (48) ergibt sich, dal3 an einer min-

destens p-fachen w-Stelle

ist, d.h. dann ist C eine genau p-fache w-Stelle von f(z).
Es werde wieder die normierte Verteilung Ck == C &#x3E; 0,

2ÇP 
- 

2P .

1  k  p, gewahlt. Ist dann a, &#x3E; - === - , so ist, da
- - 

1 + 2P 1 + P2’

nach § 2, 4; II, B L*(x) in (O, P ) monoton fâllt und L*{BwB)  S
sein muB, die Ungleichung (24) sicher erfüllt, wenn

gilt.
Nun besitzt das Polynom

47 ) DIEUDONNÉ, 92-112.
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für p &#x3E; 1 als einzige 48) positive Wurzel die Doppelwurzel Ç = 1.
Wegen h(o) == p -1 ist also h(Ç) in (0, 1 ) positiv, d.h. es ist
für p (» 1

2CP
so daB (b) die Voraussetzung oc &#x3E; 2cP zur Folge hat. Damit1 +12?
ist, nach Aufhebung der Normierung Ç &#x3E; 0, der in der Ein-

leitung genannte Spezialfall des Dieudonnéschen Satzes 15) be-

wiesen:

Die Funktionen aus 0152(X nehmen fiir

ihre Werte hôchstens p-fach an.
Der Beweis zeigt noch, dafl der Kreis (25 ) nicht verbessert

werden kann. Genau eine Extremalfunktion (17), nämlich die
Funktion f(z) aus

besitzt in ,&#x3E; 0 eine (p+l)-fache ’P+l-Stelle.

B. Der Majorantenrelation (17) ) zufolge liegt für 1’1  1;1- 

p

der Ausdruck 2 (a) nicht in der linken Halbebene. Für p = 1
besagt dies

Dieses letztere ist aber nach (b) für oc &#x3E; 21l richtig. So
1 + ll l

erhalten wir den weiteren Satz von Dieudonné 13):
Die Funktionen aus OE,, sind ür 

21zl 
 a sternfôrmig 49) insind für 

1 + Izl2
Bezug auf w = 0. Die Schranke ist scharf.

48) Nach der Cartesischen Regel besitzt h(’) hôchstens zwei positive Wurzeln.

49) gi zf’(z) &#x3E;0 ist kennzeichnend für diese Sternfôrmigkeit; vgl. BIEBER-
f(z) - 

e_l

BACH, 93.

7
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C. Der allgemeine Satz von Dieudonné 15 ), dessen Spezialfall
wir in A bewiesen, lautet:

Die Funktionen aus 0152(X nehmen fiir die z aU8 (25) jeden Wert
hÕchstens p-mal an. Der Kreis (25) kann nicht verbessert werden.
Wir betrachten bei festem p und r alle Mindestverteilungen

aus 0152rt.
Der Dieudonnésche Satz ist âquivalent der folgenden Aussage:
.F’ür die Gesamtheit der Mindestverteilungen (e) aus 0152 ist

und das Gleichheitszeichen gilt nur für ck « Ç, 1 Ç[ =r, 1  k  p + 1.
In der Tat folgt aus (51) und (18)

so daB eine Verteilung (e) für die ’k aus (25) nicht môglicli ist.
Die Extremalfunktionen (50) zeigen ferner, daB der Kreis (25)
nicht zu verbessern ist.
Um nun ( 51 ) zu beweisen, beachte man, daB die GrôBe A* (P,I SI)

aus (18) bei festem P mit 1 SI I wächst. Nun nimmt 1 SI i nicht
ab, wenn wir zunâchst alle Çk aus (e) unter Beibehaltung der
l ’k 1 positiv machen; sie bleiben, wie bei jeder Variation, die bei
festem P das S I nicht abnehmen läBt, eine môgliche Mindest-
verteilung in 0152(X8
Es seien also alle ’k &#x3E; 0. Ist nun etwa ’u  ’Â und kommt

Cu genau n-mal (in e) vor, n  p + 1, so ersetzen wir cx durch

x und durch tn’Â’ , ," tn+l  1. Die GrÕ13enordnung dert g

beiden Ç wird dabei nicht gestôrt, und P bleibt ungeândert.
S nimmt wegen

nicht ab. Durch wiederholte Anwendung dieser Variation

mit tn+1 = x erreicht man ersichtlich, da13 allé ’k = $  r wcr-’ .. 
. 

.
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den. 5° ) Für diese letztere Verteilung ist aber, unter Beachtung
von (d),

so daB also wegen (18) das zugehôrige

und schlieBlich allgemein

wird. Das Gleichheitszeichen ist hier nur für Ck == C, 1 c’ = r,
1  k  p + 1 richtig. Damit ist der Dieudonnésche Satz be-

wiesen. 16)

4. Funktionen mit gegebener Mindestverteilung.
Nach (39) mit Pri = 1 folgt für jede Funktion aus (X

und das Gleichheitszeichen gilt nur für f(z) = z z’ ’-’Y’1 I =1.z8(X-l

Die rechte Seite von (a) ist gerade das X*(o) (aus § 2, 2) für
eine nur aus z bestehende Mindestverteilung. Nach dem in 2
Gesagten kann man also mittels (a) die Abschâtzungen (22)
für If’ (z) 1 innerhalb OE,,, verschärfen.
Es môge nun eine beliebige Funktion f(z) aus OE an den Stellen

einer gegebenen Mindestverteilung (irgendwelche ) gleiche Werte
annehmen. Dann ist nach (18) jedenfalls B oc/ I A* (P, I S I ) , und
also folgt aus (a)

Sobald also die gegebene Verteilung mehr als zwei (ev. zusammen-

5°) Hier kônnte man nach dem Spezialfall des Satzes sofort

schlieBen.
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fallende) Stellen ’k umfapt, erhalten zelir in ( 52 ) eine bemerkens-
werte Verschiirfung des Schwarzschen Lemmas.

Freilich wird die Abschâtzung (52 ) im allgemeinen nicht scharf 51 )

sein. In der Tat nehmen j a die Extremalfunktionen f { ) zA* -1Zë *-1

von (52) (in é+) jeden ihrer Werte genau zweimal an, so daf3,
wenn (52) scharf sein soll, die gegebene Mindestverteilung jeden-
falls hbehstens zweigliedrig sein wird.

Ist nun Çi, ’2 die gegebene Verteilung, so zeigen uns die Formeln
(47), daf3 die Extremalfunktionen der Ungleichung a A*

1 _ p2
genau im Falle (47b), d . i. für S l &#x3E; 2  - P2 die obige FormI - 1 p2
haben.

Wir finden so den folgenden Satz:
Die Funktion f(z) aus 0152 nehme an den Stellen ’1 und Ç ( # 0 )

gleiche Werte an. Ist dann

80 gilt

Das Gleichheitszeichen gilt in OE, nur f ür die Funktionen
zg- A*

f{z)===z- mit passendem s, e 1 = 1.zeA* - 1

Insbesondere ist die Voraussetzung ( 53 ) erfüllt, wenn Çi = ’2=’

ist, , und nach (54) ist dann A * = aeL .l+lll
Daher - gilt noch der folgende Satz:
Ficr die Funktion f(z) aus 0152 sei f’(’) = 0. Dann gilt

und das Gleichheitszeichen ist in 0152+ nur für die Funktionen

51) Die interessante Frage nach den scharfen Abgrenzungen für f(z) im all-

gemeinen Falle scheint wesentlich schwieriger zu sein.

52) ln ç selbst gilt natürlich schârfer1 If(Ç)IIÇI2 (nach (15*)).
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Dieser Satz ist natürlich auch eine einfache, aber besonders
interessante Folge aus (a) und der Dieudonnéschen Ungleichung

Schliel3lich gestattet nach 2 die Abschâtzung (52) eine Ver-
scharfung der Ungleichungen (22) für lf’(z)l. Unter der IToraus-
setzung (53) sind diese Verschiirfungen bei einer zweigliedrigen
Verteilung Bestaussagen.

5. Abgre.nzungen allgemeiner Ableitungen.
I. Es sei f(Ç) = w. Wenn t = ° gesetzt wird und t diezs-l g g( )

Funktion aus § 1, 5 bedeutet, so betrachteii wir die Funktion

aus 0152. Der Koeffizient Bk setzt sich (aber für w :A 0 nicht mehr
linear) aus den Koeffizienten Ax , 1  x  k, von g(t) und also
aus den Ableitungen j(")(,), 1 u  k, zusammen. AuBerdem
ist er bei festem Ç noch von w = f(Ç) abhangig. Z.B. ist

und

Ferner ist

v . , ,

Man kann nun wiederum, entsprechend dem in § 1, 5 Gesagten,
scharfe Abgrenzungen fürf(k)(c) in OE,,, gewinnen, und zwar solche,
die noch w == f(C) enthalten. SchlieBlich hat man dann noch
durch Abgrenzung innerhalb 0152C( zu eliminieren. Praktisch freilich
wird diese theoretisch môglichen Abgrenzung von f(k)(C) sehr

schnell undurchführbar.

A. Betrachten wir zunàchst die fur 1 il  l regulären Funk-
tionen cp(z) mit 1 cp(z) l 1 daselbst. Mit cp(z) statt f(z) lassen
wir also zunächst die Bedingungen (d) aul3er Acht.
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Zunâchst folgt aus B B1B l  1 die Lindelôfsche Ungleichung 17)

in der das Gleichheitszeichen nur für

(bzw. mit w = 0) gilt. Es ist aber nach (18) genauer

wobei A* (P, d 1 SI) mit den rk = jj(  &#x3E; lk # 1&#x3E; irgend einer

Mindestverteilung (’k) 53) von p(z) zu bilden ist. Die Extremal-
funktionen dieser Ungleichung, welche sobald mindestens zwei
Ck =t= C gegeben sind, schârfer als (27a) ist 54), sind nach § 2, 4
(Formeln (47)) leicht anzugeben.
Nach (36) ist ferner 1 B2B ]  1-B Bl12, also

Das Maximum der rechten Seite liegt bei !B*! == 2(1:wl)," ’ ’ 2(1-IWI)*
Je nachdem also 1 B* [  1 oder nicht ist, wird diese rechte Seite

für 1 B, I - 1 B* I oder 1 B1B ] = 1 am gröBten. Wir finden so die
beiden Ungleichungen

2Das Maximum der rechten Seite von (a) liegt bei 1 w* 1 = 1 I .8
53) ’k = 0 ist hier gestattet.

54) Vgl. CARATHÉODORY2. Es sei ç’((1 ) = 0 . Dann gilt

Ist insbesondere ç’(0)=0, so wird also
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Es ist auch

ist in diesem Falle

Die rechte Seite von (b) nimmt im Intervall (1 - , Ç]
monoton ab. In diesem Falle wird also diese rechte Seite am

grô3ten, wenn 1 w = 1 - 1; 1 ist. Daher gilt nach dem Vorigen
auch in diesem Falle die Abschâtzung (29). Diese Ungleichung
wurde zuerst von Herrn Szâsz 18) auf anderem Wege gegeben.
Auf die einfache Bestimmung der Extremalfunktionen, die

jedenfalls von der Gestalt h(t) = t t,, B, _ mit passendem B1,
teli,-l

W und lei == 1 sind, verzichten wir. Bei gegebener Mindest-
verteilung kônnte man noch die Ungleichung ( B1  A* ver-

schärfend heranziehen.
B. Es sei jetzt f(z) aus OE, so daB h(s) = w wird. Aus (16)

folgt

und hieraus

woraus sich dann (vergl. die Rechnung nach (48a) mit p = 1)
die Dieudonnéschen Ungleichungen (22) für If’(’) 1 ergeben.
Um If"(’) l abzuschätzen, hâtte man die aus (37) mit t = c

Pô - 1, Sri = 0 folgende Majorantenrelation

1

heranzuziehen und aus ihr l’il 1 und damit I f " ( ) l durch 1 w und
1 B11 l abzugrenzen. Jedoch wird diese Rechnung bereits sehr

umstândlich. Wir wenden daher die in II zu schildernde
Methode an.

II. Die Funktionen f(z) aus @ sind von der Form zq;(z), wo
p(z) in 1 zl  1 reguh,r und daselbst 1 q;(z) 1 1 ist. Ist f ( c ) = w,
so ist cp() _ ’ . Es ist ferner
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Da sich die cpk)(C) nach § 1, 5 linear durch die Koeffizienten

Ax , , l  x k, der Funktion g(t) - (2013=20132013) ausdrücken, so
drückt sich auch f (k) () linear durch diese Ax und Ao = 7 aus55).
Mittels der Koeffizientenrelationen zwischen den Ax kann man
nun prinzipiell die Bfk)(,) 1 abschätzen.
Es ist z.B. 1’(0 = 7 +99"() und also nach (27a)

was mit (h) übereinstimmt. Dies ist wohl der kürzeste Zugang
zu den Dieudonnéschen Formeln (22).
Wir wollen noch die scharfe Abschâtzung von B1"(’)B I in @

bestimmen:

Nach (j) und § 1, 5 (Formel (b)) ist

Hier hâtten wir zunâchst die dritte, zwischen A ’0, A 1, A2
bestehende Koeff izientenrelation zur Elimination von A 2 heran-
zuziehen. Wir ersetzen dies durch Heranziehung der Bk für q;(z).
Nach (1) und (b), (c) ist

und also

Die rechte Seite hat ihr Maximum für IBil = 2(11-llflr . Je’ ’ 2 ( ) ç ) - ) a. [ )
nachdem also 1 Bi 1  1 oder nicht ist, wird sie für 1 B, 1 = B1 1
oder aber B B1B = 1 am grÕBten. Man findet so:

55 ) Man kann also zur Abschâtzung von ) 1 f(k) (,) l wieder die Szàszsche hsethode 18 )
heranziehen. Es ist aber zu beachten, daB diese Méthode nur die ,jedenfalls für
crlle z geltende der in verschiedenen Ringen des z  1 verschieden lautenden

scharfen Ungleichungen liefert. Z.B. kann man nur die zweite Dieudonnésche

Formel (22) auf diese Weise gewinnen.
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Die rechte Seite von (apfàllt in (0, 1 el) . Je nachdem also

 1 (dan ist sicher 1 wl ] &#x3E; 1 CI 1 - 1 ist oder nicht, wird sie
2 2

für 1 wu =0 oder 1 wu = 1 ci l - 1 am grôBten.2

Man findet so:

Im Falle der Formel (57 (b» ist sicher [ Ç[ &#x3E; 2 . Die rechte
Seite dieser Formel hat für 1 w = 2013r, ihr Maximum. Je nachdem8 ) 1 )
also &#x3E; 1 ist oder nicht, wird sie fur 1 w = ]Ç[ 1 -- 28 [ Ç [ 

+ 2 2

oder w = -... am gröBten. Im ersten Falle, also für
8 [ 1 )

11  ] Ç ]  11 ( 1 + 1l’3 ), findet man wieder (26 (b)), wâhrendim2 = - 4

zweiten

gilt. Damit sind die Formeln (26) der Einleitung bewiesen.
Der Beweis zeigt, daB diese Ungleichungen scharf sind. Auf

die Angabe der Extremalfunktionen sei verzichtet.

(Eingegangen den 14. Dezember 1936.)
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