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Über beschränkte Potenzreihen II

Werner Rogosinski
Berlin

Dieser zweite Teil der vorliegenden Arbeit (der erste 1 ) wird
im folgenden mit 1 zitiert 2)) setzt die Untersuchungen über die
Klasse OE der für 1 z ; 1 regulâren Funktionen

fort. Wir übernehmen dabei die Bezeichnungen aus I.

Dort handelte es sich im Wesentlichen um die Diskussion

von Mindestverteilungen bei den Funktionen,f(z), wâhrendnun-
mehr die Vollverteilungen betrachtet werden.

Die endliche (ev. leere) oder unendliche Folge Il mit

heif3t eine w-Vollverteilung der Funktion f(z), wenn sie die Ge-
samtheit der von 0 verschiedenen w-Stellen von f(z), jede n-lit

ihrer Vielfachheit gezàhlt, wiedergibt. Eine leere Vollverteilung
soll natürlich bedeuten, daB f(z) den Wert zv für 0  1 z 1
nicht annimmt.

Die Hauptfrage ist wieder: Welche Werte w kônnen zu einer

gegebenen Vollverteilung geh6ren?
Wir erinnern an die Bezeichnungen

die durch Anhangung des Index w nlitunter als zu w- V erteilungen
gehbrig gekennzeichnet werden.

Alle bewiesenen Abgrenzungen sind, soweit nicht ausdrücklich
das Gegenteil gesagt wird, Bestaussagen.

1) Diese Zeitschrift 5 (1937), 67-106.

2) Das Verzeicttnis der neu zitierten Literatur befindet sich am Ende der A rl eit ;
Literatur aus 1 wird nach dem dortigen Verzeichnis zitierf.



443

1.1: lm ersten Paragraphen werdeii die 0- Vollverteilungen
behandelt. Hier gilt zunâchst für die Klasse OE,,, (ex &#x3E; 0 fest)
wieder die Jensenschen Ungleichung (1, (9* ) ) 3)

mit dem Gleichheitszeichen für f(z) = zP o(z). An die Stelle von
I, (10) tritt aber für ce &#x3E; o 4) die neue Majorantenrelation

1+sz

i-sz

mit den Extremalfunktionen f (z ) = zPo(z ) ( x ] s] I - 1.po
Auch für Vollverteilungen beantwortet die Jensensche Ungleichung

unser Problem der 0-Tlerteilungen vollständig ; jede Verteilung mit
oc «) Po  1 ist in der Klasse 0152(X als 0- Vollverteilung realisierbar.
Für die Klasse @+ (Normierung f’ (0 ) &#x3E; 0) unterliegt die Ver-
teilung nur der Einschrânkung 0  Po  1. Die Majoranten-
relation (5) liefert für die Klasse 0152(X scharfe Abgrenzungen der
Funktionswerte f(z) bei festem z (nicht nur 1 z und gegebener
0-Vollverteilung ; an einer p-fachen 0-Stelle der Verteilung
erhâlt man Abgrenzungen für jp)(C).

Insbesondere ergeben sich die Ungleichungen 5)

Durch Variation der oc &#x3E; 0 erhâlt man den folgenden Satz für
die Klasse OE, (vergl. 1, l, Figur 1 ) :
Für die Funktionen f(z) aus 0152+ mit f’(0) &#x3E; 0 liegt die Grô,6e

t = 
f(z) 

in dem von zzuei logarithmischen Spiralen (auf der
zPo(z)

3) JENSEN I, 1 ; Für ce = o ist Po&#x3E;O, weil aus Po = 0 bekanntlich f {z ) - 0
folgt, so da13 die Folge (2) nicht alle 0-Stellen enthalten kann (vergl. 1, § 1.2).

4) h’ür oc = 0 darf man nieht etwa a gegen 0 gehen lassen; man kann nur
f(z) 

 z schlief3en. Es ist sinnvoll, bei 0-Vollverteilungen die genaue T’ielfach-
zP 0 (z)

heit x der 0-Stelle in z = 0 anzugeben ; dann gilt l f(z)  1. Man kann ge-
nauer die Klassen Ex heranziehen. z P o(z)

1) Fiir Po = 1 siehe KOEBE, insbes. § 3.
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Flâche von log t) bearenzten Bereiche (Figur 1) 6 )

Die Berandung von 58 wird bei geeigneten Extremalfunktionen
zu ( 5 ) erreicht. Man beachte,
welch starke Verzerrung nach 0
hin die Normierung f ‘ ( 0 ) &#x3E; 0 für
0 bewirkt.

1 Ein besonderes Interesse ver-

dient bei den obigen Ergebnissen
der Fall Po =1, d.i. f(z) # 0 für

Ein Wert w heipt ein zur

Stelle, gehôriger Schlichtwert von
f(z), wenn er nur in Ç, u/nd zwar einfach, angenommen wird. Der
Fall Po = 1, f’(o) -:1= 0 besagt also, daB 0 ein zu , === 0 gehbriger
Schlichtwert ist.

Ist w = 0 Schlichtwert, so erweist sich noch die Abbildung durch
f(z) für die z 1nit

als sternformig in Bezug auf w = o. Und dies ist die g1--oj3te Kreis-
scheibe dieser Art.

Schlie13lich wird die genaue Abgrenzung des zweiten Koeffi-
zie11ten fJ der Entwicklung ( 1 ) sowohl für die Klasse 0152C(; als auch

für 0152+ bei gegebener 0-Vollverteilung durchgeführt. Für die

Funktionen der nichtnormierten Klasse (S ’lnit f’(o) # o ?) er-

gibt sich insbesondere das folgende GegenstÜ,cli: zur Jensenschen
Formel: 8)

Die zweite dieser Ungleichungen stimmt mit der zweiteii Un-
gleichung 1, (13) bei Mindestverteilungen überein.

6) Für eine schlichte Begrenzung von t genügt Ipl $ n.
7 ) Für oc = f’(0 ) = 0 ist 1 Pl : P.-

8) Für Po = 1, also So = 0, wird lfli :- e 2 ; siehe LEViN.e
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1_p2
Unter Beachtung von ] S] I  I-pz (1, (7)) ergibt sich hieraus

weiter 9) 
’

1.2: Der zweite Paragraph bringt die w-Vollverteilungen für
die allgemeinen w mit 0  w  1. Der Übergang von f(z) zu
der Funktion

aus 0152+ führt wieder diesen Fall auf den der 0-vollverteilungen
zurück, wobei aber ce jetzt erst im zweiten Koeffizienten von
(10) auftritt.
Zunâchst erhâlt man wieder die Jensensche Ungleichung in

der Gestalt

wie in 1, (15*). Das Gleichheitszeichen ist innerhalb 0152+ nur

iln Falle j(z)-w = yP(z) richtig. Diese Extremalfunktion ist
f(Z)ÎÊ-l

aber, wie in 1, § 2.1 auseinandergesetzt wurde, bei der Vertei-
lungsnormierung S &#x3E; 0 iiur im Falle zv &#x3E; 0 zu OE+ geh5rig.
(11) beantwortet also das Problem der w- Vollverteilung nicht end-
gültig innerhalb 0152+.
Das Problem der w-Vollverteilungen innerhalb 0152(X wird dagegen

vollstândig durch die Ungleichung

beantwortet. Das Gleichheitszeichen ist hier nur bei den Extremal-

funktionen

1) Nachtrag zu 1, (13): Für Mindestverteilungen gilt entsprechend
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mit passend gewàhltem 8, 1 el = 1, richtig. Jede (12 ) erfülle1lde
Verteilung ist in OE, eine mogliche w-Vollverteilung.
Die durch (12) gegebene Beschrànkung der werden wir

gestaltlich genauer diskutieren; insbesondere. erhâlt man, wenn
oc &#x3E; 0 ist, stets auch eine untere Abschâtzung für 1 w’ .
Hier verdienen eine Reihe Spezialfälle besondére Erwähnung:
A. Für oc = 0 ergibt (12) die Ungleichung

B. Im Falle S = 0 sprechen wir von einer ,,symmetrischen"
Verteilung. (12) ergibt die Kreisringbeschränkung

für w. Hierher gehôrt insbesondere der zuerst von Landau 10)
betrachtete Fall P = 1, d.i. f(z) -# w in 0 1 zl  1. Der Kreis-

ring (15) ist jetzt von den Kreisen 1 w l = 1 und 1 w l = L (cc) mit

begrenzt. Es ergibt sich der folgende Satz von Landau: 10)
Die Funktionen aus 0152oc nehmen mindestens die Werte der Kreis-

scheibe l w ]  L (a) an. Dieser Kreis ist nicht zu verbessern.
C. Es sei w =1= 0 ein zu , gehôriger Schlichtwert von f(z).

Dann ist P = 1’1, s = 1-112 , und also ergibt (12) die Ab-
grenzung

Insbesondere ergeben sich als beiderseitige Abschâtzungen
fiir ]w] : :

Ein besonderes Interesse verdient die aus (12) ableitbare Un-

gleichung :

10) LANDAU, Satz 6; siehe auch ROGOSINSKI I, 1, Satz IV.
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deren rechte Seite nur von den Grôpen P und 1 SI der gegebenen
Verteilung, nicht aber von w abhângt. Man beachte, daB die zweite
Ungleichung (19) mit der entsprechenden zweiten Ungleichung
1, (18 ) für Mindestverteilungen übereinstimmt.
Es sind also in éjj nicht beliebige Vollverteilungen (auch nichi

für irgend ein passendes w) môglich. Andererseits aber ist jede
Verteilung, die (19 ) genügt, eine w-Vollverteilung für passendes w
innerhalb 0152I(XI. .
A ist  1, sobald mehr als ein Ç gegeben ist. Man beachte,

dal3 z.B. symmetrische Vollverteilungen (S = 0 ) in OEjj genau
dann môglich sind, wenn

ist. 

Variiert man die (X. &#x3E;0 in (12), so ergeben sich die genauen

Abgrenzungen für w innerhalb der Klasse OE, . Bei der Verteilungs-
normierung S &#x3E; 0 findet man

Diese ,,birnenförmige" Abgrenzung entspricht dem Bereiche
aus 1, ( 19 ) bei Mindestverteilungen.

Insbesondere ergibt sich an Schlichtstellen ,&#x3E; 0 die scharfe
Abgrenzung

innerhalb 0152+. Man beachte, wie stark die Verzerrung nach 0 hin

für nicht positive Schlichtwert der
positiven Achse innerhalb 0152+ aus-

fâllt. (Figur 2.)
Variiert man bei festen cc &#x3E; o,

S &#x3E; 0, die GröBe P, so zeigt sich,
das 1V jedenfalls in dem zu

P=t 
1 -t2 

S ge hörigen Sc hlic. hp=t 1-t2 f = S gehbrigen Schlicht-
wertbereiche (17) liegen muB. Insbesondere ergibt sich für

S = 0, also t = l, da,6 in Verallgemeinerung des oben formu-
lierten Landauschen Satzes die Werte der Kreisscheibe 1 w l  L ( x )
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in 0152x nicht symmetrisch angenommen werden kÕ1¿nen. Au,ch dies

ist eine Bestaussage.
Variiert man ferner bei festem « &#x3E; 0 sowohl die P als die

(durch S &#x3E; o normierten) S, so
ze,igt sich die Existenz einer nur
von ce abhângigen Kurve 0152(X, so
dal3 die Werte jeder Funktion
aus 0152(X bei dieser Verteilungs-
normierung nicht innerhalb 0152(X
liegen kônnen. 0152(X besteht in
der linken Halbebene (und
noch ein Stück in die rechte

hinein) genau aus dem Lan-
dauschen Kreise 1 w =L(a),
wâhrend sie in der rechten

Halbebene symmetrisch zur

reellen Achse und diese in

w = 0 berührend zu diesem letzteren Punkte heranführt. (Figur 3. )
SchlieBlich seien noch bei festen oc und P die Ungleichungen

erwähnt.

1.3 : Im dritten Paragraphen wird die Majorantenrelation

mit den Extremalfunktionen (13) diskutiert. Sie liefert innerhalb
0152 die scharfen Abgrenzungen für f(z) bei gegebener w-Vollver-
teilung und insbesondere an p-fachen w-Stellen , der Verteilung
Abgrenzungen für j(p)(,).

So ergeben sich z.B. an Schlichtstellen , die Abschâtzungen
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und hieraus weiter durch Variation von lwl I

Die erste Ungleichung (26) gilt übrigens für beliebige Stellen
( Dieudonné 11 ); 1. (22)), die zweite ist nzcr für Schlichtstellen

richtig und scharf.

1.4: Im letzten Paragraphen ist r, 0  r  l, gegeben, und
wir betrachten die Vollverteilungen mit 1 Ckl 1 &#x3E; r. Es soll also

j(z) =1=- w für 1 zl  r sein. Wir bestimmen die untere Grenze

L,.{ oc) dieser Werte 1 w für die Klasse L, (oc) wâre der Landau-
sche Radius (16).
Das folgende Ergebnis verallgemeinert den Landauschen Satz

aus 1.2:

Es sei a &#x3E; 0, 0  r  1. Man bestimme, was eindeutig môglich
ist, die natürliche Zahl n und die GröBe c mit r  ,  1 aus der
Gleichung

Dann nimmt jede Funktion aus OE,,, für 1 z 1  r mindestens die
Werte w der Kreisscheibe

an. Dies ist die grô,6te solche .Kreisscheibe.
Die .Extremalfunktionen sind rational vom (n + 1 )-ten Grade.

Die GrÕI3e Lr(a) hat ersichtlich noch eine andere Bedeutung.
Spricht man von einem zur Primitivstelle t gehôrigen Primitiv-
werte 12 ) w = f ( t ), , wenn f(z) # w für N j 1  ] t] l ist, so ist Lr ( a ) die
untere Grenze der auf 1 z l = r môglichen Betrâge der Primitivwerte
innerhalb OEl,.

2: Alle Ergebnisse lassen sich, wie in l, ohne weiteres über-

tragen auf die allgemeinere Klasse E der für 1 z ]  i meromorphen
Funktionen q;(z), die um z = 0 eine Entwicklung

11) DIEUDONNÉ 1, 106.

12) Über die Bedeutung von Primitivstellen für das Majorantenprinzip vergl.
ROGOSINSKI 2.
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besitzen und fur die

ist. An die Stelle der P, S und P(z) treten wieder, wie in I, die
GröBen

die aus den w- und den w*-Verteilungen (bzw. 0- und Polstellen)
zu bilden sind.
Wir geben gelegentlich in Ful3noten diese Ergebnisse an.

3. Wenn in der Entwicklung (1) die ersten k Koeffizienten
vorgegeben sind, so kann die Theorie der Vollverteilungen ent-
sprechend verfeinert werden.
Geht man in den Majorantenrelationen (5) bzw. (24) zum

log über, so wird man nàmlich auf Funktionen negativen Real-
teils geführt. Für diese kennt man nach Carathéodory 13 ) den
genauen Koeffizientenkôrper. Von den bestimmenden Unglei-
chungen dieses Kôrpers wurde für (8) bzw. in (12) nur die erste
herangezogen.
Ebenso kônnen die Majorantenrelationen selbst entsprechend

verfeinert werden. Ist z.B. noch f3 gegeben, so tritt neben (5)
bei Nullverteilungen noch die genauere Relation

Diese Relation ist besonders in Hinblick auf fw(z) aus (10)
von Interesse. Denn erst ihre Anwendung auf fw(z) liefert die
zur w-Vollverteilung gehôrige Majorantenrelation in OE.

Die Relation (24) galt ja nur für die allgemeine Klasse 0152.

§ 1. 0-Vollverteilungen.

1. Die Jensensche Ungleichung3).
Die Folge (’k) aus (2) bilde die 0-Vollverteilung einer Funktion

f(z) aus OE,,, (oc &#x3E; 0). Nach 1, § 1.2 ist dann die Funktion qJ(z) = j(z)f ZP,,(Z)
für 1 z 1  1 reguh,r und dem Betrage nach hôchstens 1. Für

13) CARATHÉODORY.



451

z = 0 folgt sofort die Jensensche Ungleichung 14)

und das Gleichheitszeichen gilt in 0152C( nur für f(z) = zPo(z). Es
mul3 aber stets, auch für « = 0,

sein. da für Po = 0 sicher f(z) - 0, also die Ck nicht alle Null-
stellen von f(z) wären (1, § 1.2).

2. Die Majorantenrelation (5).

Es sei el&#x3E; 04). Die Funktion qJ(z) == f(z()} ist für 1 zi  1
regular, und dort gilt () ZPoZ 1 l

Daher ist auch O(z) = log p(z) ((fJ(O) reell) für Izl  1 regulâr,
und dort ist ffiqJ(z)  0. Es gilt also genauer die Majoranten-
relation

oder auch 15)

Die Extremalfunktionen sind .

Nur im Falle ri- = Po, also f(z) = zPo(z), sind diese Extremal-

funktionen mit denen bei Mindestverteilungen ( I, (38)) identisch.
(5) liefert die genaue Abgrenzung von f(z) innerhalb OE,, auf

1+z

der Riemannschen Fh,che von Oc und insbesondere die(P,)
14) In Ea gilt a ç o .

I+z

11) In Ex (x&#x3E;0) gilt ’(z)  mit den Extremalfunktionenelio(z) iio



452

Ungleichungen (6) der Einleitung. An p-fachen o-Stellen F der
Verteilung erhâlt man Abgrenzungen für fCP&#x3E;(C), die bei Kenntnis
aller Nullstellen von f(z) schärfer sind als die in I, § 1.3 ge-
gebenen.

3. Der Fall des Schlichtwertes.
Es sei Po = 1 also die Folge (Ck) leer und f (z) =/ 0 für 0 1 zl  1.

Man beachte die Relationen (5) und (6) in diesem einfachsten
Falle! ! AuBerdem kann aus 2, (b) geschlossen werden 16), dals

in der konvexen Hülle des Bildes liegt, das die Funktion

von dem Kreise I t = I z ( entwirft. Insbesondere gilt also

und daher ist

Damit ist die Behauptung in (7) der Einleitung bewiesen. DaB
der Kreis (7) nicht verbessert werden kann, zeigen die Extremal-
funktionen ( 33 ) mit .Po _-- 1.
Anmerkung über Primitivwerte:
Wenn Pô = 1 ist, so gilt nach (6)

Die rechte Seite hat ihr Maximum für

Daher ist für die Tl 2 Izl  1 d.i. die z aus (7), die Abschât-log 
a

zung (e) auch für Primitivwerte im Falle des Schlichtwertes 0

nicht zu verbessern.

16 ) ROGOSINSKI 1, S. 106.
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4. Variation der oc &#x3E; 0.

Nach 2, (b) liegt W = W(z) in dem Kreise der linken Halb-
ebene über

als Durchmesser. Dieser Kreis erscheint von 0 aus unter dem von
a

2013 unabhângigen Winkel 2v ausP-

Variiert man also die 0  ce  Po, so liegt W jedenfalls in dem
Winkelraume

und es ist daher (wegen 9t(W)  0)

Damit ist die Abgrenzung llJjj der Einleitung für die Funk-
tionen aus OE+ mit f’(o) &#x3E; 0 nachgewiesen 17). Das Gleichheits-
zeichen wird bei geeigneten Funktionen (83) erreicht.
Man beachte wieder insbesondere den Schlichtwertfall Po = 1,

wo man Abgrenzungen für 
- 

erhâlt.g 
z

5. Abgrenzung von f3 18).
Es sei oc &#x3E; 019 ). Dann ist

Wegen ffi( (/)(z))  0 beherrscht man nach Carathéodory 13)
den genauen Koeffizientenkôrper von $(z) und damit von f(z)
bei gegebener 0-Vollverteilung. Insbesondere ergibt

17) Fiir die Klasse E+x mit a &#x3E; 0 ist t = f (z) zu setzen.
Z Ho(Z)

18) Für die Klasse E ist Po, So durch 77o, Zo zu ersetzen.

19) Für ce = o ist @ [  Po . ·
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die genaue Abgrenzung von P innerhalb 0152rx bei gegebener 0- Voll-
verteilung. Die Extremalfunktionen sind wieder durch (33) gegeben.

Schreibt man (34) in der Form

so liegt also B in dem Kreise um - AS als Mittelpunkt mit dem

Radius 2A log 1
Es sei jetzt So 0 normiert, und wir lassen die oc &#x3E; 0 variieren.

B liegt also in der Vereinigungsmenge V aller dieser Kreise mit
0  A  1.
Fur 5* == 0 (also im Falle der symmetrischen Vollverteilung)

ist, da A log A sein Maximum für A == erreicht, V der Kreis
1 BI also

Man beachte insbesondere den Fall des Schlichtwertes 0

(Po =- 1, So = 0) 8)! Für S &#x3E; 0 ist Tl von der Enveloppe der
oben genannten Kreise berandet. Setzt man B = x + iy, so

ergibt sich diese aus

in der Parameterdarstellung

Bei der Diskussion von (d) sind zwei Fâlle zu unterscheiden:
-fi+ 1-SO

I. So  2. A lâuft in (d ) von e- ( 2 ) bls e -C1 2 ; r fallt mo-

Figur 4a.

1+Ao 1-SO
notion von 2e 2 bis - 2e 2 ; lyl wàchst zuerst von 0

bis 2 (A ---- 1 ae === - ) und fàllt dann bis 0. Tl besitzt keine
e e e 

Spitze. (Figur 4a.)
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-fl+
II. so &#x3E; 2. A läuft in (d) von e - C1-E- 2° bis 1; x fâllt von

2e-(1+ s 20) bis - So, während lyl sich wie unter I verhält. V be-2e 2 bis - So, wâhrend [ y] sich wie unter I verhâlt. Tj be-
sitzt eine Spitze in - S.. (Figur 4b.)

Figur 4b.

Insbesondere gelten also, immer unter den Voraussetzungen
a &#x3E; 0, So &#x3E; 0, die Ungleichungen

und

aus (37) unter Beachtung von

Wenn aber Po &#x3E; V2 - 1 ist, so ist sicher So  2, und (37)
ergibt

Damit sind für 7. &#x3E; 0, S &#x3E; 0 die Unaleichungen 20)

20 ) Ein entsprechender Zusatz zu 1, (45) ist für Mindestverteilungen môglich,
vergl. 9). i
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bewiesen. Aus (b) folgt ferner

Die rechte Seite, erreicht für

ihr Maximum. Man hat nun zu unterscheiden, ob dieses A  1
ist oder nicht, und erhâlt so die Ungleichungen (8) der Einleitung,
aus denen dann (wie eben (38) aus (37)) noch die Ungleichungen
(9) leicht folgen. Alle diese Ungleichungen sind innerhalb der
Klassen @+ bzw. OE mit f’ (o ) =1= 0 scharf.

§ 2. Allgemeine Vollverteilungen.

1. Die Jensensche Ungleichung.
Es sei 0  1 wu ]  1, und die Ck mbgen eine Vollverteilung der

w-Stellen von f(z) aus 1 z  1 bilden. Sie sind dann auch eine

0-Vollverteilung der Funktion fw(z) aus (10). Nach (4) gilt also
zunâchst wieder, wie in 1, ( 15 * ) 21 ),

J(Z)-W
mit den Extremalfunktionen -- = yP(z); w = 1 wl y.f(Z)Fv-l
Aus den in I, § 2.1 auseinandergesetzten Gründen beant-

wortet die Ungleichung (11) zwar unser Problem der zv-voll-
verteilung innerhalb é, nicht aber innerhalb Q;+ vollstândig.
Denn nur im Falle S = 0 oder (bei der Normierung S &#x3E; 0) im
Falle w &#x3E; 0 gehôren die obigen Extremalfunktionen zu OE+.

2. Die Ungleichung (12).
Es sei ex. &#x3E;0. Die Anwendung von (34) auf fw(z) ergibt un-

mittelbar 22)

21) In Eoe x ist Iwl  II für x &#x3E; 0, / ce-w j  II für x = 0, [zv[ h - i für x  0;

vergl. I, FuBnote 35). 
(X II

22 ) X 11-lwB2 III II-lw/2 122) ln E(X ist (X---- E  2 log [ w[ für x = 1, / oedb + /  2 log IwlllzeW /wB ( ??

für x = - 1. Fur Ixl &#x3E; 1 ist hierin a = 0 bzw. 2013 = 0 zu setzen; vergl. 1,

FuBnote 38 ). 
et
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und das Gleichheitszeichen ist nur bei den Extremalfunktionen

mit geeignetem e, [ E[ = 1, mëglich.
Die Ungleichung (12) gibt die genaue Abgrenzung von w bei

gegebener Vollverteilung innerhalb 0152oc. Umgekehrt ist jedes (12)
genügende w innerhalb OE,, mit der gegebenen Vollverteilung reali-
sierbar, wie die Funktionen ( 13 ) mit 1 e [  1 zeigen. Nur im Falle
l ’W ] = P, und dann ist (bei der Normierung S &#x3E; 0) sicher w = P

und S = oc 1 P p , stimmen die Extremalfunktionen ( 13 ) mit den
entsprechenden aus 1, (17) überein.

3. Der Fall x = 0.

Für oc = 0 ergibt ( 12 ) die Kreisbeschrankung

Ist also z.B. w ein zu 1 gehôriger Schlichtwert, so gilt in diesem
Falle die starke Beschrànkung

4. Der Fall der symmetrischen Verteilung.
Für S = 0, oc &#x3E; 0, wird (12) zu

Die Funktion

mit. - erreicht ihr Minimum an der aus

bestimmten Stelle e. Notwendig und hinreichend für die Existenz
eines (15) erfüllenden w, d.h. für die Realisierbarkeit der sym-
metrischen Verteilung innerhalb @, ist daher L (e)  0, d.i.
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Da nun ) als Funktion von e in 0, P) von - oo bis l-p2 
2

Da nun g i ) als Funktion von ln 0,p ) von - 00 IS-
wachst, so muB weiter s  no 

1 + P2

sein. Es ergibt sich so schlieBlich :
Notwendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit einer sym-

metrischen Vollverteilung (S = 0 ) innerhalb OE,, ist das Erfiillt-
sein der Ungleichung

Der Variabilitiitsbereich (15) der zugehôrigen w-Werte ist ein

Kreisringe mit 0 als Mittelpunkt, der im Falle (X == + lî2 in dieKreislinie [ w ] = no ausartet . 
1 + no:-Kreislinie lwl =,q,, ausartet. 

0

Auf den besonders interessanten, von Landau 10) behandelten
Spezialfall S = 0, P = 1, d.i. f(z) -::/= w in ] z  1, haben wir

schon in der Einleitung aufmerksam gemacht. Hier wird ’YJo = l,
so dal3 eine Beschrânkung von oc (natürlich) nicht eintritt. Man
erhâlt den Landauschen Satz der Einleitung, dessen Extremal-
funktionen durch

mit geeignetem B, 1 - l =1, gegeben sind.
Da L(x) aus (a) für festes x aus (0, 1) mit oc wächst, wächst die

untere Wurzel von L(x) mit oc, wâhrend die obere abnimmt.

Die Kreisringe (15) ziehen sich also, wenn oc von 0 bis 1 21’Jo + ?Jo 2+Qo
wâchst, von dem Kreise 1 w [  P (oc = 0 ) ausgehend in die Kreis-
linie 1 w = qo, die sie alle enthalten, zusammen.
Da L(x) für festes x mit wachsendem P &#x3E; 0 abnimmt, nimmt

die untere Wurzel ab, wâhrend die obere zunimmt. Die Kreis-

ringe (15) liegen daher samtlich auBerhalb des Landauschen
Kreises Iwr  L(ex); d.h.
Die Funktionen aus OE,,, nehmen die Werte w der Landauschen

Kreisscheibe 1 w [  L { oc ) unsymmetrisch (d.h. mit S e o ) an. Auch
bei dieser Aussage ist die Kreisscheibe nicht zu verbessern.

5. Die Kurven T(ce).
Es sei a &#x3E; 0, S &#x3E; 0. Der Variabilitatsbereich V(oc) von zel = xeiqJ

bei gegebener Vollverteilung ist durch eine "Kurve" 1’(oc) be-
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grenzt, die sich wegen (12) aus

bestimmt. Nun ist

SchlieBen wir den Fall a =: 1, j(z) == z aus, so besitzt das

Polynom I(x) wegen

genau eine Wurzel in (0,1). H(x) wachst also dort zuerst und
fâllt dann, besitzt daher in (0, 1) hôchstens zwei Wurzeln.

G(x) besitzt also in (0, 1) hôchstens zwei Extrema. Wegen

folgt nun, daB G (x ) entweder keine oder zwei (ev. zusammen-
fallende ) Wurzeln x(p)  X(q ) in (0, P ) &#x3E; besitzt. Für G(P) &#x3E; 0

ist dies ohne weiteres klar. lm Falle G(P) = 0 ist nach (a)

jedenfalls p = 0, (J.. l-ae2 == S, also H(P) = 0, woraus die Behaup-
x

tung ersichtlich wird.

G (x) ist ferner linear in cos p, und man sieht, da,6 die untere
Wurzel x(q) mit wachsendem 1 tpl  n wächst, die obere X(tp) aber
abnimmt. Die Existenz von x(o ) und X(o) ist daher notwendig und
hinreichend für die Realisierbarkeit der Vollverteilung (mit irgend
einem w) innerhalb OE überhaupt, und es gilt für alle realisier-
baren w

Für ga = n wird (a) zu

und also existieren nach 4 die Wurzeln x(n), X(,-t) nur für

wobei im Falle des Gleichheitszeichens x(n) == X(n) === fl wird.
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Wir finden so, zqenn oc &#x3E; 0, S &#x3E; 0 ist, über die Gestalt von T(« ) :

I , 0  IX  2,t 29 a aus ( 40 ) . F(oc) schlie,6t ,,kreisringförmig"
1 +/À

den 0-Punkt ein. Auf dem äuBeren Bogen nimmt der Abstand
von 0 mit wachsendem [ g l  n ab, auf dem inneren zu. Im Falle
des Gleichheitszeichens berühren sich die beiden Bôgen im Punkte
- 

Il (Figur 5 a ) .

Figur 5a. Figur 5b.

II. oe &#x3E; 1 + 2 T(«) ist ,sichelförmig" und schlieBt 0 au.s. Die1 +IÀ
Strahlen durch 0 werden in hôchstens zwei Punkten geschnitten.
Mit wachsenden 1 cp 1 n nimmt der Abstand des zu 0 nâheren
Schnittpunktes von 0 zu und der des weiteren ab. (Figur 5b.)
Man beachte noch, dal3 der Bereich h(oc) ganz im Inneren des

zur gleichen Folge (’k) als Mindestverteilung gehbrigen Variabili-

tâtsbereiches V*(ce) aus 1 liegen mul3. Nur im Falle S = a p
haben diese Bereiche den Punkt P -gemeinsam.

6. Der Fall des Schlichtwertes; die Kurve 0152(X.
Ç &#x3E; 0 sei eine Schlichtstelle von f( z) mit dem Sehlichtwerte

i_ç 2
w = f(Ç ) ; es ist also P und S = -.

Die Grbf3e u aus (40 ) ist hier mittels

bestimmt, und nur für kleine oc, nâmlich für u :- 21À , sind z. B.

negative Schlichtwerte in c möglich. 
1 +M2

Die Ungleichungen (17) und ( 18 ) der Einleitung folgen un-
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mittelbar aus (12). Die erste Ungleichung (18) schätzt 1 wl [ nach
unten, die zweite nach oben ab.
Es sei a &#x3E; 0. Die Kurve F( ex) ist, wenn = xeiqJ gesetzt wird,

nach 5. (a) durch

bestimmt.
Wir wollen die 1 im Intervall o  1 1 variieren lassen. Wie

der (Landausche) Grenzfall 1 = 1 zeigt, kann nach oben nur
x  1 geschlossen werden.
Für cos q  0 folgt aus der ersten Schreibweise (b)

also

wo L(rx) der Landausche Radius (16) ist.
In der linken Halbebene kônnen also innerhalb OEl, die zu einer

Stelle C &#x3E; 0 gehôrigen Schlichtwerte nur auBerhalb des Landau-
schen Kreises 1 w 1 = L (a) liegen.
Für cos 99 &#x3E; 0 folgt aus der zweiten Schreibweise (b)

also

Damit ist die Existenz einer nur von oc abhângigen Kurve OE,,,
bewiesen, so dap die zu einem , &#x3E; 0 gehôrigen Schlichtwerte aufler-
halb 0152C( liegen müssen.
In der linken Halbebene besteht die "zelahre" Kurve 0152C( aus dem

Landauschen Kreise x = L(a) (Grenzfall 1 = 1 ). Dagegen ist die
Abschâtzung (f) in der rechten Halbebene nicht scharf. Dort

wâre natürlich 0152c£ als Enveloppe der Schlichtwertbereiche (17)
bei variablem , zu bestimmen. Diese ergibt sich durch Elimi-
nation von’ aus G(x) = 0 und
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Diese Bestimmung ist aber wenig übersichtlich.
Das genannte System ist gleichwertig mit

Die zweite, in ’-"- quadratische Gleichung, besitzt nur dann

Lôsungen 1, wenn

ist. Nun wird im Grenzfalle’ = 1 die untere Wurzel 0153(q;, ,) = L(0152).
Da für 99 e 0

ist, wachst bei festem q die untere Wurzel x(cp, C) zuerst, wenn
1 von 1 her abnimmt. Ist nun

so wird erst rccht zuerst für die’  1 an den unteren Wurzeln

gelten. Nach (i ) bleibt dann also überhaupt für alle (  1 an

den unteren Wurzeln -  0. Es gilt daher»

Der Landausche Kreis x = L ( oc ) bleibt also noch ein Stück in

die rechte Halbebene hinein die wahre Kurve 0152cx. Freilich ist (41 )
keineswegs die genaue Bestimmung dieses Sachverhaltes.
Der Grensfall Ç, = 0 zeigt, daB auf der positiven reellen Achse

nur ae &#x3E; 0 geschlossen werden kann. (Figur 3.)

7. Variation der ce &#x3E; 0.

Aus 5 (a) folgt jedenfalls

und für cos p 0 ist der Fall des Gleichheitszeichens mit
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innerhalb OE+ (bei 5 &#x3E; 0) realisierbar.
Wenn cos q;  0 ist, schreiben wir

und es folgt dann

wo das Gleichheitszeichen innerhalb @+ für oc = 0 realisierbar ist.
Damit sind die Ungleichungen (21) und insbesondere (22)

der Einleitung bewiesen. Für S &#x3E; 0 liegt dieser Variabilitäts-
bereich der w bei gegebener Vollverteilung (von der Spitze w - P
abgesehen) ganz im Inneren des entsprechenden Bereiches 1. (19)
bei Mindestverteilungen.

8. Bestimmung von x(O) und X(o); die Ungleichungen (19).
Es sei x &#x3E; 0, S &#x3E; 0. Nach 5 ist die Existenz von x(O) und X(U )

notwendig und hinreichend für die Realisierbarkeit der gegebenen
Vollverteilung innerhalb 0152(X. Diese Grô3en bestimmen sich nach
der aus (12) unmittelbar folgenden Ungleichung

a: R (x) nimmt in (0, P) von + oo bis ex. l-.P monoton ab.
p

Wenn also R(P)  S, d. i. oc  l SPP2 ist, so liefert R (x) = 5 die- 

i-P2

Wurzel X(o). lm Falle des Gleichheitszeichens ist X(O) = P.

b: Nach 4 fâllt L(x) in (0, e), wo x==20132013ist, um dann zu
+e2

I-P2
wachsen. Ferner ist L(0) =- c)o, L(P) = ce i_ pz .p

Jedenfalls muB also zur Realisierung der Vollverteilung
L ($ )  S, d. i.

und also, da g(e) mit $ &#x3E; 0 wachst, sicher

sein.
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E. d . 
2P

A: Es sei $  P, d.i. oc  2P
SP -1+P2

a: Wenn ex C 1-,p2, d.i. L ( P )  S ist, so ergibt L(x) = S
die Wurzel x(O). 

SP I-P2 ,

: Wenn a &#x3E;- ist, so muB notwendig S 2- 
2 

sein.
-1-p2 

- 

1+P2

Und dann ergibt L (x) = S beide Wurzeln x(O) und X(o).
2P

B: Es sei e &#x3E; P, d.i. oc&#x3E; _ .I+P2
Zur Realisierung der Vollverteilung muB L(P)  S, d.i.

a 1 SPpz sein. L(0153) = S ergibt die Wurzel x(0 ).l-p2

So haben wir in jedem realisierbaren Falle die Bestimmung
von x(O) und X(O) angegeben.

z
Für iî : P, d.i. S  21-P2, liegt der Fall A vor, und die- I+P2 

Ungleichung (b) ist nicht zu verbessern. Im Falle des Gleich-
heitszeichens in (b) ist notwendig lwl =- X =,q und nach 5

(wegen oc &#x3E; 0, S &#x3E; 0) sogar nur w =n môglich.
I-pa

Für q &#x3E; P, d.i. S &#x3E; 2 1 + P2, sind nur die Falle A, oc und B
1+P2

môglich, und es ist also dann

Im Falle des Gleichheitszeichens ist notwendig zes = P.
Damit sind die Ungleichungen (19) der Einleitung bewiesen

und zugleich gezeigt, daB sie für die Realisierung der Vollver-
teilung mit passendem innerhalb OE,,, notwendig und hinreichend
sind.

Darüber hinaus sehen wir, dap im Falle oc = A(P, S ) nur die
Werte 1 w = bzw. 1 w= P, und wenn S &#x3E; 0 ist, sogar nur die

Werte w =n bzw. w = P realisierbar sind. Die Kurven T(ce )
schrumpfen also dann auf Punkte zusammen.

Die zu (19) gehôrigen Extremalfunktionen sind (für a &#x3E; 0,
S &#x3E; 0) durch

gegeben. Für x = 0 oder S = 0 sind sie entsprechend nach (13)
zu bilden.
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9. Verhalten von T(ce) bei Variation dei- oc.

Nach 5 (a ) ist

oG
also - &#x3E; 0 für a &#x3E; 0, cos 99  o.« 

-

In der linken Halbebene wächst daher die untere Wurzel

0153(q;) mit «,, wâhrend die obere X(q;) abnimmt. Dort ziehen sich
also mit wachsendem a die Kurven F(a), ausgehend von dern

,,punktierten" Kreise ae == P (a. = 0 ), zusammen, wobei sie, wenn

S &#x3E; 0 ist, für x = 2’ aus (40) von der Kreisringgestalt in die1 + t2 
,

Sichelgestalt übergehen und wobei dann das zu den ,Sichelenden"
gehôrige [ q 1 abnimmt.

Dal3 sich die Siehelenden, die sich aus G(x) = 0, G’(x) = 0
bestimmen, mit wachsendem a schlief3lich auch in der rechten
Halbebene zurückziehen, geht daraus hervor, daB dort nach 5(b)

also nach (a) wieder oG &#x3E; 0 ist.
dcx

Für ex. = A(P, S ) und S &#x3E; 0 schlieBlich ist r(ex.) auf den Punkt
Min (q, P) zusammengeschrumpft.

10. Variation der P.
Es sei x &#x3E;0, S &#x3E; o fest gegeben. Wegen

dehnen sich die von den Kurven T(ce) berandeten Bereiche V (a )
mit wachsendem P aus.

p  t sein. Wir finden so, daj3 für festes oc &#x3E; o und S =" t .-- - 

t

(0 t  1) w in dem zugehôrigen Schlichtwertbereiche (17) liegen
mufl.
Für ce = 0 wird z.B.

Für S = 0 ist t = 1, und also gilt
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11. Variation der P und S &#x3E; 0.

Es sei oc &#x3E; 0 fest gegeben, und wir variieren die 0  P  1

2 , , ,

und OS 1 ‘p . Nach 10 liegt dann zv in der Vereinigungs-p

menge aller Schlichtwertbereiche (17) und also nach 6 nicht
innerhalb der Kurve 0152cx. Damit ist die diesbezügliche Behaup-
tung der Einleitung bewiesen. Man beachte, daB die Normie-

rungen a &#x3E; 0 und S 0 vorausgesetzt sind.

12. Die Ungleichungen (23).
a &#x3E; 0 und P seien fest gegeben. Zunâchst gilt nach 1 (7)

Wir setzen a = 2e 2’ 0  $ Ç 1.1 + e 
-

2P
A. Es sei m  2p , also e  P.1 + P2

Wenn S 2201320132013 ist, so ist nach (19) sogar OC  - 21î ,1 + P2 - 1 +7î 2
aus (19), o  $  q  P. Also wird nach 4

I-P2

Wenn 1 SI &#x3E; 21-p’ ist, so wird 1] &#x3E;P, also erst recht  n,
1 + P2 

und (b) bleibt gültig. 
2noDie GrôBe 5 aus (b) ist genau für die cx &#x3E; 1 21]0 + 1Jo 2’ qo aus (20),

positiv. 2P 

’ 

1-PI,
B. Es sei x&#x3E;20132013,. Nach (19) ist sicherlich [ S) &#x3E; 21-P21+P21-P2 

- 

l+P
und also sogar 1 SI ] l-p2
Damit sind die Ungleichungen (23) der Einleitung bewiesen.

13. Variation der S 0.
Es sei oc 0 und P fest gegeben, wâhrend die 5 &#x3E;0 durch

die mëglichen Werte (23) variieren sollen.
Wir schreiben G(x) aus 5 (a) in der Form

Für cos m  0 ist § &#x3E; 0, so daB mit abnehmendem S beiT - UJ
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festem q die untere Wurzel xs(q) von G(0153) = 0 nicht wachst,
die obere Wurzel Xs (q ) nicht abnimmt.

Ist also ce 21îo , so ist nach (23) in der linken Halbebenei +n

d.h. w liegt in dem zur symmetrischen Verteilung S = 0 gehôrigen
Kreisringe (15) in der linken Halbebene.

Dagegen sind für &#x3E; 1 21’Jo + 1’Jo 2 überhaupt keine Werte w in der

.... 

+ o2 0 
.. l-p2

linken Halbebene rnoglich, da dies für S = S bzw. S oc-p
(nach unserer Bemerkung über das Gleichheitszeichen in (19))
der Fall ist.

In der rechten Halbebene cos ç &#x3E; 0 sind die Verhâltnisse

weniger einfach. Aus (a) folgt

d.h. die moglichen w- Werte der i-echten Halbebene liegen jedenfalls
nicht auperhalb der ,Kurve"

Diese Kurve existiert nach 4. genau für die 99 mit

(Man beachte, im Einklang mît oben, den Fall a &#x3E; 1 21]0 + 1} 0 2 !)
Das Gleichheitszeichen in (c) ist nur möglich wenn zugleich

wird, und dann ist dort, d.h. auf cl, 2013 == 0. Cl ist der Ort der
oG 

-ès

Wurzeln von G(x) = 0, in denen 2013 = 0 wird.
I-P2 

às

Nun muB aber 5 -p sein; daher kann cl nur dann scharfe
Abgrenzung für w sein, wenn auf cl

also
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ist. Wenn dies erfüllt ist, so ist CI die scharfe Abgrenzung. Denn
die für S notwendige untere Grenze a«(X, P ) aus (23) kann auf
C1 von den zugehôrigen S-Werten (e) nicht unterschritten werden,
weil ja das Erfülltsein von (e) jedenfalls die Realisierbarkeit
der Verteilung bedeutet.
Daher ist die Kurve el die genaue Abgrenzung für w in der rechten

Halbebene, solange sie auflerhalb der (von oc unabhängigen ) Kurve

verlâuft.
Wenn cl die Kurve c2 trifft, wird für 99 --A 0 das zugehbrige

5 == l-pa, und es folgt, dap für diejenigen cp, wo c1 innerhalb c2

Zo. p . Abgrenzung für w von der zu S= 
l-p2

verläuft, die genaue Abgrenzung für w von der zu S = p ,
C == P gehôrigen Schlichtwertkurve (17) geliefert wird. 

p

Für 99 = 0 trifft cl die positive Achse in x = 0 und x = P,
c2 aber in x = P. Nach oben kann also nur 1 wl  P (mit dem
Gleichheitszeichen f ür S = Oc geschlossen werden, wâhrend

die untere durch c1 gegebene triviale Abgrenzung 1 w l &#x3E; 0 auf der
positiven Achse durch

ersetzt werden kann.
Diese Abschâtzung (46 ) gilt dann überhaupt für alle w, wie aus

5(e) folgt.
Ebenso ist für kleine q die untere Abgrenzung der zo immer

durch die Schlichtwertkurve S -p2) gegeben.p-

§ 3. Die Majorantenrelation (24).
1. Die Majorantenrelation.
Wendet man die Relation (5) auf die Funktion f",(z) aus (10)

an, so ergibt sich die neue Majorantenrelation

mit den Extremalfunktionen (13).
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Diese von oc unabhângigen Relation ergibt die scharfen Abgren-
zungen für f(z) bei gegebener w-Vollverteilung innerhalb OE. An
einer p-fachen w-Stelle C der Vollverteilung erhält man insbe-
sondere scharfe Abgrenzungen für j(p)(C).
Für die Klasse OE,, muB w überdies der Ungleichung (12)

genügen, und nach § 2,2 gehôren im Falle des Gleichheitszeichens
in (12) die obigen Extremalfunktionen bei geeignetem e zu OE..
Liegt also w auf der Kurve r( ex) aus § 2,5, so ist die obige Ab-
grenzung von f(z) auch für die Klasse OE,,, (mit S &#x3E; 0) scharf,
sonst aber nicht. Entsprechendes gilt für die Klasse @+.
Um auch für diese Klassen scharfe Abgrenzungen zu erhalten,

hâtte man die Relation (32) der Einleitung auf die Funktion
fw(z) anzuwenden.

2. Der Fall f(z) # w.
Es ist P(z) == 1, und (24) geht in die Relation

über. Hieraus folgt insbesondere

3. Der Fall des Schlichtwertes.
w sei ein zu ,&#x3E; 0 gehbriger Schlichtwert. (24) wird zu

Für z == C folgt insbesondere die Ungleichung

der Einleitung. Für die Funktion

Also wächst g(x) in (0, c ». Daher kann bei gegebenem oc &#x3E; 0



470

und festem Cf = arc w (mit den Bezeichnungen aus § 2,5; es ist
P = C, s ’ e) die untere Abschâtzung (25) unabhängig von

ergânzt werden. Und insbesondere gilt unabhângig von q in OE,,

x(0) ist dabei durch das Gleichheitszeichen in der ersten Unglei-
chung (18) bestimmt.
Für die Funktion

ist

Das Maximum von h(x) liegt bei x = $,

Es ist daher bei gegebenem oc &#x3E; 0 und festem (p = arc w

d.i.

und diese Ungleichung ist bei festem cp, wenn X(p) &#x3E;  ist,
nicht zu verbessern. Ferner ist unabhängig von 99 diese Unglei-
chung für die Klasse OE, scharf, wenn X(O) &#x3E;  ist, d.h. nach

(18) fur die i mit

Da schliel3lich unabhängig von ce nur X(O)  C geschlossen
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werden kann, so ist die Ungleichung (26b) in der allgemeinen
Klasse OE für die

nicht zu verbessern. Dagegen gilt genauer

und in OE,, unabhângig von q

d.i. für die 1, die (g) nicht genügen
In der Klasse OE kann schlieBlich für die C  $, d.i. für die

1  V2 - 1 aus X(O)  Ç und (53) auf

d.i. die erste Dieudonnésche Ungleichung 1 (22) geschlossen
werden. Damit sind auch die Ungleichungen (26) der Einleitung
bewiesen.

§ 4. Abschâtzung der Primitivwerte.

1. Es sei 0  r  1 und f(z) :4- w in 1 z 1  r. Wir suchen die

untere Grenze Lr( el) der môglichen Werte r w 1 innerhalb OE,,, zu
bestimmen. Es sei oc &#x3E; 0 vorausgesetzt. In der Grenze r = 1

ist L1(a.) die Landausche GrôBe L(el) aus (16).
Lr(a.) ist zugleich die untere Grenze der auf 1 z = r môglichen

Primitivwerte einer Funktion f(z) aus OE,.
Für kleine r kann man Lr(lI..) leicht angeben. Nach 1 (39 ) (mit

PÓ== 1) ist nâmlich für 1 zl = r  oc

also jedenfalls

Die rechte Seite von (b) wachst aber für - 2r  ex, und dann
1 +r2

ist auch r  oc. Daher ist für die zu (a ) gehörige Extremalfunktion
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(X-Z (X-T

f(z) = s201320132013 aus 0152rx für diese r der Wert î- - ein zu z = r ge-"’ 12013OCB l -ocr

hôriger Primitivwerte, und es folgt somit

2. Es sei jetzt allgemein f(z) aus OE, und f(z) # w für z ]  r.

Die Folge (Ck) mit

(a) r  1 ckl  1
sei eine (ev. leere) w-Vollverteilung von f(z).

Sind P und S die zugehôrigen VerteilungsgröBen, so ist nach
§ 2, 8 die durch (19) erkh,rte Ungleichung rx  A( P, 1 SI) not-
wendig und hinreichend für die Realisierbarkeit der Vollver-

teilung mit passendem innerhalb OE,,. Für diese zugehôrigen ze
gilt die Abschâtzung 1 w [ &#x3E; x(o ), wo nach § 2, 9 x(O) die untere
Wurzel der Gleichung

...........

ist.

Es handelt sich darum, diese Wurzel x(o) durch Variation der
Vollverteilung (a) innerhalb OE,, môglichst klein zu machen.

3. Es sei P  1. Wir machen zunâchst alle ’k unter Beibehaltung
ihrer Betrâge positiv. P ândert sich nicht, wâhrend 1 SI I nicht

abnimmt und S positiv wird. ( 19 ) bleibt erfüllt, da sowohl 7i als
damit auch A( P, 151) mit [ S wachst. Andererseits hat nach § 2,4
wegen der dort bewiesenen Eigenschaften von L (x) die Wurzel
x(o) bei dieser Variation nicht zugenommen.

4. Es sei etwa r  Ç ç ’,1.  1. Wir ersetzen ,’X durch t’’X und

durch eÂ , Max r  t  i . P bleibt bei dieser Variation
tlngeandert, wâhrend S wegen

mit abnehmendem t wâchst.
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Durch diese Variation kann man entweder C’X nach r oder
nach 1 (d.h. zum Verschwinden) bringen. Wie unter 3 bleibt
(19) erfüllt und die Wurzel x(O) nimmt ab.
Durch wiederholte, ev. abziihlbarofte Wiederholung dieser Varia-

tion kann man erreichen, daB alle Ck mit Ausnahme von hôchstens
einem C nach r fallen. Dabei bleibt die Anzahl n dieser nach r

gebrachten Ç beschrânkt. Denn wegen (19) und r  P ist dann
jedenfalls

,

und die rechte Seite strebt mit n --&#x3E; ao gegen 0.

5. Wir dürfen also zur unteren Abschâtzung von x(0 ) eine
Vollverteilung von n &#x3E; 0 Stellen Ck = r und einer Stelle r  C  1
annehmen. Dann ist

Wir betrachten zunâchst die Funktion

Es ist

Für die quadratische Funktion
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da das in der Klammer stehende Polynom in r nach der Cartesi-
schen Regel hôchstens zwei positive Wurzeln besitzt und r = 1
eine Doppelwurzel, also die einzige positive Wurzel ist. Das

Minimum c* von h(C) bestimmt sich aus

und es ist

Wenn also C*  1 ist, so ist h(C*) &#x3E; 0, und in jedem Falle
ist daher h(c) &#x3E; 0 in 0, 1) und also auch

Der Ausdruck Sp wiichst also mit C.
l-p2 

1 T-,

6. Für die Verteilung in 5 ist für n &#x3E; 0 nach 5 (c) und (h)

Nach (19) wird also die Verteilungsbedingung zu

Ist nun für unsere Verteilung noch oc  Sp , so lasse man dasi -

C, r  c  1, dieser Verteilung gegen r abnehmen, wobei es also

im Falle C = 1 neu roon rechts her auftaucht.
Die GrôBe S nimmt zu und P nimmt ab, aber wegen

nimmt die untere Wurzel x(o } von L(x) = S nach (42) und

§ 2,4 ab. Da nun nach 5 der Ausdruck Sp mit Ç abnimmt, so
I-pt
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ist diese Variation genau so lange môglich, bis schlieplich ev. nach
mehrfacher Wiederholung

wird.
Durch die Festsetzung n &#x3E; l, r  , 1 ist die zu (27) ge-

h6rige Vollverteilung eindeutig bestimmt. Denn die rechte Seite
fâllt nach 5 mit, und das Wertepaar n,c , = r ergibt das Gleiche
wie n + i , i = 1. Für n == 1, C == 1 ist die rechte Seite gleich 1,
und sie wird mit wachsendem n beliebig klein. (27) ergibt also
für a &#x3E; 0 genau ein Lôsungspaar n, C. Das zugehôrige xo ist die
gesuchte GrôBe Lr(oc).
Nach § 2,8 ist nun gerade

und die zugehôrige Extremalfunktion ist wegen 6 (a) nach (43)
durch

eindeutig bestimmt. Damit sind die Behauptungen der Einleitung
über L,(ce) bewiesen.

7. Für n = 1 wird nach 6 (27) zunâchst

und L,.(a) = rÇ. Also ist für diese r

was mit (54) übereinstimmt.
Allgemein wird die Extremalfunktion rational vom (n + 1 )-ten

Grade für die r des Iwie=.l’r,s

sein.

(Eingegangen den 3. Juli 1937 )
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