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Uber beschrankte Potenzreihen 11
yon

Werner Rogosinski
Berlin

Dieser zweite Teil der vorliegenden Arbeit (der erste!) wird
im folgenden mit I zitiert 2)) setzt die Untersuchungen iiber die
Klasse € der fiir |z| <1 reguliren Funktionen

(1) f@) =az+p2+ ..., |flz) <1,

fort. Wir iibernehmen dabei die Bezeichnungen aus I.

Dort handelte es sich im Wesentlichen um die Diskussion
von Mindestverteilungen bei den Funktionen f(z), wahrend nun-
mehr die Vollverteilungen betrachtet werden.

Die endliche (ev. leere) oder unendliche Folge (£,) mit

(2) 0 <[] =|lpml <1

heiB8t eine w-Vollverteilung der Funktion f(z), wenn sie die Ge-
samtheit der von 0 verschiedenen w-Stellen von f(z), jede mit
ihrer Vielfachheit gezihlt, wiedergibt. Eine leere Vollverteilung
soll natiirlich bedeuten, daB f(z) den Wert w fiir 0<|z| <1
nicht annimmt.

Die Hauptfrage ist wieder: Welche Werte w kinnen zu einer
gegebenen Vollverteilung gehiren?

Wir erinnern an die Bezeichnungen

1—| &
&

z‘_Ck _
P(%):l;lz—ck—_—l’?k L= Cklme

8) P=I|), S=3
k k

die durch Anhéngung des Index w mitunter als zu w-Verteilungen
gehorig gekennzeichnet werden.

Alle bewiesenen Abgrenzungen sind, soweit micht ausdriicklich
das Gegenteil gesagt wird, Bestaussagen.

1) Diese Zeitschrift 5 (1937), 67—106.

2) Das Verzeichnis der neu zitierten Literatur befindet sich am Ende der Arleit;
Literatur aus 1 wird nach dem dortigen Verzeichnis zitierf.
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1.1: Im ersten Paragraphen werden die 0-Vollverteilungen
behandelt. Hier gilt zunéchst fiir die Klasse €, (¢ =0 fest)
wieder die Jensensche Ungleichung (I, (9%))3)

(4) o=, P,

mit dem Gleichheitszeichen fiir f(z) = 2Py(2). An die Stelle von
I, (10) tritt aber fiir « >0 %) die neue Majorantenrelation

L+_z
1@ a \17%
(5) 2Py (2) < (_’:)-)
1+¢2z
o 1—éz
mit den Extremalfunktionen f(z) = zPo(z)(?) , el =1

Auch fiir Vollverteilungen beantwortet die Jensensche Ungleichung
unser Problem der 0-Verteilungen vollstindig; jede Verteilung mit
o (=) Py =1 ist in der Klasse €y als 0-Vollverteilung realisierbar.
Fir die Klasse ¢, (Normierung f(0) = 0) unterliegt die Ver-
teilung nur der Einschriankung 0 < Py <1. Die Majoranten-
relation (5) liefert fiir die Klasse €, scharfe Abgrenzungen der
Funktionswerte f(z) bei festem z (nicht nur |z|!) und gegebener
0-Vollverteilung; an einer p-fachen 0-Stelle { der Verteilung
erhalt man Abgrenzungen fir f®) ().

Insbesondere ergeben sich die Ungleichungen ?)

1+]z 1—lzl

il_IZIS’ 1) - i1+|2’|

(6) P, T [2Py(2)| T\ P, ’
are 20| < 2o 2
arc < slog—.
2Py (2) 1—|z| o

Durch Variation der « = 0 erhélt man den folgenden Satz fiir
die Klasse €, (vergl. I, 1, Figur 1):
Fiir die Funktionen f(3) aus €, mit f'(0) > 0 liegt die Grife
PR G
3P(2)

in dem von zwei logarithmischen Spiralen (auf der

3) JensenN I, 1; Fir a=0 ist P,>0, weil aus P, =0 bekanntlich f(z) =0
folgt, so daB die Folge (2) nicht alle 0-Stellen enthalten kann (vergl. I, § 1.2).
%) Fir a =0 darf man nicht etwa o gegen O gehen lassen; man kann nur

f(z)

< 2z schlieBen. Es ist sinnvoll, bei 0-Vollverteilungen die genaue Vielfach-

2Py ()

. , . f(z)
heit » der 0-Stelle in z=0 anzugeben; dann gilt ) =<1. Man kann ge-
nauer die Klassen E* heranziehen. FPo(2)

%) Fir P,=1 siehe KorBk, insbes. § 3.
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Fldche von log t) begrenzten Bereiche (Figur 1))

gttt
B, [t e R @ = arc .

Die Berandung von % wird bei geeigneten Extremalfunktionen
zu (5) erreicht. Man beachie,
welch starke Verzerrung nach 0
hin die Normierung f'(0) > 0 fiir
@ # 0 bewirkt.

Ein besonderes Interesse ver-
dient bei den obigen Ergebnissen
der Fall Py=1, d.i. f(z) 5 0 fiir
0 < |z| < 1; dann ist tzf(—:).

Ein Wert w heifft ein zur
Stelle ¢ gehoriger Schlichtwert von
f(2), wenn er nur in , und zwar einfach, angenommen wird. Der
Fall P;=1, f'(0) 7 0 besagt also, dal 0 ein zu { = 0 gehoriger
Schlichtwert ist.

Ist w = 0 Schlichtwert, so erweist sich noch die Abbildung durch
f(2) fir die = mit

2|z| 1
™ (gl = T
als sternformig in Bezug auf w = 0. Und dies ist dic grofte Kreis-
scheibe dieser Art.

Schlieflich wird die genaue Abgrenzung des zweiten Koeffi-
zienten f der Entwicklung (1) sowohl fiir die Klasse €, als auch
fiir €, bei gegebener O0-Vollverteilung durchgefithrt. Fir die
Funktionen der nichtnormierten Klasse & mit f'(0) 407) er-
gibt sich insbesondere das folgende Gegenstiick zur Jensenschen
Formel: 8)

¢ [Sal
Pye? fir |S,| =2,

(8) 1Al = e

|B] < Py|Se|  fiir [Sy] =2

Die zweite dieser Ungleichungen stimmt mit der zweiten Un-
gleichung I, (18) bei Mindestverteilungen {iberein.

¢) Fiir eine schlichte Begrenzung von ¢ geniigt |p| < 7.
?) Fir a = f/(0) = 0 ist || < P,.

2
8) Fiir P, =1, also S, =0, wird |B| §~e»; siehe LEvVIN.
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1_PP2 (I, (7)) ergibt sich hieraus

Unter Beachtung von |S| =
weiter ?)

B =1—PF  fiur Py=V2—1,

(9) 2 l_P(Z) -
|B] =—Pye 2P0 fiir Py= V2 — 1.

1.2: Der zweite Paragraph bringt die w-Vollverteilungen fiir
die allgemeinen w mit 0 <|w|< 1. Der Ubergang von f(z) zu
der Funktion

(10) fo(z) = 2202

fmw—1

y=wlz —ay(1—|w[*)e+ ... w=[u|y,

aus @, fithrt wieder diesen Fall auf den der 0-Vollverteilungen
zuriick, wobei aber « jetzt erst im zweiten Koeffizienten von
(10) auftritt.

Zunichst erhalt man wieder die Jensensche Ungleichung in
der Gestalt

(11) |w| = P,,
wie in I, (15*%). Das Gleichheitszeichen ist innerhalb €, nur
im Falle 72— =9 P(z) richtig. Diese Extremalfunktion ist

f(xy@w—1
aber, wie in I, § 2.1 auseinandergesetzt wurde, bei der Vertei-
lungsnormierung S >0 nur im Falle w >0 zu €, gehoérig.
(11) beantwortet also das Problem der w-Vollverteilung micht end-
giiltig innerhalb €, .
Das Problem der w-Vollverteilungen innerhalb €, wird dagegen
vollstindig durch die Ungleichung

1—|w|® P,

|20}

(12)

o — S, =2log

w

beantwortet. Das Gleichheitszeichen ist hier nur bei den Extremal-
funktionen

1+éz
f(z)——w |w| 1—é&z
13 =9y P, (2)|— w=|w
(13) o = rP@( ) L w=]wly,
9) Nachirag 2u I, (18): Fiir Mindestverteilungen gilt entsprechend
IBl<1—P* fir P* < V21,
L (18%) 14+ p*) _
18] g——( + 5 ) fir P* > vV2—1.

*
4P
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mit passend gewihltem ¢, |¢| =1, richtig. Jede (12) erfiillende
Verteilung ist in €, eine mogliche w-Vollverteilung.

Die durch (12) gegebene Beschriankung der w werden wir
gestaltlich genauer diskutieren; insbesondere. erhélt man, wenn
a > 0 ist, stets auch eine untere Abschitzung fiir |w|.

Hier verdienen eine Reihe Spezialfille besondére Erwahnung:

A. Fir o = 0 ergibt (12) die Ungleichung

(14) |w| < pe sl

B. Im Falle S =0 sprechen wir von einer ,,symmetrischen”
Verteilung. (12) ergibt die Kreisringbeschrinkung
1—|w|?

(15) o[ Tl < P

fiir w. Hierher gehort insbesondere der zuerst von Landau 1°)
betrachtete Fall P =1, d.i. f(z) #w in 0<|z| < 1. Der Kreis-
ring (15) ist jetzt von den Kreisen |w| =1 und |w| = L(«) mit
L1
(16) Le 2 =1
begrenzt. Es ergibt sich der folgende Satz von Landau:°)
Die Funktionen aus &, nehmen mindestens die Werte der Kreis-
scheibe |w| < L(«) an. Dieser Kreis ist nicht zu verbessern.
C. Es sei w50 ein zu ¢ gehoriger Schlichtwert von f(z).

Dann ist P =|¢, S:I_C'C’, und also ergibt (12) die Ab-
grenzung

1ol 1| _ ¢
(17) » ——C—‘— :210g ;}.

Insbesondere ergeben sich als beiderseitige Abschéitzungen
fiir |w|:
R O s e, i
(18)  |wle W <|zle 2kl |wle el <|le .
Ein besonderes Interesse verdient die aus (12) ableitbare Un-
gleichung:

e Isl=r
(19) la| <A(P,|S]) = ISI: fiir o
m SIZ2gs

1—nt P 5|
<
1472 logn 2’ 0<"7=P9

10) LANDAU, Satz 6; siche auch Rocosinskr I, 1, Satz IV.
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deren rechte Seite nur von den Griofen P und ]SI der gegebenen
Verteilung, nicht aber von w abhdngt. Man beachte, da3 die zweite
Ungleichung (19) mit der entsprechenden zweiten Ungleichung
I, (18) fiir Mindestverteilungen iibereinstimmt.

Es sind also in ©y nicht beliebige Vollverteilunden (auch nichi
fiir irgend ein passendes w) maoglich. Andererseits aber ist jede
Verteilung, die (19) geniigt, eine w-Vollverteilung fiir passendes w
innerhalb €.

A ist <1, sobald mehr als ein { gegeben ist. Man beachte,
daB z.B. symmetrische Vollverteilungen (S =0) in €y genau
dann moglich sind, wenn

2n 1—n2 P
20 | £ —2; —2 _Jog—=0,0<n, <P
(20) | |_1+772., Tt g’],, Mo =

ist.

Variiert man die « =0 in (12), so ergeben sich die genauen
Abgrenzungen fiir w innerhalb der Klasse €, . Bei der Verteilungs-
normierung S =0 findet man

|w| < Pe#S _ cosp=0

(21) ) ur ;
|w| < Pe—3Sisingl cos g =0

@ = arc w.
Diese ,,birnenférmige’”” Abgrenzung entspricht dem Bereiche
aus I, (19) bei Mindestverteilungen.
Insbesondere ergibt sich an Schlichtstellen > 0 die scharfe
Abgrenzung

1-¢2
<te 2 <o
(2z) MON =t F COSPEO A0
|f@) = te 2 Isin @1 cos ¢ =0

innerhalb €. Man beachte, wie stark die Verzerrung nach 0 hin
fur nicht positive Schlichtwerte der
positiven Achse innerhalb €. aus-
Jallt. (Figur 2.) at

Variiert man bei festen « =0,
S =0, die GroBle P, so zeigt sich,
das w jedenfalls in dem zu

1—1¢2 Figur 2.

P =4, — = S gehorigen Schlicht-
wertbereiche (17) liegen muB. Insbesondere ergibt sich fir
S=0, also t=1, daf in Verallgemeinerung des oben formu-
lierten Landauschen Satzes die Werte der Kreisscheibe |w| < L(x)
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in €, nicht symmetrisch angenommen werden kénnen. Auch dies
ist eine Bestaussage.

Variiert man ferner bei festem « =0 sowohl die P als die
(durch S =0 normierten) S, so
zeigt sich die Existenz einer nur
von o abhdngigen Kurve €, so
daf die Werte jeder Funktion
aus €, bet dieser Verteilungs-
normierung nicht innerhalb €
liegen konnen. €, besteht in
der linken Halbebene (und
noch ein Stiick in die rechte
hinein) genau aus dem Lan-
dauschen Kreise |w|=L(«),
wéahrend sie in der rechten

Figur 3. Halbebene symmetrisch zur

reellen Achse und diese in

w = 0 beriihrend zu diesem letzteren Punkte heranfiihrt. (Figur 8.)
SchlieBlich seien noch bei festen « und P die Ungleichungen

0 fir Ogl(xl —1+ 29 Mo aus (20)9
T e 2n 2P
(238) iSIZG(M’,P):WSfurI_I_:?ggl |<1+P2’
o * e tir 2 <]
S 1—g P 2k
T Tire e lel=gm m=EsP

erwahnt.

1.3: Im dritten Paragraphen wird die Majorantenrelation
1+2

f@)—w 1 lw[\1=2
(24) mm_fﬂm<(;) s w—|wly,

mit den Extremalfunktionen (18) diskutiert. Sie liefert innerhalb
€ dic scharfen Abgrenzungen fiir f(z) bei gegebener w-Vollver-
teilung und insbesondere an p-fachen w-Stellen ¢ der Verteilung
Abgrenzungen fiir f®)(¢).

So ergeben sich z.B. an Schlichistellen ¢ die Abschitzungen

1+ 1|1
(25) (})lm GE Kﬁ‘0§f”9 w = (),
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und hieraus weiter durch Variation von |w|

1 . [(l=v2—1
(26) Q)= 9 ( 1— [ );ﬁ:fﬁr

(3-+11) (1—121) \I¢I* (3 +1¢1)
Die erste Ungleichung (26) gilt {ibrigens fiir beliebige Stellen

(Dieudonné11); I. (22)), die zweite ist nur fiir Schlichtstellen
richtig und scharf.

¢ =v2—1.

1.4: Im letzten Paragraphen ist r, 0 <7 <<1, gegeben, und
wir betrachten die Vollverteilungen mit || =r. Es soll also
J(z) £ w fir |z| <r sein. Wir bestimmen die untere Grenze
L,(x) dieser Werte |w| fiir die Klasse §,. L,(«x) wire der Landau-
sche Radius (16).

Das folgende Ergebnis verallgemeinert den Landauschen Satz
aus 1.2:

Es sei o >0, 0 <<r<<1. Man bestimme, was eindeutig moglich
ist, die natiirliche Zahl n und die Grofle L mit r <{ <1 aus der
Gleichung
(27) o= ™ (nI__TZ + l—ggn) .

T 1—g2ng2 T

Dann nimmt jede Funktion aus €, fiir |z| <r mindestens die
Werte w der Kreisscheibe

(28) |w| <l = L(«)

an. Dies ist die grofte solche Kreisscheibe.

Die Eaxtremalfunktionen sind rational vom (n--1)-ten Grade.
Die GroBe L,(«) hat ersichtlich noch eine andere Bedeutung.
Spricht man von einem zur Primitivstelle t gehirigen Primitiv-
werte 12) w = f(t), wenn f(2) #w fir |z| <|t| ist, so ist L (x) die
untere Grenze der auf |z| = r moglichen Betrdge der Primitivwerte
innerhalb €,.

2: Alle Ergebnisse lassen sich, wie in I, ohne weiteres iiber-
tragen auf die allgemeinere Klasse E der fiir | z| < 1 meromorphen
Funktionen ¢(z), die um 2 = 0 eine Entwicklung

(29) @(3) = + BT ... xganz, a #£0,

11) DieupoNNE I, 106.
12)  Uber die Bedeutung von Primitivstellen fiir das Majorantenprinzip vergl.
ROGOSINSKI 2.

29
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besitzen und fiir die

(80) Iim |e(z) <1

|z]—1
ist. An die Stelle der P, S und P(2) treten wieder, wie in I, die
GrofBen

8l) I, =22, 5, —S,—Sys Iyz)—

w

P () 1
H w¥ = —
w* P % (2) w

R

die aus den w- und den w*-Verteilungen (bzw. 0- und Polstellen)
zu bilden sind.
Wir geben gelegentlich in FuBnoten diese Ergebnisse an.

3. Wenn in der Entwicklung (1) die ersten k Koeffizienten
vorgegeben sind, so kann die Theorie der Vollverteilungen ent-
sprechend verfeinert werden.

Geht man in den Majorantenrelationen (5) bzw. (24) zum
log iiber, so wird man namlich auf Funktionen negativen Real-
teils gefithrt. Fiir diese kennt man nach Carathéodory 12) den
genauen Koeffizientenkérper. Von den bestimmenden Unglei-
chungen dieses Korpers wurde fiir (8) bzw. in (12) nur die erste
herangezogen.

Ebenso kénnen die Majorantenrelationen selbst entsprechend
verfeinert werden. Ist z.B. noch 8 gegeben, so tritt neben (5)
bei Nullverteilungen noch die genauere Relation

f(z) P, B
(32) l_ log (zP,,(z) —cx,—) B—7T ,— o +So
2 (f(z) a) T—1"

2log %
2Py(z) Py 87,

Diese Relation ist besonders in Hinblick auf f,(z) aus (10)
von Interesse. Denn erst ihre Anwendung auf f,(z) liefert die
zur w-Vollverteilung gehérige Majorantenrelation in €,.

Die Relation (24) galt ja nur fiir die allgemeine Klasse €.

§ 1. 0-Vollverteilungen.

1. Die Jensensche Ungleichung 3).

Die Folge ({;) aus (2) bilde die 0-Vollverteilung einer Funktion
f(z)aus €, (x =0). Nach I, § 1.2 ist dann die Funktion ¢(z) = z];z()z)
fiir |2| <1 regulir und dem Betrage nach hochstens 1. Fir

13) CARATHEODORY.
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z =0 folgt sofort die Jensensche Ungleichung )
(4) « (g ) P 0>

und das Gleichheitszeichen gilt in €, nur fir f(3) = 2Py(2). Es
mufl aber stets, auch fiir « =0,

(a) Py>0

sein, da fiir Py = 0 sicher f(z) =0, also die {; nicht alle Null-
stellen von f(z) waren (I, § 1.2).

2. Die Majorantenrelation (5).

f®)

Es sei o> 0%). Die Funktion (p(z):m
0

reguldr, und dort gilt
(a) lox)| =1; o(z) #0.

Daher ist auch @(z) = log @(z) (P(0) reell) fiir |z| < 1 regular,
und dort ist RD(z) < 0. Es gilt also genauer die Majoranten-
relation

ist fiir |2 <1

1+z2 o 142
(b) D(z) < ¢(0)1——4:10gﬁ;.1~z
oder auch 15)
1+z
fz) a \1-2
(5) XEIN (F) :
Die Extremalfunktionen sind .
1+éz
1—¢2
(83) f(z) = zPo(z)(P%) , |e|=1.

Nur im Falle « = P,, also f(z) = 2P,(z), sind diese Extremal-
funktionen mit denen bei Mindestverteilungen (I, (38)) identisch.

(5) liefert die genaue Abgrenzung von f(z) innerhalb €, auf
1+z

: . o \172 . .
der Riemannschen Flache von (F) und insbesondere die
0

1) In E, gilt o < IT,.
1+z
2 \1—2
15) In EZ (x>0) gilt ?(z) < —“-) mit den Extremalfunktionen
KT, (2) 11,

1+é&z
1—-¢z

@(z) = X1 () (I%,) , le| =1.
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Ungleichungen (6) der Einleitung. An p-fachen 0-Stellen { der
Verteilung erhilt man Abgrenzungen fiir f®)({), die bei Kenntnis
aller Nullstellen von f(2) schirfer sind als die in I, § 1.8 ge-
gebenen.

3. Der Fall des Schlichtwertes.

Es sei P, = 1 also die Folge () leer und f(z) # 0 fiir 0 << || < 1.
Man beachte die Relationen (5) und (6) in diesem einfachsten
Falle! AuBerdem kann aus 2, (b) geschlossen werden ), da@

(a) 2P'(2) ——zg(—(?— 1
in der konvexen Hiille des Bildes liegt, das die Funktion
14-¢ _ 2t log «
(b) tlog a(l_t) e
von dem Kreise |¢| = |z| entwirft. Insbesondere gilt also
'@ 2[z|
A | —.
(©) )zf(z) = 8 )
und daher ist
J'(2) .. 22| 1
=0 f = .
@ m(zﬂz))_ ORI = g L
a

Damit ist die Behauptung in (7) der Einleitung bewiesen. Daf
der Kreis (7) nicht verbessert werden kann, zeigen die Extremal-
funktionen (88) mit P, = 1.

Anmerkung iber Primitivwerte:

Wenn Py, =1 ist, so gilt nach (6)

1+lel
(e) |f(2)] = =]t~
Die rechte Seite hat ihr Maximum fiir

a————2|zI =
(f) 1 4 log « ) 0

_ 2l

TR =T

zung (e) auch fir Pmmztwwerte tm Falle des Schlichtwertes O
nicht zu verbessern.

Dabher ist fiir die d i.die zaus (7), die Abschit-

18) ROGOSINSKI 1, S. 106.
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4. Variation der a > 0.

Nach 2, (b) liegt W = ®(z) in dem Kreise der linken Halb-
ebene tiiber
. « 14|z o 1—|3
(a) log g, 1R 8%, 14

als Durchmesser. Dieser Kreis erscheint von 0 aus unter dem von
£~ unabhéngigen Winkel 29 aus

1]

2|z|
1+ [z)*

Variiert man also die 0 <o < P,, so liegt W jedenfalls in dem
Winkelraume

(b) sin ¥ =

2|z| 2|z]
() | sin @|*1+||2; [ Igl—le; @ =arc (—W),
und es ist daher (wegen R(W) <0)
2
() —|3(W)] ZR(W) |tg 6] ZR(W)- ’:P

Mit ¢ = ¢ wird also

(€) |t =
Damit ist die Abgrenzung B, der Einleitung fiir die Funk-
tionen aus ©. mit f'(0) > 0 nachgewiesen ¥). Das Gleichheits-
zeichen wird bei geeigneten Funktionen (83) erreicht.
Man beachte wieder insbesondere den Schlichtwertfall P, =1,

I¢P lzl ,
2l g —arct.

wo man Abgrenzungen fiir f_(:_) erhalt.

5. Abgrenzung von f8).
Es sei a > 07%). Dann ist
fey o« (B
z})»(z)__logpo -+ (a +So)z+ cee
Wegen R(P(z)) =<0 beherrscht man nach Carathéodory %)
den genauen Koeffizientenkérper von @(z) und damit von f(z)
bei gegebener O-Vollverteilung. Insbesondere ergibt

(a)  B(x)=log

P
(34) £ s, =210g
o o
e . . 1(2)
) Fir die Klasse ET mit o >0 ist = zu setzen.
I (2)

18) Fir die Klasse E ist P,, S, durch I7,, X, zu ersetzen.
19) Fir a =0 ist || < P,.
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die genaue Abgrenzung von B innerhalb €, bei gegebener 0-Voll-
verteilung. Die Extremalfunktionen sind wieder durch (38) gegeben.
Schreibt man (84) in der Form

1 o B

(b) |B+AS|§2AlogX, A=, B_F’
so liegt also B in dem Kreise um — AS als Mittelpunkt mit dem
Radius 2A log —;— .

Es sei jetst Sy = 0 normiert, und wir lassen die « > 0 variieren.
B liegt also in der Vereinigungsmenge V aller dieser Kreise mit
0<AZ1.

Fir S =0 (also im Falle der symmetrischen Vollverteilung)

ist, da A log sein Maximum fiir A = erreicht, V der Kreis
|B| g?—, also
e
2 .
(85) |B] =P, fir Sy=0.
Man beachte insbesondere den Fall des Schlichtwertes 0
(Py=1, Sq=0)8)! Fir S >0 ist V von der Enveloppe der

oben genannten Kreise berandet. Setzt man B =a 4 4y, so
ergibt sich diese aus

(c) (@ + AS)® + y* = 4A2 log?
in der Parameterdarstellung

xS = —AS? +4A log%(log% — 1),

y? = 4A2 logzi— [1 — % (log 71? — 1)2] .

Bei der Diskussion von (d) sind zwei Fille zu unterscheiden:

(d)

(1450 (150
I. S,<2. A lduft in (d) vone (42 i~ 2D, o allt mo-

Figur 4a.

So So
~(1+22 —(1-22
noton von 2e ( 2) bis — 2e ( 27; |y| wichst zuerst von 0
bis 2 (A =, @ = — %) und fallt dann bis 0. V besitzt keine
Spitze. (Figur 4a.)
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So
IL. S,>2. A lauft in (d) von e (%) bis 15 @ fallt von

—(1+>0
e (s ) bis — S,, wihrend |y| sich wie unter I verhilt. V be-
sitzt eine Spitze in — S,. (Figur 4b.)

Insbesondere gelten also, immer wunter den Voraussetzungen
o« >0, Sy =0, die Ungleichungen

(36) ROESY2
und

—2p, G <R(B) < 2P,e (3 S, =2
(87) 5o fir

— P,S, <) <2Pe ) 5 2o

Es sei jetzt Py <+2—1, also 2Py, <1 — P%. Dann folgt
—p?
aus (37) unter Beachtung von S < I—P—— (L (7))

—(1—P) = 2P, <R(B) =" Se=¢2,
(e) 9 fiir
—(1— PY) <R =< S,z

Wenn aber P,=+/2 —1 ist, so ist sicher Sy <2, und (87)
ergibt

1-P}
! 2P,

#) — 2P =R(p) =,

[4
Damit sind fiir o> 0, S =0 die Ungleichungen *)
—(1-P) SRE) =2 P=vE—I,
(38) 9 1__—1;% op fur
"‘;Poezp" ém(ﬁ)éf’ Py=v2—-1

20) Ein entsprechender Zusatz zu I, (45) ist fiir Mindestverteilungen moglich,
vergl. ?).
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bewiesen. Aus (b) folgt ferner
1
(8) }B|§A(|S|—{—2logx).

Die rechte Seite, erreicht fiir

S| G-
——; A=e¢?
2

1
(h) log A= 1
ihr Maximum. Man hat nun zu unterscheiden, ob dieses A <1
ist oder nicht, und erhélt so die Ungleichungen (8) der Einleitung,
aus denen dann (wie eben (88) aus (87)) noch die Ungleichungen
(9) leicht folgen. Alle diese Ungleichungen sind innerhalb der
Klassen €. bzw. € mit f'(0) 5= 0 scharf.

§ 2. Allgemeine Vollverteilungen.

1. Die Jensensche Ungleichung.

Es sei 0 < lwl <1, und die {; moégen eine Vollverteilung der
w-Stellen von f(3) aus |2| <1 bilden. Sie sind dann auch eine
0-Vollverteilung der Funktion f,(z) aus (10). Nach (4) gilt also
zunichst wieder, wie in I, (15%) 21),

(11) |w| = Py

fz)—w
f(zy@m—1
Aus den in I, § 2.1 auseinandergesetzten Griinden beant-
wortet die Ungleichung (11) zwar unser Problem der w-Voll-
verteilung innerhalb €, nicht aber innerhalb €. vollstandig.
Denn nur im Falle S =0 oder (bei der Normierung S > 0) im
Falle w > 0 gehoren die obigen Extremalfunktionen zu ;.

mit den Extremalfunktionen

=yP(2); w=|w|y.

2. Die Ungleichung (12).

Es sei « = 0. Die Anwendung von (84) auf f,(2) ergibt un-
mittelbar 22)
1—|w|®

w

P
(12) 3 —S}§210gm,

X% . o—w
%) In Eg ist |w| < IT fir x > 0,

1
< IT fiir x = 0, |w| gﬁ fiir x < 0;

vergl. I, FuBnote 35). o —1
1—|w|? T 1—|w|?
2) In Ep ist |a el _—2, §2log—|—|ﬁitx=l,. l_l + Z| <2log |w| 1T
w w®
1
fiir % = —1. Fiir |x| > 1 ist hierin o = 0 bzw. — = 0 zu setzen; vergl. I,

FuBnote 38). «
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und das Gleichheitszeichen ist nur bei den Extremalfunktionen

1t+éez
f@R)—w |w|

1—é&z
(13) o =P () s w=luly,

mit geeignetem &, |¢| =1, moglich.

Die Ungleichung (12) gibt die genaue Abgrenzung von w bei
gegebener Vollverteilung innerhalb €,. Umgekehrt ist jedes (12)
geniigende w innerhalb €, mit der gegebenen Vollverteilung reali-
sierbar, wie die Funktionen (18) mit |¢| <1 zeigen. Nur im Falle
|w| = P, und dann ist (bei der Normierung S = 0) sicher w = P
und S = ocl_—Piz, stimmen die Extremalfunktionen (18) mit den

entsprechenden aus I, (17) uberein.

3. Der Fall « =0.
Fiir « = 0 ergibt (12) die Kreisbeschrankung
_Is!
(14) |w| < Pe 2.

Ist also z.B. w ein zu ¢ gehoriger Schlichtwert, so gilt in diesem
Falle die starke Beschrankung

_1-|¢P
(89) IFQ)] =|¢le 241

4. Der Fall der symmetrischen Verteilung.
Fir S=0, « =0, wird (12) zu

1—|w|? P L
15 — < 2log—; |wle 2 < P,
(15) oy = 2oy ] =
Die Funktion
(a) L(z) = s —2log—§; o >0,

2

erreicht ithr Minimum an der aus

mit L(0) = + o0, L(P) = «

2& .
14-&

(b)

bestimmten Stelle £&. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz
eines (15) erfiillenden w, d.h. fiir die Realisierbarkeit der sym-
metrischen Verteilung innerhalb &,, ist daher L(¢) <0, d.i.

(c) 8¢) =%

a, 0<<tL1,
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1— P2
1+ P2

Da nun g(&) als Funktion von & in (0, P) von — o0 bis
wichst, so mufl weiter & < 9,

1—n2 P
* __log— =0
(d) T 1085,
sein. Es ergibt sich so schlieflich:
Notwendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit einer sym-
metrischen Vollverteilung (S = 0) innerhalb €, ist das Erfill:-
sein der Ungleichung

21, 1—n2 P
20 o= ; ——2—log— =0, 0<7n,<=P.
(20) STeny 1w B o =
Der Variabilitdtsbereich (15) der zugehorigen w-Werte ist ein

Kreisring mit 0 als Mittelpunkt, der im Falle o = 141-7‘;72 m die

Kreislinie |w| = n, ausartet. o

Auf den besonders interessanten, von Landau 1°) behandelten
Spezialfall S=0, P=1, d.i. f(z) #w in |z| <1, haben wir
schon in der Einleitung aufmerksam gemacht. Hier wird 5, =1,
so daf} eine Beschrinkung von o« (natiirlich) nicht eintritt. Man
erhilt den Landauschen Satz der Einleitung, dessen Extremal-
funktionen durch

1+¢&z
JR)—w 1-&
flzy®—1 hﬂ

(13a)

; w=L(a)y

mit geeignetem e, || =1, gegeben sind.

Da L(z) aus (a) fiir festes x aus (0, 1) mit o« wichst, wichst die
untere Wurzel von L(z) mit «, wihrend die obere abnimmt.

2m,
1475
wichst, von dem Kreise |w| < P (« = 0) ausgehend in die Kreis-
linie |w| = no, die sie alle enthalten, zusammen.

Da L(z) fiir festes @ mit wachsendem P >0 abnimmt, nimmt
die untere Wurzel ab, wahrend die obere zunimmt. Die Kreis-
ringe (15) liegen daher samtlich auBlerhalb des Landauschen
Kreises |w| << L(a); d.h.

Die Funktionen aus €, nehmen die Werte w der Landauschen
Kreisscheibe | w| << L(a) unsymmetrisch (d.h. mit S  0) an. Auch
ber dieser Aussage ist die Kreisscheibe nicht zu verbessern.

Die Kreisringe (15) ziehen sich also, wenn o von O bis

5. Die Kurven I'(a).
Es sei « >0, S > 0. Der Variabilitatsbereich V(«) von w = x€*¥
bei gegebener Vollverteilung ist durch eine ,,Kurve” I'(x) be-
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grenzt, die sich wegen (12) aus

(1 —a?

(a) G(z) = (oc

bestimmt. Nun ist

2
P

— S cos tp) + S?%sin?¢p — 4log27: 0,
O<az <P,

1—a? 1+ a2
o
x

+ 8log —ii,

H(2) = G (x) = 2 (s cos g — « '
(b) I(z) = 2®H'(z) = 203(1+a2)" +
+2(Scospa — a(l—a2))(2*—1) o« — S

SchlieBen wir den Fall « =1, f(z) =2 aus, so besitzt das
Polynom I(z) wegen
(¢) I(—o)= +o0, I(—1)=8(«2—1), I(0)=4a2
I1)=8(a?—1), I(w0) =00

genau eine Wurzel in (0, 1). H(z) wichst also dort zuerst und
fallt dann, besitzt daher in (0,1) hoéchstens zwei Wurzeln.
G(z) besitzt also in (0, 1) hochstens zwei Extrema. Wegen

() G(P)=0, G(0)= oo

folgt nun, daB G(z) entweder keine oder zwei (ev. zusammen-
fallende) Wurzeln z(¢) =< X(¢) in (0, P) > besitzt. Fiir G(P) > 0
ist dies ohne weiteres klar. Im Falle G(P)=0 ist nach (a)

—x2
jedenfalls ¢ =0, « le =S, also H(P) = 0, woraus die Behaup-

tung ersichtlich wird.

G(z) ist ferner linear in cos ¢, und man sieht, daf die untere
Wurzel x(¢) mit wachsendem || <z wichst, die obere X (p) aber
abnimmi. Die Existenz von x(0) und X(0) ist daher notwendig und
hinreichend fiir die Realisierbarkeit der Vollverteilung (mit irgend
einem w) innerhalb &, diberhaupt, und es gilt fur alle realisier-
baren w

(e) 2(0) Sa(p) <@ =< X(p) < X(0); w — ae™?.
Fir ¢ =xn wird (a) zu
(f) alng—zloggz—s,

und also existieren nach 4 die Wurzeln (), X (=) nur fiir

2u 1—u?
< .
(4’0) O(.:1+'u2, 1+”2

wobei im Falle des Gleichheitszeichens @(n) = X(%) = p wird.

P S
— = <
log” 2,0<,u:P,
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‘Wir finden so, wenn o >0, S > 01st, iiber die Gestalt von I'(«):

I o< -, aus (40). I'(x) schlieft ,kreisringformig”

den O-Punkt ein. Auf dem dupPeren Bogen nimmi der Abstand
von 0 mit wachsendem |¢| < n ab, auf dem inneren zu. Im Falle
des Gleichheitszeichens berithren sich die beiden Bogen im Punkte
— pu (Figur 5a).

Figur 5a. Figur 5b.

II. o>

1+ T I'(a) ist ,,sichelfirmig” und schlieft 0 aus. Die

Strahlen durch 0 werden in hiéchstens zwei Punkten geschnitten.
Mit wachsenden || <x nimmt der Abstand des zu O ndiheren
Schnittpunktes von 0 zu und der des weiteren ab. (Figur 5b.)
Man beachte noch, daB der Bereich V(«) ganz im Inneren des
zur gleichen Folge ({;) als Mindestverteilung gehorigen Variabili-
— p?

tatsbereiches V*(a) aus I liegen muB3. Nur im Falle S = o) 5

haben diese Bereiche den Punkt P .gemeinsam.

6. Der Fall des Schlichtwertes; die Kurve ©,.
{ >0 sei eine Schlichtstelle von f(z) mit dem Schlichtwerte

w = f(); es ist also P = { und 5:1_(:52.

Die GroBe u aus (40) ist hier mittels

1—u? 12
(a) pettit =1Cle %X 0<pu<C,

bestimmt, und nur fiir kleine «, ndmlich fiir « <—E—2, sind 2. B.
negative Schlichtwerte in { maéglich. 1u
Die Ungleichungen (17) und (18) der Einleitung folgen un-
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mittelbar aus (12). Die erste Ungleichung (18) schitzt |w| nach
unten, die zweite nach oben ab.

Es sei a > 0. Die Kurve I'(«) ist, wenn w = x¢*? gesetzt wird,
nach 5. (a) durch

2 2
— 2 1—a? . 1-——:17:2.1—-4'2 1—(2 . 2£
G@)=ua ( p 2a ~ . cos ¢ + = 4 log -
(b)

[ 1—a? 1—532 2 1—at\® | 2 28
=(oc o s P—— ) —I—oc( p )sm p — 4 log - =

bestimmt.

Wir wollen die ¢ im Intervall 0<< (<1 wvariieren lassen. Wie
der (Landausche) Grenzfall { =1 zeigt, kann nach oben nur
x <1 geschlossen werden.

Fiir cos ¢ < 0 folgt aus der ersten Schreibweise (b)

1—a2 Z 1
(c) x— =2log ;<2log-;
also
(d) x> L(a); cos ¢ <0,

wo L(x) der Landausche Radius (16) ist.

In der linken Halbebene kionnen also innerhalb €, die zu einer
Stelle £ > 0 gehorigen Schlichtwerte nur auferhalb des Landau-
schen Kreises |w| = L(a) liegen.

Fir cos ¢ > 0 folgt aus der zweiten Schreibweise (b)

1—ax?, . 4 1
(e) o — |sm<p|§2log;<2log;}—,
also
() x> L(«|sin ¢|); cos ¢ > 0.

Damit ist die Existenz einer nur von « abhdngigen Kurve €,
bewiesen, so daf die zu einem { > 0 gehirigen Schlichtwerte aupfer-
halb §, liegen miissen.

In der linken Halbebene besteht die ,,wahre” Kurve €, aus dem
Landauschen Kreise @ = L(a) (Grenzfall { = 1). Dagegen ist die
Abschiatzung (f) in der rechten Halbebene nicht scharf. Dort
wire natiirlich €, als Enveloppe der Schlichtwertbereiche (17)
bei variablem ¢ zu bestimmen. Diese ergibt sich durch Elimi-
nation von ¢ aus G(z) =0 und

ple 1+CZ( 1—z? 1—@2) 8 ¢
o =

(g) 35——“2'? COSs @ — z Clog

=0.

X
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Diese Bestimmung ist aber wenig iibersichtlich.
Das genannte System ist gleichwertig mit

1—a2 1

. x— |sm<p|:2log;-ﬁzz,

(h) 1—2 [ 1—a? _1—52)_2 l—wz|sin |
z (ot ——cos @ ) =2 o|.

. . . 12 . . .
Die zweite, in —C—C quadratische Gleichung, besitzt nur dann

Losungen £, wenn
(1)

ist. Nun wird im Grenzfalle { = 1 die untere Wurzel z(¢p, ) = L‘(oc).
Da fiir ¢ £0

1—L2 1 1—
= 4la cosp —2log—} < 4]«
to1 L L

1—a? _ 8|si
a_‘”ZM
@® ~ cosle

G(L) 2

() 5

1
— 210g—L—}= 0

ist, wichst bei festem ¢ die untere Wurzel (g, {) zuerst, wenn
¢ von 1 her abnimmt. Ist nun

1—L2 1
o — <<
(k) x— 2 log = 8

|sing]|

2 2
cos® @

so wird erst recht zuerst fiir die £ <1 an den unteren Wurzeln
@) a

gelten. Nach (i) bleibt dann also iiberhaupt fiir alle { <1 an

1—a2  8|sing]|

x cos? @

G
den unteren Wurzeln —1—5 < 0. Es gilt daher

_ |sing|
(41) & g L(a) fur L(o() g e 4coszq7_

Der Landausche Kreis @ = L(a) bleibt also moch ein Stiick in
die rechte Halbebene hinein die wahre Kurve €,. Freilich ist (41)
keineswegs die genaue Bestimmung dieses Sachverhaltes.

Der Grensfall { = 0 zeigt, daB auf der positiven reellen Achse
nur =0 geschlossen werden kann. (Figur 3.)

7. Variation der « = 0.
Aus 5 (a) folgt jedenfalls
P

o
x

(a) S%sin? ¢ < 4 log?

und fiir cos ¢ =0 ist der Fall des Gleichheitszeichens mit
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i (gs- P gl)
—x\ ™ 1—p2 =

innerhalb €, (bei S =0) realisierbar.
Wenn cos ¢ <0 ist, schreiben wir

(b) 0<oa=

2\ 2

c) G(x)=ao? = —2r,x Scos<p+52—4«lo —:0.
z g

und es folgt dann

(d) 52§4log2§,

wo das Gleichheitszeichen innerhalb €, fiir « = 0 realisierbar ist.

Damit sind die Ungleichungen (21) und insbesondere (22)
der Einleitung bewiesen. Fiir S > 0 liegt dieser Variabilitéts-
bereich der w bei gegebener Vollverteilung (von der Spitze w = P
abgesehen) ganz im Inneren des entsprechenden Bereiches 1. (19)
bei Mindestverteilungen.

8. Bestimmung von x(0) und X(0); die Ungleichungen (19).

Es sei « >0, S > 0. Nach 5 ist die Existenz von 2(0) und X(0)
notwendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit der gegebenen
Vollverteilung innerhalb €,. Diese Groflen bestimmen sich nach
der aus (12) unmittelbar folgenden Ungleichung

(42) L(|w|)~—a III —2log| I-S_a ||l| +2 logl—zR(|w|).

a: R(z) nimmt in (0, P) von —|—oo bis « 2
Wenn also R(P) < S, d.i. « <

monoton ab.
- ist, so liefert R(z) =S die
Wurzel X(0). Im Falle des Glelchheltszelchens ist X(0)= P

b: Nach 4 fillt L(z) in (0, &), wo « :fj.é—giSt’ um dann zu
wachsen. Ferner ist L(0) =00, L(P) = 1=

Jedenfalls muBl also zur Realisierung der Vollverteilung
L) <S, di.

S
(a) g(%) ‘rg log =3
und also, da g(&) mit £ > 0 wichst, sicher
2 27 1—p2 P s
= < . —log — — >
(b) 1+§2:1+’72, 1472 ]Og 7 2

sein.
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A: Essei £<P, di. a < 2P
14 P?

o«: Wenn « <1 h 5P i L(P) < S ist, so ergibt L(z)=
—p?
die Wurzel w(O)
: W = st B notwendig S <2 -2 sei
B: enn « =;— ist, so mull notwendig S =2 ——, sein.
Und dann ergibt L(z) = S beide Wurzeln 2(0) und X(0).

2P
B: Es sel &> P, d.i. a>1+P2

Zur Realisierung der Vollverteilung mul L(P) < S, d.i.

S
o él__sz sein. L(z) =S ergibt die Wurzel z(0).

So haben wir in jedem realisierbaren Falle die Bestimmung
von 2(0) und X(0) angegeben

Fir n <P, di. S <2 , liegt der Fall A vor, und die

Ungleichung (b) ist nlcht Zu Verbessern. Im Falle des Gleich-
heitszeichens in (b) ist notwendig |w| =2=% und nach 5

(wegen « >0, S >0) sogar nur w = 7 moglich.
2

Fir n > P, d.i. S>2 Pz, sind nur die Fille A, « und B

moglich, und es ist also dann

SP
(e) = 1—p2’

Im Falle des Gleichheitszeichens ist notwendig w = P.

Damit sind die Ungleichungen (19) der Einleitung bewiesen
und zugleich gezeigt, daB sie fiir die Realisierung der Vollver-
teilung mit passendem w innerhalb €&, notwendig und hinreichend
sind.

Dariiber hinaus sehen wir, dafi im Falle « = A(P, S) nur die
Werte |w| = 5 bzw. |w| = P, und wenn S >0 ist, sogar nur die
Werte w=1n bzw. w = P realisierbar sind. Die Kurven I'(a)
schrumpfen also dann auf Punkte zusammen.

Die zu (19) gehorigen Extremalfunktionen sind (fiir « > 0,
S > 0) durch

1+2
_ e
fe) = _ P(z)(i) fiir S<2 1=
43) fan—1 P 1P
TP _ p) fiir S=2. 2
) P—1 1+ P

gegeben. Fir o =0 oder S = 0 sind sie entsprechend nach (13)
zu bilden.
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9. Verhalten von I'(x) ber Variation der o.
Nach 5 (a) ist

(a)

G 1—a? 1—a?
—_—=2 o
dor @

—~Scoszp),

G .
also > >0 fiir « >0, cos ¢ 0.

In der linken Halbebene wichst daher die untere Wurzel
(@) mit «, wihrend die obere X(¢) abnimmt. Dort zichen sich
also mit wachsendem o die Kurven I'(a), ausgehend von dem
,spunktierten’” Kreise x = P (« = 0), zusammen, wobet sie, wenn

S >0 ist, fiir o« =

Trm oS (40) von der Kreisringgestalt in die
1%

Sichelgestalt iibergehen und wobei dann das zu den ,,Sichelenden’”
gehorige |@| abnimmt.

Dafl sich die Sichelenden, die sich aus G(z) =0, G'(z) =0
bestimmen, mit wachsendem « schlieBlich auch in der rechten
Halbebene zuriickziehen, geht daraus hervor, daB3 dort nach 5(b)

1—a2 1422 P
(b) (oc . —Scos<p)oc - :4log—;,

. G .
also nach (a) wieder 55 > 0 ist.
[+

Fir o« =A(P, S) und S > 0 schlieBlich ist I'(«) auf den Punkt
Min (7, P) zusammengeschrumpft.

10. Variation der P.
Es sei « =0, S =0 fest gegeben. Wegen
G ] P
(a) = 2lgl <0
dehnen sich die von den Kurven I'(«) berandeten Bereiche V' («)
mit wachsendem P aus.

18
Setzt man S =

—P2
, so muB wegen S = l——P— jedenfalls
1—¢2
P <t sein. Wir finden so, daf fiir festes « =0 und S = -
(0<t=1) w in dem zugehirigen Schlichtwertbereiche (17) liegen
muf.
Fir « =0 wird z.B.

S 2

(44) |w| <te %; cc:O,S:l_tt
Fir S=0 ist t=1, und also gilt

(45) |w| =L(x); «>0, S=0.

30
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11. Variation der P und S = 0.
Es sei o« > 0 fest gegeben, und wir variieren die 0<< P <1

1— 2
und 0 =S <

menge aller Schlichtwertbereiche (17) und also nach 6 nicht
innerhalb der Kurve €, . Damit ist die diesbeziigliche Behaup-
tung der Einleitung bewiesen. Man beachte, daf3 die Normie-
rungen « >0 und S = 0 vorausgesetzt sind.

. Nach 10 liegt dann w in der Vereinigungs-

12. Die Ungleichungen (28).
« =0 und P seien fest gegeben. Zunichst gilt nach I (7)

1— P2
<
. 2&
Wirsetzena =——, 0 < &< 1.
1+ &2
. 2P
A. Esseia < ,also & < P.
1+ P2

1— P2
<9— 3 1 <
Wenn |S| = 2 ists so st nach (19) sogar a <, e
n aus (19), 0 < ¢ < 5 < P. Also wird nach 4

S| _1—p* P _1—g P 3
(b) _2——1+’)72 log; Z—lTé'z log?——z—.
1— P2

ist, so wird n# = P, also erst recht & <,

Wenn |S| >21+P2

und (b) bleibt giiltig. N
Die GréBe S aus (b) ist genau fiir die « > H_iﬂg, 7o aus (20),
positiv. op ’

B. Es sei «a > ——. Nach (19) ist sicherlich |S| =2
1+P21———P2

und also sogar |S| =« -

Damit sind die Ungleichungen (28) der Einleitung bewiesen.

1— P2
1+ P

13. Variation der S = 0.

Es sei « =0 und P fest gegeben, wiahrend die S =0 durch
die moglichen Werte (28) variieren sollen.

Wir schreiben G(z) aus 5(a) in der Form

2

S 2 2 P
i cosqn—S) + (cx Sil’l(p) — 4 log?—.

&

(a) G(z)= (al

., oG . .
Fir cos ¢ <0 ist 35 =0, so daB mit abnehmendem S bei
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festem ¢ die untere Wurzel z5(¢) von G(z) =0 nicht wichst,
die obere Wurzel X 4(¢) nicht abnimmt.

2
Ist also o < il
1+

;2, so ist nach (23) in der linken Halbebene

(b) zo(p) = |w| < Xo(p); ocl—_lwl <2log 2

lo] = ]

d.h. w liegt in dem zur symmetrischen Verteilung S = 0 gehirigen
Kreisringe (15) in der linken Halbebene.

2 . ,
Dagegen sind fiir o> 1:;2 itberhaupt keine Werte w in der

L] - —_
linken Halbebene méglich, da dies fiir S=3S bzw. S = - il

(nach unserer Bemerkung iiber das Gleichheitszeichen in (19))
der Fall ist.

In der rechten Halbebene cos ¢ >0 sind die Verhiltnisse
weniger einfach. Aus (a) folgt

(c)

d.h. die moglichen w-Werte der rechten Halbebene liegen jedenfalls
nicht aupferhalb der ,,Kurve”

—ax?, P
|sin ¢| <2 log —

l—m

¢ |s1n<p|——2log—

Diese Kurve existiert nach 4. genau fiir die ¢ mit

(d) a|sm<p|<l+n .

20,
Man beachte, im Einklang mit oben, den Fall o > 1:"2 !)
Das Gleichheitszeichen in (c¢) ist nur moglich, wenn zugleic}:

(e)

l—-m 1—a?

[smzpl—-210g——— « cosp =S

. . oG
wird, und dann ist dort, d.h. auf c,, 35 =
. oG .
Wurzeln von G(z) =0, in denen 35 = 0 wird.

Nun muf3 aber S < e

0. ¢, ist der Ort der

sein; daher kann ¢, nur dann scharfe

Abgrenzung fir w sein, wenn auf ¢,

1—a? 1— P2

<
(f) o Cos P =——%—.

also



468 Werner Rogosinski. [27]

1— P2

e 2P

(g) x=Pe
ist. Wenn dies erfiillt ist, so ist ¢; die scharfe Abgrenzung. Denn
die fiir S notwendige untere Grenze o(a, P) aus (28) kann auf
¢; von den zugehorigen S-Werten (e) nicht unterschritten werden,
weil ja das Erfilltsein von (e) jedenfalls die Realisierbarkeit
der Verteilung bedeutet.

Daher ist die Kurve ¢, die genaue Abgrenzung fiir w in der rechten
Halbebene, solange sie auferhalb der (von o unabhdngigen) Kurve

Cy x=Pe

verlduft.
Wenn ¢, die Kurve ¢, trifft, wird fiir ¢ 0 das zugehdrige
S= }——}3——, und es folgt, dapf fiir diejenigen @, wo ¢, innerhalb c,

. 1—p2
verlduft, die genaue Abgrenzung fiir w von der zu S = ,

¢ = P gehirigen Schlichtwertkurve (17) geliefert wird.
Fir ¢ =0 trifft ¢; die positive Achse in =0 und z = P,
¢, aber in @ = P. Nach oben kann also nur |w| < P (mit dem

Gleichheitsaeichen fiir S — a-—r

die untere durch ¢, gegebene triviale Abgrenzung |w| =0 auf der
positiven Achse durch

geschlossen werden, wdhrend
al—lwlz _1-p
(46) |wl =Xy _pa (0); IWIG 2wl < Pe ?F

P

ersetzt werden kann.
Diese Abschitzung (46) gilt dann iiberhaupt fiir alle w, wie aus

5(e) folgt.
Ebenso ist fiir kleine ¢ die untere Abgrenzung der w immer
-durch die Schlichtwertkurve (S = I——I,E) gegeben.

§ 3. Die Majorantenrelation (24).

1. Die Majorantenrelation.
Wendet man die Relation (5) auf die Funktion f,(2) aus (10)
an, so ergibt sich die neue Majorantenrelation
1+2

(24) o< (B

2P 4(2) Py,

mit den Extremalfunktionen (13).
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Diese von « unabhéngige Relation ergibt die scharfen Abgren-
zungen fir f(z) bei gegebener w-Vollverteilung innerhalb €. An
einer p-fachen w-Stelle { der Vollverteilung erhilt man insbe-
sondere scharfe Abgrenzungen fiir f®)(().

Fir die Klasse €, muBl w iiberdies der Ungleichung (12)
gentigen, und nach § 2,2 gehéren im Falle des Gleichheitszeichens
in (12) die obigen Extremalfunktionen bei geeignetem ¢ zu .
Liegt also w auf der Kurve I'(x) aus § 2,5, so ist die obige Ab-
grenzung von f(3) auch fir die Klasse €, (mit S =0) scharf,
sonst aber nicht. Entsprechendes gilt fiir die Klasse ..

Um auch fiir diese Klassen scharfe Abgrenzungen zu erhalten,
hitte man die Relation (82) der Einleitung auf die Funktion
fu(2) anzuwenden.

2. Der Fall f(z) # w.
Es ist P(z)=1, und (24) geht in die Relation
1+2

fz)—w 12 _
(47) f(z)w~1<y|w| , w=|w|y,
iiber. Hieraus folgt insbesondere
1+zl 1—|e
fz)—w iR 1 f(z )——w 2[z| 1
1-z] < < 1+|2f . < —.
(48)  |w] o | = e Jare o | < o oe

3. Der Fall des Schlichtwertes.
w sei ein zu { > 0 gehdriger Schlichtwert. (24) wird zu
1+z

(49) fr)—w L—1 y(lw]

1-2z
fem—1 ¢ T) - w=lwly.
Fiir z = { folgt insbesondere die Ungleichung

1+C 1_;_;
M) (|w|) +C
=) () =lrolsm=(
der Einleitung. Fir die Funktion
(a) g(z) = log (1—a?) —I—;—iglogm
ist

(b)  ¢(@)-a(l—a?) = — 20+ 5 (1) = g*(a?);

gr(e?) = — 20+ (140 >0
Also wichst g(z) in (0, £ >). Daher kann bei gegebenem o > 0
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und festem ¢ = arcw (mit den Bezeichnungen aus § 2,5; es ist

P=¢( S= I—TC*) die untere Abschiitzung (25) unabhéngig von

|w| zu
1+C
— \¢
ergianzt werden. Und insbesondere gilt unabhdngig von ¢ in €,
148
1—x2(0) [2(0)\1-¢ < |
(51) 1—¢2 (T) =1r@l-

2(0) ist dabei durch das Gleichheitszeichen in der ersten Unglei-
chung (18) bestimmd.
Fiir die Funktion

(c) h(z) =

ist

@) W@)-a(l—af) = — 20t + 17 (1—a?) = B*(@2);
R¥(2) = — 222 + (1—¢)°.

Das Maximum von h(z) liegt bei z = ¢,

21— L, 1—¢
(¢) —e it 3+c'

Es ist daher bei gegebenem « > 0 und festem ¢ = arcw

1-¢
C —
(£) @) == (§)+ f =5
d.i.
11-¢
2 l_C 21 C
(26b) |’ (C)I—(;H.c)(l 3 (c=(3+6))

und diese Ungleichung ist bei festem ¢, wenn X(p) =¢ ist,
nicht zu verbessern. Ferner ist unabhéngig von ¢ diese Unglei-
chung fiir die Klasse €, scharf, wenn X(0) = & ist, d.h. nach
(18) fiir die ¢ mit

1-§ 1-42

() g YR e w; polTC

3+C°
Da schlieBlich unabhéngig von « nur X(0) =< geschlossen
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werden kann, so ist die Ungleichung (26b) in der allgemeinen
Klasse € fiir die

C & 1—¢
h > £. 2 > > N

V2rz1—¢ t=ve—1

nicht zu verbessern. Dagegen gilt genauer

1-¢
— X X 1+C
G2) 1O = (KO s xe) <
und i €, wnabhangzg Von @
1-§
—X? ¢
(58) I7'(0)] = (0) (X(;))H fir X(0) <§,

d.a. fir die £, die (g) nicht geniigen
In der Klasse € kann schlieBllich fiir die ¢ < &, d.a. fir die
£<V2—1 aus X(0)<?¢ und (53) auf

(26a) HGIES

d.i. die erste Dieudonnésche Ungleichung I (22) geschlossen
werden. Damit sind auch die Ungleichungen (26) der Einleitung
bewiesen.

§ 4. Abschitzung der Primitivwerte.

1. Es sei 0 <7 <1 und f(z) #w in |z| <r. Wir suchen die
untere Grenze L,(«) der moglichen Werte |w| innerhalb €, zu
bestimmen. Es sei o >0 vorausgesetzt. In der Grenze r=1
ist L,(a) die Landausche Grofle L(o) aus (16).

L,(«) ist zugleich die untere Grenze der auf |z| = r moglichen
Primitivwerte einer Funktion f(z) aus €.

Fiir Eleine v kann man L, (o) leicht angeben. Nach I (89) (mit
Pg=1) ist namlich fir |z| =7 <«

o—7
(a) @) zr i,
also jedenfalls
—7
=
(b) L(x) = rl_ﬂ r<o.

2
Die rechte Seite von (b) wichst aber fir " +T,a << a, und dann

ist auch r << «. Daher ist fiir die zu (a) gehérige Extremalfunktion
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a—2 . 1 a—r .
J(z) = Ry, aus €, fiir diese r der Wert 7 oy €in Zu 3 =7 ge-
horiger Primitivwert, und es folgt somit
o—T7 2r
= _ . <.
(54) L. () U fir =t

2. Es sei jetzt allgemein f(z) aus €, und f(z) # w fiir |z| <r.
Die Folge ({;) mit
(a) =[G <1
sei eine (ev. leere) w-Vollverteilung von f(z).

Sind P und S die zugehorigen VerteilungsgroBen, so ist nach
§ 2, 8 die durch (19) erklirte Ungleichung « < A(P,|S|) not-
wendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit der Vollver-
teilung mit passendem w innerhalb €,. Fiir diese zugehdrigen w
gilt die Abschitzung |w| = #(0), wo nach § 2, 9 (0) die untere
Wurzel der Gleichung
(42) Lz)=a

1—a?

P

ist.
Es handelt sich darum, diese Wurzel x(0) durch Variation der
Vollverteilung (a) innerhalb &, maoglichst klein zu machen.

3. Essei P << 1. Wir machen zundchst alle £, unter Betbehaltung
ithrer Betrdge positiv. P #ndert sich nicht, wihrend |S| nicht
abnimmt und S positiv wird. (19) bleibt erfiillt, da sowohl 7 als
damit auch A(P, |S|) mit | S| wichst. Andererseits hat nach § 2,4
wegen der dort bewiesenen Eigenschaften von L(z) die Wurzel
2(0) bei dieser Variation nicht zugenommen.

4. Es sei etwa r<{, =<, <1. Wir ersetzen {, durch t{,, und
¢, durch % Max (cl, g ) <¢<1. P bleibt bei dieser Variation

X

ungedndert, wihrend S wegen
A%
ds _ i]l-—(tc,‘f 1- (%)
e di tx %
l T
Ca
w ol )
14 Q t/ 1 1 1
(a) — £ C}c T (E_}:)z _F(C}_*Z)+(E‘“Cx)

t

1 1
= (1“5;:5/1)(“5 ”“tT[:) =0

mit abnehmendem ¢ wichst.
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Durch diese Variation kann man entweder {, nach r oder
nach 1 (d.h. zum Verschwinden) bringen. Wie unter 8 bleibt
(19) erfillt und die Wurzel z(0) nimmt ab.

Durch wiederholte, ev. abzdhlbarofte Wiederholung dieser Varia-
tion kann man erreichen, daf alle £, mit Ausnahme von hochstens
einem { nach r fallen. Dabei bleibt die Anzahl n dieser nach r
gebrachten {; beschrinkt. Denn wegen (19) und # =< P ist dann
jedenfalls

25 " 1—r2  1—{2
b) o= Max{l+m€2, P (n —+ 7 )}, r<<f=1,
und die rechte Seite strebt mit n— co gegen 0.

5. Wir diirfen also zur unteren Abschitzung von z(0) eine
Vollverteilung von n = 0 Stellen {; = 7 und einer Stelle r <{ =1
annehmen. Dann ist
1—r2 12

¢

(a) P=r¢; S=mn

Wir betrachten zunichst die Funktion

S-P e 1—72 1—C2
=g(¢) = sn=1,r<C(<l.
(b) 1—P? 8(¢) 1—rnf2 { r + r }5 n=zl,r=(=1
Es ist
1482
go _ 1 %" &
&) ¢ 1—7r2nf2 nl_»,-z 12
T o
(©) L
Cg'(C) _ 1+ r2ng2 _ ¢
gig) 1—rmi2 1—r2  1-—¢2°
n—" +
T ¢

Fiir die quadratische Funktion

h(¢)= (n "
(d) 1—172

=n

1—72 142

+1 -—C—Cz) (1 + r2n2) (1—r2¢2)

(1 +r2nc2) — 24‘(1__7-2n)

T
1—172 .
ist h(0) = n~T—T, also h(0) > 0, wenn » = 1. Ferner ist

1—7r?

h(1) =n—" (1472) — 2(1—")
(e) 1—ge

{n(1412") — 2r(1 472144 . 4 r2-0)1 >0,

T
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da das in der Klammer stehende Polynom in r nach der Cartesi-
schen Regel héchstens zwei positive Wurzeln besitzt und r =1
eine Doppelwurzel, also die einzige positive Wurzel ist. Das
Minimum ¢* von k() bestimmt sich aus

) R (C*) = 2{,1,17'2,.27»5* - _rzn)} =0,
und es ist
2 —»2n
h(¢*) = nl-:r l—|—1 T " - 0% — 20*(1—r2")
n 7'
(g) ___nljrz_c*(l_rzn)
1—1r2 1—

{n—C*(r+r3+4.. .+r2”—1)} =n 772{1_5*}.

T

Wenn also {* <1 ist, so ist h((*) >0, und in jedem Falle
ist daher A({) > 0in <0, 1> und also auch

(h) g)>0firn=1,r<¢=<1.

Der Ausdruck sp
1— P2

Fir n=0, {<<1 ist

wdchst also mit L.

=1.

1—pP2

6. Fiir die Verteilung in 5 ist fiir n = 0 nach 5 (c¢) und (h)
142

14 P2 1—7r2  1—02\ 147202
. = =
(a) ST ( . : )1—-—1‘2"4" = : =2.
Nach (19) wird also die Verteilungsbedingung zu
SP ™ 1—r2  1—(2
(b) * é1~—P“:1—1'2"Cz (n r I ¢ )

. . SP
Ist nun fiir unsere Verteilung moch o << T 50 lasse man das

¢, r<<{ <1, dieser Verteilung gegen r abnehmen, wobei es also
im Falle { =1 neu von rechts her auftaucht.
Die Grole S nimmt zu und P nimmt ab, aber wegen
1—¢2 ! 1422 2 1—¢\2
=4 =—(—2) <
@ (FF+2e) 5 == () =0
nimmt die untere Wurzel #(0) von L(z) =S nach (42) und

SP
§ 2,4 ab. Da nun nach 5 der Ausdruck i mit { abnimmt, so
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ist diese Variation genaw so lange maglich, bis schlieflich ev. nach
mehrfacher Wiederholung

TI1—pr 1_p

SP ™ 1—r2 1—C2
(27) " 4 ( ” 1=

T)s m=Lr<isy
wird.

Durch die Festsetzung n =1, r<{ <1 ist die zu (27) ge-
horige Vollverteilung eindeutig bestimmt. Denn die rechte Seite
fallt nach 5 mit { und das Wertepaar n, { = r ergibt das Gleiche
wien 4+ 1, { =1. Firn =1, { =1 ist die rechte Seite gleich 1,
und sie wird mit wachsendem n beliebig klein. (27) ergibt also
fir o > 0 genau ein Losungspaar n, {. Das zugehorige z, ist die
gesuchte Groe L, (o).

Nach § 2,8 ist nun gerade

(28) z(0) =L, (¢) =P =1r"¢,

und die zugehorige Extremalfunktion ist wegen 6 (a) nach (43)
durch

F@)—r  (z2—r\"(2—(
(85) F(zymt—1 (zr—l) (zC—l)
eindeutig bestimmt. Damit sind die Behauptungen der Einleitung
tiber L,(x) bewiesen.

7. Fiir n =1 wird nach 6 (27) zunichst
7 1—r2 12 72 1—12_ 2r
(@) “_1—r’C”( . ¢ )>1—r¢'2 T 147

und L (o) =7{. Also ist fiir diese r
Lr

_gna—my 7T LT
(b) CT T e T 1y iy’
o—7r
Ly(«) :rl—m’

was mit (54) tbereinstimmt.
Allgemein wird die Extremalfunktion rational vom (n + 1)-ten
Grade fiir die r des Iniervulls

-1

i ™
(56) (n+l) 'l—:;m (1—7‘2)<a g’nm (1——7’2)

sein.

(Eingegangen den 3. Juli 1937 )
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