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Uber die Minkowskische Reduktion der definiten
quadratischen Formen

von

Robert Remak
Berlin

Einleitung.

Zerlegt man eine eigentlich definite quadratische Form von
n Verdnderlichen in eine Summe von 7 Quadraten von Linear-
formen und betrachtet man die Linearformen als rechtwinklige
Koordinaten im n-dimensionalen Raume, so stellt die qua-
dratische Form das Quadrat der Entfernung eines Raumpunktes
vom Nullpunkt des Koordinatensystems dar. L&aB8t man fiir die
Veranderlichen nur ganzzahlige Werte zu, so erhilt man ein (im
allgemeinen schiefwinkliges) n-dimensionales Punktgitter, das
den Nullpunkt als Gitterpunkt enthilt.

Als nachstliegendes Reduktionsverfahren erscheint das folgende:
man wihle einen dem Nullpunkt O nachsten Gitterpunkt P,
nehme die Gerade O P, aus, suche unter den iibrigen Gitterpunkten
wieder einen dem Nullpunkt nichsten P,, nehme die Ebene
OP,P, aus und so fort. Hat man bereits m — 1 Vektoren OP,,
OP,, ..., OP,_, bestimmt, so nehme man die (m—1)-dimen-
sionale Hyperebene OP,P,... P, _, aus und suche unter den
ibrigen Gitterpunkten einen nichsten Gitterpunkt P,,. So fahre
man fort, bis man n unabhingige Vektoren gefunden hat. Das
Verfahren hat aber fir n = 5 den Nachteil, daB3 die so gewonnenen
Vektoren kein Elementarparallelepiped mehr zu erzeugen brau-
chen, sondern manchmal nur ein Teilgitter liefern.!) Das Ver-
fahren moge deshalb ,,Pseudoreduktion nach sukzessiven Minima’’
heifen.

&y, Ty, . . ., , seien fortan ganze rationale Zahlen.

Wenn

n
f@y, g5 - - o5 @) = Zi, k=1 Yp T; g

1) Siehe l.c. Anm. 3), 511.
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die ecigentlich definite quadratische Form ist, so lautet die Be-
dingung der Pseudoreduktion nach sukzessiven Minima

1) @ = Min f(zq, 2, . . ., T,)
unter der Bedingung, daB x,, @, ... &, nicht simtlich 0
sind.

Eine eigentlich definite quadratische Form heilt nach Min-
kowski 2) reduziert, wenn (1) gilt unter der schiarferen Bedingung,
daB der groBte gemeinsame Teiler

(2) (@ Tpa1s « + > ) = 1.

Der Zweck der Minkowskischen Bedingung ist folgender. Es sollen
nur solche Gitterpunkte fiir P, zur Konkurrenz zugelassen werden,
fiir die der Vektor OP,, zusammen mit den bereits nach Min-
kowski bestimmten Vektoren OP,, OP,, ..., OP,_, ein Elemen-
tarparallelepiped des m-dimensionalen, in der m-dimensionalen
Hyperebene OP,P,... P, liegenden Punktgitters bestimmt.

Dividiert man das Volumen eines beliebigen Parallelepipeds
durch das Produkt der von einer Ecke ausgehenden Kanten oder,
was dasselbe besagt, durch das Volumen des Quaders (recht-
winkligen Parallelepipeds) mit den gleichen Kanten, so erhalt
man einen echten Bruch, der nur von der Gestalt einer Ecke des
Parallelepipeds abhangig ist, den ,,Eckensinus” der Ecke. Nur
fir das Quader wird der Eckensinus gleich 1. Der Eckensinus
1aBt sich in gleicher Weise in n Dimensionen definieren.

Ist

D = |ay|

die Determinante der quadratischen Form, so ist D gleich dem
Quadrate des Volumens des Elementarparallelepipeds.

Eine der wichtigsten Abschitzungen bei allen Reduktionen ist
es, fiir das Quadrat des Eckensinus des Elementarparallelepipeds
im Punktgitter der reduzierten Form, d.h. fiir

D

Q11 Qgp *°* Ay

eine positive, nur von n abhingige untere Schranke zu finden.
Die Abschiatzungen werden bei der Minkowskischen Reduktion
ungiinstig, da die nach (1) nichsten Gitterpunkte gerade verboten

%) Minkowski, Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aequivalenz [Journ.
f. Math. 129 (1905), (220—274). Wiederabgedruckt: Gesammelte Abhandl. IT,
53—100].
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sein konnen, weil sie die Minkowskische Bedingung (2) nicht
erfiilllen. Die unteren Schranken sind bei Minkowski noch so
klein, daB3 er auf ihre explizite Ausrechnung verzichtet.
Mit einer Verbesserung der Abschitzungen beschiftigen sich
u.a. die Herren L. Bieberbach und I. Schur 3).
Wenn
D

Q11033 **° Qup

v

A

worin 1, die, fiir groBere n unbekannte, wahre Schranke bedeute,
so beweisen die beiden Verfasser:

_ 48 %(na—n)
(8) Lz(m)

Fiithrt man in der nach Minkowski reduzierten Form die Staf-
felzerlegung aus,

f@y, o5 -« o5 @) = Z;;l (Qz (22;1 Igh'wi)z) s

worin
Bu=1, fu=0 fir ¢ <,

so beweisen die beiden Verfasser:
) . .
|Bul =5 -11-2;71.5)

Die gegenwértige Arbeit beschéftigt sich mit der weiteren
Verbesserung dieser Abschidtzungen. An den von den beiden ge-
nannten Verfassern gegebenen Beweisen fiir die Hauptsitze der
Minkowskischen Reduktionstheorie dndert sich nichts.

Ich werde im ersten Kapitel dieser Arbeit zeigen: es ist fiir
n=>5

b

D 4\ 3n-3)(n—1)
—_—— > — . —
(4) Q3182 * ° * Apy = An y”" (5)
fiir n < 4
An =%Yn-

Hierin ist y,, eine Konstante, fiir die

3) Uber die Minkowskische Reduktionstheorie der positiven quadratischen
Formen [Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wissensch., phys.-math. Klasse, 1928,
510—535]. Berichtigung hierzu [1929, 508].

4) Le. Anm. 3), 531.

5) Lec. Anm. 3), 518.



4] Uber die Minkowskische Reduktion. 871

Nach Herrn Blichfeldt ist: 8)

Al

Benutzt man nur das dltere Hermitesche Ergebnis

() yez (27

so kann man zeigen:

(5) Yn =

}{n > (%)gn(n—l)

Ich ersetze also den kubischen Exponenten der Herren L. Bie-
berbach und I. Schur in (8) durch einen quadratischen Exponenten.
Ferner zeige ich

|Biml = 27%,
worin A, durch (4) definiert ist.

Beim Beweise ziehe ich, nachdem ayy, @, . . ., @y, 51 Dach
Minkowski bestimmt sind, auch das Minimum a,,, heran, das
man erhilt, wenn man beim m-ten Schritt nur die Bedingungen
der Pseudoreduktion nach sukzessiven Minima beriicksichtigt;
es ist also

@ = (@15 X35+ . o, T,) = Min f

unter der Bedingung, daB a,,,,,.,,- .., &, nicht simtlich 0
sind. Es sei der gréBte gemeinsame Teiler

’ U U .
(@pys pyyqs =+ os ) = Uy
v,, heiBle die m-te ,,Verschrinkungszahl” 7). Es ist
!
amm é a’mm M

Wenn
(7) Vi = 1,

6) Transact. Amer. Math. Soc. 15 (1914), 227 —235. REMAK [Math. Zeitschr.
26 (1927), 694—699]. BrLicHFELDT [Math. Annalen 101 (1929), 605—608].

7) Als Rechtfertigung des Namens moge die folgende geometrische Betrachtung
dienen: Betrachtet man das von einem 5-dimensionalen Wiirfel von der Kanten-
linge 1 erzeugte Punktgitter, das durch die Wiirfelmittelpunkte erginzt ist, (es
ist dies die geometrische Deutung des in der zitierten Arbeit der Herren L. BIE-
BERBACH und I. ScHUR, S. 511 in Anmerkung 1 gegebenen Beispiels) und legt man
um jeden Gitterpunkt eine Kugel vom Radius 3}, so zerfallen die Kugeln in 2
Systeme einander von aufBlen beriihrender Kugeln, die in einander verschrinkt
liegen, ohne einander zu beriihren.
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wird a,,,, nach Minkowski zuldssig, also

’

(8) A = G -
Wenn a,,, oberhalb einer von seinen Vorgingern abhéingigen
Schranke liegt, sind (7) und (8) stets erfiillt.

Fir n <38 ist stets v,, = 1; es fillt die Pseudoreduktion nach
sukzessiven Minima mit der Minkowskischen Reduktion zusam-
men und ist noch eine wahre Reduktion. Das gilt auch noch
fiir » = 4 bis auf einen Spezialfall, in dem v,, = 1 bei zweck-
méBiger Wahl des vierten Vektors und v, = 2 bei unzweck-

mafBiger Wahl. 8)
Die Verschrankungszahl v,, schitze ich durch

1
vm é lmz
ab.

Im zweiten Kapitel berichte ich iiber eine von mir ausgefiihrte
numerische Rechnung. Ich stellte mir die Frage ,,welches ist der
groflte echte Bruch ¢, fiir den sich

ln > c%n(n—l)
fiir alle n = 2 zeigen 1aBt?”° und fand
(9) ¢ =0,74195.
Der Exponent —;—n(n—l) ist der klassische Hermitesche Exponent

aus (6). Als Hilfsmittel benutze ich aber nicht (6), sondern den
besseren Blichfeldtschen Wert (5) fiir y,. Da der Wert (9) nur

wenig kleiner ist als —ii = 0,75, so ist unter der Benutzung der

modernen Blichfeldtschen Schranke fiir y,, die Schranke fiir das
Minkowskische 4, nahe an die alte, heute iiberholte Hermitesche
Schranke fir y, herangeriickt. Fiir groBe n iibertrifft sogar die

Schranke (4) fir 4, die Schranke (6) fiir y,, da % = 0,8 ist und

log y, von geringerer GroBenordnung als const --lz—n(n——l).

Erstes Kapitel.
Es sei
n
f(@p @y « - oy @) = X oy Qi 2y,
eine eigentlich definite quadratische Form in n Verénderlichen.

Es sei in f die Staffelzerlegung ausgefiihrt

8) Es handelt sich um das in Anm. ?) beschriebene Punktgitter mit der Ab-
anderung, daB die Dimensionszahl hier nicht 5 sondern 4 ist.
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n
S@y @y, -« @) = 25, (21;11’1{'7’1)2’
worin
b, =0 fir ¢ <.
Es ist
(10) Gy =211 byby.

In (10) sind nur die Glieder von 0 verschieden, fiir die
I<iund Ik
Es sei die Matrix
A =(ag); B=(bg)
dann ist nach (10)
A=DB'B;
also ist die Determinante
D = |Al = |B|2= (b11 055 - "bnn)2 :bflbgz ° 'bfm'

Setzt man

(11) b} = q,,

so wird

(12) D=qq5-qp-

Da D 5#0, so sind samtliche b;, = 0, also samtliche ¢, > 0.
Setzt man

(13) by =bu-Bu

und

(14) 51:5'31+ﬁ1, 1@t B s
so wird

(15) f=al+eli+. .+ .0,
Es sei m ein fester Index; 1 <m <n. Man setze
(16) GO+ GG+ Gl = Emas

qm£3n+qm+lcfn+l +.o a8 =h,s

dann ist f in die beiden Formen zerlegt

f:gm—1+hm‘

Es ist insbesondere
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Unter den Veridnderlichen z,, @,, ..., , werden fortan ganze
rationale Zahlen verstanden. Sind
(17) Dy Tt + + o5 T

ganzzahlig gegeben, so kann man z,,_, g - - -» ; sukzessive
ganzzahlig so bestimmen, daf3

Icm—-ll é

Es wird dann nach (16)

1

1 1
2 5 ICm—zl §—2-,, |Cl| é;

1 1 1 1
Em—1 gqu +792 + ... +z‘.‘lm—1 :Zl"m—l’

worin k,,_, als Abkiirzung fiir die Summe der g, eingefiihrt ist.
Es ist also auch

(18) Min gy 1 < s

worin das Minimum {iber alle ganzzahligen Wertsysteme
X3y ®gy « oy Xpyy bei Festhaltung des speziellen Wertsystems
(17) zu nehmen ist.

Eine quadratische Form f heifit nach Minkowski redusziert,
wenn fiir jedes m des Intervalls 1 <m <n

(19) @pm = Min f
unter der Bedingung, daBl der groBte gemeinsame Teiler
(20) (Zpps @pats + + o> ) = 1.
Man bezeichne ein Wertsystem x5, @s, . . ., , zur Abkiirzung

mit X, eine Menge von X mit ¥X; es sei
f(Xo) = Minxexf(X) .
Gehért X, auch dem Teilbereich 9 von X an,
XpePYCX,
so ist auch

(21) f(Xo) = Miny o f(X).

Fafit man die Zugehorigkeit von X zur Menge X als eine spezielle
Bedingung auf, der die z, unterworfen werden, so besagt (21):
man darf zu den Bedingungen fiir ein Minimum eine spezielle
Bedingung hinzufiigen, die an der Stelle des Minimums ohnedies
erfiillt ist, ohne daB sich das Minimum #ndert. Dies Prinzip will
ich das Spezialisierungsprinzip fiir Minima nennen.
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Man setze
Crpm = 9m + Tm-
Es ist
Amm =f(09 RS 03 Ly = 1, 0, ooy 0)
und

9m="h0,0©,...,0,2,=1,0,...,0),
also
-1
(22) rp=0n—qn==_8mn-1(0,...,0,2,=1,0,...,0)= 1ln=1 b?m’

Schreibt man nach dem Spezialisierungsprinzip fiir das Minimum
@, die ohnedies angenommenen Werte z,, =1, 2,,,,; =0, ..., 2,,=0
vor, so erhdlt man nach (18) und (22)

. -1 1
(23) rm=Ming, ,= 7ln=1 b?m = ka—l .

Wire 7, kein Minimum, so lieBe sich r,, also auch a,,,, = ¢, +7,,
bei festem ¢,, verkleinern, was nicht der Fall sein darf.
Es sei

1t<m—2.
Schreibt man die ohnedies angenommenen Werte
(24) 2yy1=0,..,2, ,=0,2,=1,2,,=0,...,2,=0

vor, so ergibt sich aus der Definition von a,,,, und der Anwendung
von (18) auf g,

¢ . 1
(25) Xy b4 =2¢(0,...,0,2,=1,0,...,0)=Ming, = k.

Hierin ist das Minimum unter Festhaltung der Werte (24) zu
verstehen.

Es sei
(26) = Min f
unter der Bedingung, daB @,,, Z,,41, - - ., &, nicht samtlich 0 sein

sollen. Es ist

(27) a':n+1,m+1 g“:nm’

weil die fiir a,,,; n+; zZur Konkurrenz zugelassenen Wertsysteme
der z, eine Teilmenge der fiir a,, zur Konkurrenz zugelassenen
Wertsysteme bilden. Es sei

(28) A = [(@s Ty« + o )«



376 Robert Remak. [9]

Es sei der grofite gemeinsame Teiler
(29) (Tp> By s = = o> Ty) = Uy«

v,, heie die m-te ,,Verschrankungszahl”. Es sei

(30) 2y, =v,.x, firm=p=n;

also ist

(81) (Tprs Tppqs = - o» Ty ) =1.
Es sei

(32) T = P Ty Tprs - - > ) 5

(4 ’ 4 4 . 2 . r?
qm = hm(wm’ ‘z'm+1’ s mn) - vm qm’
’ ’ ’ ’ .
T = Bm—1(T1> gy o - o, ) 3
dann ist

’

’ ! 17 ’ 17 1
(33) amm:qm+rm:v12n'qm+rm év;‘an,'qm_‘_':L—km—l'
Es sei
(34) a., = Min f
unter der Bedingung z, = a:;" fir m <y <mn; dann ist

17

(85) = J(@] s @y s ) = Gy T St A o
worin
(36) T =B a (@ s e e sy ey ) <
Es ist
Uy, = Oy
da die Bedingung (20) fir a,,, die speziellere ist. Andrerseits

ist wegen (81) der Wert a,,, bei der Aufsuchung von a,,, zur
Konkurrenz zuzulassen; also ist

amm = amm;
mithin
(37) a, <a =a’

Es sollen zwei Hauptfille unterschieden werden:
Hauptfall A:

V=1,
dann ist
’ _ 1’
Qm - qm H
also bestimmt sich
r' —_ rl,
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also

also nach (87)
(88) a,, =a
Hauptfall B:
UV = 2,
dann ist nach (37), (83), (35)

2 r’ ‘2 r ’ . ! n .
vm'ngz’m'Qm—i_rm‘ammgamméa’ -

mm
(39) 17 4 (44 1
=qn +rm éqm +Z'km—-1;
folglich
(40) (03 =1) - g < T kmes
’” Ky 1
(41) In =T oy) = Tofm-1-

Andrerseits ist nach (39)

1

(4’2) q;l,l, »Z—— Apm — :km—l >

also ist nach (41) und (42)

’ 1
(43) Ekm—l = n: Z Qrym _'ka——l;
also
1 1 1
(4’4) ﬁkm—l + ka—l = ;knrl = Crm -

Wenn (44) nicht erfillt ist, d.h. wenn
1
(4'5) Qypm > Ekm—-l ’

so kann Hauptfall B nicht eintreten, es tritt also Hauptfall A
ein. Wenn

1

(46) Amm :Ekm—l

und Hauptfall B gilt, d.h. v,, =2, so steht in (44), (48), (42),
(41), (40) uberall das Gleichheitszeichen; also

1
7’
9 = ﬁkm—l; Uy =2.

Es ist also in (39)
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1 1

'Ekm—l = gkm—l s

1

24 1 1 1
I + ka—l =—kpy1+ j;km—l = k1

12 3
mithin nach (389)
r, =0,
1 2 17 ’? 1 . 1 k
(4’7) E‘km—l =009 = ey = Cum = Cmm = 3 vm—1-
Es ist also
’ " 1 1 1
T:n = a’;r:m Q= ?km—l - Ekm—l = z'km—l .
Wenn
1
(48) Cmm g 'g'km—l H
so ist stets
’
(49) Apm = Cmm >

denn entweder es gilt (45), dann liegt Hauptfall A vor, und es
gilt (49) wegen (88), oder es gilt (46), dann kann ebenfalls (49)
nach Hauptfall A erfiillt sein, oder aber es gilt (46) und Haupt-
fall B, dann gilt (49) nach (47).

Es soll gezeigt werden, daB fir m < 4 stets (48) gilt. Es ist

(50) a’m+1, m+1 g Qmm >

weil die Bedingung (20) spezieller wird, wenn man m durch
m + 1 ersetzt. Est ist unter Benutzung von (50)

3 1
amngamm g?(”’/;l)ammz
1
(51) i 2?(“11 + g+ ...+ a’m—l,m—l) =
1 1
2?(91‘*‘?2 + et gp) =k

3

Fir m =<8 ist 3 >m — 1; also gilt in (51) das Ungleichheits-
zeichen; mithin gilt nach (45) stets Hauptfall A. Fir m =4
kann Hauptfall B eintreten, wenn in (51) iiberall das Gleich-
heitszeichen gilt. Dann ist

A11 = Qgp = Qg3 = Qyy = 1 = 42 = {35
also

ry=7y=173=0.
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Es soll eine obere Schranke fiir Z,ﬂ gefunden werden. Wenn
(48) gilt, so ist nach (49) "

(52) Imm 1.
Es sei also
1
(53) Crom < ;km—l .

Es sei p der grofite Index << m, fiir den (58) nicht erfiillt ist,
fiir den also (48) gilt:
(54) py =~y s

pp = g

Es soll fir p < u <m gezeigt werden, daB

(55) ‘:’:’;<(4)" ?
und
(56) e (3)

(55) ist im Hauptfall A fir g immer erfiillt, da dann

ﬂ:m<1<(i)""’
Apm  Amm .\

Insbesondere ist (55) im Falle 4 = p immer erfiillt, da nach (49)
(57) a,, = a,

PP D
(56) lautet fir u=p

'2‘—‘§4—1:3.

’

Es ist aber nach (27), (57), (54)

kﬂ—l < ki’—l — kD—l < 3 .
’ = _ - = ]

Amm Apyp app
also sind (55) und (56) fir u =p erfiillt.
Wenn fiir einen Index p Hauptfall B vorliegt, also v, =2,
so ist nach (89)

ota”

uqﬂ + 14

’ T 1
’” 9u + ;z‘+ Zk/z—l + I“
Qup < G < 9tk < u _
Amm amm _ Umm = a;nm a:nm
a, 1 1
up ’
o + 4 k,u—l 4 A + 4 k,u 1 1
— [ad < + I‘“l
- ’ = ’ 4a
Crm Aym mm
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Der Beweis von (55) und (56) wird durch Induktion gefiihrt.
Die beiden Ungleichungen seien fiir ein u bereits bewiesen und
sollen fiir 4 4+ 1 bewiesen werden.

Es ist nach den fiir 4 schon bewiesenen Ungleichungen (55)
und (56)

LI L e e (%)” "t1 (%)” .

7 = 7
Amm Amm Amm

(59) o St
=5-(3) —1=4(3) 1.

Damit ist (56) fiir x + 1 bewiesen.
Es ist, wenn fiir x 4 1 der Hauptfall B vorliegt, nach (58)
und (59)

aﬂ+1,u+1£i+ ky £l+i. 4'(i),“ﬂ—p_l) :(_;,:)ﬂ+1-1,.
Gnm 4 Mnm T 4 4 4 n

Damit ist (55) auch im Hauptfall B fir © + 1 bewiesen. Da
(55) und (56) fiir © = p bewiesen sind, gelten sie allgemein fiir
alle x des Intervalls p < u < m.

Insbesondere ist

(60) P é(j) :
By 5\M—D
< 4o (— —
(61) =4 (4) 1.

Nach (51) und (54) ist p = 4; also ist nach (60) und (61)
fir m=>5

(62) s B
(63) Pt <4 @) 1.

Fiir m < 4 gilt (52)

Cmm _1

’
Amm

Es soll 1, so gefunden werden, daf3

D >3,.
A1y Azp *** Qyy
Man setze
(64) D _ 192774 @G - G

- ’ ’ ’ .
Q11 Qg * ** Qyy @1A2z *** Qnn Qg3 09 *** Apy
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Um den ersten Faktor auf der rechten Seite von (64) abzu-
schatzen, betrachten wir die Hilfsform:

q q qn
(65) f*:—,;i—Ci-% —C24 ...+ ;"Ci-

[ a

Die g, werden gegeniiber f in (15) abgesndert, die ¢, bleiben
ungeéndert. (65) ist also wegen (14) die Staffeldarstellung von
f*. Es ist die Determinante von f* analog Gleichung (12)

(66) D*:_qi_.ﬁ. . .q".

a1 af ' am
Es soll gezeigt werden, daf fiir jedes ganzzahlige Wertsystem
Zyy Xy, + .+, Ty, in dem nicht samtliche 2, =0,

l;
fr=1.
Es sei m der groBte Index, fir den

Ty #0,
so daf3

@, =0 fir p>m.
Dann ist nach (14)
(67) Lu=0 fir y>m;
also ist wegen (67), (27), (26)

f*zzn 9y Cizzm qu 2>1

- . m Cz ==
p=1g p=1y on =gt Spn=1dubp
1w . S
*;,,Tm'zﬁ‘:lqﬂcl‘_a;mzl'

Es ist
f*(l,O,O,...,O)=:—1-12+0+0+... +0=1;
11
mithin
(68) Min f* = 1

fir alle ganzzahligen Werte x,, die nicht simtlich 0 sind.

Wenn D die Determinante einer eigentlich definiten quadra-
tischen Form in n Verdnderlichen ist und M ihr Minimum fiir
alle ganzzahligen Werte der Veranderlichen, die nicht sémtlich
0 sind, so ist nach Herrn Blichfeldt ?)

(69) D=y, -M"

%) Siehe Anm. ¢).
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Hierin ist

(70) Yn =

nﬂ
e (Me+5)"
Fiir die quadratische Form f* ergibt sich nach (66), (68) und (69)
D* — 192 *** qn ~

=/n

(71)

’ 7
a11Qz22 **°* Qnn

Setzt man dies in (64) ein und benutzt man zur Abschitzung
des zweiten Faktors (62) und (52), so erhdlt man fiir n =5

= m—4) }n—3) (n—4)
D 4 m==5§ 4
_— = = o|— = o {—
(72) Ay Gsg+e Qun An = ¥n (5) Vn (5) :
Fiir n < 4 ist wegen (52)
D
(73) —— 2 Y,

@11 Qg5°** Oy

Will man nicht das Blichfeldtsche Ergebnis (70), sondern nur
das einfacher zu beweisende Hermitesche Ergebnis

(74) - > (%){;n(n—l)

benutzen, so erhialt man fir n =5

5

(n—1) (n—3) (n—4)
D >(3)%ﬂn .(4)%7» n -~

Ay Gz 00 Qpy
(75) 3\$n(n=1) ;4\3n(n-1) g\ 3n(n-1)
> (%) (5) =)

(75) gilt wegen (78) und (74) bereits fiir n = 2.

Es soll nun mehr g, abgeschiatzt werden.
Es ist nach (13), (11), (28) und (25) fiir irgend zwei Indices
m>t

2 2 t 2
[ tzm: b;m — btm gzl=lblm§£{:
(76) bi: q: 9. 4q,
_kata ke 1 ke e, 1
4q, 4q, 4 dat: @, 4
Setzt man
t ay
(77) Pl = H)~=1—_ ’
93
t—1 a3
(78) P2=H/1=1'a—;u—,

Tl 9
(79) P =1 2,
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so ist

(80) P,P,P, =2,

q:

Es gilt (68) auch fiir diejenige Form fJf, die aus f* entsteht,

wenn man 2., =0, 2,,,=0,..., 2, =0 setzt. Also ist nach
(71) die Determinante dieser Form

(81) D?:Pi_lgyts
mithin
(82) P, <yt

Es zei zunichst

dann ist nach (62)

5\3(1-4) (£-5)
(83) P: =(3)

Da ¢; < a;,, so ist

(84) P, <1.
Unter Benutzung von (76) bis (84), (68) und (72) erhélt man
. ke, 1
Bin < o2 PyP,Py+ 5
<

()7 =3) -k

_ (%)%u_sm—u oyl — % ) ((%)éu—uu_s) il — 1)

s\MI-B (1) _
<(7;) b= A

(85)

Hierbei ist benutzt, daB (t—4)(t—5) = 0 und daB y, < 1, also
(5 )é(l—4)(l—5) .

4 yl—1=1.9;7'—1>1—1=0.

Unter Benutzung von (70) und (72) erhdlt man fir t =5

|ﬂtm[ < ),t_%Z (%);}(1—3)(!—4).11(2 +-£-) .(i)—zi

T

Wenn
t =4,
wird nach (52)
i

ay ’
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also
(86) P,=1.
Ferner ist
ki y £a11+a22+ ---+at~1,t—1gt* 1 ;
aie 4ay, = 4
also nach dem Anfang von (85)
< -1 )1 1
(87) ﬁtm:4 PPP+ Y +z—‘

Da y, < 1 und fiir ¢ < 4 wegen (73) gilt y, = 4, so ist
t—1 e ¢ -1
Bin <— Vi F =i = =

Es gilt somit die Abschitzung

Bim = 4"
auch fur ¢ < 4.
Fir £ <4 kann man fiir y, die bekannten genauen Werte
benutzen.

3
=1 Ve =" Vs= 5 Ya = -

Man erhalt aus (87)

0 1 1
2 <, — —_

.Blm=4 1+4 4’

o 1 4 1 1+1 7

m=g gty =3t 1w

2 2 1 1 5

2 < — — —_— = _——= —

3m = 4 1+4 1+4 4’

3 4 1 1 13

Ersetzt man fiir £ = 5 in P, den Index ¢ — 1 durch ¢, so erhilt

man analog (88)

3(t-3) (1-4)
(88) P,=T0, 7 =(3) :
Unter Benutzung von (82), (88) und (84) erhilt man
a, 51\ 3(4-3) (1-4)
2 < — -1
(89) o= PP,y <y (%) = A1

Fiir ¢t < 4 ist analog (86)
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also
Ay

7 :P1P2P3§'yl_1.
t

Um zu einer Abschitzung fiir v,, zu gelangen, betrachte ich
die Hilfsform in m Verdnderlichen, worin 1 < m < n,

(90) F (@15 B+ ooy B) = f(@gy @y -« s @)
Hierin sei
(91) 2y =&y + &pp, fir 1=<p<m,
(92) 2y = &, firm<u<n.
Dabei sind die 2y, @, ..., , feste ganze Zahlen, die durch

(26), (28) bis (82), (84) bis (86) definiert seien. Es soll gezeigt
werden, daB j eine nach Minkowski reduzierte Form ist.

Es sind die Bedingungen (19) und (20) fiir f zu verifizieren.
Es sei 1 <1 <m und es sei

(93) (L’ﬁl, xA’l‘)’l’ o . ey L/ﬁm) — 1.

Dann ist zu zeigen, dal

A

A A A A
J @y @y By) = dy
Es sei zunéchst
I <my

dann ist

é4,=F0,0,...,0,48 =1,0,...,8, =0
(91) Il f( l s Ym )
:f(0,0,-..,O,.Tl:l,O,...,::Un:()):a”-

Dann ist wegen (93), (91), (92)

m A -1 A 17 A
(95) { 1 =3 yd, =Ty Y@, — E,2) + Y
m—1 A
— 2y + g
Hierin steht y fiir irgend welche ganze rationale Zahlkoeffi-

zienten, deren genauere Bezeichnung kein Interesse hat. Wegen
(92) und (381) ist

A
(wm’ Lpt1s « =« o mn) =&y
also
A n
B =2 Y,
25
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Dies in (95) eingesetzt ergibt

1= ZZL;]iywﬂ —'— Zz=myw” == Zz=lyw s

also ist

(g ypgy o+ o @) =1,
mithin nach (19), (20)

f(@y, @y . -0 @) Z @y,

also ist wegen (90) und (94)

J(#y B - o s @) Z G-
Damit sind die Minkowskischen Reduktionsbedingungen fiir
I < m verifiziert.
Es sei jetzt
l=m.
Es ist wegen (85)

(96) dpm =£(0,0,...,0, 8, =1)

’’ rn

= (@) gy e ey Ty v ey Ty ) = Aoy -

Die Bedingung (93) lautet jetzt

A

z,=1.

Da fir 1 =u<m —1 der Wert #, noch beliebig ist, so ist
auch z, beliebig. Es sind also fiir die Aufsuchung von d,,, zur
Konkurrenz dieselben Werte von f zugelassen wie in (84). Deren
Minimum war aber a,,,. Also erfiillt auch 4, = a,,, die Reduk-
tionsbedingungen; es ist also f nach Minkowski reduziert.

Es ist fir 1 <1 <m — 1 nach (14), (91), (92)

n
Li=a;+ Z,u=1+1 By

A m—1 A A A
=&+ Z,u.=l+1 ﬁl,u,m,u + Pimm s
worin ﬁ,mzﬁﬂ die samtlichen auftretenden Glieder mit #,, zu-
sammenfaf3t. Setzt man fir 1 <I<m —1
Gi=q, &=
und wegen (32)

A r’ r’ r? 4

9dn = hm(wm’ (S P w'n) =qm>
(97) -t

cm =Ly,

so wird analog (15)
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F=08+. . +dnll
die Staffelzerlegung von f.
Man kann sich auch leicht davon iiberzeugen, daB a,, fir f
die gleiche Rolle spielt wie fiir f, wovon ich jedoch im folgenden
keinen Gebrauch machen werde.

Es lassen sich die gewonnenen Hauptresultate auch auf f an-
wenden. Man erhilt nach (89)

also fiir die Form f wegen (96) und (97)

4

a

'mm -1
, é }'m .

Im

Also ist nach (88) und (37)

2 ’” ’ ’ ’7
.02 ;vm'qm+rm:amm Sa_ml”__{l_l
m = 71 == v = ""m
9 9 I
mithin
v < AL

Damit ist v,, abgeschitzt.

Zweites Kapitel.

Ich will im Anschluf3 an (75) untersuchen, welches der grofite
Wert ¢ ist, fiir den fiir alle n = 2

(98) A, = D,

Hierbei ist der klassische Hermitesche Exponent %'n(n—l)
vorgeschrieben. Es ist nach (75)

= —f;’— —0,6.
Es soll jedoch (72) und (70) benutzt werden.
Da logy, nach (70) von der GroBenordnung nlogn ist,

(n—3) (n—4)
log ((%)1} e ) von der GréBenordnung const-n?, so ist
leicht zu sehen, daB fiir jedes beliebig kleine ¢ > 0
c= 2 e=0,8—¢

5
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geniigt fir alle n = N(e). Es fragt sich also, welche ¢ zulissig
sind, wenn (98) ausnahmslos fiir n = 2 gelten soll.
Fir n = 2 ist der genaue Wert

12:7/2_—_%:0,75-

Ferner ist —;—n(n——l) = 1. Also ist
¢ <0,75.

Setzt man
2

n(n—1)
Cn = An 2

so ergibt eine Ausrechnung mit Hilfe siebenstelliger Logarithmen
die folgende Tabelle. Bei der Ausrechnung ist benutzt, daB

I'z)y=(x—1)-I'(xa —1),
ra)=1, r(%) =t

n Cy

11 | 0,742 850
12 | 0,742 341
(99) 13 | 0,742 052
14 | 0,741 959
15 | 0,742 002
16 | 0,742 156
17 | 0,742 397

Hierin ist nur die letzte Stelle unsicher. Die Tabelle (99) zeigt
ein Minimum fiir » = 14. Wegen der Unsicherheit der letzten
Stelle werde

(100) ¢ = 0,74195
gesetzt. Es soll gezeigt werden, da@
(101) A <2

fir alle n = 2.
Fiir n < 4 ist nach Hermite

3\ 3in(n-1)

(102) Céﬂ(n_l) < (T} §—yn = }'n‘

Es sei also im Folgenden n = 5. Man setze

In(n-1) -1 _
c A t=0,.



122] Uber die Minkowskische Reduktion. 389

Es soll fiir n = 5 geseigt werden, daB3

0n < L.

Bei der folgenden Quotientenbildung miissen, ebenso wie bei der
Ausrechnung, die Reihe der geraden und die Reihe der ungeraden
n fir sich behandelt werden. Es ist nach (70) und (72)

0= (e 5) " () F ()

Setzt man

S, = S2
so wird
Si=(e3) - (43)
Setzt man

so ergibt die Ausrechnung

a = 12,30012.

Es ist
, 2\ 71 2
o (e2) ™ (4),
also wird
S;>] fur n <12,
(103) , y
LS, <1 fir n=13.
’ ’ R;
Man setze R, = R?, also S, = e
Nn=2

Die geraden R;, bilden mithin eine Reihe, die bis zu einem Maxi-
mum steigt und dann fortgesetzt abnimmt; die ungeraden R
bilden eine ebensolche Reihe. Es ist nach (103)

Ry>Ry, Ry >Ry,
Ry, > Ry, Ry, > R,

Das Maximum fiir die ungeraden R, ist also Rj;; fiir die geraden
R, ist es Rj,. Fiir log R, ergibt sich folgende Tabelle
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n log R,

9,9864279 — 10
9,9994700 — 10
0,0081473
10 | 0,0132205
11 | 0,0152672
12 | 0,0147364
13 | 0,0119843
14 | 0,0072976
15 | 0,0009111
16 | 9,9930193 — 10
17 | 9,9837850 — 10.

Die Maximalwerte Rj, und Rj, sind groBer als 1. R; und Ry
sind kleiner als 1. Dazwischen wichst R, monoton fiir die ge-
raden n und monoton fiir die ungeraden n, iiberschreitet also
fiir die Reihe der geraden n und fiir die Reihe der ungeraden n
an irgend einer Stelle die 1. Auf diese Stelle kommt es fiir den
Beweis nicht an. Die Ausrechnung von Ry und R}, ist fiir den
Beweis nicht unbedingt crforderlich. Ebenso brauchte man
R;; nicht zu berechnen.

R, nimmt fiir # > 11 und n > 12 stindig ab und iiberschreitet
den Wert 1 zum zweiten Male. Die Kenntnis dieser Stellen ist
fiir den Beweis wesentlich. Es ist

Ry, >1, R <1,

(104) ) ,
Ri; >1, R, <1
Setzt man Q, = Q,2, also R, = Q—?l so nimmt fir ungerades
n-2

n =5 der Quotient Q;, zunichst ab bis zu irgend einem Minimum.
(Es ist dies Q;, was wir aber fiir den Beweis nicht zu wissen
brauchen.) Dann steigt Q/, bis zu einem Maximum. Nach (104) ist

Q15 > Q1s» Q15> Q-

Also liegt das Maximum fiir ungerades n bei Q}5; von da ab nimmt
Q,, fir ungerades n stindig ab.

Fiir gerades n = 6 nimmt (), zunichst ab bis zu irgend einem
Minimum. (Es ist dies Qg, was wir aber fiir den Beweis nicht zu
wissen brauchen.) Dann steigt Q,, bis zu einem Maximum. Nach
(104) ist

Q14 > Qs Q14 > Q-
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Also liegt das Maximum fiir gerades n bei Q;, . Von da ab nimmt
Q,, fir gerades n stindig ab.

Die Ungleichung Q) <1 ist also fiir alle ungeraden n =5
bewiesen, wenn sie durch Rechnung fir n =5 und n =15
verifiziert wird; sie ist fiir alle geraden n = 6 bewiesen, wenn
sie durch Rechnung fiir n = 6 und n = 14 verifiziert wird. Man
erhélt aber

fiir ungerades n

n log Q,

51 9,9756726 — 10
15 | 9,9984103 — 10,

fiir gerades n
n log Q,

6 | 9,9650260 — 10
14 | 9,9997505 — 10.

Der Fehler betrigt weniger als 400 Einheiten der siebenten
Dezimale. Es sind also alle vier Logarithmen kleiner als 0. Also ist

Q, <1 fir n =25, 15; 6, 14.

Damit ist fiir den Wert (100) die Ungleichung (101) fiir alle
n =5, also in Verbindung mit (102) fiir alle n = 2 bewiesen.

(Eingegangen den 8. November 1937.)



