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Uber die Drehung der Tangenten offener
ebener Kurven

von

Hans Samelson

Zirich

Uber einfach geschlossene, stetig differenzierbare, ebene Kurven
ist der ,,Umlaufsatz” bekannt: Die Tangentenrichtung einer
solchen Kurve fiihrt bei einmaliger Durchlaufung die Drehung
+ 27 aus. Wenn man versucht, den Begriff ,,Anderung der
Tangentenrichtung bei ecinmaliger Durchlaufung” auf doppel-
punktfreie, offene, nach beiden Seiten ins Unendliche laufende
Kurven zu iibertragen, so wird man so vorgehen, daf3 man die
Kurve durch Folgen von Teilbogen ausschopft und nach Grenz-
werten der Anderung der Tangentenrichtung dieser Teilbégen
fragt. Dal3 man nicht erwarten kann, einen eindeutig bestimmten
Limes zu finden, zeigen die einfachsten Beispiele. Wohl aber kann
man etwas iiber den absolut kleinsten Limes aussagen, den man
so erhalten kann: namlich daB8 er < = ist. Dreht sich also auf
einem Stiick der Kurve die Tangente um einen sehr groflen
Winkel, so mul3 dies durch den weiteren Verlauf der Kurve
,,beinahe”, d.h. bis auf hochstens = 4 ¢, wieder riickgédngig
gemacht werden. Das ist der Inhalt des im Folgenden noch zu
formulierenden und zu beweisenden Satzes (Nr. 2).

1. C sei ein ebenes Kurvenstiick mit stetiger Tangente; es
sei gegeben durch die zwei auf dem Intervalle [a, b] erklédrten,

stetig differenzierbaren Funktionen z(s), y(s) mit & L y®£0
in einer z-y-Ebene. In jedem Punkt von C existiert der Tan-
gentenvektor (z',y’); er bildet mit der positiven z-Richtung
einen Winkel 7, der bis auf Vielfache von 27 bestimmt ist. Dann
148t sich bekanntlich ') eine auf [a,b] stetige Funktion t(s), die
,»Tangentenrichtungsfunktion’, angeben, die fiir jedes s gleich

1) Hierzu wie auch zu dem iibrigen Inhalt der Nr. 1 vergl. man z.B. H. HoeF,
Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven [Comp. Math. 2
(1985), 50—62].
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einem der Werte des Winkels 7 ist. Die Funktion #(s) ist bis auf
Addition eines Vielfachen von 2z eindeutig bestimmt; Drehung
des Koordinatensystems bedeutet nur Addition einer Konstanten.
Die Differenz t(b) — t(a) heiBt Totalkriimmung 6(C) des Bogens
C. Sie ist nach obigem durch C eindeutig bestimmt. Dann sagt
der Umlaufsatz aus: Die Totalkriimmung einer einfach geschlossenen
Kurve ist + 2x, und zwar -+ 2z bei positivem Umlauf (also bei
iiblicher Orientierung der Ebene, wenn man das Innere der Kurve
zur Linken hat). Weiter 148t sich fiir einfach geschlossene Kurven
mit endlich vielen Ecken der ,.erweiterte Umlaufsatz” aus-
sprechen: Die Summe der Totalkriimmungen der Teilb6gen plus
der Summe der AuBlenwinkel w; an den Ecken ist gleich 4 2x.
(Das Vorzeichen bestimmt sich wie eben.) Fiir die Aulenwinkel
ist der Hauptwert zu setzen: |w; <. (Ist |w,| ==, so ent-
scheidet man folgendermaflen, ob w; = # oder = — & ist: Man
wahlt einen Punkt A hinreichend nahe vor der Spitze E und
einen Punkt B hinreichend nahe hinter E so, dafl der Bogen
AEB mit der Geraden A B nur die Punkte 4 und B gemeinsam
hat. Dann ist w; ==z (— =), wenn das Dreieck 4EB in dieser
Reihenfolge positiv (negativ) umlaufen wird.)

Ein weiterer Satz iiber die Drehung der Tangenten und Sehnen
ebener Kurven, den wir zum Beweise unseres Satzes brauchen
und deshalb hier formulieren, ist die von Ostrowski gefundene
Verschiarfung des Satzes von Rolle 2): C sei wie oben ein auf
[a, b] bezogenes Kurvenstiick ohne Doppelpunkte; zu verschiedenen
Parameterwerten sollen also verschiedene Punkte gehéren. Dann
existiert eine in dem Bereich a < s; < s, < b definierte, stetige
Funktion #(s,, s;), die ,,Sehnenrichtungsfunktion”: sie ist fir
jedes Paar s,, s, mit s;<<s, gleich einem der Werte des Winkels,
den die positive z-Richtung mit der Sehne bildet, die von dem zu
s, gehoérigen Punkte P, zu dem zu s, gehorigen Punkte P, fiihrt.
LaBt man s; und s, gegen dasselbe s riicken, so erhilt man die
sich stetig an #(s;, $;) anschlieBende Tangentenrichtungsfunktion
t(s) von C. Uber t(s;, s,) gilt das Gleiche wie iiber #(s): Die Funk-
tion ist bis auf Addition eines Vielfachen von 2z bestimmt, und
Drehung des Koordinatensystems bedeutet nur Addition einer
Konstanten. Dann sagt der Satz von Rolle-Ostrowski aus: Der

%) A. Osrrowski, Beitriige zur Topologie der orientierten Linienelemente I
[Comp. Math. 2 (1935), 26—49]. Man vergl. auch H. HopF, 2.2.0., und E. R.
VAN KAMPEN, On the argument functions of simple closed curves and simple
ares [Comp. Math. 4 (1937), 271—275].
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Wertevorrat der Sehnenrichtungsfunktion ist in dem der Tangenten-
richtungsfunktion enthalten.

2. Der zu beweisende Satz lafit sich so formulieren:

C sei eine doppelpunktfreie, offene, stetig differenzierbare
Kurve; etwa wie oben in der a-y-Ebene durch zwei auf
(— o0, + o0) erklérte, stetig differenzierbare Funktionen z(s), y(s)
gegeben; dabei gelte: #? + y2 — oo fiir s— 4 c0. Dann gibt es 2u
jedem Bogen b von C und zu jedem e > 0 einen b enthaltenden Bogen
b’ von C, dessen Totalkriimmung absolut << 7z -+ & ist; mit anderen
Worten: es ist lim inf |6(b)| < x, d.h. der absolut kleinste Wert,

b—>C

den man als Grenzwert erhalten kann, wenn man b eine Folge
von C ausschopfenden Bogen 2¢) durchlaufen 148t, ist <z 3).

Zum Beweis stellen wir in Nr. 8 einen Hilfssatz iiber die Total-
kriimmung gewisser ausgezeichneter Teilbogen, der Boégen mit
»,definitiver Sehne’’ auf. Dann wird in Nr. 4 die Behauptung
unseres Satzes mit Hilfe des Satzes von Rolle-Ostrowski auf
eine andere zurilickgefiihrt, die in Nr. 5 mit einfachen topolo-
gischen Mitteln bewiesen wird.

3. P und @ seien zwei Punkte von C mit den Parameter-
werten sp und s,; es sei etwa sp > s,. Die Strecke QP heille
definitive Sehne, wenn sie weder von dem Kurvenstiick s > s,
noch von dem Kurvenstiick s <<s, getroffen wird. Unter der
Voraussetzung, dal3 die Sehne QP definitiv sei, 146t sich die

Totalkrimmung 6(/Q_13) des Bogens Z)? angeben. Es gilt namlich
der folgende Hilfssatz:
Ist die Sehne QP definitiv, so ist die Totalkrimmung des

Bogens QP gleich dem Winkel ¢, um den man den positiven
—
Tangentenvektor in @ drehen muBl, um ihn in den Vektor QP
—>

iiberzufiihren, plus dem Winkel p, um den man den Vektor QP

2a) D.h. eine Folge b, Cb, C... mit X b; = C.

3) Ist C iberdies monoton gekriimmt, so folgt aus dem obigen Satz unmittel-
bar die von J. J. SToER (Uber die Gestalt der positiv gekriimmten offenen Flichen
[Comp. Math. 3 (1936), 55—88]) bewiesene Tatsache: | §(C)| < n. — Ein zwei-
dimensionales — natiirlich viel tiefer liegendes — Analogon unseres Satzes ist der
folgende Satz von St. CouN-VosseN (Kiirzeste Wege und Totalkriimmung [Comp.
Math. 2 (1935), 69—133]):,,Auf jeder offenen vollstindigen differentialgeometrischen
Flache gibt es eine Folge von Gebieten, welche die Fliche ausschopfen, so daB
die Totalkriimmungen dieser Gebiete einen Grenzwert besitzen, der = 2n ist.”
In ahnlicher Weise hat der Umlaufsatz ein zweidimensionales Analogon in der
bekannten Tatsache, daB die Totalkriimmung einer geschlossenen Fliche vom
Geschlecht 0 gleich 47 ist.
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drehen muB, um ihn in den positiven Tangentenvektor in P
iiberzufiihren; dabei ist beidemal der Hauptwert zu nehmen;
also:

(1) 8(QP)=p+gq mit |p| =m;

(Dabei sollen in den Grenzfillen |p| =~ und |¢| == die

9 ==.

Vorzeichen folgendermaflen bestimmt werden: Man mache Q}’)
zur positiven a-Richtung; da wegen der Definitivitdt der Sehne
QP die Kurve fiir s > s, keinen Punkt mit der Strecke QP
gemeinsam hat, gibt es im Falle |p| == ein solches &> 0,
daB3 die Kurve fiir s, <<s << sp + ¢ entweder ganz in der oberen
oder ganz in der unteren Halbebene liegt; im ersten Fall soll
p =+, im zweiten p = — x sein. Ebenso gibt es, falls |[¢| ==
ist, ein solches &>0, daB fiir s) —e <s <s, die Kurve ent-
weder in der oberen oder in der unteren Halbebene liegt; im
ersten Fall sei ¢ = + # im zweiten ¢ = — 7.)

Beweis: K sei ein Kreis, der den Bogen 673 ganz in seinem
Inneren enthilt. P; sei der erste Treffpunkt des Kurvenstiickes
s>sp mit K von P aus, und @, sei der erste Treffpunkt des
Kurvenstiickes s << s, mit K von Q aus; K’ sei einer der beiden
Kreisbégen P;Q; von K. Unter C’ verstehen wir die Kurve
C'= f)_ﬁl—Q—K’ -{—@:@, wobei I/)-ﬁ1 und @ die Bogen auf C
bezeichnen; nun betrachten wir die Kurven

J=QP+4cC, J'=0P+C,

wobei /Q—IB den Bogen auf C und QP die Strecke bezeichnet. .J
und J’ sind einfach geschlossene, stetig differenzierbare Kurven
mit endlich vielen Ecken. Nach dem erweiterten Umlaufsatz
(Nr. 1) ist jede der Totalkrimmungen 6(J) und 6(J’), bei richtiger
Beriicksichtigung der AuBenwinkel, gleich 4 2z. Wir behaupten:

(2) 0(J)=46(J").
In der Tat: fiir eine beliebige einfach geschlossene Kurve J, ist
6(Jo) = + 27 oder = — 27, je nachdem man bei Durchlaufung

von J, das Innere zur Linken oder zur Rechten hat (bei tiblicher
Orientierung der Ebene). Bei Durchlaufung des Kreisbogens K’,
der zu C’ gehort, liegen aber die Innengebiete von J und J’
auf derselben Seite, ndmlich im Inneren des Kreises K. Folglich
gilt (2).

Nun ist

(8)  8(J)=8(QP) +8(C"), 8(J') =wp +1cq + 8(C");
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dabei sind wp und w, die AuBenwinkel von J’ bei P und Q,
und in 6(C’) treten im allgemeinen noch AuBlenwinkel bei P; und
Q, auf. Aus (2) und (3) folgt

(1) 8(QP) = wp +w,.

Aber wp und w, sind nach der Definition der AuBenwinkel mit
den oben erklarten Winkeln p und ¢ identisch (auch, wie man
sich leicht iiberzeugt, in den Grenzfillen |p| == und |q| = =).
Also ist durch (1) die Behauptung (1) bewiesen.

4. Der Bogen b der Kurve C (s. Nr. 2) habe die Endpunkte
A und B, die zu den Parameterwerten s, und sz gehodren; sei

etwa s, > sz. Es gibt Bogen @-13 von C mit definitiver Sehne,
die b enthalten: entweder ist die Sehne AB selbst definitiv;
andernfalls sei P der letzte Treffpunkt des Stiickes s > s, von
C mit der Strecke A B von A4 aus, und Q sei der letzte Treffpunkt
des Stiickes s << sz von C mit der Strecke AB von B aus; offen-

bar ist dann die Sehne QP definitiv. Einen solchen Bogen 67)
von C, der b enthilt, und dessen Sehne Q P definitiv ist, betrachten

wir. Wir machen Q_P? zur positiven a2-Richtung; die Winkel p
und ¢ seien wie in Nr. 8 definiert. Wenn p3£0 ist, d.h. wenn
die positive Tangentenrichtung in P nicht horizontal nach rechts
zeigt, gibt es ein ¢ > 0, so dafl C fiir s, <s <sp -+ ¢ entweder
in der oberen oder in der unteren Halbebene liegt (vgl. Nr. 3);
wir diirfen voraussetzen, indem wir allenfalls eine Spiegelung an
der Geraden QP vornehmen, dal3 dies die obere Halbebene ist
(bei einer solchen Spiegelung bleibt die Gleichung (1) richtig, da
p, ¢ und 8(QP) nur die Vorzeichen wechseln); dann ist

(4) Op=nmn.
Wir setzen = — g =¢’, so daf} also
(5) 0=q¢ =2n

—_—
ist und ¢’ den Winkel angibt, um welchen man die Richtung QP
drehen’' muf3, um sie in die negative Tangente von C im Punkte
Q tberzufithren. Die Gleichung (1) besagt:

(6) 3(QP)=m+p—¢'s
aus (4), (5), (6) folgt

") — 7 <8(QP) <2n. .
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Ist p—¢' <0, so ist nach (6) und (6') |6(QP)| == und unser
Satz bewiesen. Es sei also

(7) p—9q >0;
dann ist wegen (4) und (5)
(8) o<p=n 0=¢ <m

dies bedeutet: das Kurvenstiick s > s, wendet sich bei P, und
das Kurvenstiick s < s, wendet sich bei Q in die obere Halbebene
(in den Grenzfillen p==x und ¢'=0 (also ¢==) beachte
man die in Nr. 8 getroffenen Bestimmungen).

Wir beziehen das Kurvenstiick s = s, — es heile U — auf
einen Parameter u, der von 0 bis oo lauft, etwa 4 = s — sp, und
das Stiick s <s; — es heile V — auf einen Parameter v, der
von 0 bis oo lduft, etwa v = — (s — s5). Die Sehnenrichtungs-
funktion (s. Nr. 1) %) von U sei £,(u,, u,); das willkiirliche, additive
Vielfache von 2x sei so gewiahlt, daB £,(0, 0) = p ist; £,(v,, v,)
sei die Sehnenrichtungsfunktion von V¥V mit #,(0, 0) =¢'. Wir
setzen: ¢,(u, u) = t,(u), t5(v, v) = ty(v); dann ist ¢,(u) die Tangen-
tenrichtungsfunktion von U mit £,(0) = p, und ¢,(v) die von V
mit 2,(0) =¢’.

Zu u* gehore der Punkt P* von U, zu v* gehére der Punkt
Q* von V; dann ist ¢ (u*) —¢,(0) = t,(u*) — p die Totalkriim-
mung des Bogens PP* und o (v*) — £,(0) = ty(v*) — ¢’ die Total-
krimmung von Q’a*

Die Totalkriimmung des Bogens Q*P* :6*\0 +@-ﬁ+ﬁ* von
C ist nun mit Riicksicht auf (6):

8(Q*P*) = — (t,(v*)—¢') + (m+p—¢') + (t.(u*)—p)
= x4 4 (u*) — ty(v*).

Unser Satz ist damit auf die folgende Behauptung A zuriick-
gefiihrt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es zwei Werte u* und v* so, daf

(9) t(u*) —ty(v*) <e
ist.

Wir fiihren diese Behauptung mittels des Satzes von Rolle-
Ostrowski (Nr. 1) auf eine andere zuriick. Wir setzen

*) Die Definition der Sehnenrichtungsfunktion besitzt auch fiir unendliche
Kurven Giiltigkeit; fiir unseren Zweck hat man die Funktion in dem durch

0 =u, =u, gegebenen Bereich zu erkliren; man vergl. hierzu etwa H. Hopr,
a.a.0., Nr. 1, b.

19
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£1(0, u) = @y(u), £,(0, v) = @y(v); es sind also @y(u), py(v) die
Richtungswinkel der von P bzw. Q ausgehenden Radiusvektoren
der auf U bzw. V laufenden Punkte.

Behauptung B: Zu jedem &> 0 gibt es Zahlen ', v' so, daf

(10) @1(u’) — @a(v’) <&
ist.

Nehmen wir an, dies sei bewiesen; dann gibt es, da die Zahlen
@1(u"), pa(v’) zu dem Wertevorrat der Sehnenrichtungsfunktionen
ty(uq, Uy), t3(vy, vy) der durch 0 <u <4’ bzw. 0 =v =v' be-
stimmten Bégen von U, V gehéren, nach dem Rolle-Ostrows-
kischen Satz Werte w*, v* mit t,(u*) = @ (u’), f(v*) = @,(v’);
aus (10) folgt dann (9).

Die urspriingliche Behauptung A ist damit auf die Behauptung
B, die sich nur noch auf die Argumente ¢ der Radiusvektoren
bezieht, zuriickgefiihrt.

5. .Beweis der Behauptung B.

Wir koénnen annehmen, daBl ¢ <<p — ¢’ ist (sonst sind wir
fertig). Dann legen wir durch P und Q einen Kreis K mit der
Eigenschaft, dafl die Peripheriewinkel iiber der Sehne QP mit
der Spitze in der oberen Halbebene kleiner als & sind. Da aus
0<e<p—q und aus (8) folgt, daBl e <p und ¢ <z —gq’ ist,
zeigen der positive Tangentenvektor an U in P und der an V
in Q in den Kreis hinein, so daf3 sowohl U wie auch V bei P bzw.
Q in den Kreis eintreten. Da beide Kurven ins Unendliche gehen,
miissen sie den Kreis K treffen. Da sie die definitive Sehne QP
nicht treffen, liegen die ersten Treffpunkte mit K von P bzw.
Q aus sicher auf demjenigen Bogen von K, der in der oberen
Halbebene verlauft. Q' sei der erste Treffpunkt von V' mit K.
Dann bilden der Bogen Q’'Q von V, die Strecke Q P und der Bogen
PQ’ von K, der ganz in der oberen Halbebene liegt und daher
Q nicht enthilt, eine geschlossene Jordankurve, in deren Inneres
U eintritt. U muf3 wieder austreten und dabei die Kurve treffen.
Das kann nur auf dem Kreisbogen PQ’ geschehen; P’ sei der erste
Treffpunkt. Da sich die Punktepaare PP’, QQ’ nicht trennen
(P’ liegt ja auf dem Bogen Q’'P von K, auf dem Q nicht liegt),
schneiden sich die Strecken PP’, QQ’ nicht. Die unendlichen

—— —

Strahlen PP’ und QQ’ schneiden sich also entweder gar nicht
oder auBlerhalb des Kreises K; dies bedeutet infolge der Definition
von K, wenn wir unter @;, @, die Hauptwerte, d.h. die zwischen

—
0 und n gelegenen Werte der Richtungswinkel von PP’ bzw.
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—
QQ' verstehen:
P — @y <e.

Daher haben wir, wenn wir unter «’, v’ die Parameterwerte von
P’, Q' verstehen, fiir den Beweis von (10) uns nur noch davon

zu liberzeugen, daBl ¢,(u’), ,(v') die Hauptwerte der betreffenden
Winkel sind.

Nun ist nach unseren Festsetzungen ¢,(0) = t(0,0) = p,
@2(0) = £,(0, 0) = ¢’, also nach (8)

0<g,0)=m, 0=¢g,0)<um;

fir kleine positive 4 und v befinden sich U und V in der oberen
Halbebene, es ist also sogar

0<gy(u) <m, 0<gy(v)<m;

diese Ungleichungen gelten, solange U, V' die Gerade QP nicht
treffen; sie gelten also fiir v = «’, v = v’. Damit ist alles bewiesen.

(Eingegangen den 25. Mai 1937.)



