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Zur Theorie der topologischen Ordnung und der
Vektorfelder in Banachschen Riumen

von

Erich Rothe

Breslau

In der vorliegenden Arbeit wird zun#chst der in n-dimen-
sionalen Euklidischen Rdumen wohlbekannte Begriff der Ordnung
eines Punktes in Bezug auf das eindeutige stetige Bild einer
Kugel ausgedehnt auf Abbildungen ,,mit vollstetiger Verschie-
bung” 1) in linearen, normierten und vollstindigen R&dumen 2%)
und die unverdnderte Giiltigkeit einiger seiner Haupteigen-
schaften auch bei dieser Ausdehnung bewiesen (§ 2)3), wobei
sich als Anwendung auch ein Fixpunktsatz fiir vollstetige Abbil-
dungen ergibt. In §3 werden Vektorfelder der Form b(z) =1 + B(z)
mit vollstetigem & betrachtet, die auf einer Kugel, bzw. Voll-
kugel eines Raumes der angegebenen Art definiert sind, und fiir
diese die Begriffe der Charakteristik auf dem Rande und des
Index einer Nullstelle iibertragen sowie einige auf diese Begriffe
beziiglichen Satze bewiesen, so ein Analogon des bekannten
funktionentheoretischen Satzes von Rouché (Satz 6), ferner ein
Satz iiber die Existenz einer inneren und einer dufleren Normalen
in einem Vektorfeld auf einer Kugel (Satz 7). § 4 enthilt einen
dem letztgenannten &hnlichen Satz fir vollstetige Vektor-
felder. In § 5 wird als Anwendung des in § 1 bewiesenen ,,Ver-
schiebungssatzes” (Satz 3b) ein neuer Existenzsatz tber die
Loésung nichtlinearer Integralgleichungen gegeben (Satz 9 und 9a).

In § 1 sind einige im folgenden gebrauchte Bezeichnungen
und Tatsachen zusammengestellt, die bekannt oder unmittelbar
einzusehen sind.

1) Siehe § 1, 6.

2) Raume vom Typus B in der bei Banach, Théorie des opérations linéaires
(Warszawa 19382), Chap. IV eingefiihrten Bezeichnungsweise.

3) Die hierbei angewandte Methode ist im Wesentlichen die gleiche wie die
von Leray und Schauder, Topologie et équations fonctionnelles [Ann. Fcole norm.
51 (1984), 45—78] fiir den entsprechenden Zweck beziiglich des Abbildungs-
grades benutzte.
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§ 1. Vorbemerkungen.

1. Unter E wird im folgenden stets ein Raum vom Typus B
verstanden, wegen dessen Definition auf das in Anm. 2) erwiahnte
Buch von Banach (S. 58) verwiesen sei. Ein E* ist ein Raum
E, der fiir jedes positive ganzzahlige n» n linear unabhingige
Elemente (Punkte) enthilt (unendlichdimensionaler Raum).
Der Raum E hei3t n-dimensional und wird mit E™ bezeichnet,
wenn er genau n linear unabhingige Elemente enthalt. In der

eindeutigen Darstellung ¢ = X «;e; 4) eines beliebigen Elementes
i=1

T C E™ durch die linear unabhéngigen Elemente e,, . . ., ¢, (Basis)

sind sowohl die «; stetige Funktionen von r %) wie auch t eine

stetige Funktion der «;.

2. FEin Vektor v in E ist ein Paar geordneter Punkte aus E,
wobei die geordneten Punktepaare {a, b} und {¢, d} dann und
nur dann denselben Vektor darstellen, wenn b —a=0 —¢ ist. Ist
¢ ein Punkt von E und o der Nullpunkt von E, so werden wir
den durch das Punktepaar {o, t} gegebenen Vektor, kurz ebenfalls
mit ¢ bezeichnen, wo Verwechslungen nicht zu befiirchten sind.
Den durch {a, b} gegebenen Vektor in dem Punkte a, antragen,
heiBt, ihn durch das bestimmte Punktepaar {a, 0,} mit b=
0o+ b — a darstellen. In dieser Darstellung hei3t dann a, Anfangs-
punkt, b, Endpunkt des Vektors. In einer Menge M C E ein
Vektorfeld definieren, heilt in jedem Punkt ¢ C M einen Vektor
b(zr) antragen.

Ein Vektor v heift parallel zu einem Teilraum E von E, wenn
der Endpunkt von v in E liegt, falls man b in einem Punkt von

4) Kileine griechische Buchstaben bezeichnen reelle Zahlen.
4¢) Um das einzusehen geniigt es offenbar, wenn o der Nullpunkt von E* ist,

n
zu <eigen: aus lim f = X ap;=o0 folgt lim «; = 0. Wiirde nun A = Max
i=1
(loea]s - - -»]ota]) nmicht gegen Null konvergieren, so konnte man aus der Menge der ¢

n .

eine Folge £; = X aye; auswihlen, fiir welche erstens auch die Folge -f—{ gegen
1=1 t

et Lnj

e e

Null konvergierte und zweitens die Folgen der beschrinkten Zahlen A Y
i i

n n
gegen endliche Grenzwerte f,,. .., 8, konvergierten. Aus X §,¢;= lim L 2 oiei=0
i=1 j—>wo N4 =1
wiirde dann wegen der linearen Unabhingigkeit der ¢; folgen B; = 0. Anderseits
miiflte aber, wie sich aus der Definition der 8, sofort ergibt, mindestens eine dieser
Zahlen vom Betrage 1 sein. Die Annahme, da Max (|o,), .. ., |otsl) nicht gegen
Null konvergiert, hat damit zu einem Widerspruch gefiihrt.
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m
E antragt. — Ist e, .. ., e, eine Basisim Raum E™,istbp = X a; €,
i=1

ein Vektor in E™ und ist E” (n<<m) der durch e, ..., ¢, auf-

gespannte Teilraum von E™, so hei3t b = 2 a,e; die zu E™ parallele
i=1
Komponente von v (in Bezug auf die gegebene Basis).

8. Ist aC E und R eine positive Zahl, so heiflt die Punktmenge
“g — a” = R %) Kugel mit Mittelpunkt a und Radius R; sie wird
mit S bezeichnet. Die Punktmenge “g — a|| = R heillt die zu S
gehorige Vollkugel und wird mit V bezeichnet. Ist E=E®
(bzw. E™), so wird S® (bezw. S™™1) fiir die Kugel und V* (bzw.
V™) fiir die Vollkugel geschrieben.

4. b sei ein im Punkte ¢ der Kugel S mit Mittelpunkt a und
Radius R angetragener nicht verschwindender Vektor. Dann
weist b in die Richtung der duBeren bzw. inneren ,,Normalen”,
wenn b= A(x—a) mit positivem bzw. negativem A ist. b ist
Stiitzvektor, wenn ||t —a + Av|| = R fiir alle Aist. In jedem Punkt
t einer Kugel S (mit Ausnahme einer S°) gibt es mindestens ®)
einen Stiitzvektor, wie aus der Existenz einer Stiitzgeraden folgt,
wenn man S mit einer durch ¢ und den Kugelmittelpunkt ge-
legten E? schneidet.

5. Bilden e;, ..., e, eine Basis eines E" und ordnet man

dem Element = X «; ¢; den Punkt r* mit den Koordinaten
i=1

oy, - - -5 o, eines Kuklidischen Raumes R™ zu, so ist die hierdurch
definierte Abbildung des E™ auf den R™ umkehrbar eindeutig,
stetig und linear (vgl. 1). Auf Grund dieser Abbildung iiber-
tragen sich die topologischen Begriffe des Abbildungsgrades, der
Ordnung, der Charakteristik eines auf einer S™~! definierten nicht
verschwindenden Vektorfeldes, des Index der Nullstelle eines
Vektorfeldes sowie die im weiteren Verlauf dieser Arbeit {iber
diese Begriffe gebrauchten Siatze ohne weiteres vom R™ auf
den E™.

6. Sei M eine in E gelegene Punktmenge und f(t) =t + &(x)
eine in M definierte eindeutige stetige Abbildung auf eine im
gleichen Raum FE gelegene Punktmenge. Ist §(r) vollstetig,
d.h. filhrt ¥ jede beschrinkte Menge in eine kompakte iiber, so
heiBt f(r) Abbildung mit vollstetiger Verschiebung. Bei einer
Abbildung mit vollstetiger Verschiebung ist das Bild einer

%) |ls|| bedeutet die Norm von 3.
8) Auch im Falle der S ist der Stiitzvektor nicht notwendig eindeutig bestimmt.
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beschrinkten abgeschlossenen Menge abgeschlossen?) und hat
daher von jeder abgeschlossenen kompakten zu ihr fremden
Menge eine positive Entfernung.

7. Sei E®"CE. Die in einer Punktmenge des Raumes E
definierte Abbildung 3(r) mit vollstetiger Verschiebung hei3t
Schichtenabbildung ??) (in Bezug auf £"), wenn der Verschiebungs-
vektor &(x) = 8(z) — ¢ parallel zu E® ist. Ist 3(¢) Schichtenabbil-
dung in Bezug auf E™, so ist 3(¢) offenbar auch Schichtenabbildung
in Bezug auf jeden E™ umfassenden Raum E™.

8. Ist F(x) eine in einer abgeschlossenen beschrinkten Punkt-
menge M des Raumes E definierte vollstetige Abbildung auf
eine Punktmenge des gleichen Raumes, so gibt es nach einem
Lemma von Leray und Schauder?®) zu jedem positiven ¢ einen
Raum E™ und eine stetige Abbildung &(r), so daf3

(L.1) [B(z) —S@)|<e (zCM)
und
(1.2) () CE" (xCM)

ist. Da dann & von selbst vollstetig ist, so folgt hieraus: zu
jeder in M definierten Abbildung f(z) mit vollstetiger Ver-
schiebung und jedem positiven ¢ gibt es einen E» C E und eine
in M definierte Schichtenabbildung 3(r) im Bezug auf E», fir
die
(1.3) IF(x) —8(2)]| <=
gilt. ~

9. 8™(r) sei eine eindeutige stetige in einer abgeschlossenen
beschrinkten Punktmenge M™ eines Raumes E™ definierte
Abbildung, die Schichtenabbildung in Bezug auf den Teilraum
E™ von E™ sei (n<<m). Der Durchschnitt M"™ von E™ und M™
enthalte mindestens einen inneren Punkt von M™. Definiert
man dann fiir f CM™ eine Abbildung 8"(x) durch 8"(r) = 8™(x),
so ist 3"(r) eine eindeutige stetige Abbildung der Menge M™ C E™
auf eine ebenfalls in E™ gelegene Punktmenge. Bezeichnet dann
allgemein 9(f, M, ) den Brouwerschen Abbildungsgrad im
Punkte ) bei der Abbildung f, wenn M als Originalmenge be-
trachtet wird, so gilt nach einem Lemmavon Leray und Schauder %)

7) Siehe etwa Banach l.c., S. 151.

72) Von Herrn LeErAY (Les problémes non linéaires [L’ Enseignement Math.
35 (1936), 189—151], insbesondere 141) als transformation dégénérée bezeichnet.

8) lLe., S. 51, Second Lemme.

?) l.c., S. 49, Premier Lemme.
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fiir jedes ) C E”, das nicht auf dem Bilde des Randes von M™
liegt, y(8", M™, y) =y(3™, M™, ).

10. fo=1 + Fo(z) und j, = + F1(z) seien zwei in einer gemein-
samen Punktmenge M CE definierte Abbildungen mit voll-
stetiger Verschiebung. Die Aussage ,,f, und f, lassen sich durch
stetige Ab#&nderung ineinander tiiberfithren” soll bedeuten: es
gibt eine fir tCM und 0 <¢ <1 definierte Abbildung F(x, )
von folgenden Eigenschaften:

a) (x, 0) = Fo(x), F(x 1) = Fu(2);

b) bei festem r ist § stetig als Funktion von ¢ und zwar
gleichmaBig in ¢, d.h. zu vorgegebenem &> 0 gibt es ein von
t unabhingiges 6 >0, so daB fiir |¢, —2,| <6 die Ungleichung
“%}(g, ) — Bz, tz)“ < ¢ fir alle tCM erfillt ist;

c) bei festem ¢ ist § vollstetig in g.
Es laBt sich beweisen %), daB wenn M Dbeschriankt ist, aus
den angefiihrten Eigenschaften folgt:

d) die Menge aller Punkte ¥(z,¢) fir tCM, 0 =¢t=1 ist
kompakt.

§ 2. Definition und Haupteigenschaften der Ordnung.

Hivrssatz 1. S™7! sei eine in einem E™ gelegene Kugel
mit Mittelpunkt a und Radius R. 8™(z) sei eine auf S™~ ! definierte
eindeutige stetige Abbildung, die Schichtenabbildung (§ 1, 7)
in Bezug auf den Raum E™ C E™ ist, wobei a C E™ sei. Ist dann
S»=1 der Schnitt von E™ mit S™ %, so liefert also 3™ eine ein-
deutige stetige Abbildung von S™"!' auf eine in E™ gelegene
Punktmenge. Wird diese Abbildung mit 8" bezeichnet, so wird
behauptet

n n—1 — m m—1 t) CE™ )
(2'1) u(é ’S 79)*“(5 ’S ’t)) (K)QQ‘"(S"—]‘) ?
wenn allgemein u(f, S*™%, y) die Ordnung des Punktes Yy in
Bezug auf das durch die Abbildung f gelieferte Bild der Kugel
St=1 ist.
Beweis. Sei V™ die zu S™ ! gehorige Vollkugel und 3™ =g +&™ ()
eine eindeutige stetige Abbildung von V™, die auf S™ ! mit

10) Siehe E. Rorre, Uber Abbildungsklassen von Kugeln des Hilbertschen
Raumes [Compositio Math. 4 (19387), 294—307], Hilfssatz 2.
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8" =1-4-&™(r) libereinstimmt 11). Ist dann @m(g) die zu E™ paral-
lele Komponente von &™(x) (in Bezug auf eine passend gewihlte
Basis; vgl. § 1, 1 u. 2), so stimmt die eindeutige stetige Abbildung

3" =t 4+ &™(x) von V™ auf S™~! ebenfalls mit 8™ iiberein und
ist auBerdem Schichtenabbildung in Bezug auf E™. Auf Grund
des bekannten Zusammenhanges zwischen Abbildungsgrad y und
Ordnung w» ist nun

(2.2) u@™, S™L 9)=y@E™ V™ 9); u(@", S* 7, y)=yE" V", p),

wenn V" die zu S”~! gehérige Vollkugel und 8" durch 3*(x) =3"(x)
fir CV™ definiert ist. Da anderseits nach dem in § 1, 9 an-
gefithrten Lemma (3™, V™, §)=p(3", V", ) ist, so ergibt sich
aus (2.2) die Behauptung (2.1).

Hivrssatz 2. S* sei eine in einem Raume E® gelegene
Kugel. E™ und E™ seien zwei Teilraume von E®, die den Kugel-
mittelpunkt enthalten. S™~! und S"~! seien die Schnitte von E™
und E™ mit S*. 3 sei eine auf S® erklirte eindeutige stetige
Abbildung, die sowohl in Bezug auf E™ wie in Bezug auf E"
Schichtenabbildung ist. Durch 8 werden also eindeutige stetige
Abbildungen von S™~! bzw. S®~! auf in E™ bzw. E" gelegene
Punktmengen gegeben. Diese Abbildungen seien mit 8™ bzw. 8"
bezeichnet. Ist dann y ein dem Durchschnitt von E™ und E™
angehorender nicht auf 3 (S ) gelegener Punkt, so wird behauptet
u(3™, S™71, p)=wu(d", S, y).

Bewetis. Ist der eine der beiden Teilrdume in dem andern
enthalten, etwa E™ C E™, so folgt die Behauptung aus Hilfssatz 1.
Der allgemeine Fall 148t sich auf den erledigten Spezialfall
zuriickfithren, indem man einen E™ und E™ enthaltenden Raum
E! einfiihrt, da 8 Schichtenabbildung in Bezug auf jeden solchen
Raum ist.

Hilfssatz 2 gibt das Recht zu der folgenden

DeriniTION 1. 8 sei eine eindeutige stetige Schichtenabbildung
einer S* CE® und 1) ein nicht auf 3(S® ) gelegener Punkt von
E*. Unter der Ordnung %(3, S®, 9) von 1 in Bezug auf das
durch 8 gelieferte Bild der S* verstehen wir dann die folgender-
maBen zu erhaltende Zahl: sei S®™! der Schnitt von S® mit

11) Bekanntlich existiert eine solche Abbildung. Man setze z.B. &™(a) = 0
und fiir £ #a
lle— all

e ol . r—a
e ="
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einem Teilraum E™ von E®, der §) und den Kugelmittelpunkt
enthilt und in Bezug auf den 3 Schichtenabbildung ist. Setzt
man dann 8"(x)=38(g) fiir tCS*1, soist 8"(r) C E” und y3~(S~1).
Die Ordnung u(3", S®~ 1, 9) von 1 in Bezug auf das durch 8"
gelieferte Bild von S™~! ist daher wohl definiert. Dann wird
gesetzt

w8, S*,9) =u(d" S* L p).

Hivrssatz 8. 3(x,t) sei fir rCS*CE® und 05t<1
stetig in (x, t). Bei festem ¢ sei 8 eine Schichtenabbildung in
Bezug auf den (von ¢ unabhingigen) Raum E™ C E®. Ist dann
H ein Punkt in £, der fiir kein ¢ auf dem Bilde der S® liegt,
so ist die Ordnung «(3, S*, y) von ¢ unabhingig.

Beweis. E™CE® sei ein E™, § und den Kugelmittelpunkt
enthaltender Raum. 3 ist dann auch in Bezug auf E™ Schichten-
abbildung. Bezeichnet daher wieder 3" die durch 3 gelieferte
Abbildung des Schnittes S"~* von S® mit E”, so ist nach Definition
I w3, S®,9)=u(@" S"1, ). Die letztere Zahl ist aber von ¢
unabhingig, da y 8" (S"™1).

Hivrssatz 4. Sei f(r) eine Abbildung mit vollstetiger Ver-
schiebung der S® und 1 ein nicht auf {(S®) gelegener Punkt.
Sei ¢ die positive Entfernung, die dann (nach § 1, 6) §) von f(S*)
hat. Sind dann 8, und 8, zwei auf der S® definierte Schichten-
abbildungen, fiir die

(2.8) [f—8]<e ||[i—8<e (xCS*)
gilt, so ist w(3;, S”, ) = u(8d, S, n).

Beweis. E"CE sei ein den Kugelmittelpunkt enthaltender
Raum, in Bezug auf den 8, und 3, Schichtenabbildungen sind.
Sei ferner 3(x, t) = (1—12)3; + t 3,. Dann ist nach (2.8) fiir 0=¢<1

Bz, 1) — f(x)]| =
=[|(1—1) & —f) + &~ = A —=t)ar — ]| + 4l — f| <&
aus der Voraussetzung Ht) —f(S* )H = ¢ folgt daher, dafl v fiir
kein ¢ auf dem Bilde der S* bei der Abbildungs 8(x, t) liegt.
Da schlieBlich 8(z,t) offenbar Schichtenabbildung in Bezug
auf E™ ist, so folgt die Behauptung aus Hilfssatz 8.
Hilfssatz 4 in Verbindung mit § 1; 8 rechtfertigt die folgende

DeriniTION II. §(%) sei eine Abbildung mit vollstetiger Ver-
schiebung der S® CE® und Y ein nicht auf {(S*) gelegener
Punkt von E®. Unter der Ordnung «(f, S*, 9) von Y in Bezug
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auf das Kugelbild {(S*) verstehen wir dann die Ordnung
u(3, S, 9) fiir irgend eine Schichtenabbildung 8, fiir die ”§ — f”
kleiner ist als die Entfernung des Punktes y von f(S%).

Satz 1. Ist | wieder eine Abbildung mit vollstetiger Ver-
schiebung einer S* CE®, so bleibt wu(f, S®, ) bei stetiger
Anderung von 1) ungeindert, solange § f(S*).

Beweis. Sei Y = y(t) stetig und € §(S®) fiir 0 <¢ < 1. Nach
§ 1, 6 gibt es dann eine positive Zahl ¢, so daf die Kurve 1) =1(¢)
von f(S% ) um mehr als 2¢ entfernt ist. Ist dann 3 eine Schichten-
abbildung der S%, fiir die

B =1l <e

gilt, so ist nach Definition IT u(f, S, 9) =u(8, S*, ) und es
geniigt, die Konstanz von «(3, S®, §)) zu beweisen. Auf Grund
der Stetigkeit von Y(f) geniigt es hierzu wiederum, zu zeigen,
daB fiir jedes ¢ =1, des Intervalles 0 <¢ <1 mit y(¢,) = Yy, die
Gleichung %(3, S, §)y) = u(3, S*, 1;) gilt, wenn 1y, von ¥y,
weniger als ¢ entfernt ist. Hierzu beachte man, daB wegen
|8—9| =|f — 9| —||f —3| >¢ die Vollkugel v* mit Mittel-
punkt 9, und Radius ¢ zu 3(S*) fremd ist. Ist nun E* C E*® ein
Dy D, und den Mittelpunkt der S* enthaltender Raum, in Bezug
auf den 3 Schichtenabbildung ist, ist v® der Schnitt von v®
und S®! der von S® mit E”, und ist schlieBlich 8" die durch
8 gegebene Abbildung von S®7!, so ist nach Definition I
u(, S®, §) = u (8", S""1y). Letztere Zahl ist aber fiir pyCo™
konstant, da ©® zu 3"(S"™"!) fremd ist. Wegen f, Cv™ folgt
daher die Behauptung.

Hivrssatz 5. f sei eine Abbildung mit vollstetiger Ver-
schiebung der S®* CE®, und es sei fiir den Punkt yCE®:
“t) —f(S* )H >¢e>0. Ist dann f; eine Abbildung mit voli-
stetiger Verschiebung der S*, fur die Hf — f1|| <& <e gilt, so
ist u(f, 5%, 9) =u(fi, S*, 9).

Beweis. 3 sei eine Schichtenabbildung der S*®, fiir die

Hfl - g” < & — 8’
gilt. Dann ist
B =il =l =l + i —fl < (c—e) +e =
o —#l =My =5 = [f = fll > & —&"
Aus der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt nach Definition IT



9] Zur Theorie der topologischen Ordnung. 185

u(f, S*, p) =u(3, S®, y) und aus der zweiten wu(f;, S*, Y)
=u(8, S®, 1). Also ist wie behauptet u(f;, S*, 9) = u(f, S*, p).

Satz 2. Bei stetiger Anderung (siehe § 1, 10) der Abbildung
mit vollstetiger Verschiebung f der S® bleibt u(f, S*, ) un-
geandert, wenn der Punkt ! withrend der Anderung niemals
auf f(S°) liegt.

Beweis. Fir 0 <t <1 sei (r,t) =1+ F( ), wo § die in
§ 1, 10 angegebenen Eigenschaften hat. Aus der dort angefiihrten
Eigenschaft d ergibt sich nun leicht, da3 der zu {(z, t) fremde Punkt
y von f(r, t) um mehr als eine von ¢ unabhéngige positive Zahl
¢ entfernt ist. Unter Benutzung der in § 1, 10 angegebenen
Stetigkeitseigenschaften von $(r, t) und Anwendung des Borel-
schen ﬁberdeckungssatzes auf das Intervall 0 <7 <1 folgt
nunmehr ohne weiteres aus Hilfssatz 5, daB w(f, S®, y) von ¢
unabhéngig ist.

Satz 2a. f und g seien zwei Abbildungen mit vollstetiger
Verschiebung einer S® CE®. Der Punkt yCE® liege nicht
auf g(S*) und es sei

IlF—al <ls—v] (@cs=).
Dann ist u(g, S*, ) = u(f, S*, ).

Beweis. Setzt man g(x, t) = (1 —t)g + ¢f, so sieht man, daB
der Satz ein Spezialfall des vorigen ist.

Sarz 2b. Ist =1t + F(r) eine Abbildung mit vollstetiger
Verschiebung der S* und ist
3@l <llz—a]  @CS=),
wo a der Mittelpunkt der S ist, so ist w(f, S, a)=1.

Beweis. Wie aus Definition I unmittelbar folgt, ist
u(r, S, a) =1.
Satz 2b folgt daher aus Satz 2a mit g=1¢ und §) =a.

Sarz 8. f{ sei eine in einer Vollkugel V* definierte Abbildung
mit vollstetiger Verschiebung. S® sei der Rand von V*. Ist
dann Y §(V>), so ist u(f, S*, §) =0.

Beweis. 1) hat von {(V*) eine positive Entfernung ¢ (§ 1, 6).
Sei 8 eine Schichtenabbildung der V* mit || f —8| <e. Dann
ist nach Definition II u(f, S®, 9) =u(3, S, y) und ferner ist
py3(V*). Sei nun E™ ein den Kugelmittelpunkt und § ent-
haltender Raum, in Bezug auf den 3 Schichtenabbildung ist,
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V™ bzw. S""! der Schnitt von E™ mit V* bzw. S® und 8" die
durch 38 gegebene Abbildung von V™. Dann ist nach Definition I
u(3, S”, 9)=u(d" S, ). Wegen y{ 3" (V") folgt bekanntlich
u(3", S, §) =0, also ist auch u(3, S, 9) =u(f, S*, y)=0.

Sarz 8a. Haben j, V*, S® die gleiche Bedeutung wie in
Satz 38, ist der Mittelpunkt a der V* zu §(S*) fremd und ist
u(f, S®, a) #£0, so gibt es eine a enthaltende Vollkugel, die
ganz zu {(V*°) gehort.

Beweis. Da es nach § 1, 6 eine zu {(S®) fremde Vollkugel
mit Mittelpunkt a gibt, so folgt die Behauptung in bekannter
Weise aus Satz 3 in Verbindung mit Satz 1.

Satz 8b. Ist bei der in V* definierten Abbildung § mit voll-
stetiger Verschiebung die Verschiebung $(r) =f — ¢ der Rand-
punkte kleiner als der Kugelradius, so gibt es eine den Kugel-
mittelpunkt enthaltende Vollkugel, die ganz aus Bildpunkten
besteht.

Beweis. Der Satz ist eine Folge der Satze 2b und 3a.

Bemerkung. Wird nur vorausgesetzt, dafl die Verschiebung
der Randpunkte hochstens gleich dem Kugelradius ist, so gilt
immer noch, daB3 der Kugelmittelpunkt Bildpunkt ist. Denn ist
f=1tr+ &) und ist #; (¢=1,2,...) eine monoton wachsende
Folge positiver gegen 1 konvergierender Zahlen, so geniigen die
Abbildungen mit vollstetiger Verschiebung {; =t + £;F(r) den
Voraussetzungen von Satz 8b. Daher gibt es eine Folge z,, fiir
die §;(z;) =t; + ;F(x;) = a ist. Aus der Vollstetigkeit von ¥
schliet man auf die Konvergenz einer Teilfolge der z; gegen
einen Punkt g,. Fur diesen ist dann g, + F(zr,) = a.

Aus dieser Bemerkung ergibt sich sofort der folgende

Fixpunkisatz: Gehen bei der vollstetigen in einer Vollkugel V'*
definierten Abbildung &(z) die Randpunkte von V* in Punkte
der V* iiber, so hat die Abbildung mindestens einen Fixpunkt. 12)

12) In dem Fall, daB die ganze V*® in sich iibergeht, ist der Satz bekannt.
Siehe ScHAUDER, Der Fixpunktsatz in Funktionalriumen [Studia Mathematica
2 (1930), 171—179], wo dieser Satz allgemeiner fiir konvexe Bereiche bewiesen
wird (Satz II). Dort finden sich auch weitere Fixpunktsitze sowie Angaben iiber
die fritheren einschléigigen Arbeiten von Herrn Schauder. Spezialfille der Schauder-
schen Fixpunktsitze finden sich schon bei BirkHOFF & KELLOG, Invariant points
in function space [Trans. Am. Math. Soc. 23 (1922), 96—115]. Vgl. auch CacciropoLi,
Un teorema generale sull’ esistenza di elementi uniti in una trasformazione
funzionale [Atti R. Acc. Naz. dei Lincei (6) 11 (1930), 794—799].
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Denn ist a der Mittelpunkt der V*®, so ist am Rande [[a — 65(5)”
= Hg; — a||. Nach der Bemerkung gibt es daher mindestens ein
tCV®, so daB ¢+ (a— &(r)) = a d.h. ¢ = () ist.

Zwischen Ordnung und Abbildungsgrad besteht der gleiche
Zusammenhang wie in Raumen endlicher Dimension. Es gilt
namlich

SaTz 4. f(x) sei eine Abbildung mit vollstetiger Verschiebung,
die in der von S* berandeten Vollkugel V* C E® definiert ist.
b sei ein nicht auf {(S®) gelegener Punkt. Ist dann y(f, V>, §)
der Abbildungsgrad dieser Abbildung im Punkte t (im Sinne der
von Leray-Schauder 3) gegebenen Definition) so ist

w(f, ST, 9)=y({ V", ).

Beweis. Sei ¢ die Entfernung des Punktes 1) von {(S) und
8(r) eine Schichtenabbildung der V*® mit ”f — §|| <e&. Sei E™
ein den Kugelmittelpunkt und 1 enthaltender Raum, in Bezug
auf den 3 Schichtenabbildung ist. S*~1 bzw. V™" seien die Schnitte
von E™ mit S* bzw. V*. Ist dann 8" die durch 3 gegebene Abbil-
dung von V™, so ist auf Grund der von Leray-Schauder gegebenen
Definition

(2.4) y(f, V=, 9) =@ V" 9)
und nach den Definitionen I, II
(2'5) u(f’ N ’ t)) = u(gn, Sn_ls t))

Da anderseits bekanntlich (8", S"7%, ) = p(8", V™, y) ist, so
folgt aus (2.4) und (2.5) die Behauptung.

§ 8. Vektorfelder der Form d(x) =t + B(r) mit vollstetigem B.

In jedem Punkt g einer Kugel S® C E® oder auch einer Voll-
kugel V* sei ein Vektor p(r) =t + B(r) mit vollstetigem B
angetragen (§ 1, 2). Ordnet man dem Punkte y den Endpunkt
f des in einem festen Punkte, etwa dem Nullpunkt o des Raumes
E® angetragenen Vektors zu, so erhilt man eine Abbildung mit
vollstetiger Verschiebung f(x) =z + %B(t), die zu dem Vektor-
felde v gehorige Abbildung. Ist insbesondere b 4o fir tCS®”,
so ist 0 f(S®) und die Ordnung wu(f, S*, o) ist definiert. In
Ubereinstimmung mit der bei Riumen endlicher Dimension
iiblichen Definition nennen wir diese Zahl die Charakteristik des
Vektorfeldes b (auf dem Rande S® von V* ) und bezeichnen sie
mit y(v, S*).
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Hivrssatz 6. b=+ B(r) 3) sei ein in der V> definiertes
Vektorfeld. In dem inneren Punkt a der V* sei v = 0. Die in
V* gelegenen Vollkugeln V°, V;° mégen den Punkt a in ihrem
Innern und sonst keine Nullstellen des Feldes b enthalten. Dann
ist x(v, S;°) = x(v, S;° ), wenn S°, S;* die Rinder von Vy°, V,°
sind.

Beweis. V3 sei eine Vollkugel mit Mittelpunkt a, die im
Inneren von V;° und V;° liegt. Auf Grund von Satz 4 und be-
kannter Eigenschaften des Abbildungsgrades y3) ist dann fir
1=1,2

% (v, Szw ) =u(f, S, 0) = »(f, V:)’ D) =
=y Ve =V 0) +y([, Vs, 0) = V5, 0).
Hilfssatz 6 rechtfertigt die folgende

DerFintTioN III. Der Index §=7j(a) einer isolierten Null-
stelle a des Vektorfeldes b = ¢ + B(r) ist die Charakteristik von
b auf dem Rande einer a im Innern und sonst keine Nullstelle
enthaltenden Vollkugel. Als Index der isolierten Nullstelle a der
zugehorigen Abbildung §f wird die gleiche Zahl § definiert 14).

Satz 5. V* sei eine Vollkugel mit dem Rande S*. V°, ..., VP
seien zu einander fremde im Innern der V'* gelegene Vollkugeln
mit den Réandern S7°,...,S7. In der abgeschlossenen Hiille

k

W> von V* — X V, sei ein Vektorfeld b = ¢ + B(x)3) definiert,
i=1

das auf S*, S°, ..., Sy keine und im Innern von W hochstens

isolierte Nullstellen hat. Diese seien ay, ..., a,, %) und 55, ..., 7,

ihre Indices. y, x1, . - -, x% seien die Charakteristiken von b auf

k m
S®, S¢,..., S¢. Dann ist y — Xy, = X 7;.
i=1 1=1
Beweis. Seizunédchst k =0,d.h. W* =V> v (I=1,2,...,m)
seien zu einander fremde im Innern von V> gelegene Vollkugeln
mit Mittelpunkt @, und den Réndern s;°; f sei die zu b gehorige
Abbildung. Dann ist

13)  B(r) bedeutet in diesem und dem folgenden § stets eine vollstetige Funktion.

14) Die damit offenbar fiir beliebige Abbildungen mit vollstetiger Verschiebung
gegebene Definition des Index einer isolierten Nullstelle stimmt auf Grund von
Satz 4 mit der von Leray—Schauder (l.c., Anm. 8, S. 54) mit Hilfe des Abbildungs-
grades gegebenen iiberein.

15) Daf3 die Anzahl der Nullstellen endlich ist, folgt wegen der Vollstetigkeit
von B leicht aus den iibrigen Voraussetzungen.
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jo=2(0, 8" ) = u(f, °, 0) = p(f, 7", 0).
Da anderseits

£ =16, 5%) = ull, 5%, 0) = (1. V=, 0) = (1. V= = E o7, 0) +

+2'}’(f’v;0s o):Zy(f,v;”,o)=Zj,
=1 =1 =1

ist, so ist die Behauptung im Falle k¥ = 0 bewiesen. Den all-
gemeinen Fall fiihrt man auf diesen Spezielfall zuriick, indem
man ein in der ganzen V* definiertes Vektorfeld v, =z + B,(x)
mit vollstetigem B, einfiihrt, welches in W* mit v ibereinstimmt
und in jeder der Vollkugeln V, genau eine Nullstelle hat. 1)

Aus Satz 5 (mit k=0) in Verbindung mit Satz 2a und Defini-
tion III ergibt sich unmittelbar der folgende

Satz 6. f{, g seien zwei in der Vollkugel V* definierte Ab-
bildungen mit vollstetiger Verschiebung. Am Rande sei “g” #0
und ||f — g” < “g“ Im Innern mogen f und g hochstens isolierte
Nullstellen haben. Dann ist die Indexsumme der in V* liegenden
Nullstellen fiir { die gleiche wie fiir g.

SAaTz 7. b =1+ B(r) sei ein auf einer S*® mit Mittelpunkt
a definiertes dort nicht verschwindendes Vektorfeld. Dann gilt:

a) Mindestens einer der folgenden beiden Falle muf ein-

treten: «) das Feld enthilt eine duflere Normale (§ 1, 4); f) es
gibt eine Punktfolge ¢, CS*® mit

(3.1) .l_i>m [o(z:) — (g;—a)]| = 0.

b) Ist x(b, S®) # 1, so enthilt das Feld eine innere Normale.

Beweis. f§(z) sei die zu dem Felde gehorige Abbildung. Dann
ist nach Definition III

(8.2) 20, S®)=u(f, S*, o).

Sei d die positive Entfernung des Nullpunktes o von §f(S*) und
g (i=1,2,...) eine Folge positiver gegen Null konvergierender
Zahlen < d. Fiir ein beliebiges aber zunichst festes ¢ sei dann 3;
eine Schichtenabbildung mit

(3.3) [Ff— 8 < e <.

Ist weiter E™ ein den Kugelmittelpunkt a enthaltender Raum,

16) Ist b, der Mittelpunkt und R; der Radius vonV;, so setze man z.B. B,(5,) =0

und fiir ¢t #£b;, tCVy:
By(r) = —b; + N {bi + $(b + Ry “ 5 ”)}
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in Bezug auf den 8; Schichtenabbildung ist, ist $®~! der Schnitt
von E™ mit der S* und 8" die durch 3; gegebene Abbildung
von S™71, so ist nach (8.2) und den Definitionen I und II

(8.4) w(8™, S~ 0) = x(v, S*).

Wir machen zunichst die Voraussetzung x(b, S*) £ 1. Tragen
wir dann den von o nach 3"(z) gerichteten Vektor im Punkte
t der S™! an, so ist die Charakteristik des so definierten Vektor-
feldes v™i(x) gleich (8™, S™™1, p), also nach (8.4) von 1 verschieden.
Machen wir daher die (nach § 1, 7 offenbar zuldssige) Annahme,
daB3 n; gerade ist, so folgt aus bekannten Sétzen der Topologie
endlichdimensionaler Réume %), dafl das Feld p™ mindestens
eine innere und eine dullere Normale enthilt. Es gibt also zwei
Punkte ;s L, der S™™! und zwei positive Zahlen 2,; 4y, so

daB 0"i(%1s) = Ay(ty;—a) und 9"(ry) = — Ags(Zy;—a) ist. Da
b™i(g) = 8;(%) ist, ist also auch ~
(8.5) 8i(tre) = A1s(Brs—0a)s 8:(Xas) = — Ai(Les—01) -

Wegen f(t) =t + B(x) folgt aus (3.3) und (3.5)

(8.6) .lim {gli(l—}'li) + }-ua‘f—%(@u)} =
e = 1im {Z0i(1+ Aaq) — Api @ + Blz2s)} = 0.
i—>o

Wegen der Vollstetigkeit von 8 und der Beschrianktheit der
Konstanten 1,;, 4,; diirfen wir unter eventueller Anderung der
Bezeichnungsweise annehmen, dafl die Folgen 8B(zy;), B(Ls),
M Ao konvergieren. Wegen Ay, > 0 folgt dann aus (8.6) sofort
die Konvergenz der Folge r,;. Ist 1, =1im r,;, 4, =1im 4,; so

i—> i—>®
folgt aus (8.6) v(gr,) = — A,(r,—a). Da nach Voraussetzung das
Feld nirgends verschwindet, ist 4, > 0 und b(z) ist innere Nor-
male. Damit ist die Behauptung b) bewiesen.

In der gleichen Weise wie die Existenz einer inneren Normalen
folgt aus (8.6) die einer duBeren, wenn die Folge der Faktoren
(1—4,;) von ry; nicht gegen 0 konvergiert. Konvergiert aber
diese Folge gegen Null, so folgt aus (8.6), daB fiir die Folge der
T1; (8.1) erfiillt ist. Unter der Voraussetzung x(b, S®) 1 ist
damit auch die Behauptung a bewiesen.

DaB die Behauptung a auch im Falle yx(v, $S*) =1 zutrifft,
sieht man, wenn man die Dimensionszahlen n; der Ridume E™
ungerade wihlt. Nach bekannten topologischen Satzen V%) ent-
hialt dann namlich das Feld p™ eine dullere Normale und es

17) Siehe etwa Alexandroff-Hopf, Topologie [Berlin 1935], 479, (a) und (c).
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besteht wieder der auf den Index 1 beziigliche Teil der Gleichung
(8.6), aus dem man wie oben auf die Richtigkeit der Behauptung
a) schlief3t.

Aus Satz 7 ergibt sich fast unmittelbar die folgende Uber-
tragung des sogenannten Satzes von Poincaré-Brouwer 8):

Satz 7a. Es gibt auf einer S® kein fiir alle t CS* definiertes
nicht verschwindendes Feld von Stiitzvektoren (§ 1, 4) der Form
b =1 + B(r) mit vollstetigem B.

§ 4. Vollstetige Vektorfelder.

Satz 8. B(r) sei ein auf einer S® angebrachtes fiir alle Punkte
t der S® definiertes vollstetiges Vektorfeld. Dann tritt mindestens
einer der beiden folgenden Fille ein: o) das Feld enthélt sowohl
eine innere wie eine duflere Normale (siehe § 1, 8), ) es gibt eine
Punktfolge t; (=1, 2,...) auf der S® mit lim B(z;) = 019)1%2).

i
Beweis. Wir nehmen an, daB Fall g nicht vorliegt. Dann ist
mit ¥ auch F(z) — H%g—n vollstetig. Die Menge aller Punkte

F(z) ist also kompakt. Ist daher ¢; eine Folge positiver gegen
0 konvergierender Zahlen <, so gibt es (§ 1, 8) zo jedem ¢
eine vollstetige Abbildung &; und einen Raum E™:;, so dal}
(4.1) & —& <&

(4.2) &,(x) C E™

ist, wobei wir annehmen diirfen, daB E™: den Kugelmittelpunkt
enthilt. Wegen ”%H =1 folgt aus (4. 1)

(4.3) 5 <l&®] <3

18) Siehe etwa Alexandroff—Hopf, l.c., 481.

19) DaB der Fall « tatsichlich nicht einzutreten braucht, zeigt folgendes Bei-
spiel: E® sei der Raum L2 der in (0,1) quadratisch integrierbaren Funktionen
t=u2(t), und es sei

o) = | K(s, na(tyat,

wo K(s, t) ein symmetrischer positiv definiter stetiger Kern ist. Da dann das
innere Produkt

(0= | [ K, a(s)a@as a

1
fiir ||z =f x(t)2dt =1 stets positiv ist, folgt leicht, daB v auf der Einheitskugel
[

niemals die Richtung der inneren Normalen haben kann.
192) Speziellere Aussagen finden sich bereits bei BirkaOFF-KELLOG, l.c. theorem
VIII; vgl. auch SCHAUDER, l.c. Anm. 26.
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Es sei nun E™*! ein E™ enthaltender Teilraum von E®. Der
Schnitt der S® mit E™ bzw. E%'! werde dann mit S™ ! bzw.
S™ bezeichnet. Ebenso sei S~ bzw. S7: der Schnitt von E™:
bzw. E™*! mit der Kugel S;° vom Radius 1 mit dem Null-
punkte o als Mittelpunkt. Wir setzen dann fiir x C S™

Gt ~m1
(4.4) e e i(z).
Wegen (4.2) und (4.8) ist @+ eine eindeutige stetige Abbildung
der S™ auf die S7s, wobei nach (4.2) héchstens der echte Teil
St~1 der S} iiberdeckt wird. Der Abbildungsgrad der Abbildung
@™t ist daher Null. Also ist auch die ihm gleiche Charakteristik
desjenigen Vektorfeldes Null, das entsteht, wenn man den von
o nach dem Punkt &""1(z) gerichteten Vektor im Punkte g der
S™ antragt. Dieses Vektorfeld enthilt daher eine innere und eine
auBere Normale ), d.h. es gibt zwei positive Zahlen 1,; Ay
und zwel Punkte g;;, L., der S™, so daB3

(4.5) @ Y (ry) = Altu—a), & (ry) = — Ay(La—a)
ist. Wegen (4.4) ist dann
(4.6) Gi(21:) = t1s(tri—0a), S,(Lg) = — Hai(le;—0),
wenn
Mg = Ay H@i(&i) s Moy = Ay ”@i(&i)“
gesetzt ist, und aus (4.1) folgt
(4.7) lim {%(Eu) — w13y — a)} = lim {%(@m’) + P (Toi— a)} = 0.

i—> oo i—>®

Wegen der Beschrénktheit der Konstanten py;, g und der Voll-
stetigkeit von % diirfen wir unter eventueller Anderung der
Bezeichnungsweise annehmen, daB3 die Folgen B(z,;), B(2y;), s
Us; konvergieren. Da die beiden erstgenannten Folgen nach der
bei Beginn des Beweises gemachten Annahme nicht gegen Null
konvergieren, so konvergieren auch die Folgen (t;;), &(Zz)-

Da weiter nach (4.6) und (4.8) |y > 2LR ist, wenn R der Radius

der S® ist, und fiir u,; die entsprechende Abschitzung gilt, sind
die Limites p,, u, der Folgen u,;, py; ebenfalls von Null verschie-
den. Aus (4.7) folgt daher die Konvergenz der Folgen ty;, Ls,-

Sind g, £, ihre Limites, so folgt wegen :n%ll aus (4.7)

(4.8) B(zy) = n(ry—a), B(Lz) = — vy(ra—a),
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wenn

v = :”1“%(51)” s Vo= ﬂzn%(gz)“
gesetzt ist. Da B(r,;), B(r,) von Null verschieden, also v, v, > 0
sind, ist Satz 8 mit (4.8) bewiesen.

In Satz 8 ist die folgende Ubertragung des Satzes von Poin-
caré-Brouwer 8) enthalten

Satz 8a. Auf der S gibt es kein vollstetiger Feld von Stiitz-
richtungen.

Unter einem Feld von Stiitzrichtungen ist dabei ein Feld von

Stiitzvektoren (§ 1, 4) konstanter (von Null verschiedener)
Lange verstanden.

§ 5. Ein Euxistenzsatz iiber nichtlineare
Integralgleichungen.

Als Anwendung des ,,Verschiebungssatzes” 8b, § 2 beweisen
wir den folgenden

SATzZ 9. s, t seien Punkte eines m-dimensionalen Bereiches
B. Wir betrachten dann das System nichtlinearer Integral-
gleichungen

B1)  wls) + [Ailss tun() us(t), . u () dE =0,

in welchem w,(t), .. ., u,(¢) die gesuchten Funktionen sind und
die gegebenen Funktionen fi(s, ¢, uy, ..., u,) folgenden Voraus-
setzungen gentiigen:

a) sie sind definiert fiir

sCB, tCB, X |u| <R,
j=1

wo R eine positive Zahl ist.
b) setzt man fir u; stetige Funktionen wu;(¢) mit

(5.2) 2 Max |u;(t)) = R (Max=Max{C B)
j=1

in die f; ein, so existieren die in (5.1) auftretenden Integrale.

¢) die genannten Integrale sind beim Einsetzen stetiger der

Bedingung (5.2) geniigender Funktionen w,(t), . . ., u,(t) gleichar-
tig beschriankt und gleichartig stetig.
d) esexistieren Funktionen F,(s, t, u,, ..., u,) (j=1, 2, ..., n),

n
die fiir sC B, ¢C B und nicht negative der Bedingung X u; < R
i=1
13
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geniigende uy, ..., u, definiert sind, die Voraussetzung b (fiir
nicht negative stetige u;(t)) erfiillen und auBerdem folgenden
Bedingungen geniigen:

dy) es ist | fi(s, 8 Uy oo )| = Fi(s 8y U], oo |4, ]);5
dy) es st Fy(s, 8 Uy, oo o Uy) = Fy(s, 8,04, ..., 0,)
fir 00Uy S0, 0= U, S0,;
d;) es gibt eine positive Zahl r < R, so dal} fiir alle nicht
negativen 7y, 7y, ..., 7, Mmit
n
Xr;=r
j=1

die Ungleichung

n
2 Max f Fi(s,t,ry, 19 oo oymy)dt <
B

ji=1
erfillt ist.

Unter den genannten Voraussetzungen besitzt das System
(5.1) mindestens eine stetige Losung wuy, wu,, . .., u, mit

(5.3) 2 Max |u,| <.
i=1
Beweis. Die Gesamtheit der Systerne p= (u,(s), uy(s), ...,
u,(s)) in B definierter stetiger Funktionen bilden einen Raum
E*®, wenn

6.) el = £ Max o

P
gesetzt wird. Die Abbildung F(x), die dem Punkt g = (u,(s), . . .,
Uy (s)) den Punkt

F(x) = (J‘fl(s, t,ug(t), ... uy(t))dt, . .., ffn(s, t,uy(t), ...y un(t))dt)

zuordnet, ist in der Vollkugel “g” < R definiert und nach b

und c dort vollstetig; f(r) =1t + F(r) ist also eine Abbildung
mit vollstetiger Verschiebung. Nach (5.4) ist

5@ = 3 Max

J

J.fj<8’ tuy(2), - . o, un(t)) dtl

-

M=z

<

Max J. [ fi (s, t, uy(2), - . ., w, ()] dt.
B

j=1

I

Also ist nach d,
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IS géMax [ Eylsts g - - s lun(t))

und nach d,
(5.5)  [S0)] = 2 Max [Fy(s, £, Max u(®), - - ., Max [, ()] .
=1y

Liegt nun g = (u,(s), . . ., %,(s)) auf der Kugel |t =r, so ist
n
2 Max |u;| =r und wegen d, folgt aus (5.5) die Ungleichung

j=1

”%(g)n =r. Aus dieser folgt aber nach Satz 8b und der sich
an ihn anschlieBenden Bemerkung, wenn man ihn auf die Voll-
kugel Hg” =r anwendet, die Existenz mindestens einer Lisung
von ¢ + F(x) =0 (d.h. von (5.1)), die in dieser Vollkugel liegt,
d.h. fir die (5.8) gilt 20).

20) Dije Voraussetzungen des somit bewiesenen Satzes 9 sind insbesondere in
dem folgenden Spezialfall erfiillt:

Ji= K, t)gi(t, uy, . . ., u,) (t=1,2,...,n),

wo die K,(s,t) ,,brauchbar unstetige” Kerne und die g, %, - . ., u,) fiir t C B
und — o0 < u; < o stetige Funktionen sind, welche Ungleichungen der Form

n
) 18t gy v uy)| S @+ X Ky |uy
i=1

mit konstanten positiven a und k;; geniigen; die k,; sollen dabei noch die Unglei-
chungen

n n
(I1) 2k X Mi<1
i=1 =1
mit
(II1) M; = Max J. |K (s, t)|dt
B
befriedigen.

Um das einzusehen, bestimme man zuerst die in Voraussetzung a von Satz 9
auftretende Zahl R folgendermaBen: aus (II) folgt auf Grund der Schwarzschen
Ungleichung die Existenz eines positiven ¢, fiir welches die Ungleichungen

n
(IV) Z (kyte) M, <1
i=1
erfiillt sind. Man wihle ein solches ¢ und setze
(V) R=2,
€

Setzt man weiter

i=1

n
F; = |Ky(s, t)| {a + Z ku'""}
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SAaTz 9a. In der Integralgleichung
(5.6) u(s) + j K(s, t)g(t, u(t))dt = 0
B

sei g(t, u) eine fiir ¢ C B und |u| < R stetige Funktion. Der Kern
K(s, t) sei in Bezug auf ¢ absolut iiber B integrierbar und

j |K(s', t) — K(s, t)| dt

B
konvergiere mit |s’ — s| gegen Null. Es existiere ferner eine fiir
0 <u = R definierte stetige nicht abnehmende Funktion G(u)
mit der Eigenschaft

| 8t w)| = G(|«]).
Ist schlieBlich

M =Max | |K(s, ) dt
B

so soll die Gleichung
(5.7) MGr)—r=0

mindestens eine nicht negative Wurzel » < R haben.

Unter diesen Voraussetzungen hat (5.6) mindestens eine
stetige Losung u, welche ihrem Betrage nach hochstens gleich
der kleinsten nicht negativen Wurzel von (5.7) ist.

n
und 7 = R, so ist nach (III), (V) und (IV) fir X 7, =r = R
j=1

n n n
> Mafo,-(s,t,rl,..., r)dt < X {a-l— > ki,»T,}M‘=
=1 B 1=1 j=1

a n
=2nrn X Mi(kij‘l_'E) = 2
. . i=1

I M3

n
Mk +e) < X r;=r.
1 j=1

7

Die Voraussetzung d;) ist somit erfiillt. Da das Erfiilltsein der iibrigen Voraus-
setzungen von Satz 9 Kklar ist, besitzt also das System (5.1) in dem in Rede stehenden
Spezialfall mindestens eine stetige Losung. Diese Aussage ist (mit geringfiigigen
Abweichungen identisch mit einem Satze von M. GoroMB (Zur Theorie der nicht-
linearen Integralgleichungen, Integralgleichungssysteme und allgemeinen Funk-
tionalgleichungen [Math. Zeitschr. 39 (1934), 45—75]. (Bei Herrn Golomb hat
die Konstante M; nicht die durch (III) gegebene Bedeutung sondern bedeutet
das Doppelintegral iiber K,* und an Stelle der Bedingung (II) tritt diejenige, die
man aus ihr durch Vertauschung von k;; mit k;; erhilt. Auch ohne die genannten
Abweichungen 148t sich der Golombsche Satz unschwer aus dem Satz 8b der vor-
liegenden Arbeit ableiten.)
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Beweis. Ist die kleinste nicht negative Wurzel von (5.7)
positiv. und setzt man F(s, t, u) = |K(s, t)|G(|u|) und identifi-
ziert die in der Voraussetzung d; von Satz 9 auftretende Zahl r
mit der kleinsten positiven Wurzel von (5.7), so sieht man un-
mittelbar, daB Satz 9a ein Spezialfall von Satz 9 ist. Ist aber
7 = 0 eine Wurzel von (5.7), so ist die Behauptung trivial, da dann
u=0 eine Losung von (5.6) ist.

(Eingegangen den 25. Mirz 1937.)



