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Sur la représentation des opérations linéaires
par

L. Kantorovitch et B. Vulich

Leningrad

Nous nous proposons d’établir dans cet article les formes

générales de quelques opérations linéaires qui transforment un
espace arbitraire d’un certain type dans l’un des espaces concrets.

Introduction.

l °. L’espace. Nous désignons dans tout ce travail par les lettres
majuscules X, Y etc. des espaces et par les lettres minuscules
x, y etc. des éléments de ces espaces. Introduisons les notations
suivantes pour quelques classes d’espaces:

S 2013 les espaces semi-ordonnés linéaires réguliers 1 ). Outre la
convergence ordinaire dans ces espaces nous définirons un autre
mode de convergence, à savoir nous dirons que x. -&#x3E;(*) x, si l’on

1 ) Cf. L. KANTOR,OVITCH (1), (3). Les nombres entre parenthèses indiquent
le numéro du travail dans la liste à la fin de cet article.

L’espace semiordonné linéaire est un ensemble linéaire X = {ae}, où la relation
Xl&#x3E; X2 est définie pour certaines paires de ses éléments. On suppose cette relation
verifiant certaines conditions, parmi lesquelles sont les propriétés ordinaires des

inégalités. La notion d’un ensemble borné E et de ses bornes exactes sup E et
inf E sont définies d’une manière évidente. L’existence de sup E et de inf E est

donnée par un des axiomes. Si E n’est pas borné supérieurement (inférieurement)
nous écrirons sup E = + oo (resp. inf E = - oo ).

Posons x+ = sup (x, 0); x_ = sup (- x, 0) x+ - x; 1 x = x+ + x- = sup (x, 2013x);
lim xn = inf [sup (aen, Xn+l’ ...)],

n-+ 00 n

lim xn = sup [inf (aen, xn+i, ...) ] .
n-+ 00 n

Nous dirons que x = (o )-lim xn ou que x,, --&#x3E; (0) x, si lim xn = lim xn = r.
n-&#x3E; 00 

Un espace semi-ordonné linéaire s’appelle régulier si l’on a encore deux conditions
remplies.

I. Soit {En} une suite d’ensembles bornés telle que (o)-lim (sup En) existe,
fini ou non. Alors on peut extraire de chaque En un sous-ensemble fini En tel que
(o)-lim (sup E’) = (o )-lim (sup E,,).

Ia. Soit sup En + oo (n = 1, 2, ... ). Alors il existe des sous-ensembles
, ,

finis E C En tels que sup (sup En) = + oo.
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peut extraire de chaque suite partielle {Xni} une autre suite

partielle {xn.} telle que Xn. -&#x3E; (0) x 2) -
S 2013 les espaces normés au sens de M. S. Banach 3 ). On désigne

par Ilxll la norme de l’élément x.
A - les espaces normés (K) 4).
Sù, - les espaces linéaires qui sont semi-ordonnés réguliers et

normés au sens de M. Banach simultanément et dans lesquels
la convergence (*) se confond avec la convergence suivant la

norme. On voit que St, C S ’ 58.
S’r2 - les espaces linéaires qui sont simultanément semi-ordon-

nés réguliers et normés et qui satisfont aux conditions suivantes:

1) IX11  IX21 implique IIx111  Ilx211; 
2) si les Xn forment une suite non-décroissante et non-bornée

(c. â d. Xl X2... Xn ...-+(0)+00), on a x,,,l 1 -&#x3E; co.
Nous posons alors

Il est facile de voir que la norme ainsi définie satisfait à tous
les axiomes des espaces normés (K).
Montrons que dans les expaces R2 la convergence (o) se con-

fond avec la convergence (K), d’où il s’ensuivra immédiatement
que la convergence (*) se confond avec la convergence (B).
Nous aurons ainsi e2 C gl. 5)

2) Cf. L. KANTOROVITCH (3), (6).

3) Cf. le livre de M. S. BANACH (1), p. 53. Nous admettons que le contenu de
ce livre est connu des lecteurs en ses points principaux.

4) Cf. B. VULICH (1), (4).
Un espace linéaire X = {x} s’appelle normé (k) si l’on y a la norme définie

pour chaque complexe fini de ses éléments I (xl, ..., aen)ll, et Les conditions suivan-
tes sont remplies.

I. Si xi = x;, on a

,w, ,,w .r--

5) Si l’on suppose que au lieu de la condition 1 on a
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Soit, en effet, Xn -°&#x3E; x. Il existe donc un xo e X tel qu’on a
IX. - XI  e . Xo 6) pour tous les n assez grands. Il en résulte que

Réciproquement, soit xn --&#x3E;’ x. On a alors, si n est suffisamment
grand,

donc

Posons

L’inégalité précédente dit qu’en vertu de la condition 2

Yn  + oo, et comme la convergence (o) implique la convergence
(K), on a Ily.11  s. Il est évident que Yn+1  yn, par conséquent
il existe yo = (o)-lim Yn. On a donc Ily. - Yoll-¿. 0, d’où IIYol1 = 0,
c. à d. yo = o. Il en résulte que x. -&#x3E;(O)x, c.q.f.d.
Nous désignerons par -&#x3E;(’) la convergence (* ) ou la convergence

suivant la norme, selon que l’espace considéré est semi-ordonné
ou normé; par --&#x3E;(O) nous désignerons, comme nous l’avons déjà
indiqué, la convergence ordinaire dans les espaces semi-ordonnés,
ou la convergence (K) dans les espaces normés (K).

Voici quelques espaces concrets:
1) 1" (p &#x3E; 1) - l’espace des suites de nombres réels y = {iî

telles que

Cet espace appartient à S’è2, si l’on pose:

et y &#x3E; 0, si iî(i) &#x3E; 0 (i = 1, 2,...), et si les iî (i) ne sont pas
identiquement égaux à zéro.

on obtient des espaces ( B2 ) considérés par L. KANTOROYITCH (3).
Il est à remarquer qu’on peut toujours vérifier dans un espace Ri la condition

1 en changeant la définition de la norme lixil de façon que cela n’altère pas la
convergence (B).

6) Cf. L. KAhTTOROVITCH (1), propos. 32, ou (3), th. 27.
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Dans tout ce qui suit, si un élément y,4, a l’indice k en dessous,
nous désignerons par ’Y}1i) les nombres réels dont la suite {17ki)}. 
représente cet élément Yk-
Posons, conformément à (1),

Dans 1-’ les convergences (t) et (o) ont les significations suivantes:

2) LI (p &#x3E; 1) - l’espace des fonctions à pième puissance som-
mable x(t) (0  t  1), c. à d. telles que

Cet espace appartient à St, si l’on pose:

et x &#x3E; 0, si x(t) 0 presque partout et ae(t) ne s’annule pas dans
un ensemble de mesure positive.

Posons, pour vérifier (1),

Voici la signification des convergences (t) et (o) dans LP:

Xn -+(l)X veut dire que les x,,(t) convergent en moyenne à pième

puissance vers x(t), c.àd. J 1 IXn(t) -x(t)IPdt -+n-J&#x3E;oo 0; xn -+(o)x veut
0

dire que Xn(t) -+ x(t) presque partout et que toutes les fonctions
xn(t) sont bornées par une fonction de LP, c. à d.

3) VP (p&#x3E;l) -l’espace des fonctions x(t) (Otl) telles
que x(O) = 0 et que
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quelle que soit la décomposition 0 = to C t1  ...  tm = 1.
Désignons par

la plus petite constante K dans la formule (2). Si p = 1, ce

nombre est égal à la variation totale de x(t) et nous le désignerons
simplement par var x(t), comme à l’ordinaire.

V1 est donc l’espace des fonctions à variation bornée qui
s’annulent au point t = 0, et Th’ ( p &#x3E; 1 ) est, d’après le théorème
de M. Fr. Riesz, l’espace des intégrales indéfinies de fonctions
qui appartiennent à LP 7).
VP (p &#x3E; 1) appartient aussi à ?2, si l’on pose:

X &#x3E; 0, si x(t1) &#x3E; X(t2) quels que soient tl &#x3E; t2 et x(t) # 0.
D’après (1), nous devons poser

1

où sup doit etre pris non seulement par rapport à toutes les

décompositions 0 = to  t1  ...  tm = 1, mais aussi par rapport
à tous les systèmes d’indices k1, ..., km = 1, 2, ..., v.
Alors -&#x3E;(’)x équivaut dans Vv à

xn -&#x3E;(,O)x veut dire qu’il existe une fonction non-décroissante

e(t),c V-’ telle que, quel que soit a&#x3E;0, on a

pour tout n assez grand et tout t2 &#x3E; t18).

4) C - l’espace des fonctions continues x(t) (o t 1), où

C’est un espace de classe b.

7) Cf. FR. RIESZ (1), p. 462.

8) Tous nos résultats concernant l’espace VP peuvent être étendus sans aucune
difficulté à l’espace de toutes les fonctions satisfaisant à (2) mais ne s’annulant

peut-être pas au point t = 0.
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5) M - l’espace des fonctions mesurables et bornées essen-
tiellement 9) x (t) (0 ç t ç 1 ). On définit la relation x &#x3E; 0 comme

dans LP.

Alors x,,-&#x3E;(’)x veut dire que xn(t) converge "en mesure" vers
x (t) et que IXn(t)B l ç K presque partout 10);

Xn -+(o)x veut dire que x.(t) -&#x3E; x(t) presque partout et que

IXn(t)1 l  K presque partout (n = l, 2, ... ).
Il est à remarquer que l’espace M n’est pas régulier.

6) M* - l’espace des fonctions mesurables et bornées essen-
tiellement x(t) (Otl), où l’on pose

C’est un espace de classe 113.

2°. Les opérations. Soit y = U(x) une opération transformant
l’espace X dans l’espace Y. On peut distinguer les trois classes
suivantes des opérations additives et continues (aux différents
sensl :

Bien entendu, les convergences demandées doivent être définies
dans X et Y 12).
On a Djf - Dff
On connaît les conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’une opération additive appartienne à l’une des trois classes
t, Jfi ou J-f Voici ces conditions:

THÉORÈME I. Pour qu’une opération additive y = U(x) trans-

9) c. à d. bornées presque partout.

10) On dit que aen(t) converge en mesure vers x (t ) si l’on a, pour tout ê &#x3E; 0,

où l’on désigne par mô la mesure lebesguienne de l’ensemble G.

11) On entend par vrai max f(t) le plus petit nombre A tel que l’ensemble

Gt (f( t) &#x3E; A) a la mesure lebesguienne nulle.

12 ) Les opérations ff£ dans le cas quand X et Y sont normés, sont des opérations
linéaires au sens de M. BANACH. Les classes _ffo et ffo avaient été étudiées dans
une Note de L. KANTOROViTCH (7), et d’un autre point de vue dans l’article de
B. VULICH (1), consacré à la théorie des espaces normés (K).
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formant Xe QS dans Ye33 soit une Jf§, il faut et il suffit qu’il
existe un nombre C &#x3E; 0 tel qu’on ait

pour tout XE X. 13)
Si la constante C est choisie la plus petite possible, on l’appelle

norme (B) de U(x) et on la désigne par Il UII,. Nous la désignerons
ici par IIUIItt, en vue de garder l’uniformité des notations.

Soit y = U(x) une opération additive transformant X e (2s dans
Y e @. Nous dirons qu’elle est positive, si x &#x3E; 0 implique U(x) &#x3E; 0.
Nous dirons qu’elle est rébuliére, s’il existe une opération additive
et positive y = U1(x) telle qu’on ait

THÉORÈME II. Pour qu’une opération additive y = U(x) trans-
formant X e @) dans Y e @) soit une fl§, il faut et il suffit qu’elle
soit régulière.

L’opération U(x) étant régulière, on voit qu’il existe au moins
une opération additive et positive U2(ae) telle qu’on ait

Appelons chaque opération U2(x) de cette sorte une majorante
de U(x). On peut voir qu’il existe la plus petite majorante de
U(x), c.àd. une majorante U*(x) telle qu’on ait

quelle que soit la majorante U2(X). Nous appelerons cette opéra-
tion module de U(x) et nous la désignerons toujours par l’indice
* en dessus 14).
Chaque fonctionnelle linéaire F (x ) (c. à d. une opération

linéaire qui transforme X.E(2 dans l’espace des nombres réels)
est une opération J-f’ (même _f£7). Elle possède donc le module
F* (x ).

Posons, pour une opération _ff 0 y = U(x) dont le contre-

domaine est situé dans un espace du type el,

13) Cf. S. BANACH (1), p. 54.

14) Cf. L. KANTOROVITCH (5). On peut définir U* (x ) comme

et U*(x) = U*(x+) - U*(x-) quand x = (x,) - (x-), où (x+) et (x-) sont les

parties positive et négative de x.
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et appelons ce nombre norme â de U(x).
THÉORÈME III. Pour qu’une opération additive y = U(x) trans-

formant X e llJ dans YeS soit une JfÎ, il faut et il suffit qu’il
existe un élément yo E Y tel qu’on ait

pour tout XE X.
On peut définir yo, par exemple, comme

Si Y E ?1 et si yo est défini à l’aide de (3), nous posons

et nous appelons ce nombre norme t de U(x) is).
Si dans le théorème II X et Y appartiennent à Û2, ou dans

le théorème III Y E Sî’2’ les normes p et t ainsi définies coïn-
cident respectivement avec les normes (K ) et forte introduites

par B. Vulich 17).
Pour les fonctionnelles linéaires F(x), les normes IIFIIt t et

JIFIIO existent toujours et coïncident. Nous désignerons leur

valeur commune par 1 F sans indices. Si X E R,, on a BlFII: = IIFII.

3°. Les fonctions abstraites. Quelques-uns de nos théorèmes
seront exprimés en termes de fonctions abstraites, c’est pourquoi
nous donnerons ici certaines définitions.
Nous considérerons des fonctions d’une variable réelle f(s),

0  s  1, dont les valeurs appartiennent à l’espace X conjugué

15) Cf. L. KANTOROVITCH (4). Le théorème III y est donné pour le cas plus
général Y E 6.

16) Il est à remarquer que si yo est défini au moyen de (3) il est le plus petit
possible de tous les éléments yo qui satisfont à la condition du théorème III. Nous
avons donc, dans le cas lorsque Y E S’t2, pour un yo arbitraire satisfaisant à cette
condition,

1?) Cf. B. VULICH (1), § 8, ou (2) Introduction
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avec un espace normé X 18), c. à d., que pour chaque s fixe,
f(s) représente une fonctionnelle linéaire dans X. Il est plus
commode d’écrire la variable indépendante en-dessous de f,
donc nous nous servirons de la notation Is. Par f s (x ) nous désig-
nerons la fonction réelle de s qu’on obtient lorsqu’on calcule
la valeur de f s pour un élément fixe xe X.
Nous dirons que la fonction fs est faiblement mesurable (ou

faiblement absolument continue ou a sa (p )-variation faible bornée),
si la fonction réelle fs(x) est mesurable (ou absolument continue
ou a sa (p)-variation bornée), quel que soit x E X.
Nous dirons que fs est fortement absolument continue, s’il

existe, pour tout s &#x3E; 0, un l5 &#x3E; 0 tel que

pour chaque système d’intervalles {(Si’ si)) n’empiétant l’un sur
l’autre.

Nous dirons que fs a sa (p)-variation forte bornée, si l’on a, 

pour toute décomposition 0 = so  s1,  ...  8rn = 1, 1

Nous désignerons par (p)-var fs la plus petite constante K dans
la formule (4), comme dans le cas de fonctions réelles. Nous
omettrons la lettre p dans le cas où p = 1.

Nous dirons que /g satisfait à la condition de Lipschitz, s’il

existe une constante C telle qu’on ait

quels que soient 81 et s219 ).

18) On entend par espace conjugué avec un espace normé X et on désigne par
X l’espace des fonctionnelles linéaires définis dans X. C’est aussi un espace normé
si l’on y définit la norme d’un élément f comme sa norme )) f)) au sens de norme
d’une fonctionnelle linéaire. Cf. S. BANACH (1), p. 188.

19) Quelques-unes de ces définitions avaient été déjà introduites dans les travaux
de divers auteurs, par exemple: S. BOCHNER (1 ), GARRETT BIRKHOFF (1 ), 1. GELFAND
(1), (2), N. DUNFORD (1).

Il est à remarquer que M. GELFAND avait démontré (1) que si l’espace X est
séparable (et dans ce cas X est nécessairement aussi séparable) la notion de mesu-
rabilité faible est équivalente à la notion de mesurabilité introduite par M. BocH -
NER (1).
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4°. Les résultats. Les formes générales des opérations linéaires
avaient été déjà étudiées dans les travaux de MM. D. Hilbert (1),
E. Hellinger et 0. Toeplitz (1), A. Fouillade (1), G. Fichtenholz
(1), G. Lorentz (1), 1. Gelfand (1), L. W. Cohen (1), N. Dunford
(2), G. Fichtenholz et L. Kantorovitch (1), et dans quelques-
uns de nos articles (L. Kantorovitch (2), (8), B. Vulich (2),
(3)). Nous ne nous servons pas de ces résultats, mais quelques-
uns d’entre eux peuvent etre déduits de nos théorèmes plus
généraux.
Nous établissons ici les formes générales des opérations Jf:,

J-f ’ et _ff 0 qui transforment un espace arbitraire d’un des types
llJ ou ?3 dans l’espace 1", VP, Lv, M ou M*. Nos résultats sont
exprimés au moyen de fonctionnelles linéaires. Ainsi, le problème
de l’établissement des formes générales des opérations linéaires
peut être réduit dans les cas étudiés ici à un problème beaucoup
moins difficile, celui de l’établissement des formes générales des
fonctionnelles linéaires. Mais ce problème est déjà résolu dans
beaucoup de cas intéressants.
On peut déduire de nos théorèmes généraux des théorèmes

particuliers, si l’on suppose le second espace également concret.
Quelques-uns d’entre eux sont donnés dans cet article.

§ 1.

Le contredomaine d’operations est sit1lé dans lP.

5°. THÉORÈME 1. La forme générale d’une opération Jf)
y= U(x) transformant X E 58 dans 1P est donnée par la formule

où les Fi(x) sont des fonctionnelles linéaires définies dans X,
qui satisfont à la condition suivante:

1

D’ailleurs, on a 11 U!!t = K P .
Démonstration. Chacune des coordonnées de y étant une

fonctionnelle linéaire de x, on voit que l’opération U(x) est

représentable sous la forme (1). Il nous reste à établir (2).
Soit y== U(x) une Jf). On a alors, en vertu du th. 1,

IIU(x)11  )) U))§, pour tout x dont la norme est égale à 1. Par

conséquent, on a, pour llxll = 1,
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d’où

Réciproquement, si U(x) est une opération (1) satisfaisant à
(2), on a pour llxll = 1,

1
d’où il s’ensuit que IIU(x)1I  KP - llxll pour tout x. En tenant

1

compte de (3), nous voyons que IIUII’=KP, c. q. f. d.
THÉORÈME 2. La forme générale d’une opération ff 1&#x3E; y = U(x)

transformant X E sr2 dans lP est donnée par la formule (1), où

les fonctionnelles linéaires Fi (x ) satisfont à la condition

D’ailleurs, on a

Démonstration. Chacune des opérations jf ô U(x) étant régulière,
elle a le module

qui est aussi une Jf§ et a fortiori une Jf). On a donc, en vertu
du th. 1,

pour tout n.

Il est évident que les Fi sont des majorantes pour les Fi corres-
pondantes. Par conséquent, on a

pour tout x.

Il en résulte que (4) doit être remplie et que

Réciproquement, soit donnée une opération (1) satisfaisant

Il
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à (4). Posons

Grace à (4), Ul (x ) existe pour tout x et elle est additive et positive
(par conséquent, elle est une jf). On a, pour tout x,

par conséquent, IU(x)1 l  U1(x) (x &#x3E; 0).
En vertu du th. II, U (x) est une ff ’, et

ce qui donne avec ( 5 ) IIUII: = KP, c.q.f.d. 20).
THÉORÈME 3. La forme générale d’une opération JfÎ y = U (x ),

transformant X E 58 dans lP est donnée par la formule (1), où les

fonctionnelles linéaires Fi (x) satisfont à la condition

D’ ailleurs, on a lullt; ==KP21).
Démonstration. En effet, on a, pour une opération Jft y = U (x ),

yo étant un élément de lP, il est de la forme

La relation (7) veut dire qu’on a

On a donc

D’autre part, si (6) est remplie, on a

20) La relation IIU*111  JIU,111 t est évidente pour toute majorante Ul(x) de

U (x ), si le domaine et le contredomaine sont situés dans des espaces A2.
Nous avons démontré entre autres que U* (x ) == {Fi*(.)I.
21) Ce théorème avait été déjà énoncé dans le travail de B. VULICH (3).
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Par conséquent,

1
d’où il résulte que U(x) est une HO, et que Ily’ll  KP, ce qui
donne avec (8)

60. Nous donnerons maintenant quelques exemples. Considé-
rons les opérations Hi 1 y :z= U(x) qui transforment L2 dans l2.
T.a. forme générale d’une tpl1e onération est

où oci (t) e L2(i = 1, 2 , ... ) 22). Nous allons déduire de (2) les

conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire
les a2(t).

Introduisons un système orthogonal et normal {Pk(t)l de

fonctions de L2 tel que chaque Xi(t) puisse être représentée comme
une somme finie

(c.àd. nous orthogonalisons le système {(li( t)} ).
Posons

et

La condition (2) dit que

doit être bornée indépendamment de n. Or, on a évidemment

22) On doit à M. M. FRÉCHET (1) la forme générale d’une fonctionnelle linéaire
définie dans (L 2). Cf. aussi S. BANACH (1), p. 64.
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où

Il est évident que, pour que cette dernière expression soit

bornée, quel que soit x ( t ) avec llxll = 1 et n, il faut et il suffit

qu’on ait

pour tout n.

Toutes les formes quadratiques

étant positives, la condition précédente est équivalente au fait
que leurs nombres caracte’ristiques doivent être bornés dans leur
ensemble.

D’ailleurs, on voit que la norme ( B ) de U(x ) est égale à la racine
carrée de la borne supérieure de tous ces nombres caractéristiques.

Remarque. Chaque opération ff’ qui transforme L2 dans 12
peut être représentée de même sous la forme de (9). Nous pouvons
déduire du th. 2 quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l’opération (9) soit une ff Ô. En effet, le raison-
nement dans l’exemple qui précède donne la réponse à cette
question, mais il faut l’appliquer à l’opération module

Donnons encore quelques applications des théorèmes démontrés.

THÉORÈME 4. La forme générale d’une opération JfÎ y = U(x)
qui transforme lr (r&#x3E; 1) dans 1P (p &#x3E; 1) est donnée par la formule

où

Démonstration. En effet, en vertu du théorème sur la forme

23) Cf. L. KANTOROVITCH (8), th. 6; cf. aussi B. VULICH (1), th. 16.



133

générale des fonctionnelles linéaires dans lr 24) et d’après le th. 3,
on peut représenter chaque opération ff 0 sous la forme (10),
où ( 11 ) doit être remplie. Réciproquement, si (11) est vérifiée,
chacune des sommes dans la formule (10) est une fonctionnelle
linéaire dans lr, et la suite de ces fonctionnelles satisfait à la

condition du th. 3.

THÉORÈME 5. La forme générale d’une opération Jfr y = U(x)
qui transforme C dans 1P (p &#x3E; 1) est donnée par la formule

où

La démonstration est évidente, d’après le th. 3.

§ 2.

Le contredomaine d’opérations est situé dans VP.

7°. THÉORÈME 6. La forme générale d’une opération J-f’ t
y = U(x) transformant un espace complet 25 ) Xe llJ dans VP est
donnée par la formule

où fs est une fonction abstraite de s (0  s  1 ), avec les valeurs
appartenant a X, qui a sa (p)-variation faible bornée 26).

Démonstration. La nécessité de notre condition est évidente.
Il nous reste à démontrer que, si cette condition est remplie,
l’opération (1) est une J-f 1. Le fait qu’elle est additive et que son
contredomaine est situé dans V’ résulte immédiatement de la

24) On peut trouver la forme générale des fonctionnelles linéaires dans (Ir)
dans le livre de M. BANACH (1), p. 68.

25 ) Dans tout ce travail nous entendons par un espace complet un espace tel que
la relation l lx,,,, - x,,11 -&#x3E; m,n-&#x3E; . 0 implique llxn - aell -&#x3E;., . 0 pour un certain x.
Il est à remarquer que si X est un espace du type 92, il est nécessairement

complet. Cf. L. KANTOROVITCH (3), § 8.

26) Ce théorème avait été démontré dans le cas où p = 1 par M. GELFAND (1).
Nous le démontrons d’une manière semblable.
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condition du théorème. Nous allons en déduire que ,I U(x)I, est
borné dans la sphère !Ix Il  1, ce qui équivaut au fait que

lIU(ae)!I  C - llxll pour tout x.
Supposons par impossible que IIU(x)11 I prenne des valeurs

arbitrairement grandes dans la sphère lixll  1. Alors I U (x ) I I
n’est borné dans aucune sphère.

Prenons x, tel qu’on a IBU(xl)11 &#x3E; 1. Par définition de I I U (xl ) I ( ,
il existe une décomposition 0 = so  s1,  ... C sm = 1 telle

qu’on a

Toutes les fonctionnelles f,,, i étant continues, il existe une

sphère 51 = S(x1,,o1) de centre xl et de rayon pl, en tout point
de laquelle on a

On peut trouver dans cette sphère un point x2 où l’on a

IIU(01532)11 &#x3E; 2.

D’une manière analogue on peut l’entourer d’une sphère
S2 === S(01532’ e2) C 51, en tout point de laquelle on a IIU(0153)11 &#x3E; 2.
Ainsi, on peut indiquer une suite de sphères ,

satisfaisant à la condition IIU(x)11 &#x3E; n pour 0153E Sn. Or, l’espace
X étant complet, on peut s’arranger de façon que toutes ces
sphères aient un point commun xo. On a donc en ce point
IIU(xo)11 = oo, ce qui est impossible. Cette contradiction prouve
donc notre théorème.

Soit 18 une fonction abstraite de s avec les valeurs appartenant
à X. Introduisons la fonction fJJs comme il suit:

et

Montrons d’abord que, si qJs(0153) est finie pour un s fixe et pour
tout x, elle est une fonctionnelle linéaire de x. Cette fonctionnelle
étant positive par définition, il suffit de montrer qu’elle est
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additive. Il en résultera, grâce au Th. II, que 91s(X) est continue,
donc linéaire 27 ).

En superposant ces deux systèmes d’intervalles, nous obtenons
une décomposition plus petite, pour laquelle les inégalités
(3) sont vérifiées à plus forte raison. Nous avons ainsi

9’S(ae1 + 01532) &#x3E;(Xl) + 9’s(X2). Mais l’inégalité de sens inverse est
évidente, d’où il s’ensuit l’additivité de l}?s(X).
THÉORÈME 7. La forme générale d’une opération Jf§ y = U(x)

transformant un espace X E !e2 dans VP est donnée par la formule
(1), où les fonctionnelles linéaires f s sont telles que la fonction
abstraite (2) l}? s a sa (p)-variation faible bornée.

Démonstration. La démonstration est semblable à celle du th.

2, c’est pourquoi nous nous contenterons de l’esquisser.
Soit y = U(x) une J-f 0. Alors il existe U*(x) =fs(x). On a

donc 1 fsl(x) - fs2(ae)B !Sl( ( ] r] ) -ls2( Ix/), si 81 &#x3E; S2. Il en résulte

que 

fs ayant sa (p)-variation faible bornée, il en est de même de gs,.

Réciproquement, si la condition du théorème est remplie,
posons U1 (x ) = 9,.(x). Ul(x) est additive et positive, ses valeurs

appartiennent à VP, et, grâce à l’inégalité

elle est une majorante de U(x). Donc, U(x) est bien une Jf§,
c. q. f. d.

Remarque. Il résulte de notre raisonnement que U* (x ) = qJs(X).
THÉORÈME 8. La forme générale d’une opération JfÎ y = U(x)

2?) On peut définir la fonction lps comme la variation abstraite de la fonction

où le module et le symbole sup doivent être compris au sens de l’espace semi-
ordonné des fonctionnelles linéaires X. Cf. L. KANTOR.OVITCH (5), th. 3.
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transformant X E llJ dans VP est donnée par la formule (1), où la

fonction abstraite fs avec les valeurs appartenant à X a la (p)-
variation forte bornée.

D’ailleurs, on a

Démonstration. Soit y = U(x) une Jfy transformant X dans

VP. Evidemment, on peut la représenter sous la forme ( 1 ), où
IsE X pour tout s. Or, U(x) étant une Jfr, il existe une fonction
non-décroissante Yo(s) E VP telle qu’on a

et que Il ull; = IIYol1 (la norme de Yo est comprise au sens de

l’espace V-1). Cela veut dire qu’on a

pour tout x et tout couple de nombres s1 &#x3E; s2.
Il en résulte qu’on a

c. à d. f, a sa (p)-variation forte bornée.
Réciproquement, soit U(x) une opération satisfaisant aux con-

ditions du théorème.
Posons

Il est facile de voir que la fonction réelle yo(s) a sa (p )-variation
bornée dans (0, 1), par conséquent, YO(S) E VP. D’ailleurs, on a
précisément

Par définition de Yo, la relation (5) se trouve remplie pour tout
x, ce qui prouve que U(x) est bien une ff 0 et, en même temps,
vérifie la relation (4), c. q. f. d.

8°. Faisons quelques remarques en vue des théorèmes du
paragraphe suivant. Introduisons encore un espace concret, à
savoir désignons par A le sous-espace de Vl qui comprend toutes
les fonctions absolument continues. Il est facile de voir que A,
avec la même définition du signe &#x3E; et de la norme du complexe,
forme aussi un espace de classe St:2.
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Remarquons que, comme pour les fonctions réelles, chaque
fonction faiblement (resp. fortement) absolument continue a sa
variation faible (p= 1) (resp. forte) bornée. Cela résulte immé-
diatement des définitions de ces fonctions.

Il est facile maintenant de voir que les formes générales des
opérations de toutes les trois classes Jf:, Jf§ et fl t transfor-

mant un espace X dans A sont données par les théorèmes 6 -8,
si l’on y remplace les mots "a sa (p )-variation faible (resp. forte)
bornée" par "est faiblement (resp. fortement) absolument
continue".
En effet, pour les Hf, c’est une conséquence immédiate du

th. 6. Quant aux deux autres cas, ils exigent quelques raisonne-
ments complémentaires; on doit établir que chaque opération
0 (resp. Jl t ) transformant X dans A peut être représentée sous
la forme (1) de façon que la fonction (2) (p, soit faiblement ab-
solument continue (resp. 18 soit fortement absolument continue).
Mais cela peut être établi d’une façon semblable à la démonstration
des théorèmes 7 - 8, grâce au fait que l’espace A est aussi un

@ (même Û’2).

§ 3.

Le contredomaine d’opérations est situé dans (L").
90. Pour obtenir les résultats de ce paragraphe, il faut remar-

quer qu’on peut établir une correspondance biunivoque et

bicontinue (t ) et (o) 28) entre l’espace (V’) et l’espace (LP)
( p &#x3E; 1 ) et entre ( A ) et (L).

Voici cette correspondance:

D’ailleurs, on a, pour chaque complexe (Y1’ ..., Yv) d’éléments
de (LP)

où z, correspond à y suivant (1), et où les normes sont prises
au sens des espaces indiqués en dessous 29 ).

28 ) Nous entendons par correspondance bicontinue (t ) et bicontinue (o) une
correspondance biunivoque y = f (x ), telle que x,,--&#x3E; (t)x implique f(x,,,) --&#x3E; (t) f(x),
X,, -&#x3E; (,’) x implique f(x,,) --&#x3E; (1) f(x) et vice-versa.

29) En effet, désignons par V(y) l’élément z qui correspond à y suivant (1).
On voit sans peine que YI  y2 implique V ( y1 )  V(Y2) et vice-versa. On a donc,
pour chaque ensemble d’éléments y,
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Ceci posé, nous voyons que, si nous avons obtenu la forme

générale des opérations d’une certaine classe ftl, ff’ ou Jfr
transformant un espace X dans (V’) ( p &#x3E; 1 ) ou ( A )

U(x) satisfaisant à certaines conditions, nous pouvons affirmer
que la relation

où U ( x ) satisfait aux mêmes conditions, donne la forme générale
des opérations de la même classe transformant X dans (Lp )
(p &#x3E; 1 ou p = 1). Cela résulte immédiatement des propriétés de
la correspondance (1).

Ainsi, nous arrivons aux théorèmes suivants:

THÉORÈME 9. La forme générale d’une o pération fil y = U(x)
transformant un espace complet XE 0 dans (Lv) { p &#x3E; 1 ) est

donnée par la formule

où fs a sa (p )-variation faible bornée (p &#x3E; 1 ) ou est faiblement
absolument continue (p = 1), dont les valeurs appartiennent à X.

THÉORÈME 10. La ,forme générale d’une opération ff ’y = U(x)
transformant un espace X E 92 dans (LP) (p &#x3E; 1) est donnée par
la formule (5) oic les fonctionnelles linéaires f, sont telles que la

fonction abstraite (2) (§ 2) cps ait sa (p)-variation faible bornée
( p &#x3E; 1 ) ou soit faiblement absolument continue ( p =1 ) .

(3) supe{,(ye)l = V(sup{y;}), inf,{V(y,)l = V(inf,yl).
Par conséquent, les relations

sont deux à deux équivalentes. Ceci dit, on voit que la correspondance (1) est un
isomorphisme complet entre les espaces semi-ordonnés ( hp ) et (L p ) ( p &#x3E; 1 ), ou
(A ) et (L).
La relation (2) résulte immédiatement de (3) et (1) (voir Introduction, ( 1 °),

la définition de norme dans des espaces 92) et de l’égalité connue de

M. FR. RIESZ (1)

Cf. L. KANTOROVITCH, (3), § 11.
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THÉORÈME il. La forme générale d’une opération Jfr y = U(x)
transformant X E 58 dans (LP) (p &#x3E; 1) est donnée par la f ormule (5),
où la fonction abstraite f8 dont les valeurs appartiennent à X a sa
(p)-variation forte bornée (p &#x3E; 1) ou est fortement absolument

continue (p =1 ) .
D’ailleurs, on a I I UI I t = (p )-var f8.
En effet, tous ces théorèmes resultent des théorèmes analogues

du paragraphe qui précède et des remarques faites à la fin de
celui-là. Le fait que la norme (0/t) des opérations Jfo est égale
à (p)-var f8 est une conséquence immédiate de l’égalité (4) et
de l’isomorphisme entre les espaces (LP) et (VP3) (ou (A)) établi
ci-dessus 30 ).

10°. Considérons quelques applications des théorèmes établis.
THÉORÈME 12. Les classes _ff et Jf 0 des opérations qui trans-

f orment (L) dans (LP) ( p &#x3E; 1 ) se con’fondent et la forme générale
d’une opération de ces deux classes est donnée par la formule

où

a ) K(s, t) est mesurable dans le carré 0  s, t ç 1;
b ) K(o, t)==O;
c ) vrai max [(p)-varK(s, t)] = C  00;

t 0s1

d) l’intégrale

représente une fonction absolument continue de s pour tout Í,

0zÇl.
D’ailleurs, on peut choisir K(s, t) de façon qu’on ait

30 ) Voir l’annotation 29 ).

31) Ce théorème, dans le cas où p = 1, et seulement pour les opérations fi: ,
a été déjà énoncé par M. GELFAND (1). La forme générale des opérations Jf§
et -ffo et leur coïncidence (de même pour p = 1) ont été établis d’un autre point
de vue par B. VULICH (2). Les conditions y différent un peu des nôtres. Les opéra-
tions .1-ft, dans le cas où p &#x3E; 1, ont été étudiées récemment par M. N. DUNFORD

(2). Il a représenté ces opérations sous une autre forme.



140

Démonstration. Nous divisons la démonstration en plusieurs
points.

1. Les classes Jf) t et ff 1 0 des opérations qui transforment (L)
dans un espace arbitraire du type S1:2 se confondent, et l’on a pour
une telle opération = Ilull:.c 0

Nous ferons usage d’une propriété évidente de l’espace (L):

Il nous faut montrer que chaque opération jf’ t est régulière,
donc qu’elle a une majorante. Considérons à cet effet l’opération
module

et montrons qu’elle est finie pour tout x &#x3E;0 (x EL) 33). Mais
il est plus facile d’user d’une autre forme de U* (x), à savoir

On voit que ces deux définitions de U* (x ) sont équivalentes.
En effet, désignons pour le moment par Ui (x) la valeur de (9).
On a alors, si I x’ 1  x,

par conséquent

D’autre part, U* (x) étant additive, on a, pour xi + ... + xn = x,

par conséquent Ul* (x)  U* (x), donc l’égalité U*(ae) == Ui(x)
est établie. De plus, il résulte de (10) que, pour démontrer la
régularité de U(x), il suffit de démontrer que

est f inie pour tout x &#x3E; 0.

32) Le fait que les classes Jf et Jf§ des opérations transformant XE s:£2 dans
Y E S{2 coïncident, peut être démontré pour chaque espace X qui satisfait à (cx).
Cf. L. KANTOROVITCH (7) th. 13.

33) Voir l’annotation 14 ). Il est facile de voir que si l’opération module U* (x )
est finie pour chaque x, elle est en même temps additive, donc U(x) est régulière.
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Supposons, par impossible, que (11) soit infinie pour un certain
x &#x3E; 0. Il existe donc une suite de décompositions xlk) +... +x (k):= x,
xik} &#x3E; o (k =1, 2, ... ) telle qu’on ait 

1 nk

Il est évident que pour tout couple de décompositions dont
l’une est plus petite que l’autre (c. à d. dont l’une est obtenue
de l’autre par décomposition de chacun de ses éléments), la valeur
de la somme entrant dans (11) dans le premier cas est au moins
égale à sa valeur dans le second cas. Par conséquent, en

superposant les décompositions successives de x, on obtient une
suite de décompositions que nous désignons également par
X( k) + ... + xk) = x, telle que

sans décroître.

D’autre part, on a, grâce à (oc),

ce qui est en contradiction avec (12), en conséquence des pro-
priétés des espaces Sf2. Il résulte de (9) et (13) que 11 U* 11 "  11 ul 1,’, et
comme l’inégalité inverse est évidente, 1 est complètement
démontré.

2. Soit, à présent, U(x) une ft’ qui transforme (L) dans

(LP). Elle est en même temps une _ff .. Supposons d’abord que
U(x) soit positive. En vertu du th. 9, on peut la représenter sous
la forme (6), avec le noyau K*(s, t ) qui est mesurable par rapport
à t quel que soit s et qui satisfait à la condition b de façon que
l’intégrale

représente une fonction de s absolument continue pour chaque

34 ) Nous faisons ici usage d’une propriété des espaces semi-ordonnés réguliers:
de chaque ensemble E de ces éléments on peut extraire un sous-ensemble dénom-
brable E’ C E tel qu’on a sup E’ - sup E, ce dernier étant fini ou non. Cf. L.
KANTOROVITCH (3), th. 2S.
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x(t)E(L) 35). Désignons l’intégrale (14) par U1 (x); c’est donc
aussi une opération positive avec son contredomaine dans (V’)
(ou (A )).

3. En conséquence de la positivité de Ul (x ), on a, quels que
soient &#x3E; s2,

Désignons par Kn{s, t ) "la fontion moyenne" de K*(s, t)

Grâce à (15), on a partout

et en outre, pour

où

par conséquent

Posons

Kn(s, t ) étant absolument continue par rapport à s, quel que
soit t, comme la valeur de Ul(x) pour un x convenablement
choisi, il résulte donc de sa définition qu’elle est mesurable super-
ficiellement et, par conséquent, il en est de même de K(s, t).
Par définition de Kn(s, t), on a, pour chaque so fixe,

Kn(so, t ) -.,. K*(so’ t ) presque partout,
donc

35) On doit à lki. H. STEINHAUS (1) la forme générale des fonctionnelles linéaires
dans l’espace (L). On peut aussi consulter S. BANACH (1), p. 65.

36) Quand i = n - 1, il faut joindre le signe = au dernier membre de cette
inégalité, pour ne pas exclure le point t = 1.
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Kn (so, t ) -&#x3E;n-+oo K(so, t ) presque partout,
d’où il résulte, en vertu du théorème de Lebesgue-Fubini, que
la même relation a lieu presque partout dans le carré. Grâce à
(16) et (17), K(s, t ) est une fonction non-décroissante par rapport
à s et

4. Il est facile de voir qu’on pourrait poser K(s, t) = limKn(s,t)
_

n-3 00

au lieu de lim Kn(s, t ) et en faire dans ce cas les mêmes conclusions.
’n ---&#x3E; 00

5. Nous avons démontré dans 3 que, pour chaque s. fixe

( 19 ) K(so, t) = K*(so, t) presque partout.
En comparant ceci à (14), on voit que

donc

où K(s, t) satisfait aux conditions de notre théorème. La con-
dition d résulte de (20) si l’on y pose x(t ) égale à la fonction
caractéristique de l’intervalle (0, i), et si l’on se souvient que
les valeurs de U1(0153) appartiennent à ( A ) .

6. Comme chaque opération Jf), étant en même temps une
jf", est en vertu du th. II la différence de deux opérations
positives, on peut transporter les mêmes conclusions à toutes les
opérations jft, donc une partie du th. 12 est démontrée.

7. Montrons maintenant que chaque opération (6) satisfai-
sant aux conditions du théorème est une _ff qui transforme (L )
dans (LP) ou, ce qui est équivalent, que U1 (x) est une ff ’ qui
transforme ( L ) dans (VP) 38). Cela résulte des inégalités suivantes:

37) Si p = 1, on peut écrire sup au lieu de vrai max. Dans ce cas l’inégalité
(18) est évidente. Dans le cas où p &#x3E; 1 nous omettons les raisonnements basés

sur le théorème de Lebesgue-Fubini et sur le fait que les intégrales des pièmes

puissances de a Kn(s, t) sont également bornées; le lecteur peut les rétablir sansds

aucune difficulté.

38) Dans le cas où p = 1 nous pouvons remarquer que d’après la condition
d les valeurs de Ul(x) appartiennent à (A ) pour un ensemble dense des r (pour
toutes les fonctions "en escalier"). Par conséquent, le sous-espace (A ) étant fermé
dans (V1), le contredomaine de U1(ae) est situé tout entier dans (A l, dès que cette
opération est continue comme une transformation de (L) dans ( Vl).
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D’ailleurs, on en conclut, en tenant compte de (18), que si

l’opération U(x) est positive et si le noyau K(s, t) dans sa représen-
tation (6) est construit au moyen du procédé de 3, l’égalité (7)
a lieu.

Il nous reste à établir l’égalité (7) pour une opération arbitraire.
8. p &#x3E; 1. Soit U(x ) une ff) (même Jf§). Nous la supposons

déjà représentée sous la forme (6), où le noyau K(s, t) satisfait
aux conditions a--d; en conséquence de la condition c K(s, t)
est continue (et même absolument continue) par rapport à s
pour presque chaque t. Or, on a, pour la fonction Ps [la formule
(2), § 2],

où

Or, K(s, t) étant continue, on peut trouver une suite de

décompositions

39) Nous faisons usage ici et encore plusieurs fois de l’inégalité

ou d’une inégalité semblable qu’on déduit de celle-ci en y remplaçant l’intégration
par rapport à s par une sommation finie. On déduit aisément ces inégalités de

l’inégalité de Minkowski.
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telle qu’on ait

On voit donc que L(s, t ) est mesurable dans le carré et qu’on
peut passer à la limite sous le signe d’intégration au troisième
membre de (22), d’où il s’ensuit non seulement l’existence de la
dernière intégrale de (22), mais encore l’égalité

Si l’on construit, à présent, au moyen du procédé de 3 le

noyau L(s, t ), à partir de L*(s, t), on pourrait voir que

L*(s, t ) = L(s, t ) pour presque tous les t quel que soit s 40 ),
donc

9. P = 1. Soit U(x) une Jf§ . On a donc U(x) = U(1)(x) -U(2)(ae),
où U(1)(x) et U(2) (x ) sont positives et où leur somme

U*(X) = U(1)(0153) + U(2)(X) représente l’opération module de

U(x) 41). Supposons que nous ayons représenté ces opérations
sous la forme (6) avec les noyaux K*(1)(s, t) et K*(2)(S, t), que
nous ayons répété sur elles les raisonnements de 3 et que nous
ayons défini

où K(.i)(s, t) signifie "la fonction moyenne" de K*i&#x3E;(s, t). On
a donc

Si l’on répète à présent les raisonnements de 3 pour l’opération
U*(x) et son noyau K*(1)(s, t) + K* (2) (S@ t) -- M* (s, t) et si l’on
construit le noyau M(s, t ) comme lim de ses noyaux "moyens",

40) C’est une conséquence immédiate de leur continuité.

41) On appelle ces opérations U(l)(x) et U(2)(X) parties positive et négative
de U(x) et l’on peut les définir comme

Cf L. KANTOROVITCH (5).
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on obtiendrait, grâce à l’inégalité évidente

Toutes les fonctions M(s, t), K(1)(s, t), K(2)(S, t) étant non-

décroissantes par rapport à s, il en résulte que

et comme l’inégalité inverse résulte de (21), on conclut que
l’égalité (7) a lieu pour la représentation de U(x) sous la forme
de (6) avec le noyau K(s, t) = K(l) (S@ t) - K(2) (s, t) 42).

Ainsi, notre théorème est complètement démontré.
10. Envisageons, à présent, comme un cas particulier des

opérations transformant (L ) dans (L ) des opérations d’une forme
moins compliquée, à savoir

où K(s, t ) est mesurable superficiellement, 0  s, t  1. La

question s’impose, à quelles conditions doit satisfaire le noyau

K(s, t), pour que (23) représente une opération ft’ (ou Jib, ce

qui est la même chose) transformant (L) dans (L). Voici la

réponse à cette question:
il faut et il suffit qu’on ait

En effet, en vertu du th. 12, si (23) est une Jf§ t transformant

(L) dans (L), elle peut être représentée comme

de sorte que la dernière intégrale soit absolument continue par
rapport à s, quelle que soit x(t) E (L). De plus, on a

42) On peut voir aisément que, dans le cas où p = 1, on peut remplacer dans
tous nos raisonnements et par conséquent dans (7) vrai max par sup. Voir l’an-

notation 37).
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Par conséquent, si l’on pose

on aura

"1

D’autre part, on a

On en conclut, grâce à (25), que

Il est à remarquer que l’intégrale f 1 K(s, t) dt existe pour presque
o

tous les s, car c’est la valeur de l’opération (23) pour x(t) = 1.
Or, si s est tel que cette intégrale existe, on a, pour presque
tous les t,

La fonction K(s, t ) étant mesurable superficiellement, il en est
de même de l’intégrale

comme fonction de s et t. En nous appuyant sur le théorème de
Lebesgue-Fubini, nous en pouvons donc conclure que (26) a
lieu presque partout dans le carré 0 s, t  1, ou, à plus forte
raison, pour chaque t fixe n’appartenant pas à un ensemble
exclusif T de mesure linéaire nulle et pour presque tous les s.

On a donc, en vertu d’un lemme de Fatou ( ( 1 ), 375),

ce qui donne (24).
Réciproquement, si (24) est remplie, on a
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c. à d. (23) est une ff’, c.q.f.d.
Nous avons démontré entre autres (cf. les formules (27) et

(28) que

Envisageons, à présent, le cas X = (M*), Y= (L). On sait

que la forme générale d’une fonctionnelle linéaire dans (M*)
est donnée par l’intégrale du type de M. Radon

où la fonction d’ensemble 0(e) est bornée, additive au sens
restreint et s’annule avec me, et où

On peut donc écrire chaque opération Jf§ qui transforme (M*)
dans (L ) sous la forme

Nous allons démontrer le théorème suivant:
THÉORÈME 13. La forme générale des opérations Jfr qui trans-

forment (M*) dans (L) est donnée par la formule (29), où l’on a

b) l/J s(e) est absolument continue par rapport à s, pour chaque
ensemble mesurable e.

43) Cf. G. FICHTENHOLZ et L. KANToItOVITCH (1 ), p. 76.

44) Nous admettons que la variation totale d’une fonction d’ensemble est

définie pour chaque fonction ç(e) additive ou non comme

où le supremum doit être pris par rapport à tous les systèmes d’ensembles ei sans

points communs dont la somme couvre l’intervalle I = {0, 1 ) tout entier. Pour
une fonction arbitraire cp(e) on peut donc avoir var 99(e) = + 00.
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D’ailleurs, on a IIUIIO = C.
Nous avons besoin d’un lemme:
LEMME. Soient fPi(e) (i =1, 2, ..., n) des fonctions d’ensemble

bornées et additives (au sens restreint). On a alors

En effet, prenons un e &#x3E; 0 . Il existe des ensembles e1k)
(i = 1, 2 , ... , n; k = 1, 2, ..., ki) tels qu’on ait

On peut superposer les n systèmes d’ensembles {eik}}k et obtenir
de cette manière un nouvel système d’ensembles ej (j = 1, 2, ... , m )
sans points communs tel que chacun des e2k) soit la somme de

certains des ej. On aura donc

d’où

8 étant arbitrairement petit, on en conclut que

D’autre part, on a, pour chaque système d’ensembles {ej},

d’où il s’ensuit

(32)

Les relations (31) et (32) donnent (30), ainsi donc le lemme
est démontré.

Démonstration du théorème 13. Soit U(x) unejfr qui transforme
(M*) dans (L). Elle est bien de la forme (29), comme nous
l’avons déjà remarqué. La condition b est aussi évidente, car on a
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si xe(t) signifie la fonction caractéristique de l’ensemble e, et

parce que l’intégrale au troisième membre de (29) est absolu-
ment continue par rapport à s, quelle que soit x(t),E(M*).

D’après le th. 11, on a, pour chaque décomposition

En vertu du lemme démontré ci-desssus,

donc, pour chaque système d’ensembles {ej}, n’empiétant pas
l’un sur l’autre, dont la somme coïncide avec l’intervalle (0, 1)
tout entier, on a

on en conclut, la décomposition {(Si-l’ Si)} étant arbitraire, que

où

Réciproquement, si les conditions du théorème sont remplies,
nous en déduisons, en raisonnant selon l’ordre inverse, l’inégalité

ce qui veut dire que la fonction abstraite de s 0,,(e) est à varia-
tion forte bornée. Donc, en vertu du th. 8, l’intégrale

représente une opération Jfr qui transforme (M*) dans (Tl1).
Or, grâce à la condition b, ses valeurs appartiennent à (A )
pour chaque x{t) qui admet un nombre fini de valeurs distinctes,
donc dans un ensemble dense dans (M*). Il en résulte, comme
dans le th. 12, que l’opération _ffO (35) transforme (M*) dans
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(A ). Notre théorème est donc démontré, grâce à l’isomorphisme
entre (L) et (A ) 45 ).

Il résulte de (33) et (34) que Il Ull’ = C. .

11 °. Nous allons maintenant examiner plus particuliérement
le cas où le domaine d’opérations est situé dans un espace sépa-
rable 46). Nous pouvons représenter dans ce cas les opérations
0 t sous une autre forme beaucoup plus commode pour les

applications. Voici le théorème.

THÉORÈME 14. La forme générale des opérations Jfr y = U(x)
qui transforment un espace séparable X E &#x3E;8 dans (LP) est donnée
par la formule

où la fonction abstraite f, dont les valeurs appartiennent à X est
faiblement mesurable et où la fonction réelle II fsll E (LP).

D’ailleurs, on a

Démonstration. D’après le th. 11, on a

où ip,, a sa (p)-variation forte bornée. Les fonctions abstraites
à variation bornée jouissent de beaucoup de propriétés des fonc-
tions réelles de cette classe; p. ex., si "Ps a sa (p)-variation forte
bornée (p&#x3E;l), elle est fortement absolument continue, et si elle
est fortement absolument continue, elle satisfait en presque tous
les points à la condition de Lipschitz (bien entendu, avec une
constante dépendant du point) 47).

45 ) Nous n’avons pas établi tout à fait explicitement que la fonction abstraite
(/Js(e) est fortement absolument continue, et cependant c’est vrai, comme on peut
facilement le déduire de nos raisonnements. Or, nous n’avons aucun besoin de

cela, pour démontrer notre théorème. Ainsi donc il est à remarquer, que les th.

9-11 établissent plus parfaitement la structure de la fonction abstraite qui
définit l’opération considérée, mais, pour les applications, il suffit des th. 6-8.

46) Un espace est dit séparable, lorsqu’il contient un ensemble dense dénom-
brable.

47 ) Les démonstrations de ces faits sont tout à fait analogues aux démonstra-
tions pour les fonctions reélles. On peut trouver la seconde de ces assertions dans
la Thèse de M. GELFAND (1), de même que certains points de la démonstration
du th. 14.



152

L’espace X contient par hypothèse un ensemble dénombrable
dense dans la sphère Ilxll  1 : Xl’ X2’ ..., xn, ... La fonction
réelle "Ps(x) étant absolument continue, quel que soit x, on peut
donc exclure un ensemble de points s de mesure nulle tel qu’en
tout point restant la fonction abstraite "Ps satisfait à la condition
de Lipschitz et il existe

Si nous désignons par Cg la constante de Lipschitz au point s,
nous aurons, pour tout h suffisamment petit,

D’après le théorème général sur la convergence faible, il existe

pour tout x E X et cette limite est une fonctionnelle linéaire

dans X 48). En tenant compte de (38), on voit que U(x) est bien
représentable sous la forme de (36).
La fonction réelle fs(x) est mesurable, quel que soit x. On a,

par définition de norme,

donc la fonction lif-111 est de même mesurable. En vertu du
th. III, il existe une fonction y,(s),E (LP) telle qu’on a

On a donc Ilfll ç yo(s), ce qui donne que Ilfsll E (LP) et qu’on a

R.éciproquement, soit donnée une opération (36), satisfaisant
aux conditions du théorème. Ses valeurs sont des fonctions
mesurables et appartiennent à (LP), grâce à l’inégalité
lf,,(x)l  Ilf.,Il - Il x 11, et, grâce à la même inégalité, l’opération

1:.

(36) est une Jff. D’ailleurs, on a I I U I I  [f Ilf.BBPds]p, ce qui i
0

donne avec (39) la relation (37), c.q.f.d.

48) Cf. S. BANACH (1), p. 123.
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120. Envisageons quelques exemples.
THÉORÈME 15. La ,forme générale des opérations fi? y = U(J’)

qui transforment (Lr) (r &#x3E; 1) dans (LP) (p &#x3E; 1 ) est donnée par
la formule

où la fonction K(s, t) est mesurable superficiellement et Gi.’

D’ailleurs, on a

Démonstration. D’après le théorème qui précède, chaque
opération JfÎ qui transforme (Lr) dans (LP) peut être représentée
sous la forme (40) avec un noyau K*(s, t) qui satisfait à (41) et
(42). Il nous reste à démontrer qu’on peut remplacer K*(s, t)
par une fonction mesurable superficiellement K(s, t) en ne

changeant d’ailleurs la valeur de l’intégrale (40) que dans un
ensemble de points s de mesure linéaire nulle 49 ). Dans ce but,
nosoTis

et

Le reste du raisonnement est semblable à celui des points 3 et
5 de la démonstration du th. 12. On démontre que K(s, t) est

mesurable dans le carré et que pour chaque s tel que l’intégrale

l 1 K*(s, t )dt existe, on a K(s, t ) = K*(s, t ) pour presque tous les
o 

49) Bien entendu, si l’on a

presque partout, quelle que soit x(t) E (Lr), les fonctions K(s, t ) et K*(s, t ) ne
peuvent différer que dans un ensemble (non-mesurable superficiellement, peut-étre )
dont presque toutes les sections par des droites s = const. ont une mesure linéaire

nulle.
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t, donc

et K(s, t) satisfait à toutes les conditions du théorème.
Réciproquement, si l’opération (40) est donnée et si les con-

ditions du théorème sont remplies, l’intégrale (40) représente
une fonction mesurable de s, quelle que soit x(t) E (LT). Par

conséquent, la fonction abstraite fs = K(s, t) est faiblement
mesurable et Ilfsll E (LI). Ainsi donc, nous voyons que les con-
ditions du th. 14 sont remplies, d’où il s’ensuit que (40) représente
une P" transformant (Lr) dans (LP), c.q.f.d.
On démontre de la même manière le théorème suivant.

THÉORÈME 16. La forme générale des opérations Jfr y = U(x)
qui transforment (L) dans (LP) (p &#x3E; 1) est donnée par la formule
(40), où la fonction K(s, t) est mesurable superficiellement et où

l’on a

THÉORÈME 17. La forme générale des opérations Jfr y = U(x)
qui transforment (C) dans (LP) (p &#x3E; 1 ) est donnée par l’intégrale
de Stieltjes

OM

a) g(s, t) est mesurable superficiellement dans le carré 0 

s, t  1 et a sa variation bornée par rapport à t pour presque
tous les s;

b) g(s, 0) _--_ 0;

c ) g(s, 1 ) est mesurable par rapport it s;

Démonstration. Soit, en effet, U(x) une JfÎ qui transforme
(C ) dans (LP). On peut se borner d’abord au cas où U(x) est

positive. D’après le th. 14 et le théorème classique de M. Fr.
Riesz (2), on peut représenter U(x) sous la forme
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où g* (s, t ) est non-décroissante et à variation bornée pour presque
tous les s et satisfait aux conditions b) et d). De plus, on a, pour
x(t) l,

donc g*(s, t ) satisfait de même à c.

En outre, nous pouvons évidemment supposer g*(s, t ) non-
décroissante et à variation bornée pour tout s, car nous aurions

pu poser g* (s, t ) égale à 0 pour chaque s exclusif. Cela est plus
commode pour les raisonnements qui suivent.

Posons

On a, comme on peut s’en convaincre sans aucune difficulté,

si

donc la fonction Gn(s, t ) est mesurable superficiellement.
Posons encore

g(s, t) est donc aussi mesurable superficiellement, et l’on a

g(s, t ) = g*(s, t ) en tout point (s, t), où g*(s, t ) est continue par
rapport à t et, grâce à la monotonie de g* (s, t), g(s, t ) = g* (s, t + 0)
aux points de discontinuité. Par conséquent, g(s, t) est de même
non-décroissante par rapport à t et l’on a

De plus, l’intégrale (44) ne change pas lorsqu’on y remplace
g*(s, t) par g(s, t), et il en résulte que U(x) est représentable
sous la forme (43), avec la fonction g(s, t ) satisfaisant à toutes les
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conditions du théorème. On peut démontrer aisément la même
formule dans le cas général où U(x) n’est point positive, en la
représentant comme la différence de deux opérations positives.

Réciproquement, si l’opération (43) satisfait aux conditions

du théorème, on peut voir que l’intégrale (43) représente une
fonction mesurable de s pour chaque x(t) E (C). Pour s’en con-
vaincre, il suffit de représenter (43) comme la limite de sommes
de Stieltjes-Riemann de sorte qu’on prend comme points de
décompositions 0 = to C t1  ...  tm = 1 seulement des points
t tels que g(s, t) soit mesurable par rapport à s. Alors chacune de
ces sommes de Stieltjes-Riemann représente une fonction mesu-
rable de s, et il en est de même du résultat de l’intégration (43).
Grâce à la condition d on peut s’appuyer sur le th. 14. 49a)

Il est à remarquer qu’on peut définir IIUII; comme

,

si l’on entend par var corr f(t) la variation totale de la fonction
f 1 (t ) qu’on obtient de f(t) en changeant ses valeurs (en cas de
nécessité) aux points intérieurs de discontinuité de façon que
les nouvelles valeurs soient comprises entre la limite du côté
droit et celle du côté gauche de f(t).
THÉORÈME 18. La forme générale des opérations ff ’ y = U(x)

qui transforment (lr) (r &#x3E; 1) dans (LP) (p &#x3E; 1) est donnée par la

formule 

ou

C’est une conséquence immédiate du th. 14 50).

4sa) Il est évident que la première partie du th. 14 reste vraie si l’on a

II fs If Z(s) E (L).
50) Pour les fonctionnelles linéaires dans (lP), on peut consulter le livre de

M. BANACH (1), pp. 67-68.
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§ 4.

Le contredomaine d’opérations est situé dans (M).
130. THÉORÈME 19. Les classes ffl et Jfr des opérations

y = U(x) transformant X E * dans (M ) se confondent, et la forme
générale des opérations de ces deux classes est donnée par la formule

où fs est une fonction de s avec des valeurs appartenant à X, qui
satisfait à la condition de Lipschitz 51 ).

Remarque. Si Xc ? ou sr1, on a 1 == ffo == JIr. .
Démonstration. Nous allons montrer que chaque ff t est repré-

sentable sous la forme de (1), et que chaque opération (1) est
une JI7.

Soit U(x) une jf’. Alors l’image de la sphère llxll  1 doit
satisfaire à la condition suivante: a,, - U(x,,) -&#x3E;(’)O quels que
soient llx.11  1 et an --&#x3E; 0.

En d’autres termes, cette image doit être bornée au sens de
M. Banach 52 ).

Or, il est facile de voir que ce fait équivaut à l’existence dans
(M) d’une constante C telle qu’on ait

Posons

On a alors

où fs(x) est une fonctionnelle linéaire de x pour chaque s fixe.
La fonction abstraite de s fs satisfait d’ailleurs à la, condition
de Lipschitz avec la constante C, grâce à (2). En effet, on a

Nous voyons enfin que les relations (3) et (4) donnent (1).

51) Cf. L. KANTOROVITCH (7), th. 15.

52) Cf. S. MAZUR et W. oRLïCZ (1).



158

Nous montrerons maintenant que chaque opération (1) est une
Jfr. Dans ce but, introduisons une opération Ui(x ) = z(s) = f s (x ) .
On a alors

Soit C la constante de Lipschitz de la fonction fs. Alors z(s)
satisfait à la condition de Lipschitz avec la constante C ’ llxll.
On a donc (2).

Soit xn -&#x3E;(’) x, et soit Yn = U(xn). On a donc, en vertu de (2),

presque partout; par conséquent, yn(s) -&#x3E; y(s) presque partout et
la suite des yn(s) est bornée, c. à d. y. --&#x3E;(O) y au sens de l’espace
(M), c.q.f.d.
De plus, nous avons démontré que

donc les valeurs de U(x) convergent au sens de l’espace normé
(M*). Cette convergence étant plus forte que la convergence

( 0 ) dans (M), on obtient donc le corollaire suivant:
Corollaire. La classe des opérations Jf§ transformant X E llJ

dans (if) se confond avec celle des .opérations linéaires au sens de
M. Banach qui transforment X dans (M*).

Il résulte de nos raisonnements, à savoir de (2) et ( 5 ), que la
norme ( B ) de ces opérations est égale à la constante de Lipschitz
dans la condition du théorème, si celle-ci est choisie la plus
petite possible.

14°. Voici quelques exemples relatifs au théorème démontré.
THÉORÈME 20. La forme générale des opérations Jf: y = U(x)

qui transforment (M*) dans (M) (ou (M* )) est donnée par la

formule

où

Démonstration. D’après le th. 19, la forme (6 ) n’exige point

53 ) Ce théoreme avait été déjà démontré d’une méthode directe par
B. VULÏCH (2).
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de démonstration. Or, on a, en vertu du même théorème,

ce qui donne par définition de 1d&#x3E;(dE)1 la relation (7).
o

Réciproquement, si l’opération (6) satisfait à (7), on en tire
immédiatement (8), où la constante C est remplacée par 2C,
et nous pouvons donc nous appuyer sur le th. 19.

Quant à la norme JJUIJ’ t 
t 

(dans l’espace (M*)) de U(x), on

peut affirmer qu’elle est comprise entre C et 2C, si la constante

C est choisie la plus petite possible, et que les bornes C et 2C
sont exactes. (B. Vulich (2), ch. II, § 3.)

Envisageons, maintenant, des opérations de la forme

où K(s, t) est mesurable dans le carré 0 ç s, t  1.
Nous allons montrer que pour que (9) représente une Jf§

qui transforme (M*) dans (M), il faut et il suffit qu’on ait

En effet, représentons cette opération sous la forme (6), où
0,(e) = 0 54). On a alors

pour tout x E (M*).
En posant x(t) = xe(t) (c. à d. égale à la fonction caractéristique

de l’ensemble e), on voit que

54) Si 0,(e) 5i4 0, on pourrait poser 8(e) = 0,,(e) - 00(c). On aurait alors



160

Alors la condition (7) peut être écrite sous la forme de

sl et 82 étant arbitraires, il résulte de là qu’on a

1 1

Il en résulte que, si s n’appartient pas à un ensemble S (mS = 0 ),
on a

pour chaque ensemble formé d’un nombre fini d’intervalles
à extrémités rationnelles. Prenons un tel point s. Ê S. Soit e &#x3E; 0.

Il existe un u &#x3E; 0 tel qu’on a

Or, on a

où e = Gt(K(so, t) &#x3E; 0) et e’ = Gt(K(so, t)  0).
On peut représenter e et e’ comme

e = 4 + el - e2’ e’ == ¿j’ + e[ 2013 e§ ,
où 4 et 4’ sont des sommes d’un nombre fini d’intervalles à
extrémités rationnel.les, 44’ = o et où la mesure de tous les

ensembles el, e2, ei et e2 ne surpasse pas /-l. On a donc, grâce
à (12),

On en conclut, en tenant compte de (11), que
-1
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ou, s étant arbitrairement petit,

Réciproquement, si ( 10 ) est remplie, on a

d’où il résulte que (9) est bien une fi: transformant (M*) dans
(M*) (ou dans (M)), c.q.f.d.

15°. Nous allons maintenant examiner plus particulièrement
le cas où le domaine des opérations est un espace séparable.
Nous avons déjà vu dans le paragraphe précédent que dans ce
cas les opérations jfo n’étaient représentées qu’au moyen de
fonctionnelles, sans l’aide de dérivées. Ici nous aurons un résultat
semblable.

THÉORÈME 21. La forme générale des opérations fif == fi:
y = U(x) transformant un espace séparable X E Q3 dans (M) est

donnée par la formule

où la fonction abstraite f8 dont les valeurs appartiennent à X est
faiblement mesurable et bornée presque partout.

D’ailleurs, si l’on considère cette opération comme une trans-
formation de X dans (M*), on a

Démonstration. On démontre le fait qu’on peut représenter
chaque opération _ffl t sous la forme (13) d’une façon analogue
à la démonstration du th. 14. De plus, on voit, d’après le th.

19, que la constante de Lipschitz Cs qui entre dans la démonstra-
tion du th. 14 ne dépend pas du point s dans notre cas. Nous
avons donc Ilfsll  C presque partout, si C est la constante

dans la condition du th. 19, par conséquent (voir Corollaire du
th. 19)

55) Ce théorème a été établi par M. GELFAND (1 ) dans le cas où le contredomaine
est situé dans (M*). M. GELFAND n’étudia pas l’espace (M).

11



162

Réciproquement, si l’opération (13) est donnée et satisfait
aux conditions du théorème, on a

Donc, l’opération (13) est une Jf§ avec son contredomaine dans
(M*) et à plus forte raison avec son contredomaine dans (M).
Les relations (15) et (16) donnent (14), c.q.f.d.

Remarque. On peut aussi représenter les opérations Jfr dont
le contredomaine est situé dans (LP) ou (M) sous la forme

y (s ) = f s (x ) dans le cas où X n’étant peut-être pas séparable est
régulier 56). Dans ce cas on obtient de plus que la fonction fs
est mesurable au sens de M. Bochner (1 ). Il résulte que fs est
mesurable au sens de M. Bochner même dans le cas où X est
séparable. Nous n’entrons pas ici dans ces détails 57 ).

16°. Envisageons quelques exemples.
THÉORÈME 22. La forme générale des opérations ff§ = ffi = Jft

y = U (x ) transf ormant (LP) (p &#x3E;1) dans (M) ( ou (M*)) est

donnée par la formule

où K(s, t) est mesurable superficiellement et

D’ailleurs, on a ( dans (M*))IIUII:==C.
C’est une conséquence immédiate du théorème qui précède.

Le fait qu’on peut choisir K(s, t) mesurable superficiellement,
peut être démontré comme dans le th. 15. Mais on peut s’en

passer car, la convergence dans (M) étant plus forte que dans
(LP) (p &#x3E; 1), les opérations considérées dans ce théorème sont
un cas particulier des opérations du th. 15, et l’on y a démontré
qu’on peut s’arranger de façon que le noyau K(s, t) soit

mesurable.

56) On appelle régulier un espace normé X qui est équivalent (BANACH (1),
p. 180) à son deuxième conjugué: X = X.

57) Cf. I. GELFAND (1).
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On démontre de la même manière le théorème qui suit:
THÉORÈME 23. La forme générale des opérations Jf) = Jfi 0

y = U(x) transformant (L) dans (M) (ou (M*)) est donnée

par la formule (17), où la fonction K(s, t) est mesurable super-

ficiellement et bornée presque partout dans le carré 0  s,t  1.

D’ailleurs, on a ( dans (M* ) ) IIUII’= vrai max, i [K(s, t )[ .
THÉORÈME 24. La forme générale des opérations Jf: =,fÎÎ

y = U(x) transformant (C) dans ( M ) (ou (M*)) est d onnée par
la formule

où g(s, t) satisfait aux conditions a, b et c du th. 17 et où.

vrai max,, [var, g(s, t)]  oo -

D’ailleurs, on a (dans (M*))

Pour la démonstration il faut répéter mot pour mot celle

du th. 17, mais en se basant sur le th. 21 au lieu du th. 14.
Nous avons donné beaucoup d’exemples concrets sur nos

théorèmes généraux. Bien entendu, on peut examiner de la même
manière d’autres cas particuliers de ces théorèmes. Nous avons
donné ici les plus intéressants.

Institut de Mathematiques de l’Université de Leningrad.

(Reçu le 17 février 1937.)
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