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Bemerkungen zur Ahlforsschen Methode in der
Theorie der meromorphen Funktionen I

von

Alexander Dinghas
Berlin

Herrn Alexander Choremi gewidmet.

1. Nevanlinnas Theorie der meromorphen Funktionen 1) ist
in der letzten Zeit durch eine neue Methode bereichert worden,
die zu einem einfachen Beweis des sogenannten zweiten Fun-
damentalsatzes fithrt. Diese neue Methode, die man Ahlfors 2)
verdankt, besteht darin, dal man bei der Untersuchung der
Verteilung derjenigen Stellen, wo die meromorphe Funktion
w(z) den bestimmten Wert ¢ annimmt, a als Verdnderliche
betrachtet und dann den ersten Hauptsatz iiber ein bestimmtes
Wertegebiet integriert. Dazu wird noch eine bestimmte Massen-
belegung benutzt, die fiir die Methode entscheidend ist.

2. Es werden in dieser Arbeit die Ahlforsschen Uberlegungen
und Formeln verallgemeinert, indem statt des einfachen Ar-
gumentensatzes die allgemeine Nevanlinnasche Formel 3) benutzt
wird.

Als Hauptergebnis betrachte ich eine Verallgemeinerung des
klassischen Borelschen Satzes, der hier von der Ordnung der
betreffenden Funktion unabhingig gemacht wird. Sie umfaft viele
bisherigen Verallgemeinerungen in dieser Richtung. Um dies zu
erreichen, ist es notwendig, neue charakteristische Funktionen
einzufiihren, welche die klassische Nevanlinnasche Funktion 7(r)
als Spezialfall enthalten.

Ich beschrinke mich in dieser Arbeit auf Funktionen, die in

1) Fiir eine Zusammenfassende Darstellung der Theorie vergleiche man R.
NevanLinNa, Le théoréme de Picard-Borel et la Théorie des Fonctions méromor-
phes [Paris, 1929].

2) L. Anvrors, Uber eine Methode in der Theorie der meromorphen Funktionen
[Comm. Phys.-Math. Soc. Scient. Fenn. 8 (1935), No. 10].

3) F. und R. NeEvanLinNa, Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen
in der Umgebung einer singuliiren Stelle oder Linie [Acta Soc. Scient. Fenn. 50
(1922), No. 5].
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der ganzen Ebene meromorph sind. In einer hieran anschlieBenden
Arbeit werde ich zeigen, wie durch die neuen Formeln und
Methoden bekannte Satze aus der Theorie der meromorphen
Funktionen in einem Winkelraum neue Form und neuen Inhalt
erhalten.

3. Nevanlinnas Formel und der Ausdruck S;(B). B sei ein
einfach zusammenhéngender Bereich und f(z) eine dort mero-
morphe Funktion von z = 7¢*?. Mit 2(c) bezeichnen wir die Null-
stellen von f(z) — ¢. Ist A(z) eine innerhalb und auf der Berandung
I’ von B nebst ihren partiellen Ableitungen der zwei ersten Ord-
nungen stetige reelle Funktion des Punktes z, so haben F. und
R. Nevanlinna %) folgende Formel bewiesen

3 2(2(0)) — S A(2(c0)) = %” log | f| 42 do
(3.1) i i 5

5. Qog 15, — 25 vl s,
r

A R .
wobei » die nach der inneren Normalen von I’ genommene Ab-
v

leitung bedeutet, do das Flachenelement, ds das Bogenelement
von I' und 4 der Laplacesche Operator
02 02 10/, 1 92
(5 + = 55
ist. Die Summe links wird {ber alle in B liegenden Nullstellen

und Pole von f(z) erstreckt.
Nun setzen wir allgemein

W Ty roor

la—?|
V) (1)
wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sein kénnen, und be-
zeichnen [a, b] als die Kugelentfernung von « und b. %)

Ist nun w(xz) die zu untersuchende in der ganzen Ebene
meromorphe Funktion, so wenden wir die Formel (8.1) auf die

Funktion
_1/1+b wz)—a
&) = l/1 +|al? “w(z)—b

[d, b] =

an und erhalten wegen

[w, a]
[w, b]

If ()] =

1) loc. cit.
5) AHLFORS, loc. cit. S. 3.
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nach einfachen Zwischenrechnungen
1
Sae@) + g [[lor

1 1 0 d 1
+ 27 F(log [w, a] B ls;log [w, a]) ds

Alda—}—

(8.2) !
S A(=0) + 5 ng‘AmﬁL

hu_nf( [w b]Dv )‘%log[_w%?]) ds.

Daraus ergibt sich, dal die GroSe

Aldo —

1 1
S;(b, a) = %l(z(a)) T y log 3

-[ v ( og [w, a]) ds
von a unabhéngig ist, d.h. es gilt
(3.3) SA(B’ a) == S)L(B9 b) = S},(B)'

4. Umnun S;(B) zu berechnen, multiplizieren wir die Formel
(8.2) mit einer positiven Funktion g(e) und integrieren beide
Seiten iiber die ganze Riemannsche Kugel 4, deren Flichen-
element hier mit dw(a) bezeichnet werden moge. Diese Kugel
wird so gewihlt, daB sie die komplexe Ebene im Ursprung
berithrt und den Durchmesser eins besitzt. Legen wir nun der
Funktion g(a) die Bedingung

(4.1) [] el@)d(a) =1

auf, so erhalten wir aus (3.2) und (3.8)
1
S,(B) ffm (2(a)) o(a) do(a) +£H Py(w) 4 Ado
B
2n v \ A(z)
r
wo zur Abkiirzung mit Py(w) die GréBe

Pyfw) = J1og

(4.2)

e(a) dw(a)
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bezeichnet wurde. Nun ist
|’
(03) [ (@) ela) dota) = [[26) 7 s o) do
wir erhalten also
B = [ ) e 2) o

(4.4)
+2imff Py(w) 4 2do —%J/lz% (——P'-’(w)) ds,
B I

A

womit die Formel (3.8) jetzt erst ihre rechte Bedeutung gewinnt.
Wihlt man A(z)=1, so gelangt man zu den Ahlforsschen
Ergebnissen.
5. Die charakteristische Funktion T;(r). Wir wihlen jetzt als
B den Kreis

(5.1) lz| =r

und als A(z) eine nur von r abhédngige elementare Funktion ¢)
mit den folgenden Eigenschaften:

1) A(r) ist fiir r = ry > 0 positiv und es ist lim A(r) = oo.
r—>®

2) Fir r =0 ist 44 > 0, d.h. A(r) ist eine konvexe Funk-
(5.2) tion von log 7.

8) Fiir r =r, >0 ist A'(r) > 0.
4) A(r)wichst héchstens wie log ,d.h.esist logr = O(A(r)).

8) Man vergleiche dazu das Buch von Harpy, Orders of infinity [2. ed., Cam-
bridge 1924], 17.

Es handelt sich hier um fiir # = 0 reelle eindeutige Funktionen, die durch
endlich oft vorgenommene Anwendung der gewdhnlichen algebraischen Operationen

n__
(d.h. +, —, «, 5, 4/ ) und der transzendenten Operationen exp (), log () auf eine
reelle Variable # gewonnen werden koénnen. Von den Eigenschaften solcher Funk-
tionen fithre ich die folgenden an:

1. Ist f eine elementare Funktion, so ist auch f’ eine solche.

2. Es existiert immer
lim f(2) = «, 0o < oo,
T—> o

3. Sind f und g zwei elementare Funktionen, so existiert stets
. (z

lim f ) = f, 0B < .

T—>» g(w)
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Setzen wir in unserer Formel (4.2) zuerst p(a) :%, so erhalten
wir
e
(5.8) Splr) =—
f Ja) (1+le2)
und aus (8.2) und (8.3)

S3r) =~ H A(z) _lf’[—'wl do = A,(r, a)

+o _”log[*dld o+ 20 d(—fmlog

27 A
0

(5.4)

dq)),

[w,al
wobel

Ay(r,a)= 2 A(z(a)).
lz(a)|=r
Setzen wir

1 (2 1
m(r, a) = if log [—(—- do
0

w(re'?),a)
und bemerken wir, dafl das zweite Integral rechts in (5.4) gleich

[m(e) @yt
0
ist, so ergibt sich

Sy(r) = A;(r, a) + [ m(t, @) (@'Yt + (= “))'rzz
0

AMr)

und daraus durch Integration von r =7y>0 bis r =1

"Sa(t) f’/la(t a) f f "
f gz M=) Tt ) ) mEe) @AY
(5.5) "o "o

m(r, a)
+ o) + 0(1).
Die GroBle
(5.6) T, (r) :f S:;:)dt

o

spielt eine wichtige Rolle und liefert Aussagen iiber die Dichtig-
keit der a-Stellen einer meromorphen Funktion in Zusammenhang
mit ihrem Wachstum. Im folgenden schreiben wir noch

T A4(t,
(5.7) Ny(r, a) =I < lf}ﬁa) dt,

o
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m(r a)

(5.8) my(r, a) = DT

+ j o f (& @) () dE

und erhalten somit
(5.9) Ty(r, a) = my(r, a) + Ny(r, a)
den ersten Fundamentalsatz in der Form
(5.10) T;5(r)=T,(r, a) + O(1).
Fir 2=1 ergibt sich aus (5.10) bis auf das O(1) der erste
Fundamentalsatz in der Ahlforsschen Fassung.
Der allgemeine Fall einer beliebigen Belegung e(a), mit der

Bedingung (4.1) natirlich, ist fiir das spitere von grofler Bedeu-
tung. Setzen wir

S = [[ Az) ~- o(w) do,

lzl=r (1+I I*)

so erhalten wir aus (4.4) zunéchst die Gleichung

r o(0)
(5.11) f SAMz(t) "ﬂ'zj tlgj_“ P,,(w) Al do + ;ﬁ‘,f g(w) de

<
o |zl =t

= T(r) + 0(1)
und daraus durch Fortlassung negativer Groflen die wichtige
Ungleichung

(0
(5.12) f SM()dt<T(r)+0(1)

die aber erst in 7 gebraucht wird.
6. Der Fall der meromorphen Funktionen endlicher Ordnung

wird leicht durch die Wahl
Ary=7r%, k>0
erledigt. Man erhélt namlich aus (5.5) die Beziehung

o) Ault, @)
©1) Tyr)=[ 20 dt:j Y flﬁ—;a}tk—%n(t, a)dt
To To
~i_m(r,a) +O( )

oder, wenn man die Definition von A,(t, a) beriicksichtigt,

St 1711 \
©2) Ty =] aq— " | {tTk—}—ﬁ}t"“lfn(t, a)dt + "0

To

1

+§ff’{ﬁ_ﬁ}ﬂc Im(t, @) dt + O(1).
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Aus dieser Formel kann leicht der folgende Satz gefolgert
werden:

Ist fiir ein k die Grife
T S(t)
Ty(r) = | 2t

o

mit

|’[*

Setr) = J] 1 e

lz|<r
beschrdankt, so konvergieren fiir jedes a die beiden Integrale
n(t a) m(t a)
f tk+1 f

[}

Das Umgekehrte ist trivial. Analoge Satze konnen fir die all-
gemeineren Funktionen der Form

A(r) =r* II (log, )™ k>0, %, 20
v=1

hergeleitet werden.

7. Uber die Dichtigkeit der a-Stellen einer meromorphen Funk-
tion. Jetzt versuchen wir, Ahlfors’ Ungleichung (12) mit unseren
Mitteln zu verallgemeinern.

Bezeichnen wir mit * die fiir die Ableitungen w’(z) gebildeten
Ausdriicke, so haben wir nach (3.1)

A3 (r,0) — A5 (r, )= *—f (loglwl——l log |w’ |)rd<p
(7.1)

T ieisr
Wir fiithren jetzt die GrofSe
27T | /I

1
ur)=5- [ log
0

d
1+ [} '

ein und erhalten aus (7.1), wenn wir noch die Beziehung

ATy (r) = A;(r, ©) + frm(t, 0)(tA') dt + ra® (m(,:(’:))'
0

beriicksichtigen,
A% (r, 0) — AF(r, ) + 245(r, 00) = A (r)

a Gi) [0 @ o422 T30
8
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oder durch Integration von r =7, bis r =17

(7.2) ’;E”)Jrj mfu(é) () dE = Ni(r) — 2Ts(r) + 0(1),

wobei wir

r A7 (2) %
| =i

"o

gesetzt haben. Setzen wir nun weiter
|w|? 1% o)
2u(r) = — —————d<p=— log{ de
#r) f % )’ 2”(! eyt 2
- f log o(w) dp = o(r) — =(r),

so ergibt sich aus (7.2)

i+ ] 0 @ =atemio o)

7.8
(7.8) o)

mﬁf MJ (&) (6V)ds + 0(1).

Andererseits sei

Die elementare Ungleichung

1 B 1 (B
(7.4) — J log f(m)dmélog(ﬁ | f(w)dw)
liefert dann

log o,(r) = 5~ [ o { 29( )}d¢~a()

0

also wird aus (7.8)

rohs f ,;J H(E)EXY dE = 2(2Ta(r) — NE (1))

(7.5) X
0og v
*";(:’ fwfl og vg(£) (E) A& +0(1).

Jetzt zeigen wir:
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Divergiert T,(r), so sind die beiden letzten Ausdriicke auf der
rechten Seite dieser Ungleichung O(log T)(r)) mit Ausnahme
héchstens von Intervallen, deren Gesamtlinge endlich ist.

Der Beweis kann so gefiihrt werden:

Es bezeichne A(r) die GroBe -Si%(r), d.h. es sei

(7.6) A(r) = [tao, 1) dt
und ’
) B =[P a

o

Nach (5.12) ist, da T,(r) divergiert,
(7.8) B(r) =5 (14+0(1)) T;(r).

Nun schlieBen wir so: Fiir die Intervalle I,, in denen die Un-
gleichung

A(r) > rA%(r)B%(r)
gilt, ist

fdr_.j"”dB f—<+oo
If

Die Gesamtlinge dieser Intervalle ist also endlich. Das gleiche
gilt fiir die Intervalle I, mit der Ungleichung y(7) > A%,. Denn

es ist
for= 4 onr+ [ <

Das Endergebms ist folgendes: Fiir die Werte von r, die weder
zu den I, noch zu den I, gehéren, d. h. fiir alle Werte von r mit
Ausnahme von Intervallen endlicher Totallinge gilt

v(r) <rRA(r) (1+o0(1)) T(r),
also
log ve(r)
Ar)
8. Nun bleibt dasselbe fiir das Integral

=0 (log T)(r)) .

cn=[ 2 f log v (§)(éA')' dé
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zu zeigen?). Dem Beweis schicken wir das folgende Lemma
voraus:

LemmA. Ist A(r) eine elementare in r konvexe Funktion im
Sinne von 6, so ist

(8.1) AV (r) = o(A1+¥(r)) .

Da mit 1 auch A’ eine elementare Funktion ist, geniigt es, die
Behauptung nur fiir die erste Ableitung zu beweisen.
Da 4 konvex in r ist, folgt

1
log Z('r)) B l(r)
1
log A(r)

) = l(ﬂr

IA

A (r—{— log /1(7*)) log A(r) .

Nun gilt nach Borel die Ungleichung

1 1+e(,
/1(7’-}— log Z.(r)) <4 (7 )
mit Ausnahme von Intervallen, deren Gesamtlinge hichstens

endlich ist. Auflerhalb dieser Intervalle ist also fiir jedes ¢ >0

N(r) < At+e(r)
und somit dort

’

lim W» 0.
r—> 0

Wegen der Eigenschaft (6.8) gilt aber diese Beziehung fiir alle 7.

Wir kommen zur Betrachtung von C(r). Fithren wir &A'(&) =7
als neue Variable ein, was wegen (é1') > 0 eindeutig moglich
ist, und benutzen wir (7.4), so wird

r ¢
cry=[ = f log v,(&)(6') d&
_frg

A (£)
e |7 ogo,(€) dn

o 0

<[ Xt 1og (= ! 0()(EX) at}

= [ Zar-rog {7 [oge)wer) ag),
7 0

0

) Meine urspriingliche Abschitzung fiir das Integral war o(7j(r)). Meinem
Freunde HEINz WESTPHAL, der das Manuskript durchgesehen hat, gelang es jedoch,
ebenfalls unter Benutzung des Lemmas (8.1 die Abschitzung O (log Tl(r)) zu
gewinnen.
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also nach dem Lemma (8.1) etwa

o +
C(r) =0 (f th-log{i“—ofve(f) £A d§})
dt)+0(fw log )

0 ( [
Da 1" > 0 ist, kann 9 eindeutig als neue Integrations-

I

7, 12
At)
variable eingefiihrt werden. Wir erhalten dann durch nochmalige
Anwendung von (7.4)

Cr) = 0(1) +0<J. l(r) A(t)dﬁ)

74
Alro)

r A
=0+ ((Mm z(lr))log{_l_l LJ tg)i?dtb

Mro) — Ar) "o

= 0(1) + O(log B(r)),
also endlich nach (7.8)
C(r) = O(log T;(r)) .

9. Der zweite Hauptsatz. Als Endresultat hat sich also ergeben:
Divergiert T'(r), so gilt mit eventueller Ausnahme von Inter-
vallen endlicher Totallinge

r(v) ,
(9.2) /1(1) J.Wf T(&)(EX') dE

< 2(2T,1(7‘) — Ni(r)) + O(log Ty(r)).

Nun wahlen wir mit Ahlfors

g 1
log o(w) = QEIIOg wa  * log ( 2 log i av]) —2C,

wobei « > 1 angenommen werden muf3, damit 7z(r) tberhaupt
existiert. Die Konstante C bestimmt sich dann aus (4.1). Mit
dieser Wahl von g(w) wird dann, wenn man (5.8) beriicksichtigt,

g
my(r) = E“lmz(ﬂ a,)

setzt und wie in 8 die Ungleichung (7.4) wiederholt anwendet,



118 Alexander Dinghas. [12]

0 ey

2C o r g 1
=2my(r) — 705 2nz(r)0f log (v2=‘,110g [, ]) dg

o

r 11
— W{! El)dé’f log(zlog )d(p

[w, ]
To

2C a

g 2m},(7‘) - l(’l‘ ) A(T) Og v? 7"‘(7‘5 ‘V)
g
—af iff (V') log (2 mir, a,,)) de
7, 0 r=1

2C 1 g

= 2m,(r) — et log (71}2:: m(r, a,,))

1 T 1 ’
— “(i(—_r.,)_}.—(—r_)) log {__-—L — ) f me(r a,) (E2') dé}
R am e
Jedes der beiden letzten Glieder ist offenbar O(log m,;(r)). Wir
erhalten also endlich aus (9.2)
(9-8) ma(r) < 2T4(r) — N (r) + O(log ma(r)) + O(log Ta(r)).

Erinnern wir uns jetzt an (5.7) und (5.9), und wenden wir den

ersten Fundamentalsatz auf die ¢ Zahlen a,, a,, ..., q, an, so
folgt durch Addition

aQ
(9.4) q T;(r) =my(r) + ZN(r, a,) + O(1).

y=1

Man entnimmt daraus erstens

m(r) = O(T(r))
und erhilt zweitens durch Einsetzen in (9.3)

(9.5) (g—2) (1 —|—o(1)) T(r) = %lNl(r, a,) — N *(r).

Damit nimmt der Satz von Borel folgende Form an:

Die Ausdriicke T;(r) und N,(r,a) sind zugleich beschrdnkt oder
nicht beschrinkt. Eine Ausnahme kann hichstens fiir swei Werte
von a statifinden.

Dieser Satz gilt fiir jede elementare Interpolationsfunktion
A(r) mit (5.2) und ist von der Ordnung der Funktion w(z) un-
abhingig.

(Eingegangen den 27. Juni 1936.)



