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Über Fourier-Reihen mit Lücken
von

S. Sidon

Budapest

Hat die Folge positiver ganzer Zahlen nl  n2 ...  n2 ...
die Eigenschaft, daß die Folge der Koeffizienten der Potenzreihe

wo l &#x3E; 2 eine ganze Zahl bedeutet, beschrânkte ist, so

gilt, wenn Pk(z’ ein beliebiges Polynom von der Form

bedeutet, die Ungleichung 1)

wo C eine von Pk(z) unabhângig, positive Konstante bedeutet 2).
Ist 1 gerade, so besteht also für jedes Polynom

die Ungleichung

LäBt sich (2) nicht auf ungerade 1 &#x3E; 2 3) ausdehnen? Zur Zeit
kann ich fur diesen Fall nur zeigen

1) Siehe meine Noten: I. Ein Satz über trigonometrische Polynome mit Lücken
und seine Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen [Journal f. r. u. angew.
Math. 163 (1930), 251-252]. II. Über die Fourier-Konstanten der Funktionen
der Klasse L9 für p &#x3E; 1 [Acta Szeged 7 (1935), 175-176].

2) C wird hier auch weiter diese Bedeutung haben.
3) Von nun an bezeichnet in dieser Note, wenn das Entgegengesetzte nicht

ausdrücklich gesagt wird., 1 immer eine solche Zahl.
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Beweis: Es ist

woraus die Behauptung folgt.
Korollare von (2*) sind:
A. Für die Fourier-Koeffizienten einer Funktion der Klasse

zvo die a, P beliebige Konstanten bedeuten, also

n2.
B. Ist noch die Zusatzbedingung (y) n22 &#x3E; 8 &#x3E; 1 wo e von i

ni

unabhângig ist, für jedes i erfüllt, und bezeichnen Nl, N2, ..., Nh ... 
die nach der Gröpe geordneten Glieder der Folge ni + nj, so mu,6,

00

wenn 1 (ah cos Nhx + bh sin NhX) die Fourier-Reihe einer im
h=l k

Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktion ist, ài (a§ +b§) = O (ki )
sein. k 

h= 1

Im speziellen Falle Pkk(Z) = Xl Zni+n ergibt sich unmittelbar

die Richtigkeit von (2). Daraus folgt dann dieselbe, wenn die
Zusatzbedingung y erfüllt ist und NI, ... Nh, ... dieselbe Bedeu-

k

tung haben wie in B, auch für jedes Y, ¿VA 5), es gelten also dann
die Sâtze h= 1

4) Der Young-Hausdorffsche Satz ergibt nur

5) Hierbei kommt noch der Satz zur Anwendung :
Gehôrt (a,, cos nx + bn sin nx) zur Klasse Lp, p &#x3E; 1, so gilt für jedes n



80

gehôrt, wenn für jedes h

und ah und zur Klasse L l .

für jedes h die Fourier-Reihe einer im Lebesgueschen Sinne in-
tegrablen Funktion, so mufl ah, und bh = O(h-t log Nh) ) sein 6).
Auch für den einen wesentlichen Teil des allgemeinen Falles

enthaltenden Spezialfall samtliche 1 aij 1 = 1 folgt also die Gül-
tigkeit von (2), wenn der für gerade l &#x3E; 2 triviale Satz

auch für ungerade 1 richtig ist.

Zum SchluB stehe hier noch ein Lückensatz, in welchem die
Exponenten nur einer quantitativen Bedingung unterworfen sind:

Ist 1 ganz und &#x3E; 2 und gilt für die Indexfolge nl , ... nk, ...
00 2

nk 1  oo , so gehôrt jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare
t=l 00

Funktion f( cp) C,.D akeinkCP, f ür welche arg f( cp) eine Funktion von
k=l

beschriinkter Schwankung von cp ist, zur Klasse Ll.
Dieser Satz ist eine Folge der Beschrânktheit der unendlichen

Form für

Nachtrag.

In derselben Richtung, wie der letzte Satz der obigen Note,
liegt auch der folgende:

Gilt für die Folge positiver ganzer Zahlen nl, n2 , ..., nk, ...
00 

nk &#x3E; k1+S, wenn k &#x3E; K, wo B &#x3E; 0, so mu/3, wenn f(q;) ce Àl ake’7tk99
k=1

eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion und arg f( q; )

6) Satz B und D sagen nur im Falle 1 = 3 etwas Neues aus, für l &#x3E; 3 gilt ein
die beiden enthaltenden viel scharferer Satz: loc. cit. 1), 1, und Math. Zeitschr.
34 (1932), 480-484.
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eiiie Funktion von beschränkter Schzuankung von p ist,
konvergieren. 
Der Beweis stützt sich auf die Tatsache, da13 die quadratische

Form im Gebiete wo

beschrânkte ist.

(Bemerkung während der Korrektur. In den zwei letzten
Sätzen dieser Note genügt es, statt der Integrierbarkeit von f(99)
ak = 0 (1) vorauszusetzen.)

(Eingegangen den 7. Dezember 1935.)


