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Uber Fourier-Reihen mit Liicken

von

S. Sidon
Budapest

Hat die Folge positiver ganzer Zahlen n, <m,...<m;...
die Eigenschaft, da die Folge der Koeffizienten der Potenzreihe

© l
[E z""] , Wo 1 =2 eine ganze Zahl bedeutet, beschriankt ist, so
i=1

k
gilt, wenn P(z) ein beliebiges Polynom von der Form X a,;z™
i=1
bedeutet, die Ungleichung 1)
271 ) om ) 2
[1{Puem | dp < C [ [ | Pule?)| dg] (1)
0 0

wo C eine von P, (z) unabhingige, positive Konstante bedeutet 2).
Ist I gerade, so besteht also fiir jedes Polynom

k
Pu(z) = X ag et
4,d=1

die Ungleichung

[T P g <C [ [T1Pae)]dg]. @)

0

LaBt sich (2) nicht auf ungerade [ > 23) ausdehnen? Zur Zeit
kann ich fiir diesen Fall nur zeigen

0

[T 1H{Pwten )y dp<Ch [ [7| Pute) dg].  (2%)

1) Siehe meine Noten: I. Ein Satz iiber trigonometrische Polvnome mit Liicken
und seine Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen [Journal f. r. u. angew.
Math. 163 (1930), 251—252]. II. Uber die Fourier-Konstanten der Funktionen
der Klasse L, fiir p > 1 [Acta Szeged 7 (1985), 175—176].

2) C wird hier auch weiter diese Bedeutung haben.

%) Von nun an bezeichnet in dieser Note, wenn das Entgegengesetzte nicht
ausdriicklich gesagt wird, ! immer eine solche Zahl.
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Beweis: Es ist

[T 1Pt} do < [ [ 1{Pate®} 1 dp. [ [{Puter ] ap)*.
!

277 . 2
<CE[ [T 1{Pule)}?| do )
0
woraus die Behauptung folgt.
Korollare von (2*) sind:

A. Fiir die Fourier-Koeffizienten einer Funktion der Klasse
-]

L, f(z)~ X (a,cosnx +b,sin nw), gilt

-1 n=0
k .217 k 3
2 (1,95 + b, Bis ) = O[] 2 (w281 )
i,4=1 i, 4=1 /
wo die a, B beliebige Konstanten bedeuten, also

k 1wl
E{lai,-l+lb¢;|}=0(k “) ).

1

1

B. Ist noch die Zusatzbedingung (y) ;ﬁt >&>1 wo £ von i

(]
unabhdngig ist, fur jedes ¢ erfiillt, und bezeichnen Ny, N,, . . ., N,,...
die nach der Grofe geordneten Glieder der Folde n; + n;, so mup,

wenn X (ay, cos Nz + b, sin N,z) die Fourier-Reihe einer im

h=1 k
Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktion ist, X (a,ﬁ—i—bi):O(k’})
sein. A h=1
Im speziellen Falle Py, (z) = X z™+m ergibt sich unmittelbar
i,4=1

die Richtigkeit von (2). Daraus folgt dann dieselbe, wenn die
Zusatzbedingung y erfiillt ist und N,, ... N,, . .. dieselbe Bedeu-
k

tung haben wie in B, auch fiir jedes X 2"» %), es gelten also dann
die Sitze h=1

k 2‘3
%) Der Young-Hausdorffsche Satz ergibt nur X, (| a;| + | by|)=0 [k l :I .
1,j=1
%) Hierbei kommt noch der Satz zur Anwendung:

Q@
Gehort f(z) oo Y, (a,, cos nx -+ b, sin nxz) zur Klasse L,, p> 1, so gilt fiir jedes n
n=0
27T 27 n
J‘ | 8a()|?dz < J‘ | f(=) |? dz, wo s,(x) = X (acos kx + b, sin k).
k=0
0 o
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C. flz)o Z ( » cos Nz + by, sin N,x) gehirt, wenn fiir jedes h

1
Ay =apyqs by = by, und a), und b,=0 (——

15%) , >0, zur Klasse L,.
h

@
D. Ist X (a; cos Nz + by, sin Nx) mit a, > @yiq, by >bpyy
h=1

fiir jedes h die Fourier-Reihe einer im Lebesgueschen Sinne in-
tegrablen Funktion, so muf a; und b, = O(h—*log N,) sein$).
Auch fiir den einen wesentlichen Teil des allgemeinen Falles
enthaltenden Spezialfall simtliche | a;; | = 1 folgt also die Giil-
tigkeit von (2), wenn der fiir gerade I = 2 triviale Satz

2T N . 2T n .
[71 2 et tdp <[] £ | ay] et ag
=0

0 k=0 0

auch fiir ungerade [ richtig ist.
Zum SchluB3 stehe hier noch ein Liickensatz, in welchem die
Exponenten nur einer quantitativen Bedingung unterworfen sind:

Ist 1 ganz und > 2 und gilt fir die Indexfolge n,, . ..
2
Yn, <o, so gehb'rt jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare
i=1

Funktion f(p) o Z a,e™@, fiir welche arg f(@) eine Funktion von
k=1

beschrinkter Schwankung von ¢ ist, zur Klasse L,.
Dieser Satz ist eine Folge der Beschranktheit der unendlichen

1
) ® Hmlw
Form X . 2
1

k=1 k=

nk,...

o
fﬁr 2 |wk|2-—-—1.
k=1

~

Ny,
j=1

j=
Nachtrag.

In derselben Richtung, wie der letzte Satz der obigen Note,
liegt auch der folgende:
Gilt fiir die Folge positiver ganzer Zahlen ny, ng, ..., Ny, ...

0

ny, > k'Y, wenn k> K, wo ¢ > 0, so muf, wenn f(p)co X aze’*?
k=1

eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion und arg f(@)

¢) Satz B und D sagen nur im Falle I = 3 etwas Neues aus, fiir [ > 8 gilt ein
die beiden enthaltenden viel schiirferer Satz: loc. cit.!), I, und Math. Zeitschr.
34 (1932), 480—484.
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a0
eine Funktion von beschrinkter Schwankung von ¢ ist, 2 |a|?
konvergieren. k=1
Der Beweis stiitzt sich auf die Tatsache, da3 die quadratische

oo
&, &y, A i ® 2¢e
Form X% —=—— im Gebiete X |z |**" =1, wo 5>
Ky, ky=1M%, 1 N, P 1 —¢

beschrankt ist.

(Bemerkung wahrend der Korrektur. In dea zwei letzten
Sitzen dieser Note geniigt es, statt der Integrierbarkeit von f(¢)
a, = O (1) vorauszusetzen.)

b

(Eingegangen den 7. Dezember 1935.)



