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Sur les matrices complétement non négatives
et oscillatoires
par

F. Gantmakher et M. Krein

Moscou Odessa

Nous appelons une matrice quadratique 4 = ||aik||f compléte-

ment non négative (complétement positive), si tous les mineurs de
tous les ordres de cette matrice sont non négatifs (positifs).

Une matrice 4 complétement non négative est dite oscillatoire,
si une certaine puissance A% (x entier et positif) de cette matrice
est completement positive.

Les matrices oscillatoires ont des propriétés trés remarquables;
ainsi — par exemple — leurs valeurs caractéristiques sont toujours
(indépendamment de ce que la matrice soit symétrique ou non)
positives et simples, les vecteurs propres de ces matrices oscillent
selon les lois de Sturm.

Dans une de ses parties la théorie des matrices oscillatoires est
analogue & la théorie des noyaux intégraux dits ,,noyaux de
Kellogg™ 1).

En méme temps, les matrices oscillatoires ont beaucoup de
propriétés spécifiquement algébriques pour lesquelles on ne

1) Un noyau continu K(z,s) (a <z, s <b) est dit noyau de Kellogg, si pour
tout entier n

Xy Ly o o « X, Xy Xy oo o X, Xy < o002
K(‘,’ ")go,K(“‘ ")>0poura<1 " < b,
Sy Sg + 8y Xy Xy o o . 2y H <...<8,

3132 sﬂ) désigne le déterminant |K(x; s¢)|;- Quant a la
183 -8y

théorie des noyaux de Kellogg, voir les articles:

O. D. KeLrocG, Orthogonal Functions Sets Arising from Integral Equations
[American Journ. 40 (1918), 145—154], et aussi du méme auteur, The Oscillation
of Functions of an Orthogonal Set [ibidem 38 (1916), 1—5].

F. GANTMAKHER, Sur les noyaux de Kellogg non symétriques [C. R. de I’Acad.
des Sciences de 'URSS (n.s.) 1 (1986), 3—5].

M. KrEIN, Sur quelques propriétés des noyaux de Kellogg [Comm. Soc. Math.
Kharkof (4) 13, 15—28], Sur la résolvante du noyau de Kellogg [ibidem (4) 14].

ou le symbole K(
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connait pas encore d’analogues dans la théorie des équations
intégrales 4 noyaux de Kellogg, et qui peut-étre serviront de
base pour des recherches ultérieures dans cette théorie.

Les matrices oscillatoires permettent de donner, pour la
premiere fois, une analyse algébrique assez complete des vibra-
tions des systémes mécaniques & n masses discrétes pour une
classe étendue de problemes qu’on rencontre dans la technique
des vibrations (probleme des vitesses critiques, vibrations de
torsion ete.). Cette circonstance est liée au fait que la fonction
d’influence (la fonction de Green) d’un continu linéaire élas-
tique est un noyau de Kellogg %) et par suite un noyau oscilla-
toire 3).

Les résultats principaux de cet article ont été publiés dans
une note aux C. R.*%)

§ 1. Matrices complétement non négatives.

. n . . . .
Soit 4 = ||am”1 une matrice réelle; introduisons les notations
ity Qiyieg » - - Biyiy
T Tp ...t Aipiey By + » + O
A(l 2 ”): igky Wigky igkyp — 1.2 ...70).
Roky.. .k, D N B e

Qiprey. a,'nkz. e Qipry

Une matrice A sera dite complétement non négative (compléte-
ment positive), si tous ses mineurs sont non négatifs (positifs),
c’est-a-dire

i1<i2<...<i,,<n

iy gy
A( )go (resp. > 0) pour1§k1<k2<._.<k’

Kyky. ..k,
Si C =AB on a d’apres l'identité de Laplace:

2) M. KreIN, Sur quelques applications des noyaux de Kellogg aux problémes
d’oscillation [Comm. Soc. Math. Kharkof (4) 11 (1985), 3—19], Sur les vibrations
propres des tiges dont I'une des extrémités est encastrée et l’autre libre [ibidem
(4) 12 (1985), 3—11], voir aussi les notes du méme auteur ,,Sur une classe spéciale
d’opérateurs différentiels” [C. R. de I’Acad. des Sciences de ’'URRS 5-6 (1935)
845—3849] ,,Sur les opérateurs différentiels oscillatoires” [ibidem, 9 (1936),
395—398] et Particle ,,Sur quelques propriétés...” cité dans?).

3) Un noyau K(z,s) (a <, s = b) est dit oscillatoire, si pour tout entier n
quels que soient les nombres a < 2, < , < ... < &, < b, la matrice || K (@, z)|}
est oscillatoire. Tout noyau oscillatoire est évidemment un noyau de Kellogg; on
ne sait pas si la proposition réciproque est vraie ou non. Il est aisé cependant de
montrer au moyen du théoréme de cet article que si K(z, s) étant une fonction
de Green est un noyau de Kellogg, c’est aussi un noyau oscillatoire.

4) F. GANTMAKHER et M. KREIN, Sur les matrices oscillatoires [C. R. 201
(1935), 577—579].
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Ty Tg oo 1, Oy Olg e e s O
Clawiw) ==4 (i 2) B lR)-

Il résulte évidemment de cette identité que:

19, Le produit C de deux matrices A et B complétement non
négatives est aussi complétement non négatif et

20. Le produit C de deux matrices A et B dont lune est com-
plétement positive et Uautre complétement non négative et mon
singuliére est complétement positif.

Désignons par A* = ||af|" la matrice qui a pour éléments
a¥, = (—1)*kg,, . 11 est aisé de voir que:

a) Si C=A + B on a C*¥ = A* |- B*,

b) Si C=AB  on a C* = A*B*,

c) Si B=A-1! on a B¥=(4*%)".

8. La maitrice A étant complétement non négative (positive) et
non singuliére, il en est de méme pour la matrice B = (A-1)*,

Cette proposition découle de I'identité connue pour la matrice
inverse: d’apres cette identité on a

A (j1j2~--jn—»)
(il i ..i,,) [ VY AP A
Fyky...ky) 12...7

A(lZ...n)

H

ol le systeme des indices 4 <idy <...<ip;f3 <fo<...<Jfpp
ainsi que celui des indices by <k, <... <kl <lL<...<l,,
coincide avec le systéme 1,2,...,n.

40, Si pour une matrice A = [laika complétement non négalive
1...p—1 1...p\
A(l...p—l)¢0’ A(l...p)go’ (p<mn),
on a
1...p—143\ .
1) A(l_np_lp)/O pour i=p-+1,...,n
ou bien
1...p—1
(2) A(l‘“z_lz)::O pour k=p-+1,...,n.
En effet, en posant
12...p—11¢ A
(3) dik:A(l2_”p_1k) (t, k=p+1,...,n),

on obtient une matrice D = Hdik“ZH complétement non négative,
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car d’apreés l’identité de Sylvester

DI A 12...p—1\2"1 (12...p—1ili,...i,)
D(k,k,...k,,)_A(lz...p—l) 4 12...p—1k ky... kg "

Cela étant, on a I'inégalité

D(”'i) —

dp’ dﬁk
K = 0.

dip Az | —

Mais d,, =0 et d; =0, par suite
dipdyy =0 pour 4,k=p+1,...,m;
d’ou d;, =0 pour i=p+1,...,n ou bien d, =0 pour
k=p+41,...,n

La proposition est done démontrée.
On peut généraliser 49 de la maniére suivante:

5°. Si dans une matrice A = ||ag||; complétement non négative
le mineur
12...
A(m...ﬁ):O (p<m,
on a
(4) A(;‘;’::'_;;’)=O pour tous les 4, %, ...,1, =n,
ou bien
12...
(5) A (klkz...i,) =0 pour tous les ky, ky, ..., k, =n.

En effet, pour p =1 cette proposition est vraie, car comme
nous le savons déja, I’égalité a;; = 0 entraine les égalités a;; = 0
(¢?=2, 8,...,n) ou bien les égalités a,;, =0 pour k =2,8, ..., n.

En démontrant la proposition par induction, nous pouvons
évidemment supposer que

A(12...p——l) ~o.

12...p—1

Mais cela étant posé, on a d’apres 49 les égalités (1) ou bien
les égalités (2).

Supposons par exemple qu’on ait les égalités (1). Ces égalités
expriment le fait que toute ligne de la matrice
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est une combinaison linéaire des p — 1 premiéres lignes. D’oll
les égalités (4).

La proposition 5° implique la suivante.

6°. Si dans une matrice A = Ham“;z complétement non négative
le mineur

A(}Z:::ﬁ):o p<n,

on a

A(l2...p Ty oenty

12...p kl'“kq)=0pour tous les 4y, ..., %; Ky, - . ., by = n.5)

Pour établir le théoreme qui va suivre, démontrons d’abord
une proposition auxiliaire:

79. St dans une matrice A = ||a2k“f complétement non négative
le mineur
12...p—1¢q
(6) A(w._'p_lp):o (1<p<gsmn),

on a ou bien
12...p—1p)_
A(l2...p——1p =0
ou bien

@y, =0 (k=1,2,...,p).

En effet, en supposant

12...p—1p
) (130 ap) >0
on aura, d’apres 6° l’inégalité

12...p—1
(8) A(lz...p—1)>0'

En s’appuyant sur cette inégalité et (6), on peut écrire
»—1
aqk = z ),,,a,,k (k =12..., P)-
Y=
Montrons que tous les 4, =0. En effet

12...»—19v4+1...p—1¢q )_ __1\yp—v—1 (12...p—1)
A(12...'u 1y ...p—2p—1 =(-1) 2,4 12...p—1)°

et

§) Dans la premiére rédaction de cet article nous avons déduit la 6iéme pro-
position directement de la 4i¢me. Cest 3 M. KOTELYANSKY que nous sommes
redevables de la remarque, qu’il avait faite aprés avoir pris conaissance de notre
manuscrit, que nos raisonnements contiennent implicitement la proposition 5°.

29
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12...»—1v41...p q\ p—v 12...p
A(12...v—1v ...p—lp)_(_—l) ;"”A(l2...p)'

Les deux derniéres égalités jointes aux inégalités (7) et (8)
nous donnent 4, = 0. La proposition 7° est donc établie.

TrkOREME 1. La matrice A = | aik“f étant complétement non
négative, on a pour tout p <n linégalité
12...7n 12...p p+1...7n
<
(9) A(12...n)':A(12...p)A(p+l...n)'
Le signe = n’a lieu que dans les cas triviaux:

19. L'un des facteurs du second membre est égal d zéro,

20, Les éléments ay, (1=1,2,...,p; k=p+1,...,n) ou bien
les éléments ay, (i=p+1,...,n; k=1,2,..., p) sont tous égaux
a zéro. %)

Démonstration. Pour n =2 ce théoréme est évident. Démon-
trons-le par induction. Si n > 2, I'un des nombres p ou n —p
est supérieur a 1; or, nous pouvons supposer que p > 1.

En outre nous pouvons supposer que

A2 p5) >0

car dans le cas contraire, on a d’apres 6°

Al ) =40 ) =0

donc la relation (9) est vérifiée dans ce cas.
n 12 spe o
dik”p+1 des éléments d;, définis

Considérons la matrice D = |
par (8); en vertu de l’identité de Sylvester cette matrice est

complétement non négative.
Comme, d’aprés I’hypothése, le théoreme & démontrer est vrai
pour les matrices d’ordre << n, on peut écrire

D(pp—{-l...n) <dppD(p+1...n)

A 1...n _ pp+l...n < p+1...n _
ot aGnn) AR

ZAG:QAG:ﬁjﬁi:QSACmq o

1...p—1 1...p p+1...n)"
1...p—1)

¢) Nous avons déja eu I'occasion de consacrer a ce théoréme une petite note
dans le Rec. Math. 42 (1985), 501.



[71 Sur les matrices complétement non négatives et oscillatoires. 451

Il reste & examiner le cas

A(1...n):A(l...p)A(p+l...n)

1...n 1...p p+1...m
ou
(11) A(i:::£)>0 et A(ﬁi;::::)>0.

Dans ce cas on a dans toutes les relations (10) le signe =; en
particulier

D(r L W) =dwD (511 ) >0

. . 1...
En appliquant au mineur D (ﬁ ;} il :

théoréme & démontrer, on voit que I'un des deux systémes
d’égalités

) la deuxiéme partie du

dy =0 (i=p+1,...,n)

12
( ) dpkzo (k:p+1"~-’n)

est vérifié. En supposant par exemple que
dip:A(::::ﬁ::;):O (@E=p+1,...,n)
on trouve d’apres 7°, ayant égard a (11), les égalités:
a; =0 E=p+1,...,nk=1,2,...,p).
On établit de méme les égalités
=0 (=12...,p;k=p+1,...,n)

si (12) a lieu.
Le théoreme est donc completement démontré.

§ 2. Matrices oscillatoires.

Une matrice 4 = ”aikH: sera dite matrice oscillatoire si elle est

completement non négative et s’il existe un nombre positif et entier
% tel que la matrice A* soit complétement positive. Cette dénomi-
nation est justifiée par le role que joue cette classe de matrices
dans la théorie des oscillations de divers systemes mécaniques.

Signalons quelques propriétés simples des matrices oscilla-
toires. Comme [A% = |4]" et (A7) = (4%)" on a:

19. Toute matrice oscillatoire est une matrice non singuliére.

20. Toute puissance A? (p=1, 2,...) d’'une mairice oscillatoire
est ausst oscillatoire.
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En vertu de la prop. 2 du § 1, on a aussi

80, La matrice A étant oscillatoire, st A* est complétement positive,
A**1 Pest aussi.

D’apres les regles b) et ¢) du § 1, on voit que:

49, 87 A est une matrice oscillatoire, il en est de méme de la
matrice 4 = (A*)71,

Un peu plus compliquée est la propriété donnée par la pro-
position suivante:

5% La matrice A = ”aikﬂf étant oscillatoire, il en sera de méme
de la matrice tronquée ||Aik”2 1=p<qg=n).

Démonstration. Il suffit de démontrer le théoréme pour la
matrice B = ||a1kH:

Soit 4% completement positive, montrons que B” lest aussi;
en d’autres termes, il est & démontrer que, quels que soient les

N . g i 1 1 .
deux systémes d’indices 2 < ' <*<...<.” <n, le mineur
kl k2 kﬂ

vo i1 e i)
1s) B (klkz...kp)—

. . . r o ’ (%¢~1) (%—1)
_ Al g (922 ) L g0 )
oy Oy . Oy Uy Oy ene & ky ..k
2§a1(""1)<...<.a,
est positif. Considérons pour cela le mineur de A%:
e Ligdg.antp) _
1kik,... k,
14 ...9, g oy .0,
A 1 ’ A "o ’r "‘A
gy -+ - Oy G Oy »- - 0Ly

ay <oy’ <...<oy,

a(()%—l) oci”"l) . ocz(,;c—l)
1k ..k
b L
Ce mineur étant positif, il y aura dans la somme un produit
positif
A(l, 21, v izf) A(S(}l S;I cen 5%) o A(é;((’xq)fix—l). . §gc——1)) .
§péy-- . &) &y & .- &, 1 k ...k
Mais alors d’apres la proposition du § 1 le produit
A(ill e iz}) A(E;, e sp) ) ‘_A(g:{”—l). .. gg‘-n)
&... &, & ... & ky ...k
est aussi positif. Ce dernier produit entrant dans la somme (13)
rend cette somme positive.
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Le théoréme est donc démontré.

60. Les éléments a; 11, 0344,; (1=1,2, ..., n—1) d'une matrice
A =||ag|; oscillatoire sont tous positifs.

Qi i Qg
@iy, ¢ i, i1
il en résulte que a;, ;,, ainsi que a;,, ; sont différents de zéro, car
dans le cas contraire aucune puissance 4% (x=1, 2, ...) n’aurait
tous ses éléments positifs.

Les propositions 1% 6° nous donnent les conditions nécessaires
pour qu’une matrice 4 complétement non négative soit oscil-
latoire. Nous allons montrer que ces conditions sont aussi suffi-
santes. Dans ce but nous avons & établir quelques propositions
préliminaires.

est oscillatoire;

En effet, d’apres 5° la matrice 4;=

LemME 1. 8% dans une matrice rectangulaire

......

complétement non négative?) les lignes d’indices 1, =1 <<ty <ig<<...
<1, =m sont linéairement dépendantes, tandis que les p —1
premiéres ainst que les p — 1 derniéres de ces lignes sont linéaire-
ment indépendantes, le rang de cette matrice est égal @ p — 1.
Démonstration. On peut évidemment supposer que p =< n.
D’aprés les hypothéses de notre lemme, on peut écrire que

-1
a; =,,§1}"’aiv’c , ou 4, #0.
Soit 7, <§ < %344; écrivons les égalités

(14) A(i, ...i;.ji;.u-..i,,) — (—1)P? 111‘1(2’ ...i,,ji,,+1...i,_)

Byvenrennnnnn. 3 e AV k,
) Afp B ) = (0 R,

ou k, <k,<...<k, sont des indices quelconques et
K <k}<...<k) sont choisis de manitre que
T eeelpa
A (kl kp—l) ;é 0
Comme d’une part tous les symboles A() dans les égalités
(14) et (15) sont non négatifs, et que d’autre part le second

7) Cest-a-dire, & mineurs non négatifs.
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membre de 1’égalité (15) est différent de zéro, on conclut en
comparant ces égalités que

A(il...’i;.j’ihu-u’i,,—l)_—_() pour 1 §k1<k2<... <kp§n,

Donc on voit que la ligne d’indice (quelconque) j est une com-
binaison linéaire des lignes d’indices ,, g, - - -, %,—1; donc le rang
da la matrice ”aik” est égal & p — 1.

LemME 2. La matrice rectangulaire

A:”aik” (izl,...,m;kﬁl,...,’n)
étant une matrice complétement non négative, si un mineur

A(iliz...i,,)_o (i1=1<i2<...<i,=m;)
kiky...k, Ei=1<k,<...<k,=n

et si les mineurs

Al ) 2o A(EIE) £
le rang de la matrice A est égal & p — 1.

On obtient évidemment ce lemme par une double application
du lemme précédent.

THEOREME 2. Pour qu’'une matrice A = ”aik”f complétement
non négative soit oscillatoire, il faut et il suffit que 1° cette matrice
soit non singuliére et 2° les éléments a; ;. €t ;1,4 (1=1,2,...,n—1)
soient positifs.

Démonstration. Les conditions 1°, 2° sont nécessaires d’apres
les propositions 19, 6° de ce §. Démontrons qu’elles sont aussi
suffisantes.

Appelons un mineur

AGpa k) wmram
quasi-principal, si
10,k <t by <. <y, kp=n
{|i1~—k1| Sl —ky| =1, .05 —k,| =1
Montrons d’abord que si la matrice A satisfait aux conditions
19, 29 tous ses mineurs quasi-principaux sont positifs.

Les mineurs quasi-principaux d’ordre 1 sont positifs en vertu
de la condition 2° Supposons donc que tous les mineurs quasi-
principaux d’ordre =< p —1 sont positifs et montrons que le
méme fait a lieu pour les mineurs quasi-principaux d’ordre p.
Admettons le contraire, a savoir

(16)
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R AN
) A(klk,...k,) =0
ou les indices 4y, i3, - - -5 55 Ky, Ka, . . ., K, satisfont aux inéga-
lités (16).
L’égalité (17) jointe a I'inégalité
iy Ty e ey
A (kl...k,,_l)A (kz...k,,) 70

qui a lieu d’apres notre supposition, permet d’appliquer le lemme
2 4 la matrice rectangulaire

(18) llaw| G=tnitt . isb=ky k1, ., k,);

done le rang de cette matrice est égal & p — 1.
Posons h = Max (i;, k,); il suit des inégalités (16) que

ik < h h+p—1=iy,k,

Par conséquent, le déterminant

A (h,h+1,...,h+p—l)
h,h4+1,..., h+p—1

étant un mineur d’ordre p de la matrice (18) est égal a zéro,
ce qui se trouve en contradiction avec la proposition 6° du § 1.
Démontrons & présent que B = A" est completement positive.

Ecrivons pour cela l’identité:

. . . . ’ 4 (n—2) (n—2)

Gpeendp) Ty ety Oy e e Oy e d oAy e 0y
(19) B(kl...k,,) _ZA(oc;...oc;)A(oc;/...oc:) (kl ook )
Il est aisé de voir, que 4; <ty <<... <1y by <hky<<...<k, étant
deux systemes d’indices arbitraires, on peut toujours choisir
des systémes particuliers oy << op<<... <o o < ay <.uo < %3
cog am P <ofrd <L <P de fagon que tous les facteurs
du terme correspondant de la somme (19) soient quasi-principaux.
Donc la somme (19) contient des termes différents de zéro et
par suite cette somme est positive.

Au cours de la démonstration du th. 2 nous avons établi le

TutorEME 8. Dans toute mairice oscillatoire tous les mineurs
quasi-principaux sont positifs.

Ce théoréme entraine a son tour le suivant:

THEOREME 4. Le produit A =A4,4,---4, de m=n—1
matrices oscillatoires A; (1=1,2,...,m) est une matrice com-
plétement positive.
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Pour I’établir il faut appliquer a la matrice 4 le raisonnement
dont nous nous sommes servis pour la matrice B dans la dé-
monstration du théoréeme 2.

Comme cas particulier nous obtenons le

THEOREME 5. 4 étant une matrice oscillatoire, I'exposant minimal
% pour lequel A est une mairice complétement positive, n’est pas
supérieur @ n — 1.

Dans ce qui suit (voir le théoréme 7), nous allons montrer
qu’on ne peut pas améliorer la borne indiquée pour l’exposant
minimal #x; c’est-a-dire qu’il existe des matrices oscillatoires dont
’exposant minimal atteint la valeur n — 1.

n
Si C=4B, c1*)— AB4B...4B (m=2[5] = n—1); done

—— ——
nous trouvons le m

THEOREME 6. Le produit C = AB de deux matrices oscillatoires
[£]

est aussi oscillatoire et de plus C est complétement positive.

§ 3. Exemples de matrices oscillatoires.

Indiquons d’abord quelques exemples de matrices complete-
ment positives:

10, Soient oy, <oy <...<a, et f1<fo<<...<p, des nom-
bres réels quelconques; démontrons que la matrice

A = [Py

est complétement positive.

En effet, quelles que soient les constantes réelles ¢, ¢,, - . ., €,
la fonction ¢;¢™® 4 ¢,e** 4 ... 4+ ¢, €™ n’a pas plus de n—1
zéros; d’ou

4] =B 7 0.

Remarquons d’autre part que pour 8, =k — 1 le déterminant
| A| devenant un déterminant de Vandermonde est positif; on
en conclut, par des considérations de continuité, que |4| est
aussi positif pour g, < f, <...< f, quelconques.

Tout mineur de A étant de la méme structure que |4], la
matrice 4 est complétement positive.

Il est évident qu’on peut mettre la matrice A sous la forme
d’une matrice de Vandermonde généralisée:

A:”a‘f"“? <A <A< e <y} 0 <U < e <L)
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2%, D’apres la formule connue de Cauchy 8)

n IT (2;—ay) 11 (Yi—Yx)

=i<k i<k
Z; + Yx n
! IT (z;+yy)
k=1
la matrice
n
4 pour 0< P <TB<-o. <@
w‘+yk1 Z/1<yz<---<?/n

est complétement positive.

39. Mairices dé Jacobi. Par une matrice de Jacobi, nous enten-
dons une matrice J ayant la forme:
a,b0...00
ciayby,... 00
0cyazbg . 00

J = .
000. ¢c,,a,
THEOREME 7. Pour que la matrice de Jacobi J soit oscillatoire
il faut et il suffit que tous les a, b, ¢ soient > 0 et que

ab0...0
. ab0 s by
(20) @, >0, | >0, |caby|>0,...,| - . |>o0.
¢y a, 0 c,a, coe e
"bﬂ—l
0...¢y 0y

Ces conditions étant remplies Pexposant minimal » pour lequel
J” est complétement positive est égal & n — 1.

Démonstration. Les conditions sont nécessaires d’apres les
théorémes 2 et 3. Elles sont aussi suffisantes. D’apres le théoréme
2 il reste & démontrer que la matrice J est complétement non
négative. Envisageons la matrice symétrique

a \/l:c: I . 0
Vb, a, Vb,
j = \/bzcz ag ;
. S _Vbn—lcn—1
0 ......... v bpiCny  Ca,

8) Voir, par exemple, PoLya & SzEGO, Aufgaben und Lehrsitze [Berlin, Springer
(1925)] II, 98.
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ses mineurs principaux coincident avec les mineurs principaux
correspondants de la matrice J. Or, la positivité de la forme
quadratique correspondante 4 J étant assurée par les conditions
(20), tous les mineurs principaux de J et par conséquent de J
sont positifs.

Ceci étant établi; on utilise les inégalités a, b, ¢ >0 pour
démontrer par la méthode d’induction de » & n + 1 que tous
les autres mineurs de J sont non négatifs.

La premiere partie du théoréme est ainsi établie. Pour prouver
la seconde, remarquons que si » <<n — 1, I’élément h,, de la
matrice A% = ||hik“r est nul, et par suite la matrice A% n’est

pas complétement positive.
Le théoreme est donc démontré.

4°. Matrice @ un couple. Par matrice & un couple nous entendons

toute matrice L = Hlik”;L dont les éléments admettent la repré-
sentation

1, = | Pi% (i =k)

‘ vers (1 =k),
OU Yy, Yoy + « «» Yni X1 X25 - - +» Xn SONnt des nombres quelconques.

THEOREME 8. La matrice L a un couple est oscillatoire quand
et seulement quand les deur conditions suivantes sont remplies:

10. Les 2n mombres vy, ..., Yp3 X1s- - -5 Xn SONt différents de
2€ro et de méme signe.

20, Les rapports —zji (t=1,2,...,n) forment une suite croissanie:

y Y n
X1 X2 An

Démonstration. Les conditions sont nécessaires. En effet L
étant oscillatoire, on a

1 i 1o :k Y ~0.
Xi+1 Xi

Les conditions 1°, 2° sont aussi suffisantes. D’apres le théoréme

2 il reste a4 démontrer que ses conditions étant remplies, la

matrice L est completement non négative et non singuliere. Mais

cela résulte des régles d’apres lesquelles on peut calculer les

mineurs de la matrice L.

ly=v, >0 (i=12,...,n);

2
Ui |Yern, e Liva, i

?) Cette proposition est analogue a un théoréme sur les noyaux a un couple,
qu’'on peut trouver dans Particle de M. KrEIN, Sur quelques applications ...
cité dans 2).
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Régle 1. Si 1 =iy, k; <y, ks <...<ip kp=m, on a

Uy dy ey _ Yo, ¥,
L(kl kz...kp) Yo

xal xﬂl

w“z wﬂz
x“z xﬁz

w“p wﬁn
Koy xﬂp

Xﬂp

“j = max ('ij, kj)’ ﬂj = min (ii, kj) (j=1, 2,.. .,p).

. b <ty < ...<3%
. | = P
Régle 2. Si Sh<k<...<k,

1=y, ky <y, by < ... <ty k, <n n’est pas remplie, alors
P P

L(12 1’):0.
kiky. ..k

P

=<n et la condition

Le théoreme est donc démontré.

Il est aisé de montrer, que si J est une matrice de Jacobi
symétrique, (J*)™" est une matrice L & un couple et inversement.
On pourrait employer ce fait pour déduire le théoréme 8 du
théoréme 7. De plus, en examinant les matrices (J*)™ ou J
n’est pas symétrique, on pourrait obtenir une certaine généra-
lisation du théoreme 8.

Signalons les propriétés suivantes des matrices J et (J*)

1°. Dans une matrice J oscillatoire les seuls mineurs

A A
J(klkz...k,,)

...1.

différents de zérq sont ceux pour lesquels
(21) |ty — ko S0, |l — k| S 1,00, |4, — Ky =1

. -1 . . .
20, Dans une matrice M = (J*)™ oscillatoire les seuls mineurs

iy By ey
M(klkz...k,)

différents de zéro sont ceux pour lesquels
(22) Ty, by <o, kg <. .. <y, k.

Ces deux propriétés (dont 'une est une conséquence de Pautre)
présentent un certain intérét, si ’on se rappelle que d’apres le
théoréeme 8 dans toute matrice oscillatoire A tous les mineurs

A
4 (klkz...k,,)
pour lesquels les indices ¢, k satisfont simultanément aux iné-
galités (21) et (22) sont toujours différents de zéro.
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5% Matrices de Hankel. Démontrons a présent le
TutoriME 9. Une matrice S =||s;..||; de Hankel est oscilla-

toire dans le cas et seulement dans le cas, o les deux formes qua-
dratiques

n—1 n—2
(28) 2 osiéibe et X s i

LE=0 4, k=0
sont positives définies. St S est oscillatoire elle est complétement
positive.

Démonstration. Les conditions sont nécessaires d’apres le
théoreme 2. Pour prouver la suffisance des conditions, remarquons
que si les deux formes quadratiques (28) sont positives définies
on peut %) choisir d’une infinité de manieres 2n nombres positifs
015 Oz + + +5 0y €6 0y <oty <<...<<a, de telle facon que

n
(24) s;= 2 gl (i=0,1,2,...,2n—2),
j=1
En posant maintenant
=0t Ve, (=01,...,n—1;k=1,2,...,n)
on déduit de (24):
S=TT',

ou T = Hti,c” (t=0,1,...,n—1;k=1,2,...,n) et T’ estla
matrice transposée de T.

Mais d’aprés la premiére partie de ce § la matrice | o]
(¢=0,1,...,n—1; k=1,2,...,n) est completement positive
et par suite il en est de méme pour T et donc pour 7”, car les
facteurs Vo, (k=1,2,...,n) sont pris positifs. Donc S est
completement positive et par suite oscillatoire. Le théoreme est
ainsi démontré.

§ 4. Valeurs caractéristiques d’'une matrice complétement
non négative.

Dans ce qui va suivre nous nous servirons des théoremes de
Kronecker et de Perron. On peut les formuler de la maniere
suivante:

TrEOREME DE KRONECKER. A = |[lay|] étant une matrice

10)  StiertJEs, Recherches sur les fractions continues [Annales de Toulouse 8
(1894)], et aussi O. PERRON, Die Lehre von den Kettenbriichen [Leipzig (1929)],
412 et 393.
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quelconque, les valeurs caractéristiques de la p-ieme matrice
adjointe C,(A4) sont égales aux produits des valeurs caractéristi-
ques A;, A, ..., 4, de A prises p & p.

Comme on le sait, on entend par la p-iéme matrice adjointe

C,(4)la matrice dont les éléments sont tous les mineurs 4 (;c‘ ;: o ;:)
17vge e Tp,

d’ordre p, pris par exemple dans un ordre ,lexicographique”.
TutorEME DE PERrRON. Toute matrice 4 = ||ay|, dont les

éléments a;;, sont positifs, a une valeur caractéristique g (,,valeur
maximale’’), possédant les propriétés suivantes:

a) La valeur p est positive et simple.

b) La valeur g est supérieure aux modules de toutes les autres
valeurs caractéristiques de 4.

¢) Les coordonnées du vecteur propre correspondant & ¢ sont
toutes différentes de zéro et de méme signe 11).

En s’appuyant sur ces deux théorémes on peut établir le

TaEOREME 10. Les valeurs caractéristiques de toute matrice A
osctllatoire sont toutes simples et positives.

Démonstration. Soient A, Ay, ..., 4, toutes les valeurs carac-
téristiques de la matrice A ordonnées par grandeurs de module:
DEAERESIN

Considérons d’abord le cas oit 4 est une matrice compléetement
positive. Dans ce cas la matrice adjointe est une matrice a
éléments positifs; en appliquant a cette matrice les théoremes de
Kronecker et de Perron on trouve

Adgovdy>0 (P=1,2,...,n); Adyoeedy>|AydyeeAy_shpi]
(p=1,2,...,n—1),

car le produit 4,4, - - 4, est évidemment la valeur maximale de
Cp(4). D’ou

lp>0 (p=192’--"n) et l_’p>2'p+1 (p=152’--‘9n_1)'

Donc le théoréme est démontré pour le cas considéré.
Passons au cas général ou A est oscillatoire quelconque.
Soit m un nombre entier, quelconque = n —1. Cela posé, les
matrices A™ et A™+ sont complétement positives. Par consé-
quent leurs valeurs caractéristiques respectives 77 (p=1,2,...,n)
et At (p=1,2,...,n) satisfont aux inégalités

11)  O. PERRON, Jacobischer Kettenbruchalgorithmus [Math. Ann. 64 (1907),
1—76] 47.
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A >A0> . > 20> 0 AP > aptt> L > At >0
d’out
MA>>...>1,>0
c.q.f.d.

La notion de matrice oscillatoire peut étre généralisée de la
maniére suivante:

Une matrice A = ”%’k”f sera dite oscillatoire de degré d si
tous les mineurs de A d’ordre < d sont mon négatifs et si une cer-
taine puissance A* a tous ses mineurs d’ordre < d positifs.

La méthode qui nous a conduit au théoréme 10 permet d’établir
le théoréme plus général:

THEOREME 11. Toute matrice oscillatoire de degré d a d valeurs
caractéristiques positives et simples qui sont supérieures aux modules
de toutes les autres valeurs caractéristiques.

Pour étudier le spectre d’'une matrice complétement non
négative générale établissons le

LeMME. Toute matrice 4 = ”aik”: complétement non mégative
et de rang r peut étre indéfiniment approchée par une matrice
complétement mon négative de méme rang et dont tous les mineurs
d’ordre =< r sont positifs.

Démonstration. Considérons la matrice de Jacobi:

1¢¢0...0

e 1 ¢

0¢1°.
J, = S

. -‘.-.e

0. ...¢1

Pour ¢ assez petit tous les mineurs principaux de J sont positifs 12)
et par suite J, est oscillatoire (voir théoreme 7). Mais alors

I,=Jrt
est completement positif.
Posons a présent
A, =1,AI,, alors lim A, = A.

&E—>0

D’autre part, de I’identité
Ao w) = 2L A G G R

12) 1l est aisé de voir que ce sera vrai pour 0 < ¢ <
2 cos

21
n-+1
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on conclut que tous les mineurs de A, d’ordre < r sont positifs
tandis que tous les mineurs d’ordre > r sont égaux & zéro. Le
lemme est donc démontré.

En partant de ce lemme on établit au moyen de raisons de
continuité, le

TaEOREME 12. Toutes les valeurs caractéristiques d’une matrice
complétement non négative sont non mégatives.

§ 5. Vecteurs propres des matrices oscillatoires.

1. A chaque nombre caractéristique 4; (j=1,2,...,n;
A>2A>...>1,) d’'une matrice 4 = ”a,knf oscillatoire cor-

i
respond un vecteur propre % = (U, Uy;, - - -, Uy;) déterminé a
un scalaire multiplicatif pres par le systeme des équations

n
(25) Z aikukj:).juij (‘i:l,z,...,n).
k=1
.. n 3
La matrice U = Hui?-”l des coordonnées des vecteurs propres

sera dite mairice fondamentale. D’apres (25), la matrice fon-
damentale U satisfait a la relation caractéristique suivante

(26) aU=Ul30al  (3a={5 $20)

La matrice U étant non singuliere, considérons encore la matrice
V inverse et transposée de U:

V=(U)"

En multipliant 1’égalité (26) une fois a gauche et une fois a
droite par la matrice U™ et en passant aux matrices transposées,
on obtient

AV =V | 2;84|
donc V est la matrice fondamentale pour 4’.
Enoncons a présent le théoréme suivant:
THEOREME 18. 4 = Haik“f étant wune matrice oscillatoire et
U= Hulka sa matrice fondamentale, pour chaque p fizé <n
tous les mineurs

U(1122...p‘7) Q=4 <i<...<i,=n).

sont différents de zéro et de méme signe. La matrice V = (U')™"
a la méme propriété.
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Démonstration. La matrice oscillatoire 4 et la matrice com-
pletement positive 4% ayant la méme matrice fondamentale U
on peut supposer, pour étudier U, que A est completement
positive.

Il suit de la relation (26) que

Tty e Tylpeent

A(kl,lczz...k,) U(llcl;cz.. ) =Mty dy U(ll;..-pp)'

kl<k2<...<kp
i iz...i,,)

12...p
(1=1,<i<...<ipy=n) peuvent étre regardés comme les coor-
données d’un vecteur propre de la matrice adjointe C,(A4) cor-
respondante a la racine maximale A; 4, - - 4,. Mais la matrice
C,(A) étant une matrice a élements positifs, 11 résulte du théo-
reme de M. Perron que tous ces nombres sont différents de zéro
et de méme signe.

Le méme fait a lieu pour V, car la matrice 4’ est comme A
une matrice completement positive.

Le théoréme est donc démontré.

CoroLLAIRE 1. A étant oscillatoire, on peut choisir les vecteurs

Cette  égalité montre que les mineurs U(

j . Ly .
propres w (Uyg, Ugg, « « -, Uyg) (1=1, 2, ..., n) de maniére qu’on ait
simultanément

Ty Ty . 2y 4g - 1SH<h<. .. <1, <n;
T ] R 4 () B T (i B

Démonstration. En effet, d’apres le théoreme 13, il est clair
qu’on peut choisir des vecteurs propres de fagon que

U(1122 I;’)>0 A=y <i< ... < =m;p=1,2,...,n).

Mais alors, d’aprés le méme théoreme 13 et la relation

AR A A A
. Z .U(12...p)V(12...p)—1
1.1<12<...<1,p

(qui résulte de UV’ = E) on aura aussi pour V les inégalités
exigées.
CoROLLAIRE 2. Pour une matrice oscillatoire A on peut chotisir

j .
les wvecteurs propres w(Uyj, Ugjy .+« oy Uy;) (F=1,2,...,n) de
maniére que

Tty .1 np+ X1, 7, 1
(28) U(}3 7)) >0 (-1) "U(,:,:_l ,,_,,+1)

A= <i,<... s p=1, n).
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Démonstration. En effet, les inégalités (27) et (28) sont équi-
valentes, parce que d’apres le théoréme connu sur le déterminant
réciproque

NP+ Xlgyr (11 %2 cendy
(“1) U(n n—l...n——p+l)

U(l2...n)

’

jljZ"'jn—p —
V(l 2 ...n—p) -

12...n

o iy <ty < ... <1, et ;<9 <... <j,, forment conjointe-
ment le systéme des indices 1,2, ..., n.

2. Pour pousser plus loin 1’étude de la matrice fondamentale
U, il nous faudra introduire quelques notions nouvelles.

Soit u,, U, ..., u, une suite finie de nombres réels, on sait
ce qu’on doit entendre sous le nombre de variations de signe dans
cette suite lorsque tous les u; 7 0. Si quelques-uns des termes de
la suite sont égaux a zéro, on peut attribuer arbitrairement &
chacun de ces termes I’un ou I’autre signe; apres cela, on pourrait
compter le nombre de variations dans notre suite. Le maximum
(minimum) possible de ce nombre sera appellé le nombre maximal
(minimal) des variations dans la suite 4y, uy, ..., U%,.

Si les nombres maximaux et minimaux des variations dans
une suite u;, %, ..., %, sont égaux a4 un méme nombre 7 on
dira que la suite %, %y, . . ., %, posséde exactement r variations.
Ce cas se présente quand et seulement quand u,u, # 0 et
deux termes consécutifs quelconques u, et u;,; ne s’annulent pas
simultanément. 4

LeMME 1. 8¢ les coordonnées des vecteurs u(wy;, Uy;, . . ., Uyy)

(j=1,2,...,m) satisfont aux inégalités
(29) U(’;I;a"';”) S0 (ISh<iyg<...<ip—n; p=1,2,...,m)

le nombre maximal des variations dans la suite de coordonnées

1 2 »
de tout vecteur w = cyu + cqu + ... +cu (3+ct+ ... 4+¢2>0)
ne surpasse pas p —1 (p=1,2,...,m).

Démonstration. Considérons d’abord le cas particulier:

p .
¢G=C=...=¢C_=0, c,=1 (u=u). Admettons, contraire-
ment & ce qu’on doit démontrer, que le nombre maximal des
variations dans la suite

(30) Usps Ugps « + +s Upp

est supérieur & p — 1. Alors apres avoir attribué aux coordonnées
30
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nulles des signes convenablement choisis, on pourra extraire de
la suite (80) une suite partielle

(81) u

"o’ Uy

by A u”pﬂp
telle que tous deux termes consécutifs aient des signes contraires.
Cela étant posé, considérons les déterminants

D
ViVe.- ¥y . __q1\PHi VieeoVisg Vig1 -V
U(12...p) _z( 1) u”;PU(l...i——-l i p—l)
i=1
p+1
U(”z"’a---%n) _ (_1)P+‘i-1u U("’z---”i—x Viy1 - --”»+1)
12...p ) = v \1 ... i2i1...p—1)"
=2

Ces déterminants sont positifs. D’autre part, chaque somme ne
contient pas de termes de signes différents. Par conséquent, tous
les termes des deux sommes sont non négatifs. Cela étant établi,
la comparaison des deux sommes nous donne

uvzp:uvsp:"':uvmp‘
Or
Vi¥y .. ¥ p+1 VageoeVy
U(ll;...pp) =(-1) uvlpU(l...p—1)>O’
VoVg+ieVppa) Vg esoVyp ) 0:
UGS =W U () >0
d’ou

( —1 )pﬂuvlpuvﬁlp >0.

Mais cela est en contradiction avec I’hypothese que deux
termes consécutifs quelconques de la suite (81) sont de signes
contraires. »

Le lemme étant démontré pour le cas particulier w =wu,

1 2 P
passons au cas général u=c;u + U + ... + CUu,
Il est évident qu’il suffit de considérer le cas ou ¢, > 0. Mais

. . . . 1 2 »-1
dans ce cas il est aisé de voir que la suite de vecteurs u, w, ..., u,

u satisfait aussi aux conditions du lemme.
Le lemme est donc démontré.

THEOREME 14. Les U — (g Uggs - « s Upy) (E=1, 2, ..., 1)
étant les wvecteurs propres d’une matrice oscillatoire A corres-
pondants aux valeurs caractéristiques A, (k=1,2,...,n;
A > A > ... > 4,) le nombre des variations de toute combinaison

., P p+l q .
linéaire cyu +cppyu + ...+ cu (1=p=qg=n) est compris
entre les limites p — 1 et ¢ — 1.
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k
En particulier le nombre des variations de tout vecteur propre u
(k=1,2,...,n) est exactement égal d k — 1.
Démonstration. D’apres le lemme précédent, le nombre maximal

o 4 » q
des variations du vecteur w=c,u 4 ...+ ¢, u ne surpasse

k

pas ¢ — 1. D’autre part, les vecteurs u* = (uf, u3,, ..., uk,)
ou u}, = (—1)""u; (i,k=1,2,...,n)ont, d’apres le corollaire
2 du théoreme 138 la propriété que

gfinis  --d )> i i .
U (n nl.. m—rit1 Z0 (1=S4h<i<...<t,=n).
Done, en vertu du lemme 1, que nous appliquerons maintenant
n n-1 1 . . . ,
aux vecteurs u*, w *, ..., u* pris dans I’ordre indiqué, le nom-

bre maximal des variations du vecteur

u*:cq&*+... +cp112*
ne surpasse pas n — p. Mais il est évident que la somme du
nombre maximal des variations de u* et du nombre minimal
des variations de u est égale & n — 1. Par conséquent le nombre
minimal des variations de u est égal & p — 1.
Le théoreme est done démontré.

3. A présent nous allons étendre les résultats précédents aux
matrices oscillatoires de degré d quelconque. Dans ce but il nous
faut d’abord établir les deux lemmes suivants:

, , k
LeMME 2. 8% les coordonnées des vecteurs = (Uyy;, Usgs « - +» Unz)
(k=1,2,...,m; m =n) satisfont aux inégalités

U(llzz...p’)>0 (p=1,2,...,m),

pour tout systeme de m —1 couples dindices (u, p;+1)
(C=1,2,...m—1 1=, <y <...<fp_y<<M)on peut construire

un vecteur U = clzle + ...+ cmzwz dont toutes les coordonnées u,
sont différentes de zéro et tel que
Uy Uy <0 (t=1,2,...,m—1).
Démonstration. Considérons le systeme de 2m — 2 équations &
2m — 1 inconnues €y, ..., Cp, dy, ..., d,_;
m
u, = ¢ Uy g =d;

(82) (i=1,2,...,m—1).
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Soit & partir de ce moment ¢;,...,¢,, dy,...,d,,_; une
solution non triviale de ce systéme homogéne. Dans cette solu-
tion au moins un des ¢, % 0 et, par conséquent, le vecteur

1 2 m
U=CU+cu-+t+ ...+ c,uF0.

Il est évident qu’on peut attribuer aux coordonnées u; =0
du vecteur w des signes tels que signe uy,, = — signe u, .,
(1=1,2,..., m—1); cela posé, on peut affirmer, d’apres le
lemme 1, que

signe u, = signew,,, pour tout » #u; (1=1,2,...,m—1).

D’autre part, signalons le fait suivant:

Si une suite quelconque u,, 4y, ..., 4, contient des termes
= 0 ainsi que des termes # 0 et si les signes attribués aux termes
= 0 correspondent au cas ou la suite wu,, u,, ..., u, présente
le nombre maximal de variations, au moins ’'une de ces variations
est donnée par un couple (,, %,,,) contenant un terme égal &
zéro et lautre différent de zéro.

11 en découle que toutes les coordonnées du vecteur u sont
différentes de zéro, car m — 1 est le nombre maximal de variations
de signe dans la suite des coordonnées wu;,u,,...,u, (voir
lemme 1) et dans (32) |u, | = |w, | =|d| (=1,2,...,m—1).

Donc le lemme est démontré. ;

LeMME 8. 87 les coordonnées des vecteurs uw (j=1,2,...,m)
satisfont aux conditions (29) et si un vecteur v=(vy,Vy,...,7,)#0

j
est orthogonal d tous les vecteurs u

(33) Vil + Vplg; + . o0 F 0 %,; =0 (5=1,2,...,m),
le nombre minimal h des variations dans la swite des coordonnées
Vg, Vg - - -, Vp M'€St pas inférieur a m.

Démonstration. Admettons le contraire, c’est-a-dire que
h <m. h étant le nombre minimal des variations, on peut at-

tribuer aux termes nuls dans la suite vy, v,, ..., v, des signes
+ et — de maniére que cette suite n’ait que h variations, se
réalisant dans les couples (vﬂ‘, vﬂ.-*l) (2=1,2,..., k).

Formons maintenant d’aprés le lemme 2 un vecteur

u= clzlc + 02'; + ... 4cy +1h121 dont toutes les coordonneés u;
étant différentes de zéro forment une suite & A variations
exactement, ces variations se produisant entre w, et w, .,
(t=1,2,...,h). Pour un tel vecteur w on aura d’une part en
vertu de (88) que



[25] Sur les matrices complétement non negatives et oscillatoires. 469

U101 + U0y 4+ ... +u,v, =0,
et d’autre part que tous les produits u,v; différents de zéro
sont de méme signe.

Nous sommes parvenus a une contradiction. Le lemme est
done démontré.

THEOREME 15. Soit A = Hazk“;1 une matrice oscillatoire de degré
d; sotent A, > 2, > ... > Ay ses valeurs caractéristiques positives
et simples surpassant les modules de toutes les autres valeurs
caractéristiques (voir le théoréme 11). ;

Cela étant, on peut normer les vecteurs propres u = (Uyj, Uaj, - .+, Upj)

et 5=(v1,-,v2,-, s ) 1=1,2,...,d) des matrices A et A’ cor-
respondants aux valeurs caractéristiques 2; (j=1,2,...,d) de
fagon que ces vecteurs forment un systéme biorthogonal

ik
(84) (U, V) = Uy;015 + UgVgp + + - « + UnjVps = 0,
et que les inégalités

(85)  U(FpE) >0, V(EZIE)>0  (-iz...a

atent lieu.
Le nombre des wvariations de toulte combinaison linéaire

cpzjz + ... —{—cq'z, #0 (L=p =<q=mn) est compris enire les
limites p —1 et ¢ — 1. En particulier le nombre des variations

du vecteur U est égal exactement d p — 1.

Démonstration. On peut normer les vecteurs propres W et %
(j=1,2,...,d) de fagon qu’ils forment un systéme biorthogonal,
parce que les valeurs caractéristiques 4y, 45, . . ., 4; sont simples.
Ayant les relations (834) on obtient évidemment

2, uGiivGiin =1
i1<i2<...<i’

Pour établir (85) il ne reste qu’a répéter les raisonnements
dont nous nous sommes servis dans le théoréeme 18 et le corol-
laire 1.

Le nombre maximal des variations de la combinaison

p q
¢u+ ...+ cu #0 ne surpasse pas ¢ —1, d’apres le lemme 1.
D’autre part, cette combinaison étant orthogonale aux vecteurs

1 2 »-1 .. o e
v,0,..., v le nombre minimal des variations de cette com-

binaison ne dépasse pas p — 1.
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Le théoréme est donc démontré.

Remarque. 11 est & remarquer que les résultats de ce § ainsi
que du § précédent peuvent étre étendus dans un certain sens
aux matrices dont tous les mineurs du méme ordre quelconque
ont le méme signe.

4. En terminant ce § peut-étre serait-il intéressant d’indiquer
une caractérisation spectrale compleéte de celles des matrices 4
dont une certaine puissance 4* (x=1, 2,...) est completement
positive.

THEOREME 16. Pour qu’il existe un exposant entier positif »x
tel que la matrice A% soit une matrice complétement positive, il
Jaut et il suffit que:

19. Les wvaleurs caractéristiques Ay, A5y ..., A, de la matrice
A= “aik“f soient toutes réelles et de modules inégaux différents

de zéro: |Ay| > |A|> ... > |4,
20. Les wvecteurs propres z’t(u Uy U,;) correspondant
. 17> Ugjs « v vy Upj pondants
puissent étre choisis de maniére que:

Ty g .oty Tyl e ety 15 <., <t,<n;
(36) U(l2...p)>0’ V(l2...p)>0 (p=1,2,...,n )

ou
U = |lul|; et V= (U™

Démonstration. Les conditions sont suffisantes. En effet, si la
matrice A* est complétement positive, ses valeurs caractéristiques
X, X, ..., X sont toutes positives et distinctes, donc tous les
modules |Al Ay lnl sont inégaux entre eux et £0; par
suite chaque 1; est réel, car dans le cas contraire a tout 4,
complexe correspondrait la valeur caractéristique conjuguée. Cela
étant, les matrices 4 et A* ont les mémes matrices fondamentales,
ce qui d’apreés le théoreme 15 implique la condition 2°.

) 9 ¢ o sy

Les conditions sont aussi suffisantes. Posons 4” = ||ai’,’c’|lf En
vertu de la relation: AU = U[Iliéik|

;‘, on a
A = Ul 20u; U
d’ou
(87) AV =TU||20,|| U™ = U|| 4% 65| V.

En égalant les éléments correspondants des deux membres
on obtient:
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(38) af) = Muy v + Hpplpg + - o + 050, =
A A \¥
=X [’“avla + (1_1) UipUge + . .« + (1—1) Uin vkn:l .

Les inégalités (86) donnent pour p=1:u; >0 et v, >0
(%, k=1,2,...,n) d’ol, ayant d’apres 1° |11| > | A (p=2,8,...,n),
on conclut aisément de (88), que pour tout » pair et suffisam-
ment grand, on a

a® >0  (i,k=1,2,...,n).

De I’égalité (87) il suit aussi que
@) »

a esoQy
A ) (il Ty eue iﬁ,) - trky 1ky -
ki ky... .k, "1(1:,) T '(1,)' '
ks * * Yipk,

= 2 R R UGV
oy <Oy <...<0p

Par des considérations analogues aux précédentes, on s’assure
que pour » suffisamment grand le signe de la somme coincide
avec celui du ,,terme majeur”

BE- UGV
qui pour » pair et i <ip <...<4p; by <ky<...<k, est
d’aprés (86) positif.

Or il est évident qu’il existe un N >0 tel que pour tout
% =2u > N la matrice 4% soit complétement positif.

Le théoreme est donc démontré 13).

Remarque. Chemin faisant, nous avons démontré que si une
puissance quelconque de la matrice 4 est completement positive,
il existe un nombre N tel que pour tout » = 2u > N la matrice
A* est une matrice complétement positive. Dans le cas ou les
valeurs caractéristiques de la matrice 4 sont positives, on peut
rejeter la condition que x soit pair.

13)  Par des considérations analogues on peut aussi établir le théoréme suivant:

Pour qu’il existe un polynome réel p(z) tel que ¢(4 ) soit complétement positive,
il faut et il suffit que:

1°. Toutes les valeurs caractéristiques de A soient réelles et distinctes entre elles.

20, Les vecteurs propres {c (Wyj Ugjs o v oy Up;) (j=1,2,...,n) puissent étre
choisi de fagon que les inégalités (36) aient lieu. Si I’on impose au polynome
@(z) la condition d’étre de la forme (2+a)¥ on aura pour les valeurs caractéris-
tiques de A4 les inégalités: 4, > 1, > ... > 4,.
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§ 6. Etude de la matrice AEF — 4 ou1 A est oscillatoire.

A= ||a,-k”: étant une matrice quelconque, désignons par B,
la matrice qu'on déduit de 4 en y remplacant I’élément a,,

par ay; - t.
Comme pour >0

iy dy e ety By Gy ey
B’(klk,...k,) 2“l(klkz...k,,)’
on peut affirmer que:
I. St A est une matrice oscillatoire il en est de méme de B, (t>0).
L’équation caractéristique de B, s’écrit

(39) |AE — B| =D(1) —tAy(A) =0,
Oﬁ D(}.) - llaik h aikl;" et All(}') == |ﬂ.6zk - aiklz.

I1 est aisé aussi de voir que:

II. 8% A est une matrice oscillatoire il en est de méme de la matrice
déduite de A en multipliant une ligne ou une colonne de A par un
nombre positif.

Désignons par B®W la matrice qu'on déduit de 4 en multi-

. . . 1 [ .
pliant la premiere ligne de A par le nombre T 0. L’équation
caractéristique de B® s’écrit:

(40) (14+t)|AE — B®|=D(2) + t14,,(2) =0.

Apreés ces préliminaires démontrons le

THEOREME 17. ST A = ”a,ik;' est une matrice oscillatoire,
A (1) étant le complément algébrique de Uélément A0y — ay, de
la matrice |18y, ——aik“;’, la suite

(41) Ayy(2), A15(A), - - -, As(2)

est une suite de Sturm dans Dintervalle (0, o).

Démonstration. Pour établir ce théoréme il suffit de démontrer,
que la série (41) jouit des trois propriétés suivantes:

1°. 11 existe deux nombres positifs tels que 4 passant d’un de
ces nombres a l’autre la série perd n — 1 variations.

20, Le dernier terme A,,(4) conserve son signe pour 0 << 1 << co.

3% Si pour un A>0 le terme intérieur Ay;(4) (1 <i<n)
s’annule, les deux termes voisins A; ; ;(A) et Aq ;4,(4) sont
différents de zéro et de signes contraires pour cette valeur de A.

Soient 4, > 1, >...> A, les valeurs caractéristiques de la
matrice 4. En remarquant que pour 4 = 1; la série (41) fournit
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la suite des coordonnées du vecteur propre correspondant a 4,
on en conclut d’apreés le théoréme 15 que la suite
(42) A11(%), Ag(R)s - - -5 Ain(Ay)

a exactement ¢ — 1 variations.

En prenant ¢ =1 ou n on obtient la propriété 1°.

La deuxiéme propriété résulte de ce que 4 étant une matrice
complétement non négative et non singuliére, le polyndme

(1) =| T =

Qi oveeninnnnnns [/ —
Ay Gig | g
= @y dnt 4 |0 i g
i>1 nl “ni

a tous ses coefficients non négatifs et 4,,(4,) #0.

Passons a la troisieme propriété. Quel que soit le nombre
positif 1, tel que A,;(4,) % 0 on peut toujours trouver un ¢ > 0
tel que 1, soit une racine de I'une des équations (89) ou (40).
Mais ¢ étant ainsi choisi, 4, sera une valeur caractéristique de
B, ou bien de B®. Les matrices 4, B; B® ne différant que
par les éléments de la premiere ligne, la suite

All(lo)’ A12(AO)9 e e ey Aln(}”o)

fournit le vecteur propre de B ou bien de B correspondant a
2. En appliquant & ce vecteur le théoréme 15 nous obtenons
la propriété 8° pour tout A; >0 tel que A;,(4) #O.

Il reste & considérer le cas ou A, >0 et A4;(4,) =0.

Mais dans ce cas il résulte des relations

2 (Agbip—air) A1) = L (A9 0s—ay) A1x(dg) =0
k=1 k=2 (i=2,8,...,n)

que la suite Ay5(2g), A13(20)s - - -» A1a(Ay) (A1n(49) #0) forme un
vecteur propre de la matrice Il“ik”:- Donc en appliquant aussi

a ce vecteur le théoréme 15, on s’assure que pour les valeurs de 1
exceptionnelles en question la propriété 3° subsiste.
Le théoréme est ainsi démontré.

CoroLLAIRE 1. i la matrice 4 = |ay||] est oscillatoire, les

2éros de deux polynomes consécutifs quelconques de la suite
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A—a, —ap —a,
—ay A—ay; —ay|, ...
—a; —a; A—as,

2

. A—ay —ay,
I A— et ] ? ' —ay A—ay,

se séparent.

Démonstration. En effet il suffit d’apres le théoreme de démon-
trer la proposition pour les deux derniers polyndmes de cette
série D(1) et A;(4).

Lorsque A passe de 1;.; & 1, la suite de Sturm (41) perd exacte-
ment une variation de signe; donc entre A;,; et 4; se trouve
toujours un zéro de A,;(1), et par conséquent un seulement.

CorOLLAIRE 2. 8¢ la matrice A = ”aik“f est oscillatoire,
U = ||uyl|; étant sa matrice fondamentale, V =(U’)™ = l|ogl[}> les
inégalités
(48) U0y, >0 (j=1,2,...,n)
sont vérifiées.

Démonstration. D’apres la relation

-1
A - U “2'1,61,16” U
on a

S
pyy

/

-1 __ | 6|k
=) =32

- ol

D’ou

Au(}*)_ = Uy5015
D) z A=A
j=1

. (s fed An(4
En vertu du corollaire précédent tous les résidus 31,1((1—’)) = Uy, Vyy
s

sont de méme signe; d’autre part ayant UV’ = E, on voit que
n
2 uyv; =1. La proposition est ainsi démontrée.
j=1

En terminant ce § démontrons le

THEOREME 18. St 4 = ”“ikl\: est une matrice oscillatoire, A,
étant la plus grande et A, la plus petite valeur caractéristique de A,
on a:
WM,
balk

(44) >0, (—1) 24, >0 (i, h=12,...,n)4).

14) La premiére des inégalités (44) comme ’a montré déja Frobenius, a lieu
pour la classe de matrices oscillatoires de degré 1. Pour les matrices de Jacobi
symétriques ces inégalités ont été signalées dans ’article de M. Krein, Sur le spectre
des matrices de Jacobi etc. [Rec. Math. 40 (1933), 460].
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Démonstration. Les matrice U et V étant les mémes que dans
le corollaire 2, on a

V'AU = ||3,9;

d’ou

n
ij Z a,susjv,j (j—_—'l, 2,...,”).
r, 8=1

En différentiant cette inégalité par rapport a a; on a

2, n oy X duy,
—L UV B Uy —— XD G0,
dag kj Yij r a1 rs s:iaa”‘ r =1 da, rj

En vertu des relations
n n
2 Qpg Ugy = )“7' Urjs b AygVrj = }'7' Vgj
8=1 r=1
on obtient

Ay :
(4!5) E — ukj ’tj' "I— ] ba - 2 u ‘0” = ukj‘()ij Py car Z u,]-v,; = l .
r=1

Done, d’apres le théoréme 15

D’autre part, d’aprés le méme théoreme, signe 1wy, =
-1 . . i-1 -

(—l)k signe u,, et signe v, = (—1)"" signev,,; donc, en

vertu du corollaire 2

. A, ) ) .

signe —* = signe [(—1)"*u,,0,,] = (—1)"**.
dag

Le théoréme est établi.

De méme on démontre le

TaforEME 19. St 4 = ”aiknf est une matrice oscillatoire de
valeurs caractéristiques Ay > 2> ... > 1, on a:
A4 A4 ,_1 M, i1 u,
B—a~u>0, o 1) >0 (—1) >O
(321,2,...,11).

Démonstration. La premiere inégalité se déduit de (48), car
d’apres (45)
Yy

— = Uq;Vq;.
day, 17 715

Cela étant, on en déduit par raison de symélrie la deuxieme
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inégalité. Pour obtenir les inégalités restantes il suffit de remar-
quer que

A4y A4
= u’nj vl]' N '—banl

= Uy: 0.+
da,, 13

et
signe v,; = (—1)" " signe v;; = (—1)' ' signe uy;
signe u,; = (—1 Y~ signe Uy = (—1 )Y~ signe V4.

(Regu le 27 juillet 1936.)



