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Arithmetische Eigenschaften der Potenzsummen
einer algebraischen Gleichung

von

I. Schur

(Meinem Freunde Edmund Landau zu seinem 60. Geburtstag
am 14. Februar 1937. )

9 1. Übersicht über die Hauptresultate.

Zu jedem Polynom

gehôrt die Folge der Potenzsummen

die sich mit Hilfe der Rekursionsformeln

als ganze rationale Funktionen von a1, a2, ... , an mit ganzen
rationalen Koeffizienten darstellen lassen. Dagegen wird für

m  n erst

eine Funktion derselben Art. 
Wàhlt man a,, a2, ... , an als Grô3en eines beliebigen Kôrpers

K der Charakteristik 0, so bestimmen die n ersten Potenzsummen

das Polynom f(x) in eindeutiger Weise. 1) Geht man aber von
einem festgewàhlten Teilring ( Integritätsbereich ) R des Kôrpers
K aus, so entsteht folgende Frage:

A. Kann man, wenn n GrÕBen (3) aus R vorgegeben sind,
ohne Benutzung der Rekursionsformeln (1) oder der expliziten

1) Dies gilt auch, wenn die Charakteristik von K grôBer als n ist. Im folgenden
beschrânkte ich mich der Einfachheit wegen auf den Fall der Charakteristik 0.
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Ausdrücke (2) entscheiden, ob die GrÕ13en (3) sich als die n
ersten Potenzsummen eines Polynoms f (x ) auffassen lassen,
dessen Koeffizienten al, a2, ..., an sâmtlich in R enthalten sind?

Genügen die n Größen (3) aus R dieser Forderung, so will
ich kurz sagen, dap sie die Eigenschaft ( R) besitzen.
Für den Fall des Ringes Ro der ganzen rationalen Zahlen

verdankt man Herrn W. Janichen 2) eine sehr interessante

Lôsung der Aufgabe A:
I. Dann und nur dann besitzen n ganze rationale Zahlen (3)

die Eigenschaft (R0), wenn f ür m  n die Kongruenzen

gelten.
Man kann diesen Satz noch etwas anders formulieren:

II. 1. Ist m &#x3E; 1 ein beliebiger Index, peine in m aufgehende
Primzahl und m = kpf, so gelten für jedes Polynom f(x) mit

ganzen rationalen Koeffizienten die Kongruenzen

2. Dann und nur dann besitzen n ganze rationale Zahlen (3)
die Eigenschaft (R0), wenn die Kongruenzen (4) f ür alle Indices
m = 2, 3, ..., n und jede in m aufgehende Primzahl p bestehen.
Man hat hierbei zu beachten, dal3 in dem speziellen Falle

die m-te Potenzsumme sm gleich am wird. In diesem Falle liefern
die Kongruenzen (4) nur den kleinen Fermatschen Satz der

elementaren Zahlentheorie. Man kann auch sagen, daß jedes
ganzzahlige Polynom f(x) sich in bezug auf die Kongruenzen (4)
so verhält, als wâren alle Nullstellen von f(x) ganze rationale
Zahlen. 
Der erste Teil des Satzes II bleibt (in Analogie zum Fermatschen

Satz der Idealtheorie) noch erhalten, wenn man von einem
beliebigen algebraischen Zahlkôrper KI und dem Ring R, aller

ganzen Zahlen von Kl ausgeht.
III. Es sei f(x) ein Palynom mit ganzen algebraischen Koeffi-

zienten aus Kl. Ferner sei p eine rationale Primzahl und p ein

2) Über die verallgemeinerung einer GauBschen Formel aus der Theorie der
hôheren Kongruenzen [Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft
20 (1921), 23-29].
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in p aufgehendes Primideal mit der Norm P. Für jeden Index m,
der durch Ppll-1 (,u &#x3E; 1 ) teilbar ist, genügen die Potenzsummen von
f(x) der Kongruenz

DaB das Bestehen aller in Betracht kommenden Kongruenzen
(5) für alle Indizes m = 2, 3, ... nicht für jedes System von n
ganzen Zahlen si, s2, ... , sn aus einem beliebigen algebraischen
Zahlkôrper K, ausreicht, um behaupten zu kônnen, daB das
System die Eigenschaft (R1) besitzt, setzt das Beispiel

das auf

führt, in Evidenz. Denn hier sind die Kongruenzen (5) für jede
Zahl a aus R1 gewiB richtig, dagegen brauchen die Binomial-
koeffizienten m nicht sâmtlich ganze algebraische Zahlen zu sein.

Für j eden beliebigen Kôrper K (der Charakteristik 0) und jeden
Teilring R gelten wesentlich kompliziertere Kriterien, die ich
auch im Falle eines algebraischen Zahlkbrpers nicht zu verein-
fachen imstande bin.

IV. Dann und nur dann besitzen n Größen sl, 829 ..., 8n aus

R die Eigenschaft (R), ze?enn die mit Hilfe der Gleichungen

eindeutig bestimmten Grëpen el, C2’...’ c. aus K sâmtlich in R
enthalten sind.

Dieses Kriterium ergibt sich sehr einfach mit Hilfe einer
kleinen Abânderung der Janichenschen Überlegungen. Etwas
weniger auf der Hand liegend ist folgende Erweiterung von IV:

V. Für jede (rationale) Primzahl p betrachte man den R ent-
haltenden Ring R(p) aller Grôflen ’r, zvo r alle Größen aus R durch-
liiuft und h eine beliebige zu p teiler, fremde ganze rationale Zahl
bedeutet. Dann und nur dann besitzen n Größen sl, S2’...’ Sn
aus R(p) die Eigenschaft (RP», wenn für jeden Index 7n  n

der Form
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die mit Hilfe der n Gleichungen

eindeutig bestimmten Größen Zk,).. von K sämtlich in R(p) enthal-

ten sind.
Auf Grund dieses Satzes liefert das Beispiel (6) ohne Mühe

ein Resultat, das auch für die elementare Zahlentheorie von einem

gewissen Interesse ist.
VI. Ist K ein beliebiger Korper der Charakteristik 0, R ein

beliebiger Teilring von .K und p eine festgewâhlte (rationale) Prim-
zahl, so gehôren dann und nur dann sâmtliche Binonlialkoeffizienten

la) (m=2, 3, ... ) für alle Größen a aus R zu R(P), wenn für jede
Größe a aus R die Kongruenz

gilt, d.h. p (aP-a) in R enthalten ist 3).
p

Ich hebe ausdrücklich hervor, daß ich hier nur solche Eigen-
schaften der Potenzsummen eines Polynoms f(x) berücksichtige,
die sich ohne Kenntnis des Verhaltens der Nullstellen Xv von
f(x) ergeben. WeiB man z.B. für ein Polynom f(x) mit ganzen
rationalen Koeffizienten, daß alle xv in einem algebraischen
Zahlkôrper KI liegen, so bestehen neben den Kongruenzen (4)
auf Grund des Fermatschen Satzes der Idealtheorie in den früheren

Bezeichnungen die (5) umfassenden Kongruenzen

Das Studium der schwierigen Frage, was sich umgekehrt aus
dem Bestehen der Gesamtheit dieser Kongruenzen über die

Beziehungen der xv zum KÕrper Kl folgern läßt, liegt aul3erhalb
des Rahmens der vorliegenden Untersuchung.

§ 2. Beweis des Satzes II.

Betrachtet man neben dem Polynomf(x) das reziproke Polynom

3) Hieraus folgt insbesondere, daB im Gebiet der ganzen rationalen Zahlen
die Ganzzahligkeit der Binomialkoeffizienten aus dem kleinen Fermatschen Satz
rein formal zu folgern ist. - vgl. ferner § 5, FuBnote 5).
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so wird bekanntlich

Herr Jänichen gelangt zu seinem Satze auf folgendem Wege.
Für beliebige Verânderliche al, a2 , ... , an darf rein formal

gesetzt werden, wobei unter jedem Faktor die zugehôrige bino-
mische Reihe zu verstehen ist. Hierbei wird bi = - a1 und all-

gemein kann jedes bm rekursiv als der Koeffizient von - tm in
der Potenzreihenentwicklung von

eindeutig gekennzeichnet werden. Auf Grund der Tatsache, dal3
für eine ganze rationale Zahl z alle Binomialkoeffizienten (h)
(h=2, 3, ... ) ganze rationale Zahlen sind, erkennt man leicht,
da13 für jedes m die Koeffizienten al’ a2’..., am dann und nur
dann ganze rationale Zahlen sind, wenn die Exponenten b1, b2, ... ,bm
diese Eigenschaft besitzen.
Auf Grund von (7) und (8) folgt ferner

Dies liefert durch Koeffizientenvergleichen

woraus in bekannter Weise umgekehrt

folgt. Der Jänichensche Satz I ergibt sich hieraus ohne weiteres.
Für eine Primzahlpotenz m = p/-l wird hierbei

was für ganze rationale a1, a2, ... , an die Kongruenz (4) im
, 
Falle m = ptt liefert. Für m=kpm mit k &#x3E; 1 ergibt sich aber

(4) am einfachsten auf Grund der Tatsache, daB J§, x2, ..., xn
wieder als die n Wurzeln einer Gleichung
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mit ganzen rationalen Koeffizienten aufzufassen sind. Insbe-

sondere besitzen demnach die Potenzsummen sk, s2k, ... alle

Eigenschaften, die den Potenzsummen si, 82, ... zukommen.
Um auch den zweiten Teil des Satzes II zu beweisen, benutze

man wieder die Formel (9). Ist insbesondere m = mlm2 mit

(Ml, m2 ) = 1 so läßt (9) die Schreibweise

zu. Für

wird hierbei für jeden Teiler dl von k die innere Summe gleich

Sind demnach die n ersten Potenzsummen si, s2, ... , sn unseres

Polynoms f(x) ganze rationale Zahlen, die für alle m  n und

für j ede in m aufgehende Primzahl p (bei n1 = kp,, (k, p ) = i ) den
Kongruenzen (4) genügen, so erkennt man, daB alle Differenzen
(11) durch py teilbar sind. Folglich ist für m  n die ganze
rationale Zahl mb m durch jede in m aufgehende Primzahlpotenz
teilbar, was nur besagt, daB b. ganz ist. Aus der Ganzzahligkeit
von bl, b2, ..., bn folgt aber auch, daB alle am ganze rationale
Zahlen sind.

Man erkennt ohne weiteres, daB die hier durchgeführten Be-
trachtungen nicht nur für den Ring Ro der ganzen rationalen
Zahlen, sondern auch für jeden Ring R stichhaltig bleiben, der
folgender Forderung genügt:

B. Für jede Grô3e a von R sollen alle Binomialkoeffizienten

(,a,) (h=2, 3, ... ) in R enthalten sein.
Dies zeigt, daß für jeden derartigen Ring R auch die Satzes

1 und II richtig bleiben. Hierbei soll eine Kongruenz der Form

zwischen zwei Elementen r1, r2 von R bei ganzem rationalem

m nur bedeuten, daß das Element 2- (r1-r2) des Kôrpers K inm

R enthalten ist.

Ein Ring R, der der Forderung B. genügt, ist z.B. die Gesamt-
heit der (in bezug auf Ro) ganzwertigen Polynome in endlich
vielen Variabeln.
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§ 3. Die Sâtze III und IV.

Besitzt unser Ring R die Eigenschaft B nicht, so bedarf der
Jänichensche Ansatz (8) einer Abânderung.

In jedem Fall darf rein formal

gesetzt werden, wobei

zu setzen ist und allgemein rekursiv cm als Koeffizient von
- tm in der Potenzreihenentwicklung von

eindeutig gekennzeichnet werden kann. Hier wird jedes am eine
ganze rationale Funktion von el, c2, ... , c. mit ganzen rationalen
Koeffizienten und umgekehrt jedes cm eine ebensolche Funktion
von al, a2, ..., am. Wir kônnen also sagen: Für jedes f(r) sind
dann und nur dann a,, a2, ... , an in unserem Ring R enthalten,
wenn ci, c2, ..., c. diese Eigenschaft haben.
Aus (7) und (8) folgt ferner

Dies liefert

was insbesondere die Richtigkeit des Satzes IV in Evidenz setzt.
Um den Satz III zu beweisen, beachte man, daB insbesondere

für jede Primzahlpotenz m = pÂ

wird. Ist nun R, die Gesamtheit der ganzen Zahlen eines alge-
braischen Zahlkôrpers Ki und gehôren alle Koeffizienten al’ a2, ...,an
zu R1, so gilt dies auch für alle Potenzsummen s1, s2, ... und
für unsere Hilfsgrô3en el, c2, ... Man betrachte nun eine rationale
Primzahl p und ein in p aufgehendes Primideal ,p des Kôrpers Ki.
Bedeutet P die Norm von p, so wird für jede Zahl c aus RI
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woraus

folgt. Für m ---- Pp"-’ (p&#x3E;i ) ergibt sich hieraus in (13’)

Dies liefert

Die rechte Seite ist aber nach (13’) gleich 8p¡.¿-1 zu setzen, so
dal3

wird.
Da13 diese Kongruenz auch für jedes Multiplum m = kPpf-t-l

von P pp,-l gilt, folgt wieder aus der Tatsache, daB die Zahlen

als die Potenzsummen einer Gleichung der Form (10) mit Koeffi-
zienten aus R1 aufgefaBt werden kônnen.

§ 4. Eine Hilfsbetrachtung. Der Satz V.

Man setze, wenn xi, x2, ... , aen voneinander unabhängige Ver-
ânderliche sind,

Für jede ganze rationale Zahl k &#x3E; 0 bilde man, wenn e alle

k-ten Einheitsyvurzeln durchl,uft,

Hierbei wird bekanntlich jeder Koeffizient am eine ganze rationale
Funktion H(k) m von a,, a2’ ..., an mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten.

Setzt man tk = u und

so treten wieder an Stelle der früher betrachteten Potenzsummen

si, 82’ ... die Ausdrücke 8k, 82k, ...



440

Hat g(t) insbesondere die Gestalt 1 - cmtm so wird gk(U) ein

Ausdruck der Form

wo rk &#x3E; m ist und br, br+1’... ganzzahlige ganze rationale

Funktionen von cm bedeuten. Ist insbesondere m = kl ein Mul-

tiplum von k, so erhâlt man

Man stelle nun gk(U) entsprechend der Formel (12) in der

Gestalt

dar, so daù nach (13) für jedes 1 = 1, 2, ...

und insbesondere für eine Primzahlpotenz 1 = py (,u &#x3E;0)

wird.
Setzt man Cl,m = cm’ so gilt

und hieraus folgt in den hier eingeführten Bezeichnungen

Entwickelt man beide Produkte nach steigenden Potenzen von
u und sucht man in beiden Potenzreihen den Koeffizienten einer
Potenz u l, so sind in dem linksstehenden Produkt nur die Indices
r  l und rechts nur die Indices m  kl zu berücksichtigen. Die
Formeln (16) und (16’) liefern, wie man unmittelbar erkennt,
eine Relation der Form

(18) q;( Ck, l’ Ck,2’ ..., Ck, 1-1) + Ck,l  ll’(Cl, C2, ..., Ckl-1) + kCkl ,

wo ç und 1p ganze rationale Funktionen ihrer Argumente mit
ganzen rationalen Koeffizienten sind.

Diese Relationen sind hier nur für den Fall eines Polynoms
der Form (17) abgeleitet worden. Auf Grund einer bekannten
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Gaul3schen Schlui3weise erkennt man, daß sie für beliebige Ver-
ânderliche ai, a2’ ..., an gelten, wenn man die Potenzsummen sm
etwa mit Hilfe der Newtonschen Rekursionsformel (1 ) und die
ck,r mit Hilfe der Formeln (17) bestimmt.
Es sei nun wieder R ein beliebiger Teilring eines Körpers K

der Charakteristik o. Ist peine festgewiihlte Primzahl, so bilde
man den früher eingeführten Ring R?&#x3E;. Um den Satz V zu be-

weisen, genügt es zu zeigen 4):
Sind ficr ein Polynom f(r) = Xn + a Xn-1 + ... alle Koeffi-

zienten am im Kôrper K enthalten, und weil3 man, dap erstens die
n ersten Potenzsummen sl, S2’ ..., sn Grô,6en aus R(p) sind, und
daj3 zweitens auch für jede Zahl

die aus (17’) zu berechnenden Grôflen

in R(p) liegen, so gehôren auch a,, a2, ..., an zu R(p).
Nach dem Früheren ist nur zu beweisen, daß alle Grôl3en

el, c2, ..., cn in R(p) enthalten sind, demnach auch alle ’Ck,l mit
kl  n. Für 1 = 1 folgt dies aus Ck,l == Sk- Es sei nun schon

bekannt, daß CI’ c2, ..., cm-, (m&#x3E; 1) in R(p) enthalten sind. Ist
(m, p) == 1, so folgt schon aus

weil hier cm nur in dem Glied mcm auftritt, daB auch cm zu R(P)
gehôrt. Es sei also m von der Form (19) mit p &#x3E; 0. Für 1  pl’
geht für dieses k in (19) aus (18) hervor, daB auch ck,l’ Ck,2, ...
ck,pP-1 in R(p) enthalten sind. Ferner gilt dies auf Grund unserer
Voraussetzung für ck,pP. Setzt man in (18) l = p’, so erkennt

man, daB auch cm in R(P) liegt.
Damit ist der Satz Vals bewiesen anzusehen.

§ 5. Eine Ergânzung zum Satz I. Der Satz IV.

Unser Ring R môge in bezug auf eine festgewiihlte Primzahl p
folgender Forderung genügen:

Fp. Für j edes’ Element a von R sei
a (mod p),

d.h. aP == a -E- pal, zco auch a, in R enthalten sein soll.

4) Man hat auf S. [4] 435 nur zk,V = Ck,,v für v = 0, 1, 2, ... zu setzen.
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Hieraus folgt dann auch

Ferner erkennt man leicht, dal3 auch für den Ring R(p) die

Forderung Fp erfüllt ist. Denn ist C= (, wo a ein Element

von R ist und h eine zu p teilerfremde ganze rationale Zahl be-

deutet, so wird

was wegen pf(l-hP-l) die Gestalt PC1 mit CI C R(p) hat.
Auf Grund des Satzes V la13t sich hieraus ohne Mühe folgern:
II. Dann und nur dann liegen alle Koeffizienten a,, a2, ..., an

unseres Polynoms f(x) in R(p), wenn erstens die n Potenzsummen
819 S2’...’ Sn in R(p) enthalten sind, und l1’enn zweitens für
jeden Index

in R (P) die Kongruenz

besteht.
Um dies zu beweisen, benutze man wieder die durch die For-

meln (17) eindeutig bestimmten GrÕBen ck,pV (v=o, 11 ... ).
Liegen alle a,, a2, ... , an in R(P), so gilt dies auch für alle sm und
allé Ck,pv. Die Differenz

läßt sich in der Form

schreiben. Ist aber für R, also auch für R(p) die Forderung Fp
erfüllt, so wird jeder Summand der in (21) rechts stehenden
Summe in R(p) kongruent 0 mod py, folglich gilt dies auch für
dm, was die Kongruenz (20) liefert.
WeiB man umgekehrt, daB si, s2, ... , sn in R(p) liegen und den

Kongruenzen (20) genügen, so erhâlt man für jedes zu p teiler-
fremde k und für
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Schritt fur Schritt (innerhalb des Ringes R(P»

usw. Aus (22) folgt Ck,l C R(P), aus (2l’) ergibt s ich daher

pek, = o (mod p2), d.h. ck, p C R(P),
aus (22") alsdann

P2Ck,p2 = 0 (mod p2), d.h. ck, p2 C R(p)
usw. Folglich sind neben den s,,,, auch alle Ckp’v in R(P) enthalten,
demnach gilt dies auch fur al, a2l ..., an.
Der Satz VI ist nur ein Spezialfall von II . Denn setzt man

fur beliebiges a

so wird

der n-te Abschnitt der Potenzreihenentwicklung von

Daher stimmt der n-te Abschnitt von

mit dem n-ten Abschnitt von

überein, d.h. es wird

Ist nun a in einem Ring R gelegen, der der Forderung Fp
genügt, so sind in diesem speziellen FaU die Voraussetzungen des
Satzes II gewiB erfüllt, folglich sind alle Binomialkoeffizienten m
für m = 2, 3, ... in R(p) enthalten. 5 )

5) Man beachte, daB der Grad n von f(x) beliebig groB gewâhlt werden kann.
Bei der Berechnung von

in unserem Kôrper E hat man unter a - v das Element a - va zu verstehen, wenn
E das Einheitselement von K bedeutet.
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Soll umgekehrt für jedes a aus R jedes m in R(p) liegen, so
ergibt sich insbesondere, dal3

in R(p) enthalten ist. Es ist aber, wie in der elementaren Zahlen-
theorie bewiesen wird, für beliebiges a

wo,y (a) eine ganze rationale Funktion von a mit ganzen rationalen
Koeffizienten ist. Es ergibt sich daher, daß in R(p)

wird. Hieraus folgt in bekannter Weise, daB diese Kongruenz
auch in R gilt. Denn ist

so bestimme man zwei ganze rationale Zahlen u, v, so dal3

up + vh = 1 ist. Es wird dann

also

Ein Beispiel für einen Ring R, der für eine passend gewàhlte
Primzahl p der Forderung F p genügt, erhâlt man, indem man die
Gesamtheit R aller ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl-

kôrpers K des Grades k betrachtet und für p eine Primzahl

wàhlt, wobei pl, tJ2’ ..., tJ k voneinander verschiedene Primideale
von K sein sollen. Die Normen dieser Primideale müssen dann
sâmtlich gleich p sein. Für jede ganze Zahl a von wird aiso

was

liefert. Für eine solche Primzahl p ergibt sich also, ohne daB
weitere Hilfsmittel der Idealtheorie herangezogen zu werden

brauchen, daB für jede ganze Zahl a aus K alle Binomialkoeffi-
zienten (’) mod p ganz sind.

(Eingegangen den 18. Februar 1937.)


