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Arithmetische Eigenschaften der Potenzsummen
einer algebraischen Gleichung

von

I. Schur

Berlin

(Meinem Freunde Edmund Landau zu seinem 60. Geburtstag
am 14. Februar 1937.)

§ 1. Ubersicht iiber die Hauptresultate.

Zu jedem Polynom

n

f@)y=a"+aa™'+...4a,2+ a,= 11 (w_%)
v=1
gehort die Folge der Potenzsummen

Sp=a +ay +...+a (m=1,2,8,...),

die sich mit Hilfe der Rekursionsformeln

(1) Smt St .. + ap_y8,+ma,=0 (a'n+1:an+2:' . '=O)

als ganze rationale Funktionen von ay, a,, ..., a, mit ganzen
rationalen Koeffizienten darstellen lassen. Dagegen wird fiir
m < n erst

(2) m! a,, =A,,(55 Sgs«+ o5 8)

eine Funktion derselben Art.
Wihlt man ay, a,, . . ., a, als GréBlen eines beliebigen Koérpers
K der Charakteristik 0, so bestimmen die n ersten Potenzsummen

(8) 815 S5+ - +5 Sy

das Polynom f(x) in eindeutiger Weise.!) Geht man aber von
einem festgewéhlten Teilring (Integritdtsbereich) R des Korpers
K aus, so entsteht folgende Frage:

A. Kann man, wenn n GroéBen (3) aus R vorgegeben sind,
ohne Benutzung der Rekursionsformeln (1) oder der expliziten

1) Dies gilt auch, wenn die Charakteristik von K grofler als n ist. Im folgenden
beschrinke ich mich der Einfachheit wegen auf den Fall der Charakteristik O.
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Ausdriicke (2) entscheiden, ob die GroBen (3) sich als die n
ersten Potenzsummen eines Polynoms f(x) auffassen lassen,
dessen Koeffizienten a,, a,, . . ., a, simtlich in R enthalten sind?

Geniigen die n GréBen (3) aus R dieser Forderung, so will
ich kurz sagen, daf sie die Eigenschaft (R) besitzen.

Fir den Fall des Ringes R, der ganzen rationalen Zahlen
verdankt man Herrn W. Jéanichen %) eine sehr interessante
Losung der Aufgabe A:

I. Dann und nur dann besitzen n ganze rationale Zahlen (8)
die Eigenschaft (R,), wenn fiir m < n die Kongruenzen

2 u(d) s,,=0 (mod m)
alm a
gelten.

Man kann diesen Satz noch etwas anders formulieren:

II. 1. Ist m > 1 ein beliebiger Index, p eine in m aufgehende
Primzahl und m = kp*, so gelten fiir jedes Polynom f(x) mit
ganzen rationalen Koeffizienten die Kongruenzen

(4) Sp=28,, (mod p").
ry
2. Dann und nur dann besitzen n ganze rationale Zahlen (3)
die Eigenschaft (R,), wenn die Kongruenzen (4) fiir alle Indices
m=2,8,...,n und jede in m aufgehende Primzahl p bestehen.
Man hat hierbei zu beachten, daB3 in dem speziellen Falle

f(x) = a™ — aa™?

die m-te Potenzsumme s,, gleich a™ wird. In diesem Falle liefern
die Kongruenzen (4) nur den kleinen Fermatschen Satz der
elementaren Zahlentheorie. Man kann auch sagen, daB3 jedes
ganzzahlige Polynom f() sich in bezug auf die Kongruenzen (4)
so verhilt, als wéren alle Nullstellen von f(z) ganze rationale
Zahlen. o

Der erste Teil des Satzes I bleibt (in Analogie zum Fermatschen
Satz der Idealtheorie) noch erhalten, wenn man von einem
beliebigen algebraischen Zahlkoérper K; und dem Ring R; aller
ganzen Zahlen von K, ausgeht.

III. Es sei f(z) ein Polynom mit ganzen algebraischen Koeffi-
zienten aus K,. Ferner sei p eine rationale Primzahl und p ein

2) Uber die Verallgemeinerung einer GauBschen Formel aus der Theorie der
hoheren Kongruenzen [Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft
20 (1921), 23—29].

28
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in p aufgehendes Primideal mit der Norm P. Fiir jeden Index m,
der durch Pp*~1 (u=1) teilbar ist, geniigen die Potenzsummen von
f(z) der Kongruenz

(5) S = Sm (mod p#).

DaBl das Bestehen aller in Betracht kommenden Kongruenzen
(5) fir alle Indizes m =2, 8, ... nicht fiir jedes System von n
ganzen Zahlen s, s,,...,s, aus einem beliebigen algebraischen

Zahlkorper K, ausreicht, um behaupten zu konnen, daBl das
System die Eigenschaft (R,) besitzt, setzt das Beispiel

6)  fla)=a"—(§)am* + (g)azw — e (=0(9),

das auf

81282=...=Sn=a

fiihrt, in Evidenz. Denn hier sind die Kongruenzen (5) fiir jede
Zahl a aus R, gewil3 richtig, dagegen brauchen die Binomial-
koeffizienten (; nicht sémtlich ganze algebraische Zahlen zu sein.

Fiir jeden beliebigen Koérper K (der Charakteristik 0) und jeden
Teilring R gelten wesentlich kompliziertere Kriterien, die ich
auch im Falle eines algebraischen Zahlkorpers nicht zu verein-
fachen imstande bin.

IV. Dann und nur dann besitzen n Griflen Sy, Sgy ..., S, QUS
R die Eigenschaft (R), wenn die mit Hilfe der Gleichungen

m
Sp=22dct (m=1,2,...,n)
dlm
eindeutig bestimmien Gréfen ¢y, Cy . . ., C, aus K sdmtlich in R

enthalten sind.

Dieses Kriterium ergibt sich sehr einfach mit Hilfe einer
kleinen Abinderung der Janichenschen Uberlegungen. Etwas
weniger auf der Hand liegend ist folgende Erweiterung von IV:

V. Fir jede (rationale) Primzahl p betrachte man den R ent-

haltenden Ring R'® aller Griflen %, wo r alle Gréfen aus R durch-

lduft und h eine beliebige zu p teilerfremde ganze rationale Zahl
bedeutet. Dann und nur dann besitzen n Grioflen sy, Sg ..., S,
aus R die Eigenschaft (R™®), wenn fir jeden Index m <n
der Form

mzkpﬂa (k, P):l, 1 =0,
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die mit Hilfe der n Gleichungen

14 u—1 H—2 u
Sy = zfc"o + pzﬁ1 + p2z£’2 + o Py pu

eindeutig bestimmien Grofen z, ; von K simtlich in R®) enthal-
ten sind.

Auf Grund dieses Satzes liefert das Beispiel (6) ohhe Miihe
ein Resultat, das auch fiir die elementare Zahlentheorie von einem
gewissen Interesse ist.

VI. Ist K ein belicbiger Korper der Charakteristik 0, R ein
beliebiger Teilring von K und p eine festgewdhlte (rationale) Prim-
zahl, so gehiren dann und nur dann simtliche Binomialkoeffizienten

(=) (m=2,8,...) fiir alle Groen a aus R zu R, wenn fiir jede
Grife a aus R die Kongruenz

a?=a (mod p)
gilt, d.h. —;T(ap—a) in R enthalten ist3).

Ich hebe ausdriicklich hervor, daB3 ich hier nur solche Eigen-
schaften der Potenzsummen eines Polynoms f(2) beriicksichtige,
die sich ohne Kenntnis des Verhaltens der Nullstellen z, von
f(z) ergeben. Weill man z.B. fiir ein Polynom f(z) mit ganzen
rationalen Koeffizienten, dafl alle #, in einem algebraischen
Zahlkorper K, liegen, so bestehen neben den Kongruenzen (4)

auf Grund des Fermatschen Satzes der Idealtheorie in den friiheren
Bezeichnungen die (5) umfassenden Kongruenzen

Spin =8y (mod p") (h=0,1,2,...).
P

Das Studium der schwierigen Frage, was sich umgekehrt aus
dem Bestehen der Gesamtheit dieser Kongruenzen iiber die
Beziehungen der z, zum Koérper K, folgern liait, liegt auflerhalb
des Rahmens der vorliegenden Untersuchung.

§ 2. Beweis des Satzes I1.

Betrachtet man neben dem Polynom f(z) das reziproke Polynom

gt)=14at+ ... +at*= ﬁ(l—w,,t)

=1

3) Hieraus folgt insbesondere, da3 im Gebiet der ganzen rationalen Zahlen
die Ganzzahligkeit der Binomialkoeffizienten aus dem kleinen Fermatschen Satz
rein formal zu folgern ist. — Vgl. ferner § 5, Fufinote 5).
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so wird bekanntlich

n

__&(t)_z Tt _ 2
(7) p(t) = 2(t) = :11——wvt—81t+82t +...

Herr Janichen gelangt zu seinem Satze auf folgendem Wege.
Fiir beliebige Verdnderliche a,, a,, . . ., a, darf rein formal

(8) g(t) = IT (1—tm)’

m=1
gesetzt werden, wobei unter jedem Faktor die zugehérige bino-
mische Reihe zu verstehen ist. Hierbei wird b, = — a; und all-
gemein kann jedes b, rekursiv als der Koeffizient von — ™ in
der Potenzreihenentwicklung von

gt)- T (1%
A=1

eindeutig gekennzeichnet werden. Auf Grund der Tatsache, dal3
2

fiir eine ganze rationale Zahl z alle Binomialkoeffizienten (h)
(h=2, 8, ...) ganze rationale Zahlen sind, erkennt man leicht,
daB fiir jedes m die Koeffizienten a,, a,, ..., a,, dann und nur
dann ganze rationale Zahlen sind, wenn die Exponenten by, b, . . .,b,,
diese Eigenschaft besitzen.

Auf Grund von (7) und (8) folgt ferner

o) = T s, 4m — 3 mbtm(1—tm)1 = 3 mb,, (- ...

m=1 m=1 m=1

Dies liefert durch Koeffizientenvergleichen
Sp=2db; (m=1,2,...),
dlm
woraus in bekannter Weise umgekehrt
(9) mb,, = 5 p(d) s,
d|lm a
folgt. Der Jénichensche Satz I ergibt sich hieraus ohne weiteres.
Fiir eine Primzahlpotenz m = p# wird hierbei

p/‘bplu = Spu — Spu—1

was fur ganze rationale a,, a,, ..., a, die Kongruenz (4) im
. Falle m = p# liefert. Fir m=Fkp* mit k > 1 ergibt sich aber
(4) am einfachsten auf Grund der Tatsache, daB3 z¥%, w’g, Cen wﬁ

wieder als die n Wurzeln einer Gleichung
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(10) 2"+ aPar ...+ aP =0

mit ganzen rationalen Koeffizienten aufzufassen sind. Insbe-
sondere besitzen demnach die Potenzsummen s, Sy, ... alle
Eigenschaften, die den Potenzsummen s;, sy, . . . zukommen.

Um auch den zweiten Teil des Satzes II zu beweisen, benutze
man wieder die Formel (9). Ist insbesondere m = m;m, mit
(my, my) =1 so laBt (9) die Schreibweise

mb,, = pX p(dy) X w(dz) Smyma

dylmy dglm, dyd,
zu. Fiir
m1:k9 mZ:pM’ (k>P)=1, [,L>0

wird hierbei fiir jeden Teiler d; von k die innere Summe gleich
k
(11) Sttt — S pi=1, (Fer =),

Sind demnach die n ersten Potenzsummen s, s,, . . ., 8, unseres
Polynoms f(x) ganze rationale Zahlen, die fiir alle m <n und
fiir jede in m aufgehende Primzahl p (bei m=kpu, (k, p)=1) den
Kongruenzen (4) geniigen, so erkennt man, daB alle Differenzen
(11) durch p* teilbar sind. Folglich ist fiir m <n die ganze
rationale Zahl mb,, durch jede in m aufgehende Primzahlpotenz
teilbar, was nur besagt, dal b,, ganz ist. Aus der Ganzzahligkeit
von by, by, ..., b, folgt aber auch, dal alle a,, ganze rationale
Zahlen sind.

Man erkennt ohne weiteres, dal3 die hier durchgefiihrten Be-
trachtungen nicht nur fiir den Ring R, der ganzen rationalen
Zahlen, sondern auch fiir jeden Ring R stichhaltig bleiben, der
folgender Forderung geniigt:

B. Fir jede GroBe a von R sollen alle Binomialkoeffizienten

(Z) (h=2,8,...) in R enthalten sein.
Dies zeigt, daB fiir jeden derartigen Ring R auch die Satze
I und II richtig bleiben. Hierbei soll eine Kongruenz der Form
ri=r, (mod m)
zwischen zwei Elementen r;, r, von R bei ganzem rationalem
m nur bedeuten, da3 das Element % (r,—ry) des Korpers K in

R enthalten ist.

Ein Ring R, der der Forderung B. geniigt, ist z.B. die Gesamt-
heit der (in bezug auf R,) ganzwertigen Polynome in endlich
vielen Variabeln.
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§ 8. Die Sdtze II1I und IV.

Besitzt unser Ring R die Eigenschaft B nicht, so bedarf der
Janichensche Ansatz (8) einer Abidnderung.
In jedem Fall darf rein formal

@

(12) gt)=14+at+ ... +aipgr= Il (1—c,t™)

m=1
gesetzt werden, wobei
€= —0@y, Cy= —0ay C3=0y0; — a3

zu setzen ist und allgemein rekursiv c, als Koeffizient von
— t™ in der Potenzreihenentwicklung von

1
gt) - I (1—cyth)
A=1
eindeutig gekennzeichnet werden kann. Hier wird jedes a,, eine
ganze rationale Funktion von ¢, ¢,, . . ., ¢,, mit ganzen rationalen
Koeffizienten und umgekehrt jedes c,, eine ebensolche Funktion
von ay, @y, . . ., @, Wir konnen also sagen: Fiir jedes f(x) sind
dann und nur dann a,, a,, . . ., a, in unserem Ring R enthalten,
wWenn ¢y, Cy, . . ., ¢, diese Eigenschaft haben.
Aus (7) und (8) folgt ferner

o

o(t) = % Slm = X
m=1

m=1 1—Cmt™

@

= X m(c gm+cirm4- .. .).
m=1

me,t™

Dies liefert

m
(18) Sp=2dct (m=1,2,8,...),
dlm
was insbesondere die Richtigkeit des Satzes IV in Evidenz setzt.
Um den Satz III zu beweisen, beachte man, daf3 insbesondere
fiir jede Primzahlpotenz m = p*

A A—1
(18%) Sm=cl" + pcz +.o.+ plcpl

wird. Ist nun R; die Gesamtheit der ganzen Zahlen eines alge-
braischen Zahlkorpers K; und gehéren alle Koeffizientena,, a,, .. .,a,
zu R,, so gilt dies auch fiir alle Potenzsummen s, s,, ... und
fiir unsere HilfsgroBen ¢y, ¢,, . . . Man betrachte nun eine rationale
Primzahl p und ein in p aufgehendes Primideal p des Korpers K;.
Bedeutet P die Norm von p, so wird fiir jede Zahl ¢ aus R,

cf=c (mod p)
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woraus
2 2
cFP=c? (mod p2), ¢f? =c¢? (mod p3) usw.

folgt. Fiir m = Pp*™' (u=1) ergibt sich hieraus in (18’)

" - -
=pcd ..., pH Yo pu—1=pt Yc,u—1 (mod pk).
Dies liefert
p-1 u—2
sm=cy T 4pd T +... fpst Cpu-1 (mod pH).

Die rechte Seite ist aber nach (18") gleich $pu-1 2U setzen, so

daB
Sp=28, (mod pH)

m=

ol

wird.
Daf diese Kongruenz auch fiir jedes Multiplum m =ka,,_1

von Pp,u—l gilt, folgt wieder aus der Tatsache, daf3 die Zahlen
sg=s® (1=1,2,8,...)
als die Potenzsummen einer Gleichung der Form (10) mit Koeffi-

zienten aus R; aufgefafBt werden konnen.

§ 4. Eine Hilfsbetrachtung. Der Satz V.

Man setze, wenn @y, s, . . ., &, voneinander unabhéngige Ver-
dnderliche sind,

(14) gty =11 (1—ayt) =1 4at 4 ... + a,t™

N
L HEs

Fiir jede ganze rationale Zahl k> 0 bilde man, wenn ¢ alle
k-ten Einheitswurzeln durchliuft,

(15)  Ilg(et) = ﬁ (1—aktt) =1 4 a4 . . . + aFgFm,
€ A=1

Hierbei wird bekanntlich jeder Koeffizient a!®) eine ganze rationale
Funktion H® von ay, a,, . . ., a, mit ganzen rationalen Koeffi-

zienten.
Setzt man t* =« und

14 aPu+ ...+ aPur = g (u),

so treten wieder an Stelle der friither betrachteten Potenzsummen
815 Sg5 . . . die Ausdriicke sz, Sgp, . . -
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Hat g(t) insbesondere die Gestalt 1 — ¢, t™ so wird gi(u) ein

Ausdruck der Form

(16) B (u) =1+ buw + b, w4 ...,

wo rk =m ist und b, b, ... ganzzahlige ganze rationale
Funktionen von ¢,, bedeuten. Ist insbesondere m = kl ein Mul-
tiplum von k, so erhilt man

(16") P (u) = (1—c,u)s =1 —ke,, u* + . ..

Man stelle nun gi(u) entsprechend der Formel (12) in der
Gestalt

gr(u) = iill (1 —cp,m u™)

dar, so daB nach (18) fiir jedes I=1,2,...
1

(17) iy = S def ;
al
und insbesondere fiir eine Primzahlpotenz I = p# (©=0)
’ g #—1
(x7) Spht = Chx T Py oot PO pu
wird.

Setzt man ¢; ,, = ¢y, so gilt
g(t) =1I (l_cmtm):
m=1
und hieraus folgt in den hier eingefiihrten Bezeichnungen

1 A% ().
1

m=

gu(u) = I:-[l(]'—“ck,rur) =

Entwickelt man beide Produkte nach steigenden Potenzen von
% und sucht man in beiden Potenzreihen den Koeffizienten einer
Potenz !, so sind in dem linksstehenden Produkt nur die Indices
r =< ! und rechts nur die Indices m = kl zu beriicksichtigen. Die
Formeln (16) und (16’) liefern, wie man unmittelbar erkennt,
eine Relation der Form

(18)  @(Cr,15 Cryas « + =5 Cipy1-1) + Coyu = Y(C1s Cas + + +5 Cy1) 4 KCpy»

wo @ und y ganze rationale Funktionen ihrer Argumente mit
ganzen rationalen Koeffizienten sind.

Diese Relationen sind hier nur fiir den Fall eines Polynoms
der Form (17) abgeleitet worden. Auf Grund einer bekannten
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GauBschen SchluB3weise erkennt man, daB sie fiir beliebige Ver-
anderliche ay, a,, . . ., a, gelten, wenn man die Potenzsummen s,
etwa mit Hilfe der Newtonschen Rekursionsformel (1) und die
¢x,» mit Hilfe der Formeln (17) bestimmt.

Es sei nun wieder R ein beliebiger Teilring eines Korpers K
der Charakteristik 0. Ist p eine festgewdhlte Primzahl, so bilde
man den frither eingefiihrten Ring R®), Um den Satz V zu be-
weisen, geniigt es zu zeigen 4):

Sind fir ein Polynom f(xz)=a™ 4 aa™ '+ ... alle Koeffi-
zienten a,, vm Korper K enthalten, und weifS man, daf erstens die
n ersten Potenzsummen Sy, Sy, . . ., 8, Grofen aus R®P sind, und
daf zweitens auch fiir jede Zahl

(19) m=kp* <n, u=0, (k,p)=1
die aus (17') zu berechnenden Grifien

ck,l’ Ck,p’ ey Ck,p,“
m R® liegen, so gehiren auch ay, ay, ..., a, 2u RP),

Nach dem Friiheren ist nur zu beweisen, daB3 alle GréBen
€1y €y . - .5 Cy i R® enthalten sind, demnach auch alle ¢; ; mit
kl <n. Fir I=1 folgt dies aus ¢; ;=s;. Es sei nun schon
bekannt, daB3 ¢;, ¢y, .. ., ¢,y (M>1) in R® enthalten sind. Ist
(m, p) =1, so folgt schon aus

m
S = 2dcd,
dlm
weil hier ¢, nur in dem Glied mc,, auftritt, daB auch ¢,, zu R®
gehort. Es sei also m von der Form (19) mit x4 > 0. Fiir [ < p#
geht fiir dieses £ in (19) aus (18) hervor, dafl auch ¢, 1, ¢x9, - - -,
Cx, ptt—y in R®) enthalten sind. Ferner gilt dies auf Grund unserer
Voraussetzung fiir ¢; ,u. Setzt man in (18) I = p*, so erkennt
man, daB3 auch c,, in R® liegt.
Damit ist der Satz V als bewiesen anzusehen.

§ 5. FEine Erginzung zum Satz I. Der Satz IV.

Unser Ring R moge in bezug auf eine fesigewdhlte Primzahl p
folgender Forderung gentigen:
F,. Fiir jedes”Element a von R sei

a?=a (mod p),

d.h. a? = a + pa,, wo auch a, in R enthalten sein soll.

4) Man hat auf S. [4] 485 nur 2, = Cp v fiir » = 0,1,2,... zu setzen.
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Hieraus folgt dann auch
a?* = a? (mod p?), a?’ = a?* (mod p3), ...
Ferner erkennt man leicht, daB auch fiir den Ring R®) die

Forderung F, erfiillt ist. Denn ist ¢ :%, wo a ein Element
von R ist und % eine zu p teilerfremde ganze rationale Zahl be-
deutet, so wird

a

p_ =L . (gp—hp-1g) =p. 2 —pp-1
e —ec= (a®? —hP-1a) ph,—i—(l K )h’,

was wegen p/(1—h?-1) die Gestalt pe; mit ¢; C R hat.
Auf Grund des Satzes V laBit sich hieraus ohne Miihe folgern:
II . Dann und nur dann liegen alle Koeffizienten ay, a,, . . ., a,
unseres Polynoms f(x) in RP), wenn erstens die n Potenzsummen
81, S35 ...5,8, tn R® enthalten sind, und wenn zweitens fir
jeden Index

m=kp*=n, u>0, (k,p)=1
in R® die Kongruens

(20) Sim = Sm (mod p*)

LS

besteht.

Um dies zu beweisen, benutze man wieder die durch die For-
meln (17) eindeutig bestimmten GroBen ¢ ,» (v=0,1,...).
Liegen alle ay, a,, . .., a, in R®), so gilt dies auch fiir alle s, und
alle ¢ ,». Die Differenz

148t sich in der Form

(21) d,, = (c,ﬁ’i—c,’c’ﬁ_l) + p(cﬁ";—l-—c,fc”";_2) + ...+

-+ "”l(cp e _) be
P %, =1 g, piu=t) TP g

schreiben. Ist aber fiir R, also auch fiir R® die Forderung F,
erfillt, so wird jeder Summand der in (21) rechts stehenden
Summe in R® kongruent 0 mod p¥, folglich gilt dies auch fiir
d,, was die Kongruenz (20) liefert.

Weill man umgekehrt, da s, s5, ..., s, in R® liegen und den
Kongruenzen (20) geniigen, so erhilt man fiir jedes zu p teiler-
fremde k und fir

m=kk, k..., m=n
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Schritt fiir Schritt (innerhalb des Ringes R(®))

(22) Sp = Cp,1

(22%) dyp = (cg,l—ck,l) + pey, =0 (mod p)

(22”)  dypr = (F1—CEa) +P(Bp—Cryp) + P, =0 (mod p?)

usw. Aus (22) folgt ¢, ; C R, aus (21’) ergibt sich daher
Py, =0 (mod p?), d.h. ¢; , C R®),

aus (22"') alsdann
PP, p2 =0 (mod p?), d.h. ¢; 2 C R®

usw. Folglich sind neben den s, auch alle ¢, ,» in R®) enthalten,
demnach gilt dies auch fiir ay, a,, ..., a,.

Der Satz VI ist nur ein Spezialfall von II . Denn setzt man
fir beliebiges a

0 = (o4 (ot (a2

so wird

gy =1—(Dt+@e—. .. + 1 (@
der n-te Abschnitt der Potenzreihenentwicklung von
h(t) = (1—t)~

Daher stimmt der n-te Abschnitt von

—tg%lzslt—}-%ﬁ—}—...

mit dem n-ten Abschnitt von

th'(t)__a_t____ 2
—h—(t—)——l_t—at—i—at +...
iiberein, d.h. es wird
S =8=...=8,=4a.

Ist nun a in einem Ring R gélegen, der der Forderung F,
geniigt, so sind in diesem speziellen Fall die Voraussetzungen des
Satzes II gewiB erfiillt, folglich sind alle Binomialkoeffizienten (";)
fir m=2,8,... in R® enthalten. 5)

5) Man beachte, daB3 der Grad n von f(z) beliebig gro3 gewihlt werden kann.
Bei der Berechnung von
a 1
(m) =" a(a—1) - «+(a—m+1)
in unserem Korper K hat man unter a — v das Element a — ve zu verstehen, wenn
¢ das Einheitselement von K bedeutet.
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Soll umgekehrt fiir jedes a aus R jedes (:l) in R® liegen, so
ergibt sich insbesondere, da@3

(p—1)! (Z) :;1) -a(@—1) -+ (a—p-+1)

in R™® enthalten ist. Es ist aber, wie in der elementaren Zahlen-
theorie bewiesen wird, fiir beliebiges a

a(@—1)---(a—p+1)=a? —a+pyla)

wo y(a) eine ganze rationale Funktion von @ mit ganzen rationalen
Koeffizienten ist. Es ergibt sich daher, dal in R®

b=a? —a=0 (modp)

wird. Hieraus folgt in bekannter Weise, da3 diese Kongruenz
auch in R gilt. Denn ist

b=p-+becCR, h=1,2,3,..., (hp)=1,

so bestimme man zwei ganze rationale Zahlen u, v, so daB
up +vh =1 ist. Es wird dann

bhu = pcu = (1—vh)c,
also
c =

" bu+chR.

Ein Beispiel fiir einen Ring R, der fiir eine passend gewihlte
Primzahl p der Forderung F, geniigt, erhalt man, indem man die
Gesamtheit R aller ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl-
korpers K des Grades k betrachtet und fiir p eine Primzahl

P=PiPs... P

wahlt, wobei p;, Py, . .., P, voneinander verschiedene Primideale
von K sein sollen. Die Normen dieser Primideale miissen dann
sdmtlich gleich p sein. Fiir jede ganze Zahl a von K wird also
a?=a (mod p;) (A=1,2,...,k),
was
a?=a (mod p)

liefert. Fir eine solche Primzahl p ergibt sich also, ohne daB
weitere Hilfsmittel der Idealtheorie herangezogen zu werden
brauchen, daf} fiir jede ganze Zahl a aus K alle Binomialkoeffi-
zienten (;) mod p ganz sind.

(Eingegangen den 18. Februar 1937.)



