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Sur le développement des fonctions définies dans
un intervalle infini en séries de polynomes de
M. S. Bernstein

par

I. Chlodovsky

Moscou

1. M. S. Bernstein a démontré ') que toute fonction continue
définie dans [0, 1] peut étre représentée comme la limite d’une

suite de polynomes
n

(1) B,[f@]= > (1) 7 (5)a—a)™
k=0
convergeant uniformément sur ce segment.

Le polynome B, [f(z)] est appelé polynome de M. S. Bernstein.
La formule (1) nous montre que les coefficients des polynomes
de M. S. Bernstein sont définis au moyen des valeurs de la fonction
qu’on cherche & approximer aux points rationnels du segment
[0, 1]. A ce point de vue les polynomes de M. S. Bernstein se
rapprochent des polynomes d’interpolation de Newton-Lagrange.
Il est & remarquer que les polynomes de M. S. Bernstein ont
P’avantage d’étre uniformément convergents quelle que soit la
fonction continue f(z), tandis que les polynomes d’interpolation
de Newton ne convergent pas toujours.

Le but du présent travail est d’étudier la représentation par
une suite de polynomes de M. S. Bernstein des fonctions définies
dans un intervalle infini. On peut se borner au cas d’une fonction
f(z) définie dans 0 =< x <<oo. Il est facile de voir que tous les
résultats obtenus peuvent étre étendus au cas de l’intervalle
—oo < a<< oo

2. Considérons une fonction f(z) définie dans 0 < o << oo.
Soit
(2) hyy hgy hgy ..oy By, ..

1) S. BERNSTEIN, Démonstration du théoréme de WeierstraB fondée sur le
calcul des probabilités [Communic. Soc. Math. de Charkow (2) 13 (1912), 1—2].
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une suite croissante de nombres positifs tels que

lim A, = oo.

n—>o
Approximons la fonction f(z) dans le segment fini 0 <z < A,
au moyen du polynome de M. S. Bernstein de degré égal & n.
En faisant une simple transformation linéaire on déduit de la
suite des polynomes (1) la suite suivante:

n

©  mieh =3 (00 () -2

k=0

Nous dirons que la suite (8) est la suite des polynomes de
M. S. Bernstein étendue & un intervalle infini.

I1 est bien naturel de poser la question suivante: quelles sont
les conditions qu’il faut imposer a la fonction f(z) et aux nombres
h,, pour que la suite (8) converge vers la fonction f(z) en chaque
point 2, 0 <2 < o©?

3. 1l est facile de voir que la suite des nombres h, ne peut
étre choisie arbitrairement. Il suffit de considérer les exemples

suivants: en calculant les suites des polynomes de M. S. Bernstein
pour les fonctions 22 et e* on trouve

B,[2% h,] = (1—) 2 + Ly
et

h, n
B,[e®, h,] = [1 + (J—l)hi] .

s 12 . h,
Les exemples considérés prouvent que si le rapport -*ne tend

pas vers zéro quand n croit indéfiniment, la suite correspondante
des polynomes de M. S. Bernstein ne converge pas, en général,
vers la fonction qui I’a déterminée. Par exemple, en posant
h, = mn, on trouve

lim B,[z% n] = 22 + a,
n—>w
lim B, [e%, n] = ele-V=,
n—r 0
. h sl o .
Si -* ne converge pas vers une limite finie, la suite des poly-
nomes (3) est, en général, divergente.
4. Afin d’obtenir des conditions suffisantes pour la conver-

gence des polynomes de M. S. Bernstein dans un intervalle infini,
considérons quelques propriétés de la somme
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n

(4) z (rEa—t ™ =1.

k=0

Dans son mémoire ,,Démonstration du théoréeme de Weierstraf3
fondée sur le calcul des probabilités”, M. S. Bernstein, en démon-
trant que la suite des polynomes (1) converge vers f(z), prenait
pour point de départ la propriété suivante de la somme (4):
En prenant une valeur fixe de £ (0 <t << 1) et en considérant
les valeurs entiéres de k qui vérifient I'inégalité

(5) | —t|>o

ou J est un nombre positif arbitraire, on voit que la somme (4)
étendue aux valeurs de k vérifiant I'inégalité (5) tend unifor-
mément vers zéro quand 7 croit indéfiniment. Cette propriété
de la somme (4) est équivalente & un théoréme de Bernoulli bien
connu dans la théorie des probabilités.

Pour étendre la démonstration de M. S. Bernstein au cas d’un
intervalle infini, il suffit d’évaluer la somme précédente avec
plus de précision que dans le cas du théoréme de Bernoulli.

La méthode la plus simple pour évaluer la somme

> (o) =
l —f_i —t | >0

est d’utiliser le théoréme suivant de la théorie des probabilités,
qu’on appelle habituellement inégalité généralisée de Tchebycheff.

Soient z;, @y, 3, ..., , des quantités indépendantes dont les
espérances mathématiques sont respectivement égales a ay,
@y, . . ., G,. Les espérances mathématiques des puissances des
différences z;, — a; vérifient les inégalités

(6) | Esp. math. (z,—a,)™ | < 13 Hm=2ml,
ou f; est lespérance mathématique de (x;,—a;)? c’est-a-dire la
dispersion de (2;,—ay;), et H une constante positive.

Si la condition (6) est vérifiée, la probabilité de chacune des
inégalités
(@ +ap+ . -« +@,)—(ay+a3+ . . .+a,) = 2:VB
(1 +2+ . .« +2,)—(ay+8+ .. .4+a,) < —23VB

est inférieure & ¢=#* si B=f, +fo+ ...+ B, et 0<z§%/7?.

(7)
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Appliquons le théoréme énoncé au schéma de Bernoulli. Con-
sidérons a cet effet un événement E dont la probabilité est égale
a ¢, posons z; = 1 si ’événement a lieu & la k-iéme expérience,
et x;, = 0 dans le cas contraire. Il est évident que l’espérance
mathématique a; de la quantité z;, est égale a ¢, la dispersion
B; de la différence x, — a;, est égale & #(1—¢). On a ainsi

ap =1, B =1t1l-1t),
donc
B=2§ +8+...+ b, =mnt(1—t).
Il est aisé de voir que les inégalités (6) ont lieu si I'on pose

H =%—. Les inégalités (7) prennent la forme
(8) k — nt = 2:Vni(1—t),
(9) k—nt < — 22Vnt(1—t).

La valeur numérique de z doit vérifier I'inégalité
0<z= 2 Va(l—).

11 est évident que la probabilité de I'inégalité (8) est égale a

* (M e ~k
ol le signe X* n’est étendu qu’aux termes pour lesquels k vérifie
I'inégalité (8).
D’autre part, la probabilité de l’inégalité (9) est égale a

PIHEE

la somme étant étendue aux valeurs de k vérifiant I'inégalité (9).
En appliquant le théoreme énoncé, on trouve

3" Qoo

2** (:) th(1—t)F < =2,

Remarquons qu’on peut obtenir les inégalités (10) directement
sans faire appel aux résultats de la théorie des probabilités.

5. Considérons une fonction continue f(z) définie dans
0 <2< +400. Soit # une valeur positive fixe inférieure a h,.
Les nombres entiers 0, 1, 2, ..., n seront répartis en deux caté-
gories: la premiere est formée des entiers k vérifiant 'inégalité

(10)
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1) l Ko g \ <4,

n
ol 4 est un nombre positif donné; la seconde est formée des entiers
k qui vérifient 'une des inégalités
kh,

(12) - =9,
(13) Mo g —a.
Les inégalités (12) et (18) peuvent étre écrites sous la forme

k —nt = —hné—
(14) .

k—nt < —22,
ou

@
t = E—

En comparant les inégalités (8) et (9) avec les inégalités (14),
on obtient
nd

 oh, Vat(1—t)

Soit £ un nombre positif aussi petit qu’on veut; choisissons un
0 positif de maniére & avoir simultanément

| fl@) —fl@)| <& si |oy—2| <5,

R

et

h,6
(15) — =< 8.
Il est évident que 6 dépend de ¢ et de la valeur fixée de .
Chaque fonction f(z) peut étre représentée sous la forme

s = 3100 () ()1 2

Il en résulte immédiatement que 1’on a
n
kh,\7 () (2 \F x\nk

(16)| f(@)—B, [ flz), kal | = > [f@)—f (52)] () () (=) |-

k=0
Nous allons décomposer la somme du second membre en deux
autres X* et X**, La somme X* est étendue aux termes pour
lesquels k appartient a4 la premiére catégorie, et la somme Z**
a ceux ou k appartient & la seconde catégorie. On obtient ainsi
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| @) =Bulf@), ]| < | > [f@—1(E)] () () (1 —2)™ |+

27 =] () @) a2

Considérons la premieére somme du second membre de 1'iné-
galité précédente. On a

|3 =7 69 ) G0 -2 | ==

puisque la somme X* ne contient que les termes pour lesquels

17)

kh,
D’autre part il est facile de voir qu’on peut appliquer & la somme

X** les inégalités (10). On obtient ainsi

|5 Lt =] ()6 ()™ | <ancene ) ™,

ou M(h,) est la valeur maximum du module de f(z) dans
o=sz<h,
On obtient finalement

(18) | f(@) — Bu[f(@), bl | <o + 4M(k)e P
ou
2 62

L’inégalité (18) permet de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. 87 f(z) est continue au point x et si Uexpression

n
Mzh—
n

M(h,)e

tend vers zéro pour chaque o 7% 0 quand m croit indéfiniment, il
existe pour cette valeur de x et pour chaque & positif aussi petit
gquw’on veut un entier N tel que pour tous les n = N on a linégalité

| fl@) — Bulf(@), hy] | <e.

Ainsi Pallure de la suite des polynomes de M. S. Bernstein

25
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en un point fixe ne dépend que de la croissance de f(z) et de
PPallure de cette fonction au voisinage du point considéré, et ne
dépend pas de la continuité de f(z) dans tout lintervalle
0 =< oo.

6. Ilestaisé d’obtenir comme corollaire du théoréme précédent
la proposition suivante.

St f(xz) est continue dans 0 < x << oo et vérifie l'inégalité

| f(@)| < C e

pour toutes les valeurs positives de x (C et p élant des constantes
arbitraires), la suite des polynomes de M. S. Bernstein converge
en chaque point de Vintervalle 0 =< x << co vers la valeur corres-
pondante de f(z) pourvu que la suile des nombres h, vérifie les

conditions
_ 1
hn < np-l- 1+1n s

n élant une quantité positive aussi petite qu’'on le veut.

Remarquons que I'inégalité (18) ne permet aucune conclusion
sur la convergence des polynomes de M. S. Bernstein dans le cas
ou la fonction f(z) croit plus rapidement qu’une fonction exponen-
tielle arbitraire.

7. Nous allons maintenant étudier les cas ou la convergence
de la suite des polynomes de M. S. Bernstein définis pour tout
intervalle fini est uniforme. Il est trés facile de démontrer le
théoréme suivant:

THEOREME 2. Si f(z) est continue dans Uintervalle 0 < x << ©
et si Uexpression
2
hﬂ

Mh,)e

, 1 , ., ,
tend vers zéro avec  quel que soit « fini et non nul, la suite des

polynomes B, [f(z), h,] converge uniformément vers f(x) sur chaque
segment fini 0 < a < x < b.

Pour démontrer ce théoréeme il suffit de remarquer que la
fonction f(z) est uniformément continue sur le segment fini
a <z = b, donc quel que soit ¢ positif fixe, il existe un § tel
que pour tous les points @; et # de [a, b] on a I'inégalité

| flz) — fl@) | <& si |@y—a| <o

D’autre part «? a un minimum sur le segment a < # < b, nous
le désignerons par y%
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Il est facile de voir que pour tous les points # du segment
a < z = b l'inégalité (18) prend la forme

—2
h

|£(@) — Bulf(@), bal| <e¢ + 4M(B)e ™,

ce qui prouve le théoréme précédemment énoncé.
8. La suite des polynomes

B,[f(z)] = if(%) (%) a—ay™
k=0

a la propriété remarquable suivante: si f(#) posséde une dérivée
continue sur le segment [0, 1], les dérivées des polynomes de
M. S. Bernstein convergent uniformément vers la dérivée de f(z).
Afin d’étendre au cas d’un intervalle infini cette propriété des
polynomes de M. S. Bernstein, nous avons besoin du lemme
suivant:
La suite des polynomes

par = 2%+ ) (-2

o 0 =&, < h;'i (’% ——>0) converge en chaque point de Vintervalle
0 << o vers f(z) si f(z) est continue dans 0 < z < oo et si
Vexpression

2N

M(h)e M

rd 1 g
tend vers zéro avec —- quel que soit o # 0.

Le lemme énoncé est évident si f(z) est uniformément continue
dans 0 < 2 < oo.

Si f(z) n’est pas uniformément continue sur le demi-axe réel,
il suffit pour démontrer le lemme, d’apporter quelques modifi-
cations insignifiantes & la démonstration du théoréme 1.

9. Considérons une fonction f(x) continue ainsi que sa premiére
dérivée dans Pintervalle 0 < # << co. Soit M’(h,) le maximum
de la valeur absolue de f'(z) dans le segment 0 < 2 < h,,.

TaEoREME 8. La- suite des polynomes

2 B,[f(@), hy]

converge vers f'(xz) en chaque point de 0 < x << oo st Uexpression
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2 N

o
M’(hn-fl)e Pois

tend vers zéro quand n croit indéfiniment, quel que soit a # 0.
En dérivant le polynome B, 1[f(), hy,41] et en tenant compte
de la formule des accroissements finis, on voit que

2 By 1), byl = D% 8 () () (=)
k=0

0N

ou
h,
0 <& <7
D’autre part

khn+1 — kh”+1
——n+1+§k o T,

. _ khn+l
N — Elc n(n+1)’

done
h,
[ | <22

On obtient ainsi

2 B 7@ hyd = 722 4 0) () (2) (=22
k=0

hn+1 hn+1

En appliquant le lemme précédent, on voit que

lim 3 Byl f(@), byl = 157
n—>®o
c.q.f.d.

I1 est aisé de voir que le théoréme précédent reste vrai quand
on considére les dérivées d’ordre supérieur.

10. Nous n’avons étudié jusqu’a présent que la convergence
des polynomes de M. S. Bernstein aux points de continuité de
f(2); étudions maintenant la convergence aux points de disconti-
nuité de la fonction f(z). En étudiant l’allure des polynomes
de M. S. Bernstein définis sur le segment [0, 1] aux points de
discontinuité de f(z), on peut utiliser la relation suivante %)

?) 1. CHLODOVSKY, Sur la représentation des fonctions discontinues par les
polynomes de M. S. Bernstein [Fund. Math. 13 (1929), 62—72].
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l2
Tim Zf( S )m"(1—~m)"-k—hm 7= ff(m—i—oct)e s
On peut obtenir une formule analogue pour les polynomes de
M. S. Bernstein définis dans 0 =< 2 << o, quand on considere
seulement les fonctions f(x) bornées.
En effet, considérons une fonction f(z) bornée dans 0 < & < o
et telle que I'intégrale

| Fatat)edt (a>0)

existe.

Il est nécessaire de postuler I'existence de l'intégrale, car on
ne suppose pas la continuité de f(z).

Il est évident que sans restreindre la généralité, on peut supposer
f(z) positive.
Considérons le polynome

e = S8 () 60 -
k=0

La somme du second membre peut étre décomposée en deux
sommes X* et X**, La premiere est étendue aux valeurs de k
vérifiant ’inégalité

TV e (- E)<k—E<T)Ea(1-2),

T étant un nombre positif donné et = fixe. La seconde somme
contient tout ce qui reste.
Nous avons supposé f(z) positive, donc on a

a9 >T(E) () () (-2 < Blf@h ] (0=a<h,).

En appliquant & la somme X** D’inégalité de Tchebycheff,
nous avons

*% kh,\ (n 2 \k 2 \n—k -2
2 G 6 G (—5) < de,
ou M est la borne supérieure des valeurs de f(z) dans 0 = & < 03
d’autre part en posant

—Eti)e 1—5)
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et en faisant quelques transformations élémentaires on obtient

1) () (@) 1) = T et T e
_
Vi (1-7)

\ h N . .
ou «a, = 7" l/;— (1 — hi) et ot e tend uniformément vers zéro quand
n n

n croit indéfiniment. En remplagant la derniére somme finie
par une intégrale, on a

S G G 02 = i [ et Taty

Ainsi Vinégalité (19) prend la forme

At =

T _£
71_2; [f@+atle” 2dt4n < B,[f(), h] <
—T

1 T ~ 712
<7_27_I[Tf(w+ocnt)e 2dt +q+2MeT.

En supposant que h;" tend vers zéro, on fait un passage a la

limite et on obtient

. . 1 _e
2 = — .
(20)  lim B, [f(), ha] =lim Z= [ f(m+«t)e 7 di

La formule (20) permet de démontrer la proposition suivante:
t2

S f(x) est bornée dans 0 <z < a, st l’mtegmlef f(az—l—oct)e 24y

existe et si tend vers zéro, alors la suite des polynomes B,[f(z), k,]

converge vers f(x) au point x considéré s’il est point de continuité,
et vers la valeur moyenne s’il est point de discontinuité de premiére
espéce.

11. 11 est facile de se débarrasser de I’hypothése restrictive
que f(z) est bornée. En effet, on peut démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME 4. St Pexpression

2n

M(h,)e P
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tend vers zéro avec % pour chaque o # 0, la suite des polynomes
B,[f(z), h,] converge vers la valeur de f(x) aux points de continuité
et vers la valeur moyenne — [ f(@+0)4-f(x—0)] aux points de dis-
continuité de premiére espéce.
La premiére partie du théoreme a déja été démontrée, il ne
reste qu’a démontrer la seconde partie. Supposons que le point

x = o soit pour la fonction f(x) un point de discontinuité de
premiére espeéce. Définissons une fonction w(z) en posant

w(z) = si |z—al|>1,
(@) = [f(a+0) — fla—0)] (z—a+1) si a—1=<z<a,
o(@) =5 [f(a—0) —f(a+0)] (z—a—1) si a<z=<a-+L

La fonction F(z) = f(z) + w(z) est continue au point z = a
et on a

F(a) —_ fla+0) ‘2|‘f(a‘_0).

D’autre part w(z) est bornée dans 'intervalle — o0 < 2 < o
et sa valeur moyenne au point # = a est nulle. Considérons la
suite des polynomes B,[F(z), k,]. On a évidemment

lim B,[F(), k,] = lim [B,[f(z), k,] + B,[w(), k,]].

En remarquant que

lim Bn[w(m)a h,] =0,

n—>o
z=a
on trouve
lim Bn[f(fv) n] f(a+0) —2|—f(a—-0)
n—ro
r=a
c.q.f.d.

12. Passons maintenant & I’étude des polynomes de M. S.
Bernstein dans le domaine d’une variable complexe. Commen-
cons par la considération de la suite des polynomes B,[2?, h,].

Sip=<mn, ona

(21)  Bulen k)= (1—5) (1—2) - (1—57) +
e E
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s (=) (Y4

et sip>n

B[, hy] = 15 2 + @y, o PO e

n(n 1).. hn-1

+azpnz—np.z— A =L

ou les ay, ,, sont des nombres positifs qu’on calcule par récurrence
d’apres la formule

n—k

Ap,p = zmam—lm—l s Bop=0Gpap =1
m=1

La formule (21) montre que la suite des polynomes

B,[p(2), hn);

ou P(2) est un polynome donné, converge uniformément vers
P(z) dans chaque domaine fini du plan de la variable complexe 2

ha . 1
pourvu que —- tende vers zéro avec —-.

En remarquant que dans les formules (21) et (22) tous les
coefficients sont positifs et réels, on a

| B[ ] | < (1= 1) (1 =22 o+ ()7 (p=)
|Bula, h] | < o+ (2) 7 (p>n)

r=|z]|
On trouve ainsi pour chaque valeur entiere de p
(28) | Bal#?s ko] | = Bulr?s bl | 2] =1

14. Soit f(2) une fonction entiére d’ordre fini g. En dévelop-
pant f(z) en série de Taylor, on a
f@) = a
k=0

Considérons maintenant la fonction F(r) d’une variable réelle
r définie par la série
@

F(r)zz | ay | r*.

k=0



[14] Sur le développement en séries de polynomes. 393

Comme f(2) est par hypothese d’ordre fini g, la fonction F(r)
vérifie I'inégalité

F(r) < Ce™.

D’autre part, on a évidemment
B,Lf(z), ha] = > @,B,[#%, h,]

k=0
d’ou

| Bulf@), bl | < | @i || Bal#, ko] |-
k=0

En appliquant a cette derniere formule I'inégalité (238) on trouve
IB"[f(z)’ h"]| = Z | akl B,[r*, R,], l R I =7,
k=0
c’est-a-dire

| Balf(2), Bul | < Bu[F(r), by].

Cette derniere inégalité permet de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 5. 8% f(z) est une fonction entiére d’ordre fini o et
1

st les nombres h, vérifient les inégalités h, < nm, la suite des
polynomes B, [f(2), h,] converge uniformément vers f(z) dans chaque
cercle de rayon fini.

En effet, la croissance des nombres h, est choisie de telle
maniére que la suite des polynomes B,[F(r), h,] converge unifor-
mément sur le segment 0 <7, < r <7, vers la fonction F(r).
Donc on peut toujours trouver un entier N tel que pour tous
les n > N et pour tous les r du segment considéré, on ait I’inégalité

B,[F(r), h,] < 2F(r3)-

I1 en résulte que

| BuL£(2), k] | < 2F(r3)
sin < |z| =7,

Nous avons ainsi démontré que la suite des polynomes
B,[f(z), k,] est uniformément bornée dans le cercle de rayon
| 2| = 7. D’autre part nous avons vu précédemment que la suite
considérée converge uniformément sur le segment (0, 7,) de I'axe

réel, donc elle converge uniformément dans tout le domaine
| 2] = 7.

(Regu le 8 juin 1936.)



