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Über die Winkelderivierten schlichter Funktionen
von

S. Warschawski

Ithaca, N. Y.

Es sei w = f( z) eine im Kreise 1 z 1  1 regul,re Funktion, die
z 1  1 auf ein schlichtes Gebiet G der w-Ebene konform abbil-
det. Ist = m ein erreichbarer Randpunkt von G, so ist bekannt-
lich für ein ( auf 1 z = 1 lim f(z) = w, wenn z- Ç in einem

z-ç
beliebigen von zwei von ( ausgehenden Kreissehnen gebildeten
Winkel strebt. Setzt man !(C) = 00, so ist also f(z) stetig in ( bei

Annâherung "im Winkel". Ist nun darüber hinaus lim f(z) rU) f’ (i;)
Z-&#x3E; z- 

’f

für z - C im Winkel vorhanden und =1= 0, # oo, so nennt man

f’ ( ) die Winkelderivierte in z = (. In den letzten Jahren ist eine
Reihe von Kriterien für die Existenz der Winkelderivierten ange-
geben worden 1). Diese kônnen im wesentlichen auf das folgende
Prinzip zurückgeführt werden: Es wird ein G enthaltendes und
ein in G enthaltenes Gebiet angegeben, die beide den Randpunkt
W = (J) gemeinsam haben, derart, daß die Abbildungsfunktionen
von 1  1 auf diese Gebiete in dem w "entsprechenden" Peri-
pheriepunkt eine von 0 und oo verschiedene Ableitung besitzen.
Hieraus wird dann auf die Existenz der Winkelderivierten für

f(z) geschlol3en.
Im ersten Teile dieser Note geben wir ein auf einem âhnlichen

Gedanken beruhendes Kriterium für die Existenz der hôheren

Winkelderivierten. Für jedes ganze n &#x3E; 1 wird unter der An-
nahme, daB der Rand von G in der Umgebung von 00 "zwischen"
zwei geeigneten Kurven (,,Vergleichskurven") bleibt, die einen

1) C. CARÀTHÉODOR.Y [Sitzungsber. Akad. Berlin 1929, 39-54]; G. VALIRON

[Bull. Se. Math. (2) 53 (1929), 70 und 56 (1932), 208-211] ; L. AmFoRs [Acta
Soc. Sc. Fennicae (Nova Ser. A) 1 (1930), No. 9, 36] ; J. WOLFF [C. R. 191 (1930),
921 und 200 (1935), 630201331]; C. vrssER [C. R. 193 (1931), 1388-1389]; J. G.
VAN DER CORPUT [Proc. Acad. Amsterdam 33 (1932), 330-332]; S. WARSCHAWSKI
[Math. Z. 35 (1932), 454-456].
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analytischen Kurvenbogen in einem bestimmten, von n ab-
hângigen Grade berühren, gezeigt: f(z) hat in z = © die "Taylor"-
Darstellung

mit lim rn(z) = 0 im Winkel. Hieraus folgt unmittelbar, daB

für z -&#x3E; im Winkel strebt. Eine

analoge Darstellung gilt auch für die zu f(z) inverse Funktion
(Satz II).
Im zweiten Teile zeigen wir, daB unter geeigneten Annahmen

über die Vergleichskurven, die "Taylor"-Darstellung sogar für
gewisse tangentielle Annâherungen gilt. (Satz III und Zusatz zum
Satz II. )

Sind die Voraussetzungen des Satzes II oder III für jedes n = 1,
2, ... erfüllt, so erhâlt man eine asymptotische Entwickelung der
Abbildungsfunktion in einem Randpunkt.

I. Taylordarstéllung im Winkel und Winkelderivierten.

§ 1. HILFSSÂTZE.

HILFSSATZ 1. Es sei g(t) in  -n, n) integrabel und

n &#x3E; 1, vorhanden. Setzt man für 1 z 1  1

so gibt es n + 1 Konstanten ao, al , ... , an, so daß

mit

gilt, wobei lim r n (z) = 0 in jedem Ilinkel W 0:: 1
z-+l

gilt.
Beweis. (2) folgt, wenn man die für 0  1 tl  n gültige

Relation
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mit 2013 g(t) multipliziert und gliedweise über - n ... n integriert.2n
Um lim T n(z) = 0 in Wet einzusehen, schreibe man für ein c5 mit

Da in W ex :  konst gilt, ist in Wa :

ist also durch passende Wahl von t5 beliebig klein zu machen.

Bei festem 15 streben aber f-6 und f gegen 0 mit z -&#x3E; 1.

-7£ t5

HILFSSATZ 2. Es sei u g(v), 1 v a (g(0) = g’(0) = 0) ein
analytischer Jordanbogen y. Es sei d(v) für 1 v  a stetig und

lim d(v) = 0. Ist Co =D(w), W=U+iv, mit S2(0) = 0, D’(0) = 1
v-o "

regulâr in einem y enthaltenden Kreise um w=0 und bildet m =Q(w )
(co = Q + ii) y auf ein Stück der i-Achse ab, so geht der Bogen
u = g(v) -f- d(v), ] v [  a, über in einen Bogen a = cr(v), r = T(V),
für den t(v) N v, a (v) N d(v) bei v -&#x3E; 0 ist.

Beweis. Wegen D’(0) = 1 strebt für u = g(v) + d(v) bei v -&#x3E; 0
(v * 0):

Weiter genügt es offenbar la(v)IC’-Jld(v)B bei v -&#x3E; 0 nach-
zuweisen. Wir bezeichnen den Punkt g(v) + d(v) + iv mit P,
g(v ) + iv mit Q, ihre Bildpunkte in der o-Ebene mit P1 bzw. Q1 
Der Punkt i-r(v) werde R, genannt, der ihm entsprechende Punkt
auf y : R. Dann ist Q1Pl &#x3E; R1Pl = la(v)l. Wegen .Q’(O) = 1 ist
QlPl  (l+e)QP= (l+e)ld(v)l, , wo e -&#x3E; 0 mit v -&#x3E; 0 geht. Also
ist 1 a ( v) 1  (1 +e ) 1 d (v ) 1 
Um la(v)1 für P =A Q nach unten abzuschätzen, beachte man,

daB der Winkel Q1 Pl R1 = El -+ 0 bei v -&#x3E; 0 strebt; denn nach
dem Rolleschen Satze gibt es eine zu der Strecke P1Q1 parallele
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Tangente des Bogens P1Ql’ der das Bild der Strecke PQ vermit-
tels w = Q(w) ist. Da aber PQ parallel der u-Achse lauft und
lim arc Q’(n) = 0 ist, so streben die Steigungen aller Tangenten
w--&#x3E;O

von P1Q1 gleichmâl3ig nach 0 mit v --&#x3E; 0. Daher ist 1 a(v) = R1P1 =
Q1P1 COS el &#x3E; (1-e2)QP, Wo lim E2 = o ist.

v--&#x3E; 0

SATZ 1. C sei eine geschlossene Jordankurve durch w = 0

(w = u + iv), G ihr Inneres. Für 1 vi  a, a &#x3E; 0, môge u = g(v )
mit g(0 ) = g’(0) = 0 einen analytischen Jordanbogen darstellen.
C sei in einer Umgebung von w = 0 durch u = go( v ) , I v  a, mit

g0(0) = g’(0) = 0 und beschriinktem 1 g" ( v ) 12) gegeben; ferner kon-
vergiere

Bildet w= F(z) mit F(I)=o lzll auf G ab, so gilt
(3) F(z) = Ao + A1(z-1) + ... + An(z-l)n+(z-l)nRn(z)
mit

yc

lim Rn(z) = 0 für z -&#x3E; 1 in jedem 14’inkel 1 arc ( i -z ) )  oc  2 2

Beweis. 1. Es gibt eine in Iwl  e bei passendem e &#x3E; 0 regu-
lâre schlichte Funktion m 0(w), Q(O) = 0, Q’ (0) = 1
(w = or + i T) die einen in Iwle gelegenen, w = 0 als inneren

Punkt enthaltenden Teil y des Bogens 2c = g(v ) auf ein Stück
der i-Achse der m-Ebene abbildet. Man darf nun annehmen, daB
C in 1 w  e liegt. Sonst ergänzen wir einen Teilbogen u = go(v ),
1 vi  b  a, von C durch einen in G und 1 w 1  e liegenden
Jordanbogen zu einer geschlossenen Jordankurve C*, deren

Inneres G* in G liegt. Man nehme nun an, der Satz sei für eine
Funktion F* (z) mit F* (1) = 0 bewiesen, die 1 z 1  1 auf G*

2 ) Die Annahme der Beschrânktheit von gl"(v ) und gl *" (v) soll folgendes sicher-
stellen : Ergänzt man die durch u =g1(v) und u = g1*(v) gegebenen Bôgen zu
geschlossenen Jordankurven, und bildet man das Innere dieser Kurven auf 1 z  1

ab, so sollen die Abbildungsfunktionen eine stetige nichtverschwindende Ableitung
in einer Umgebung von w = 0 besitzen. Hierfür genügt es, weniger anzunehmen:

für g1(u), daB gi’(v) stetig ist und gleichmal3ig in v mit

b--&#x3E; 0 gegen 0 strebt, und für g1*(v) das gleiche. (Siehe 1), Math. Z. 35, 433, Satz 10.)
Die obige Annahme ist mit Rücksicht auf die Einfachheit der Formulierung
gemacht.
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abbildet. Die Umkehrfunktion von w = F(z) führt nun G* in
ein Teilgebiet E* des Einheitskreises über, dessen Randkurve
einen z = 1 als inneren Punkt enthaltenden Peripheriebogen von
1 z 1 = 1 als Teil hat. Bildet nun z = z(C) 1 1  1 so auf E*

ab, da.f3 ,= 1 z = 1 entspricht, so ist z(C) nach dem Schwarz-
schen Spiegelungsprinzip in einer Umgebung von C = 1 noch
regulâr und z’(1) e 0. Daher gilt für ihre Umkehrfunktion C = ’(z)
in einer Umgebung von z = 1:

Um nun (3) zu finden, hat man wegen F*(C) = F(z(C)) in die als
bereits bekannt angenommene Darstellung der Form (3) für
F* (C) in C - 1 den durch (4) gegebenen Wert für C -1 einzusetzen.

2. Wir nehmen nun an, C liege in Iwle; ro=Q(w) bildet
nun G auf ein Jordansches Gebiet T ab, dessen Randkurve durch
ro == 0 hindurchgeht, und es genügt, den Satz für die Funktion
w 0 (z) =,Q( F(z)) zu beweisen, die 1 zl  1 so auf F abbildet,
da13 z = 1 cv = 0 entspricht.

3. In einer Umgebung von w = 0 hat man für die Randkurve
von r die Darstellung w = Q(go(v) -f- iv ), 1 vI  al  a fur pas-
sendes a, &#x3E; 0. Wegen Hilfssatz 2 ist 1 a(v) 1 = 1 fflQ(go(v) + iv) 
 konst . g0(v) - g (v) 1 . Daher konvergiert

Nun beachte man, daB wegen der Annahmen über go(v),
w = F(z) = u(z) + iv(z) in einer Umgebung von z = 1 eine

stetige, nichtverschwindende erste Ableitung hat. Weil C in w - 0
die v-Achse zur Tangente hat, besitzt daher auch v(ei1i) in einer
Umgebung von e = 0 eine stetige, nichtverschwindende Ableitung.
Setzt man daher v = v(eiD) in Q(v ) ein, so folgt wegen 3îO (eiO) =
= a( v(eiD)) und wegen der Konvergenz von (5) die Konvergenz von

bei passendem fJ &#x3E; 0. Da nun OE(z) offenbar in der Form (1) mit
g(t) - 9îO(eil) darstellbar ist, so folgt die Behauptung über O(z)
aus Hilfssatz 1.

§ 2. HAUPTSATZ.

SATZ II. G sei ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, das
w = 0 als einen lângs der positiven reellen Achse erreichbaren Rand-



351

punkt hat (w = u + iv). Für 1 v  astelleu=g(v), g(O)=g’(O)=O,
einen analytischen Jordanbogen dar, und gi(v) und gÎ(v) seien
stetige Funktionen mit den Eigenscjcaften:

a) g’’1(v ) und g*" (v) sind vorhanden und beschriinkt 2); ferner
ist g1(0) = g*1(0) = g’1(0 ) = g1* (0) = 0;

b ) es existieren die Integrale

Ferner sei gl(v)  gf(v), und in einer Umgebung von zo = 0 sei
der Rand von G in dem Bereiche gl(v)  u  gf(v), 1 v  a

gelegen.
Bildet dann z = q(w ) G auf 1 z 1  1 ab, so gilt

mit el =F 0 und lim en (w) = 0 in jedem Winkel Wex : 1
’v-&#x3E;O

Ferner ist in jedem Wa :

VORBEMERKUNG: Aus (6) folgt, da,8 auch für die Umkehrfunktion
w = f(z) von cp(w) in einem Punkte von 1 z = 1, den man als
z = 1 annehmen darf, gilt:

Denn zunâchst ist, da w = 0 ein in ’arc w erreich-

8) Dies ist eine einfache Folgerung aus (6). Ist nàmùch

so liegt für zv in Wa der Kreis Kzv mit dem Radius r = 1 w l Sin v in Wa + tp’ also
auch in G bei genügend kleinem 1 wl. Dann gilt z.B. für v = n:

also wegen (4) und wegen

bei w -&#x3E; 0 in WIX. - Analoges gilt für v  n.
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barer Randpunkt von G ist, bei geeigneter Normierung der Abbil-

dungsfunktion, lim f(z) = 0 im Winkel. Wegen lim arc 
99(W) -1 -

z-i w-&#x3E;O 
w

f(z)
arc el = O im Winkel folgt daher, daB auch lim arc z-1 = - 0g 

z-&#x3E;l 
z-1

im Winkel gilt, d.h. die Abbildung w = f(z) ist in z = 1 winkel-
treu. Unter Benutzung dieser Tatsache beweist man (7) analog
wie die Existenz der inversen Reihe einer konvergenten Potenz-
reihe.
BEWEIS. 1. Für j vi  b, bei passendem b &#x3E; 0, liegt u = gl(v)

auBerhalb, u = g*(v) innerhalb G. Wir ergânzen die hierdurch

gegebenen Bôgen zu geschlossenen Jordankurven Cl resp. C
derart, daB das Innere CI von Ci G enthâlt, das Gi von Ci in G
enthalten ist, und daß ferner der Punkt wo, den z = fJ( w) in 0

überführt, nicht in Gi + C i liegt. z = pl(w) môge G1 so auf
jzl  1 abbilden, daB !fJ1(WO) = 0, 991 (0) = 1 ist. Dann gilt nach
dem Lindelôfschen Prinzip

2. Da G* Wo nicht enthâlt, ist jeder Zweig von log 99(w) und
log çi(zv) in Gi eindeutig und regular, und es gilt wegen (8)

Ist nun wi = gi(v) + iv auf Ci genügend nahe bei w = 0, so

liegt die Strecke s, die w* mit ze?1 = gl (v) + iv auf Ci verbindet,
bis auf Wl in G1. Wegen der Annahme (a) über gl(V) ist 9’(w)
in einer Umgebung von = 0 in G, + C, stetig 2 ), und da
lim JJ1(W) = 1 gilt, so ist in einer solchen Umgebung von = 0

(M Konstante).

Daher ist für wi auf ci, in einer Umgebung von = 0, bei

Integration lângs s:

3. Es môge nun w = f,’- (z) 1 z 1  1 so auf Gi abbilden, daB
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fi(1) 0 ist. Wegen der Annahme (a) über g*(v) 1 hat
in einer Umgebung von lS = 0 nichtverschwindende stetige Ab-
leitung 2). Daher konvergiert für ein f3 &#x3E; 0

Wegen (10) konvergiert somit auch

Da offenbar für eine feste Bestimmung von log pC

(p Konstante) gilt, und da ferner wegen (9) und (11)

existiert, so hat log cp (fi(z)) und daher auch
eine "Taylor-Darstellung" der Form (2) in z = 1.
Um nun hieraus (6) zu gewinnen, beachte man, daß nach Satz I

w = fi (z) bereits eine Darstellung der Form (3) hat, und dal3
wegen der Winkeltreue der Abbildung w ==fi(z) in z = 1 auch
die inverse Funktion z = q;i(w) die Darstellung

im Winkel besitzt. Man hat nunmehr nur den hierdurch gegebenen
Wert von (z-1) in die Darstellung von q;(fi(z)) einzusetzen, um
(6) zu erhalten.
DaB cl in (6) nicht 0 ist, folgt aus der Tatsache, daB die Ab-

bildungsfunktionen von G, und Ci auf 1 z 1  1 in w = 0 von 0

verschiedene Ableitungen besitzen 4).

II. Verallgemeinerung für tangentielle Annaherung.

Setzt man im Satz II g(v) - gl(V) und g*(v) - g(v) als

monoton wachsend mit 1 vs voraus, so kann gezeigt werden, dal3

4) S. I.c. 1) lklath. Z. 35, 454. Vgl. auch B. GROOTENBOER [Bull. S. 1B1. F. 61

(1933), 130] und Over het gedrag van een conforme afbeelding bij een rand-
punt [Diss. Utrecht, 1932], 24.
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dessen Behauptung sogar noch richtig bleibt, wenn die Differen-
zierbarkeitsannahmen in (a) fortgelassen werden 5 ). Nimmt man
jedoch noch im Falle n &#x3E; 2 eine weitere einfache Bedingung
hinzu, so gilt die Darstellung (6) noch bei gewissen tangentiellen
Annâherungen. Dies soll im folgenden ausgeführt werden. Die
dafür nôtigen Überlegungen scheinen sich etwas übersichtlicher
zu gestalten, wenn der betrachtete Randpunkt des Gebietes G
als w = oo angenommen wird und G auf die Halbebene 8lz &#x3E; 0

(anstelle des Einheitskreises) so abgebildet wird, daB w = oo
z = oo "entspricht".

§ 3. HILFSSATZ.

HILFSSATZ 3. f(t) sei in - 00 t  00 summierbar. Für ein

Il &#x3E;0 und ein c &#x3E; 0 sei If(t) 1  c -( tl,u 1p(t), wobei y( t) &#x3E; o für
t &#x3E; 0, stetig und abnehmend (wachsend) ist. Für t  0 sei y(t) =

1p( - t), und Itl,u1p(t) sei auch in t = 0 definiert und stetig. Ferner
sei für ein ganzes m &#x3E; - 1 :

Setzt man dann

sa gilt:

mit

wobei lim in jedem Bereich

bei beliebigem festen e mit 

5) Unter dieser Annahme LâI3t sich nämlich eine Funktion ô (v) (ô (0) = ô, (0) = 0)
mit beschrânkter zweiter Ableitung konstruieren, so daB ’ !gl(V - g(v) S à(v),

ist und ist. Dann kann man Satz II

mit g(v) - b(cv) und 90v + 6(v) anstelle von gl(v) und gl*(v) anwenden.
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Wir führen den Beweis nur für den Fall abnehmender 1p(t) aus,
da der andere analog ist. - (13) ist fur m  1 mit (12) iden-
tisch, für m &#x3E; 1 folgt (13) aus

Beim Nachweis lim Rm(z) = 0 darf man o.B.d.A. y &#x3E;0 an-
Z-&#x3E; ao

nehmen. Sei fur das im Satze genannte e mit 0  e  1:

Für also ist auch

daher ist für

angenommen. Dann ist

wobei nur im Falle sonst aber

steht. Also ist

Daher folgt aus (14) für ,
gesetzt, bei genügend grol3em y:
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Somit hat man in 4 :

woraus wegen der Willkür von A die Behauptung folgt.

§ 4. DIE TAYLORDARSTELLUNG BEI TANGENTIELLEN

ANNAHERUNGEN.

SATZ III. Für ein li &#x3E; 0 und für 0  t  oo sei cp(t) stetig
und von der Form cp(t) = t’y(t), wobei 1p(t) &#x3E; 0 und abnehmend

(resp. wachsend) für t &#x3E; 0 sei. Für t  0 sei 99 (t) = cp( ( -t ) 5a).

Ferner sei fex&#x3E; q;(t)tm-ldt  oo, m &#x3E; - l, ganz, und falls m &#x3E; - 1

ist, sei lim tmcp(t) log t = 0.
1--&#x3E;Go

D sei ein einfach zusammenhiingendes Gebiet in der w-Ebene,
w = u + i v. Der Bereich Dl: u &#x3E;  99 (v), - oo  v  oo, môge D
enthalten, der Bereich Di : u &#x3E; cp(v), - oo  v  oo, in D ent-
halten sein. z = z(w) bilde D auf die Halbebene ffiz &#x3E; 0 so ab,
dap lim z (w) = oo ist. Dann gilt

in jedem Bereich

für beliebiges festes e mit 

ZUSATZ. Fiir die zu z(w) inverse Funktion

in jedem Bereich ¿jetÂ :

für beliebiges festes e mit

la) Es darf lim y(t) = + oo sein; cp(t) = 1 t IPtp(t) ist aber in t = 0 definiert
t-+O

und stetig, und ga(0 ) &#x3E; 0.
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BEWEIS. 1. Wir führen den Beweis wieder nur für den Fall

abnehmender ip(t) aus, da der andere analog ist. - W(z) =
=- U (z) + i V (z) und W*(z) == U*(z) + iV*(z) môgen ffiz &#x3E; 0
so auf Dl bzw. D* abbilden, daLl W(z) und W*(z) reell für reelle
z sind und z = oo zv = oo entspricht. Da die Randkurven von
Di resp. Dt in der Form u = f {v ) mit stetigem f( v) und

lim - == 0 gegeben sind, und da ferner Max 99(v) dt kon-
v -&#x3E; --- -v f Ivl z 1 v2

1

vergiert 6), so haben W(z) und W*(z) in z = oo eine positive
allseitige Ableitung 7), die beide Male gleich 1 angenommen werden
darf. Hieraus folgt insbesondere: Entsprechen w = u + iv und
z =: x + i y einander vermittels w = W z) oder w== W* (z), und liegt w
oder z in seinem Definitionsbereich auf einer in oo mündendén Jor-

6) Ist 1p(t) abnehmend, so ist zunâchst, n &#x3E; 1, ganz:

Nun ist für 2k  2 S 2k+t, k &#x3E; 1, ganz:

wobei die Reihe rechts wegen (*) und konvergiert. Daher folgt

nach (*) zunâchst rein formal,

und da es sich durchweg um Reihen mit positiven Gliedern handelt und

ist, so sind die Umformungen gerechtfertigt. Ist tp(t) wachsend,

so ist alles analog. Man vgl. hierfür die Arbeit von GROOTENBOER, l.c. 4),
137-138 bzw. Diss., 45.

7) S. l.c. 1) Math. Z. 35, 387, Satz 7.
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dankurve L, lângs deren lim - = 0 resp. lim - = 0 gilt, so ist
W--&#x3E;W v --&#x3E; , Y

(17) lim  - 1 für w -&#x3E; oo bzw. z -&#x3E; oo lângs L.
y

2. Wegen U*(z) &#x3E; 0 in x &#x3E; 0 und der Stetigkeit der Rand-
werte U* (iy ) von U* (z ) auf x = 0 gilt in x &#x3E; o S)

und

Eine analoge Darstellung gilt auch für U(z). Zunâchst ist

nâmlieh F{z) = eW(z)-z in x &#x3E; 0 regulâr und hat auf x = 0

(z # oo ) stetige Randwerte F{iy) mit ) 1 F{iy) 1 = eU(ÍY)-x  1.
Ferner ist wegen lim W{z) = 1: W(z) - z = o(lzl) bei z --&#x3E; oo in

zoo 
z

x &#x3E; 0, also für jedes e &#x3E; 0 1 F(z) 1 eelzl in x &#x3E; 0 bei genügend
gro13em f z f. Daher ist nach Phragmén-Lindelöf9 ) F(z) )  1 in

x &#x3E; 0, also eU(z)-x  1, x - U(z) &#x3E; 0 in x &#x3E; 0. Wegen der Ste-

tigkeit von U(i y) und wegen lim W(Z) = 1 gilt daher in der Tat
Z-&#x3E; Co 

z

3. Es sei z = Z(w) = X(w) + i Y(w) die zu W(z) inverse

Funktion. Da D Di enthâlt und in Dl enthalten ist, hat die zu
z = Z(w) inverse Funktion zea = zv(z) in z = oo eine positive end-

liche Winkelderivierte 1 4 ). Somit hat auch Z(w(z» in z = oo
1

die Winkelderivierte 1 . Wegen X(w(z)) &#x3E; 0 ist daher auch 8)

X(w(z») - À-lX ¿ 0 in x &#x3E; 0, also ist

für w in D.

Ferner merken wir noch an, daß z(W*(C)), C=+ir, in

e &#x3E; 0 nichtnegativen Realteil x(W*(Ç)) mit stetigen Randwerten
auf e = 0 hat, und daB daher in e &#x3E; 0 gilt:

8) S. J. WOLFF et F. DE KOK [Bull. S. 1B1. F. 60 (1932), 225-226].
9) S. z.B. L. BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 133.
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4. Wir leiten nun aus (20) eine Ungleichung her. Sei 0 {}  1.

Wegen U(i t )  0 ist nach (20) für x &#x3E; 0 und y &#x3E; 0

bei y - co und festem t9.

Ferner gilt

für y - oo und festes 0.

bei genügend grol3em y, da wegen (17)

ist.

SchlieBlich ist noch wegen U( -it) = U(i t ) für A &#x3E; 0
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Somit erhalten wir fur festes e und y &#x3E; yo = Yo({}), z = x + iy,

und wegen U(x+iy) = U(x-iy) gilt das gleiche auch für

y -Yo, y-* - oo .
5. Wir wenden nun (23 ) auf einen speziellen Fall an und führen

dabei zv vermittels z = Z(w ) als neue Variable ein. Es sei w = u + iv
ein fester Punkt auf einer in w = oo mündenden Jordankurve
L in Dl, lângs deren lim v = 00 bei Durchlaufung von L in der
einen, lim ro == - oo bei Durchlaufung in der entgegengesetzten

Richtung ist und lim u = 0 gilt. Dann ist x = X(zv), U(z) = u,
w --&#x3E; oo v

y = Y(w); setzt man für den Augenblick (1 - lS)y == r, so ist

U(iy(l -iû» 1 = 1 v(iq) l’V(V(iîî».
Wendet man (17) für z == in und w = W(ir) an, so ist bei

genügend großem 1 71 oder - was wegen y = Y(zv) dasselbe
besagt - bei genügend gro13em 1 w 1

Ferner ist nach (17) für w = u + iv auf L und z = Z(w) (y= Y(w))

bei genügend gro13em 1 w 1. Somit gilt

 i + à )v &#x3E; V ir ) &#x3E; (1-#)3v, 1 U ir ) 1   1 + à l’ I v l ’v(  i - à )v ) .
Daher erhalten wir aus (23) das Resultat: Zu jedem e mit

0  e  1 gibt es ein A = A(e; L ), so da,6 für w auf L mit

1 w &#x3E; A gilt

6. Âhnlieh folgt aus (19) und (17): Ist 0  0  1 und A eine

Kurve in ae &#x3E; 0 von demselben Typus wie L, so ist für z auf A mit
f zl &#x3E; B = B(e; A)

7. Es sei e mit 0  e  1 vorgegeben. Ist O &#x3E; 0 so klein, daB

ist, so enthâli das Bild des Bereiches 4 e : x &#x3E; 0 f y f,u y( (1 -e )y) ,
- oo  y  oo, vermittels w = W*(z) in der w-Ebene den auper-
halb eines gewissen Kreises um zv = 0 gelegenen Teil des Bereiches
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Zum Beweise genügt es offenbar zu zeigen, daß das Bild der
Kurve Ag: x = 49 1 y 1 ’ y( (1 - O)y) vermittels W* (z) für alle
genügend gro.f3en 1 y 1 links 1°) von der Kurve L1+S: u =

(1 +e) 1 v l,u 1/’( (l-e)v )liegt. Sei für z== ae+iy auf Ae, mit 1 yi &#x3E; Bi=
B1(8) &#x3E; B(e; Ae) ( B die Zahl aus (25)) :

Ist 1 Vo genügend groB, so schneidet die Gerade ro = zo das
Bild von Ag nur noch in Punkten w:= U* (z) + i V* (z) mit 1 y &#x3E; Bl ,
môglicherweise aber in mehr als nur einem Punkte. Es sei

zo = Xo + i yo, IYol &#x3E; BI, derjenige Punkt auf Ae’ für den

V*(zo) = vo und u = U*(zo) am grÕI3ten ist. Daher gilt wegen (27)

Da ferner wegen (25)
so folgt aus (28) und (26)

woraus die Behauptung folgt.
8. Jetzt ergibt sich leicht die Behauptung des Satzes. Zunâchst

folgt aus (18), daB für w = W*(C) = W*(e+iq) gilt

in A,: e &#x3E;8/1]/1l1p( (1-8)1]) bei beliebigem festem 8 mit 0  e  1.
Sei nâmlich 0 = 1 - V 1 - s, also (l-e)2 = 1 - 8. Dann ist

nach (25) bei genügend großem :
0 Ç U*(i1])  2Inlll1p( (l-e)t}). Daher folgt (29) aus Hilfssatz 3,
wenn für das 1p(t) und 8 des Hilfssatzes 1p( (l-e)t) bzw. e ge-
u"àhlt werden.

Weiter ergibt sich aus (22), daB für z(W*(» gilt

10) Wir sagen, die Kurve A liege links (bzw. rechts) von der Kurve u = g(v),
1 v 1 A, wenn für jedes vo, 1 Vo &#x3E; A, die Abscissen aller Schnittpunkte von v = vo
mit Ag(vo) (resp. g(vo) sind.
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in A.. Denn setzen wir wieder 0=12013 VI -8 und wenden
zunâchst (24) mit e anstatt (9 an, so erhalten wir wegen (21)
für w auf L*: u = [ vj’y(v), bei genügend groi3em 1 v 

Setzt man hier w = w* (Í1]) ein (- cx) ,q  oo), so folgt wegen (17)

bei genügend groBem 1171 und daher die Behauptung nach Hilfs-
satz 3.

9. Um nun schlieBlich (16) zu erhalten, beachte man, daB aus
(29) auch umgekehrt folgt

wenn nur w - oo innerhalb eines Bereiches in DT geht, dem ver-
mittels W*(e) ein Bereich der e-Ebene entspricht, in dem
lim Bm{C) = 0 ist. Nach Nr. 7 (Anfang) ist dies aber bei ge-

e-&#x3E;oe
gebenem 8 mit 08 1 sicher der Fall für den auBerhalb eines
gewissen Kreises um w = 0 gelegenen Teil von Dl+e. Daher ist
lim Rm{w) = 0 in D1+e. Setzt man (31) in (30 ) ein, so erhâlt

tv--&#x3E;oe

man die gewünschte Darstellung für z{w).

BEWEIS DES ZUSATZES. Nach Satz III ist für w auf der Kurve

also insbesondere lim z(w)= 00 und lim y(w) = + oo (y(w) =
w-m V-&#x3E;+ 00

§§z(w)), lim y(w) = - ce. Sei nun o  E  1. Ist dann 0 so
v-&#x3E;-oe

klein, dal3

gilt, so liegt das Bild von Lz+0 vermittels z = z(w) fuir alle ge-
nügend groI3en 1 v links 10) von der Kurve
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Sei nâmlich A, &#x3E; 0 derart, daB f’Lir zer auf L1+0 mit 1 vi &#x3E; A,

gilt, und daB (24) anwendbar ist. Ist nun 1 yo hinreichend groB,
so schneidet die Gerade y = yo das Bild von LI+e nur noch in
Punkten z(w) = x(w) + iy(w) mit 1 v &#x3E; A1. Sei Wo = 2co + ivo,
1 vol &#x3E; Al, derjenige Punkt auf L1+e’ für den y(wo) = yo und
x(wo) = yo und x(wo) am grôl3ten ist. Dann ist nach (21) und (24)

und wegen (33) und (32) ist daher

womit die obige Behauptung bewiesen ist.
Das Bild des Bereiches D1+e: u&#x3E; (1+Ù) [vl’y((1-e)v)

vermittels z = z(w) in der z-Ebene enthâlt somit den aul3erhalb
eines hinreichend großen Kreises um z = 0 gelegenen Teil des

Bereiches

Die Entwickelung für w(z) ergibt sich nun durch Umkehrung
der Entwickelung (16) für z(w), wenn man beachtet, daß das
bei der Umkehrung zunâchst formal gewonnene Restglied
r . (z) -&#x3E; 0 strebt, wenn z- oo in einem Bereiche in 91z &#x3E; 0 geht,
dem vermittels w(z) ein Bereich der w-Ebene entspricht, in dem
lim em(w) = 0 ist. Nach dem eben Bewiesenen ist dies der Fall,

w-&#x3E; oo

wenn z- oo in J,, Â geht.

§ 5. FOLGERUNGEN.

1. ERGÁNZUNG ZU SÄTZEN VON C. VISSER UND J. G. VAN DER

CoRPUT. Herr van der Corput hat kürzlich ein Kriterium für die
Existenz einer positiven endlichen Winkelderivierten hergeleitet, 11 )
das, wie er zeigte, mit einem Kriterium von C. Visser 11 ) âquivalent
ist, und das so formuliert werden kann:

Es sei D ein einfach zusammenhiingendes Gebiet in der w-Ebene
(w = u + i v). Für t&#x3E;o sei y (t) &#x3E; 0, stetig und wachsend ; für
t  0 sei y (t) = y (- t). Ferner sei

11 ) Siehe 1. c. 1).
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D enthalte Di : u &#x3E; y (v) , - oo  v  oo , und sei in Dl :
u &#x3E; - y(v ), - oo  v  00, enthalten. Bildet dann z = z(w) D
so auf Rz &#x3E; 0 ab, dafl lim z(w) = oo ist, so hat z(w) in w = oo

w t 00
eine endliche positive Winkelderivierie A. 12).

Dieses Kriterium ist übrigens auch âquivalent mit einem vom
Verfasser für den Fall angegebenen 13 ), daB der betrachtete Rand-
punkt endlich ist. Man erhâlt dessen Formulierung für den Fall
des unendlich fernen Punktes, wenn man in dem van der Corput-
schen Satz (34) durch die (nach 6) aquivalente) Bedingung

ersetzt.

Aus Satz III folgt nun (für m = - 1, ,u = 0, q;(t) = y(1)) , daB
lim 

z(w) 1 
. 

h 
. 

W. k 1 d 
.. 

d B . hlim w = 1B, nicht nur im Winkel, sondern in jedem Bereich
w-&#x3E;oo 

w

D1+e: u &#x3E; (l+8)1p( (l+8)v), - 00  v  00, gilt (0  e  1). Für
die Umkehrfunktion w(z) = w(0153+iy) von z(w) ist lim 

w(z) 
= Â.-l

z-3 00

in fedem Bereich

Ferner erwâhnen wir noch, daB Satz III (mit m = 0, li = 0
und abnehmendem (p(t» eine analoge Verallgemeinerung hinsicht-
lich der Annâherung W -&#x3E; 00 für ein kürzlich von Herrn J. Wolff
und dem Verfasser gemeinsam bewiesenes Resultat 14) über die
Existenz von lim [z(w) - wÂ] liefert.

W--&#x3E;.o

2. ZUSATZ ZUM SATZ II. Man ersetze die Voraussetzung (a)
im Satze II durch die Annahme, dafJ g*1(v) = g (v) + à(v ), gi(v ) =

g (v) - ô (v) ist,, wobei à (v ) &#x3E; 0, stetig und gerade für ) 1 v 1  a ist,, mit
f vi 1 wâchst und, falls n &#x3E; 1 ist,, lim ô (v)v-n log v == 0 gilt. Dann gilt

v-&#x3E;’o

in (6) lim en(w) == 0 sogar, wenn w-+ 0 in dem Bereich Gg
%V---&#x3E;oo

12) Man kann (34) durch die folgende Bedingung ersetzen: Sei für v = V

h(V) &#x3E; 0 derart, daB die Halbgerade u&#x3E; h(V), v = V in D, die Halbgerade
u  -h(V ), v = V auBerhalb D liegt. Ferner sei X (v) = Max h (V). Dann lautet

die Bedingung:

.... 

IV 1 - v 
..

Es ist leicht zu sehen, dal3 sie mit (34) äqui-

valent ist. In der Formulierung von Herrn van der Corput wird D als in u &#x3E; 0

gelegen angenommen und diese Bedingung anstelle von (34) verlangt. Auch beim
Visserschen Kriterium wird D in u &#x3E; 0 angenommen.

13) Siehe 1. c. 1), Math. Z., 454-56.
14) Proceedings Akad. Amsterdam 37 (1934), 145-149.
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(OeI): g(v) + (l+e) l5((I+e)v) ufJ, Ivlcx, geht, der

bei passendem oc und P in G liegt.
Beweis. 1. Es gibt eine in 1 w  e bei passendem e &#x3E; 0

regul,re schlichte Funktion co = fi (w), Q(O) == 0, D’(0) = 1,
(J) = C1 + iT, die einen w = 0 als inneren Punkt enthaltenden Teil

y des analytischen Bogens u = g(v) auf ein Stück der z-Achse
abbildet. Man darf nun annehmen, daß G in [w 1  e liegt. Sonst
kann man G durch einen nicht durch = 0 hindurchgehenden
Querschnitt so zerlegen, daB das eine Teilgebiet, H, w = 0 als

einen lângs der positiven u-Achse erreichbaren Randpunkt hat
und in 1 w [  e liegt. In w = 0 genügt H analogen Vorausset-
zungen wie G. Hat man dann den Satz für eine Funktion z = x (w )
bewiesen, die H auf Izi  1 abbildet, so folgt er für z = ç(tv)
daraus, daß in einer Umgebung von = 0: x(w) = 11’( p(w))
gilt, wo 1jJ( C) in Ç == 0 regulâr und 11" (0) -# 0 ist.

2. Wir nehmen nun an, G liege in 1 w  o und wenden die

Abbildung W = 1 (W = U-f-iTl ) an. Hierdurch wird G in
fJ(w)

ein Gebiet D der W-Ebene übergeführt, das W = oo als einen

lângs der positiven U-Achse erreichbaren Randpunkt hat.
Ferner gehen die Kurven 1*: u = g* (v), l: u = g1 (v ) und le:
u==g(v)+(l+ë)t5((l+e)v), Ivla in je eine Kurve L* resp.
L resp. L(e) durch W = oo über, von der ein Ast aus Tl &#x3E; 0, der
andere aus TT  0 nach W = oo geht.
Wie man nun unter Benutzung des Hilffsatzes 2 leicht sieht,

bleibt für festes q mit 0  -q  1, aul3erhalb eines genügend
groBen Kreises um W = 0, jeder der beiden Äste

(35) 
von L* links 1° ) von Li :

und von L rechts 10) von L1:

Hierbei ist also eine für 1 vI &#x3E; A ste-

tige gerade und mit wachsendem IV 1 abnehmende Funktion.

Offenbar liegt für ein Al &#x3E; A der Teil von Li für ] V 1 &#x3E; A,
innerhalb und der von Li aul3erhalb D. Ferner erkennt man, daB
bei genügend kleinem r¡, au13erhalb eines genügend gro13en Kreises
um W = 0, jeder der beiden Äste von
(36) L(s) rechts von L1+1J: U=(I+îî)y«J-,î)V)V2@ 1 V 1 &#x3E; A,
verlâuft. L1+1J liegt rechts von Li, und befindet sich für 1 V 1 &#x3E; A2
bei passendem A2 &#x3E; A in D.

Sei nun ii fest geivàhlt, so daB (35) und (36) erfüllt ist. Bei
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hinreichend groBem A * &#x3E;A kann man nun y (V) für f v 1  A *
so abändern bzw. definieren, daB y(V) für 1 V 1 &#x3E; 0 stetig und
gerade ist und mit wachsendem 1 V abnimmt, 1p(V)V2 aber auch
in Tj = 0 stetig ist, und daB u = 1p(V)V2 innerhalb, u = - 1p(V)V2
- oo  V  oo, auBerhalb D liegt. Aus dem oben Gesagten
erkennt man dann leicht, daB für D die Satz III zugrundeliegende
Konfiguration erfüllt ist, indem D den Bereich DT: u &#x3E; V21p(V),
oo  Tj  oo, enthâlt und in D1: u &#x3E; - V21p(V) enthalten
ist. Ferner bemerken wir, daB der Teil des Bildbereiches von Ge
vermittels W D(w) , der auBerhalb eines hinreichend groi3enzc
Kreises um W = 0 liegt, sicher dem Bereiche Dl+1]:

angehôrt. Wenn also zv - 0 in G, geht, so strebt

in Dl+. Schliel3lich beachte man, dal3 f’ V/(V)V2vn-3 dV konver-
giert. i

Bildet man nun 1 z 1  1 durch z = z(Z) auf RZ &#x3E; 0 so ab,
daß der Punkt Zl = lim 99(w) in Z = oo übergeht, so gilt für

w j o

nach Satz III (für ,u = 2 und m = n - 2)

mit lim Rm(Z) = 0 in D,+,. Indem man hier von W zu w und
Z-&#x3E; oo

von Z zu z übergeht und das über G, und D1+1J Gesagte berück-
sichtigt, folgt die Behauptung.

(Eingegangen den 8. Juli 1935.)


