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Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschie-
denem Kern und abelscher Faktorgruppe nach
dem Kern

von

Reinhold Baer
Princeton N.J.

Bekanntlich wird die Struktur von Gruppen mit zyklischer
Faktorgruppe nach dem Kern durch die Struktur des Kerns und
die Lage des Zentrums im Kern vollig bestimmt ). Es liegt also
nahe, den Kernbegriff auch fiir die Losung des Strukturproblems
bei allgemeineren Gruppenklassen fruchtbar zu machen. Natiir-
lich kommen dafiir in erster Linie solche Gruppenklassen in Frage,
bei denen Zentrum und Kern wesentlich verschieden sind. Das
Naheliegendste wire dann, Gruppen mit nicht-Abelschem Kern
zu untersuchen; aber deren Struktur wird durch die Struktur
gewisser gruppeninvariant definierter Untergruppen mit Abel-
schem Kern bestimmt 2).

Gruppen mit vom Zentrum verschiedenen Kern und Abel-
scher Faktorgruppe nach dem Kern sind direktes Produkt ihrer
Primérkomponenten. Da wir im folgenden nur solche Gruppen
untersuchen wollen, geniigt es, Primérgruppen zu betrachten.
Um zu erreichen, da3 Zentrum und Kern sich wesentlich unter-
scheiden, beschrinken wir uns auf Gruppen mit wesentlichem
Kern, d. s. Gruppen, deren Kern eine maximale Untergruppe
ohne nicht-invariante Untergruppen ist, und die vom Kern ver-
schieden sind. [Durch die letzte Bedingung werden nur Abelsche
und hamiltonsche Gruppen, deren Struktur ja bekannt ist ), von
der Betrachtung ausgeschlossen.]Dies sind genau die vom Kern
verschiedenen Gruppen, deren Kern jedes mit ihm elementweise
vertauschbare Element enthalt.

') Der Kern einer Gruppe besteht aus der Gesamtheit der jede Untergruppe
in sich transformierenden Gruppenelemente; vergl. hierzu R. BAEr [Comp. Math

1 (1934), 254—283], im folgenden mit K. zitiert.

?) Vergl. R. Bagr, Gruppen mit hamiltonschem Kern [Comp. Math. 2 (}933),
241-—246], im folgenden mit HK. zitiert. ’

3) Vergl. K., Fulinote 1), S. 254.
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2 Reinhold Baer. [2]

Fiir Primérgruppen mit wesentlichem Kern und Abelscher
Faktorgruppe nach dem Kern geben wir eine vollstindige Losung
des Strukturproblems, die wirin einem Spezialfall zu einer expli-
ziten Aufzédhlung mit Hilfe von Zahlinvarianten [analog etwa der
Charakterisierung der endlichen Abelschen Gruppen] ausbauen.

Wesentlich fiir unsere Losung des Strukturproblems ist folgen-
des ,,Reziprozititsgesetz’: Die Ordnungen der Kernelemente sind
beschrankt; ist p™ die Maximalordnung der Kernelemente, so
liefert die Abbildung der Gruppenelemente auf ihre p™-ten
Potenzen eine isomorphe Abbildung der Faktorgruppe nach dem
Kern, also auch der von der Gruppe im Kern induzierten Auto-
morphismengruppe, auf das System und also die Gruppe aller
Kommutatoren von Gruppenelementen mit Kernelementen.

Dieses Reziprozititsgesetz ist stets erfillt, wenn p £ 2, p £ 8;
ist p =2 oder p =8, so gibt es einige Ausnahmen.

Sehen wir von diesen Ausnahmegruppen ab, so werden genau
die ein solches Reziprozititsgesetz erfiillenden Automorphismen-
gruppen durch Primérgruppen mit wesentlichem Kern und Abel-
scher Faktorgruppe nach dem Kern in ihrem Kern induziert;
schirfer: ein Normalteiler einer Primérgruppe ist dann und nur
dann wesentlicher Kern, die Faktorgruppe nach dem Kern Abelsch
und die Gruppe keine Ausnahmegruppe, wenn die in dem be-
trachteten Normalteiler induzierte Automorphismengruppe das
Reziprozitédtsgesetz erfiillt.

Das Reziprozititsgesetz erfiilllende Automorphismengruppen
werden vollig bestimmt durch ihre Struktur als abstrakte Gruppe,
die Struktur ihres Definitionsbereiches und eine Reihe invarianter
Zahlen. Diese Automorphismengruppen koénnen also ebenfalls
explicite aufgezahlt werden, doch charakterisieren der Kern und
die in ihm induzierte Automorphismengruppe nicht mehr voll-
standig die Gruppenstruktur; dazu sind i. A. noch zwei weitere
Invarianten nétig. Die Fille, in denen sie entbehrlich sind, werden
explicite aufgezéhlt und die Abhingigkeit der Invarianten von
einander ndher untersucht.

Bezeichnungen.

f(®) = Kern von & = Gesamtheit der Elemente aus @&, die mit jeder Unter-
gruppe von ® vertauschbar sind.

8(®) = Zentrum von & = Gesamtheit der Elemente aus @, die mit jedem Ele-
ment aus & vertauschbar sind.

C(®) = Kommutatorgruppe von @ = kleinster Normalteiler mit Abelscher Fak-
torgruppe.

T(®) = Gesamtheit der Kommutatoren von Elementen aus & mit Elementen
aus & (®).
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A(®) = Gruppe aller von Elementen aus @ in 8 (8) induzierten Automorphismen.

A x B X...= direktes Produkt der Gruppen 2, B, ...

A MNB N...= Durchschnitt der Gruppen %, B, ...

{...} = vonden eingeschlossenen Elementen oder Elementmengen erzeugte Unter-
gruppe.

®, = zur Primzahl p gehorige Priméirkomponente der Gruppe & = Gesamt-

heit der Elemente von &, deren Ordnung eine Potenz von p ist [§,, ist
nicht immer Untergruppe von ®&].

Unabhingig heilen die Elemente a, b, ... 7 1 einer abelschen Gruppe, wenn
{a, by. ..} ={a} x {b} x ....

Basis = unabhiingiges System von Erzeugenden einer abelschen Gruppe.

[a, b] = aba~1b-1.

§ 1.
Riickfithrung auf primire Gruppen.

Satz 1.: Ist &/ R(®) abelsch und K(®) # 3(®), soist ® direktes
Produkt seiner Primdrkomponenten *).

Bewris: Aus den in H. K. bewiesenen Satzen folgt, daB es
geniigt, unseren Satz unter der Voraussetzung zu beweisen, daf3
f(®) abelsch ist. Sei also im folgenden &(®) abelsch. Wir fithren
den Beweis in mehreren Schritten.

1.) & enthilt nur Elemente endlicher Ordnung. Denn in
Gruppen mit Elementen unendlicher Ordnung und abelschem
G/R(®) ist5) R(G) = B(G).

2.) Fir jedes p ist &, eine Untergruppe von .

Wir zeigen zunichst:

2a.) Sind a, b zwei Elemente aus ®,, so ist [a, b] = aba-1b-1
ein Element aus 8(@®),.

Ist nadmlich etwa p® bzw. p® die Ordnung von a bzw. b mod
K(G®), so ist9):

pb
b2"ab-7"a-1 = [I bé-1[b, a]b1-t.
i=1

Da b7’ in Q(®) liegt, so wird nach K., § 1 (7) die linke Seite eine

4) L#aBt man die Voraussetzung: & (&) 7%= 3(®) fort, so wird der Satz falsch,
da dann Elemente unendlicher Ordnung in & auftreten kénnen. Ist aber & (®) =
8(®) und enthilt  nur Elemente endlicher Ordnung, so folgt unser Satz aus K,
§ 3, Lemma.

5) Nach R. Bagr: Zentrum und Kern von Gruppen mit Elementen unendlicher
Ordnung [Comp. Math. 2 (1935), 247—249], Satz.

%) Nach R. Baer [Math. Zeitschr. 38 (1934), 375—416], im folgenden mit E.
zitiert, und zwar nach § 5, Zusatz, Bedingung 3., S. 407, welche Bedingung auch
erfiillt ist, wenn die dort 3,, 3, genannten Elemente nicht unabhingig sind, wie
die Herleitung der Bedingung 4. von E, § 5, Satz, S. 402—403 zeigt.
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Potenz von a, die in ®(®) liegt, und die linke Seite hat also die
Form: a"?®.
Die rechte Seite wird nach K., § 2 (10):

b

S

[, a] poPG-Dh — [b, a]l’” pPPR[P*(2® 127
i=1

Da a, b zu ®, gehéren, und da R(®) abelsch ist, a?°, b?* zu
R(®) gehoren, so gehort also [b, a] zu K(®),.

Um 2.) zu beweisen, betrachten wir zwei Elemente a, b der
resp. Ordnungen p?, p® mod &(®) und es sei n = max (a, b). Da
®/ £(®) abelsch ist, so wird also (ab)”" ein Element aus £(®)
und wir erhalten:

(ab)”" = (pﬁlbiab—i)bﬂ” = (p"ﬁl[ b, a]a) pr" —

i=0 =0

p"-1
= ( IT b7, a]a“”fpa) ar"pr” nach K., § 2 (10),
i=0
da [b% a] in ®(®) liegt. Da aP®, a?", bP" und wegen 2a.) auch
[6%, a] in R(®), liegen, und da R(®) abelsch ist, so ist (ab)?" ein
Element aus §(®), und also ab eines aus ,, womit 2.) gezeigt ist.

3.) Hat jedes Element aus & endliche Ordnung, und ist jedes
®, eine Untergruppe von ®, so ist ¢ direktes Produkt seiner
Primérkomponenten.

Da & nach 1.) von den in den @, enthaltenen Elementen er-
zeugt wird, so geniigt es zu zeigen:

Zu verschiedenen Primérkomponenten gehorige Elemente sind
miteinander vertauschbar.

Um dies zu zeigen, betrachten wir ein Element p aus &,
g aus ®,, mit p # ¢; dann gehéren qpq~ und q~! und also
auch qpq-1p-! zu &,, und analog sieht man, daBl qpqg=tp-?
zu ®, gehort. Da aber @, und &, nur die Gruppeneins gemein
haben, so ist also qpq~tp—t=1, d.h. q mit p vertauschbar, wie
behauptet.

Damit ist 8.) und wegen 1.) und 2.) auch unser Satz bewiesen.

DErINITION: & ist eine Gruppe mit wesentlichem Kern, wenn

1.) R(G)< & und

2.) es keine Untergruppe N von ® gibt, die sowohl R(G) <A=®
als auch K(U) =U erfullt.

& ist also eine Gruppe mit wesentlichem Kern, wenn der Kern
eine echte Untergruppe [hierdurch werden nur die abelschen und
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hamiltonschen Gruppen von der Betrachtung ausgeschlossen] und
eine maximale Untergruppe ohne nicht-invariante Untergruppen
ist.

Satz 2.: Es sei &/ R(®) abelsch.

Dann und nur dann ist & eine Gruppe mit wesentlichem Kern,
wenn

1.) & direktes Produkt seiner Primdrkomponenten ist,

2.) diese Primdrkomponenten entweder abelsche oder hamilton-
sche Gruppen oder Gruppen mit wesentlichem Kern sind,

8.) wenigstens eine der Primdrkomponenten eine Gruppe mit
wesentlichem Kern ist.

BeEwEis: A. Es seien die Bedingungen 1.)—38.) erfiillt, und es
sei speziell w eine Primzahl derart, dal &, eine Gruppe mit
wesentlichem Kern ist. Nach K., § 3., Satz 4 ist &(®) = [ ®(®,),
und da ®(®,) <®, ist, so ist auch &(®) < . »

Ist nun U eine $(®) umfassende Untergruppe von &, die
K(N) = U erfiillt, so sei u irgend ein Element aus 1. Dann ist
u=Ilu; mit u; in @, , wo py, ..., p, verschiedene Primzahlen

i=1
sind. Weiter ist, da wegen §(U) =1U und 1.) auch U direktes
Produkt seiner Prim#rkomponenten ist,
f( (55,,‘) = {&( @5pi), = G, NU=1, = (1,

und also ist wegen Bedingung 2.):
(G, = (R, u,

d.h. u; gehort zu S?(@p._), und also u zu &(®), d.h. U =R(G),
d.h. @ ist eine Gruppe mit wesentlichem Kern.

B. Wir zeigen zunéchst:

(1) Ist & eine Gruppe mit wesentlichem Kern, so ist jedes mit
R(®) elementweise vertauschbare Element in K(®) enthalten.

Ist ndmlich g ein mit R(®) elementweise vertauschbares
Element, so ist {®(®), g} mit K(®) abelsch oder hamiltonsch
[nach K., § 4., Satz 5.] und also {®(®), ¢} = &(®), d.h. g in
f(®), womit (1) bewiesen.

Ist nun &/f(®) abelsch und @ eine Gruppe mit wesentlichem
Kern, so ist wegen (1) sicher &(®) # 3(®), und & also nach
Satz 1 direktes Produkt seiner Primidrkomponenten: ® = I1 ®,.

Nach K., § 8, Satz 4 ist (®) = Il £(®,) und nach K., § 3p(11)
ist R(6,) = K(6),. »
Ist jetzt U = &U) und K(G,)=U <G, so ist
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I, R(G) =1 x I K(G,) =8({U, K(G)}) und
aFp

KRG)={U, K(G)} =6,
also, da & eine Gruppe mit wesentlichem Kern ist,
R(G) ={U, K(G)}, also UZR(G), also U =R(G,).

AuBlerdem muBl ®(®,) <@®, fiir wenigstens ein p gelten, da
@ > (@) ist, womit 1.)—8.) als notwendig erwiesen sind.

Satz 8.: Es sei ® eine Primdrgruppe.

Dann und nur dann ist & eine Gruppe mit wesentlichem Kern,
wenn

1. OG)<E,

2. jedes mit R(®) elementweise vertauschbare Element aus &
2u K(S) gehort.

Bewers: Die Notwendigkeit der Bedingung 1. ist trivial, die
der Bedingung 2. eine Folge von (1). — Seien also die Bedingungen
1., 2. erfiillt und & =&, fiir ein gewisses p.

Ist zunidchst p # 2, so ist nach K., FuBnote 1) jede 1= K1)
erfilllende Untergruppe Ul von & abelsch und aus 1., 2. folgt,
dal & eine Gruppe mit wesentlichem Kern ist.

Sei p =2; wiare f(®) hamiltonsch, so wire & = &(®) nach
H. K., Zusatz 3, was 1. widerspricht; also:

fR(®) ist abelsch.

Wir teilen jetzt die nicht in ®(®) enthaltenen Elemente aus
® in zwei Klassen ein, und zwar gehore ein nicht in &(®) enthal-
tenes Element g zu R, wenn

R({R(®), g}) =K(G)
ist, sonst zu ©.

Ist © leer, so folgt aus 1., da3 & einen wesentlichen Kern hat;
wir wollen also zeigen, daB die Annahme,

© enthdlt Elemente,

zu einem Widerspruch fiihrt.
Ist 3 ein Element aus &, so ist

({R(®), 8}) > K(O);

wegen Bedingung 2. ist also ®({®(®), 8}) hamiltonsch, wegen
H. K., Zusatz 8, also

R({R(®), 8}) ={K(®), 3}
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Da R(®) abelsch ist, so folgt aus der Existenz von Elementen 3
in & und aus K., FuBlnote 1):
a. R(®)={a) x 3,
wo a die Ordnung 4 hat und 3 direktes Produkt von Zyklen der
Ordnung 2 ist.
b. 32=aqa? 3 1a3=a"1, 35=738 fir 3 aus 8 und 3 aus &.
Ist 8’ ein zweites Element aus &, so induzieren 8 und 8’ wegen b.
in ®(®) denselben Automorphismus, d.h. aber wegen Bedingung 2:
c. sind 3und 8’ Elemente aus &, so ist 3’8~ in &(®) enthalten,
und hieraus folgt weiter:
d. fir irgendein 3 aus © ist

eine hamiltonsche Primargruppe und es ist > &(®).
Aus © =8(9) und Bedingung 1. folgt & > $ und R enthilt
also wenigstens ein Element. Ist t aus R, so ist

R{R(®), 1}) = R(®)

und aus K., § 5, Satz 7 und K., § 5, Folgerung 1 aus Satz 8 folgt:

1) 1% liegt in R(®);

2) t*=a%=22 wo a ein gemaB a. bestimmtes Element und
8 aus © ist; speziell hat also r die Ordnung 8.

8) t-fr=1a®® fiir ¥ aus R(®), wo A(f) =0 oder 1 und
der Wert 1 fiir gewisse f angenommen wird.

Da 12 wegen 2) ein Element der Ordnung 4 in £(®) ist, so
koénnen wir wegen a. o. B. d. A. annehmen 7):

1*) 12=aq.

Nach unserer Annahme gibt es ein Element 8 in & und, wie wir
gezeigt haben, ein Element r aus i und wir betrachten: w =3t.

Da t wegen 1*) mit a vertauschbar ist, 3 wegen b. aber nicht,
da weiter R(®) abelsch ist, so ist v nicht in &(®) enthalten.
t gehort auch nicht zu &, da sonst t wegen b., c. in ®(®) ent-
halten wire, was ausgeschlossen ist. Also:

i gehort zu R.

Bedenken wir, daBl t und 8 mod ®(®) verschieden sind und
mod ®(®) die Ordnung 2 haben, also mod §(®) unabhingig
sind, so folgt aus E., § 5, Zusatz S. 407

[t, 8]t[t, 8]t~ =1281-28-1 —ada-18-1 =q?

wegen 1*) und b.

") Naturlich nur fiir ein t aus R.
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Weiter ist

[8, r] =38r3r1r 132t =mw?2rta2tr~! wegen b.
=mw2r1rtr! wegen 2.)
— p2 (12,

wo 112 wegen 1.) ein Element der Ordnung 4 aus f(®) ist.
Dies zusammen mit obiger Formel ergibt:

a? = [r, 8]t[r, 3]t~ =mw—2a%rw—2a2¢!
=mw?2rw2r-1, da a? =w?* nach 2.)
=w*a® nach 8.)
= a?a®®* nach 2.),

also a®* =1, d.h. w2 =121,
Also wird:

w2 =112t =
=wlw2y =31t 1w2r3 =3"1w23.

Da aber andererseits ? ein Element der Ordnung 4 aus §(®)
ist, so folgt aus a., b., da@3

w2 = 3123,

d.h. w-2 =1w?, d.h. w2 hitte hochstens die Ordnung 2, was
unmoglich ist.

Damit ist der gesuchte Widerspruch aufgewiesen, unser Satz
bewiesen und auch der

Zusatz 1: Primdrgruppen mit wesentlichem Kern haben abel-
schen Kern.

Aus Satz 2. folgt noch der

Zusatz 2: Es sei G/R(®) abelsch.

Dann und nur dann hat & einen wesentlichen Kern, wenn

1. 8(G)<©,

2. jedes mit R(®) elementweise vertauschbare Element zu K(®)
gehort.

§ 2.
Hilfssitze und Grundformeln.

Auf Grund der Ergebnisse des § 1 sind wir in der Lage, uns
auf die Untersuchung primarer Gruppen [® = ®,] zu beschrin-
ken. Alle im folgenden auftretenden Gruppen seien deshalb als
primér vorausgesetzt.
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(1) Dann und nur dann ist die Untergruppe U von & wesent-
licher Kern von ®, wenn

1. A<6,

2. Y, g}) = fiir jedes g aus © ist.

Die Notwendigkeit folgt aus R({R(®), g}) = R(®) und
R[R(U)] =®(N), das Hinreichen daraus, daBl mit ®(U) =1
und U =R auch R(BV) =B ist.

(2) Ist A eine Untergruppe von & und t nicht in U enthalten,
so ist dann und nur dann

A= R({Y, t}),
wenn
1. A abelsch ist,
2. " =a(r) ein Element von der in N mazximalen Ordnung

p™ [die existiert] ist, wobei p™(V) die Ordnung von t mod () ist,

8. tP" = ¢(t) ein Element der Ordnung p®) aus % [und also
n(t) < m] ist,

4.t r=*tc(t)" D fir jedes ¥ aus U gilt und es ein e in A
mit t7let=-ec(r) gibt [so daf also t in U einen Automorphismus
der Ordnung p™0Y) induziert],

5. m>1 ist, falls p=2.

Man beachte, daB a(r) und c(r)[=a(r) ] mit t ver-
tauschbare Elemente aus % sind. — Die ,,Funktionen” n(t), m,
k(% t), a(r), ¢(r) hingen auBer von den angegebenen Variablen
auch noch von U ab; da die ,,Bezugsgruppe” U im folgenden
stets aus dem Zusammenhang eindeutig erkennbar sein wird,
deuten wir diese Abhingigkeit in den benutzten Symbolen
nicht an. '

(2) ist eine triviale Folge aus K., § 5, Satz 7.

(8) Ist ® eine Gruppe mit wesentlichem Kern, so ist S(©®)
direktes Produkt von zyklischen Gruppen beschrinkter Ordnung
und die Maximalordnung der Elemente aus K(©®) ist gleichzeitig
eine obere Schranke fiir die Ordnungen der Elemente von ®/R(®);
ist ®O/R(®) diberdies abelsch, so ist &) R(S) ebenfalls direktes
Produkt zyklischer Gruppen [von durch die Maximalordnung in
K(®) beschrankter Ordnung].

Dies folgt aus (1), (2) und K., § 5, Lemma.

(4) Essei A=R{Y, u}) #= {A, u}. Dann gilt fur jedes ¥ aus A:

pm—n(r)

c(u), falls p # 2 ist,
c(u)l+2m_1h(f’“), falls p =2 ist.

c(fu) :{
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Es ist namlich

m_y
c(fu) = (Fu)?" = (pH uifu—i) w" =

1=0

m__y .
= (,,H fc(u)_"’(f'“))c(u) =
1=0

™(p™-1)
m 1-2
= ¢(u) 2

h(t,u)

H

woraus (4) folgt, da p™ die Maximalordnung in U ist.
(5) Es sei A=R({A, u}) =R({W,0}), {U, u,v}/A abelsch
und U, 9 nicht in U enthalten.

n(v) .
o, () _ { [o, u?"", falls p #2 ist,

n(v) (v)—1 .
[o, u]2" c(p)Po202"0 70 polls p =2 dst.

1, falls p 2 ist,

-1
c(n)h([u,n],n)-2m , falls p=2 ist.

Nach E., § 5, Zusatz, Bedingung 8.), S. 407 [welche Bedingung,
wie frither bemerkt, auch angewandt werden kann, wenn u und b
nicht mod YU unabhingig sind] wird nadmlich

n(b)
ha(), ) P i ;
c(u) W=qa)ua®)-u-! = II vi-1[p, ulpl-* =
i=1

b, c(u)tCen ={

Pl i—1)h
= II [v, ule(p)® " DAOLPED) “hach (2), 4.
i=1
pn(b)
>, @-1) - h(u,v],v)

— v, 4" ¢(v) =1 , nach (2), 1.),
woraus a. folgt, da ¢(b) nach (2), 8. die Ordnung p™»® hat. —
Aus a. folgt b., da c(b) = a(0)®" " nach (2), 2., 3. und pm
die Maximalordnung in U ist.

(6) Es sei A=R({A, u}) =R({AW, v}), {A, u, v}/A abelsch

und U, 9 nicht in A enthalten 8).
i(i—1)

. h({u, ], 0)
a. [v%, u] = [b, ul’c(v) 2
i-(i—1) i(i—1) (i—2)
h(lu,v],0
b. (ub)=1[b,u] 2 c(v) © ).

(2i—1)i(i—1)

) R, o, w) + HEEDEEDEED b 1y 4, 5) B(e(o), )
. c( u) .

ut - i,

8) Die folgenden Formeln sind im wesentlichen Spezialfille von E., § 5, (1),
S. 402.
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Beweis: ad a. Die Formel a. ist offenbar fiir + = 1 wahr; ist
sie bereits fiir ¢ — 1 bewiesen, so wird

[vf, u] = viup—fu-1=rppi-lypl-iy-lyp-1y-1
= p[v?~1, ujup-1u-1

) (i-1)(i~2)
= p[v, u]’ " e(v) 2

[i-1+ L’%’-] h({u,v],0)
b

h([u,v],v)
up-ly-1

= [b, u]" " te(b) up-lu-1,

da ja b mit ¢(v) vertauschbar ist, woraus a. durch vollstindige
Induktion folgt.

ad b. Die Formel b. ist offenbar fiir ¢ = 1 wahr; ist sie bereits
fiir ¢ — 1 bewiesen, so wird

(up)’ = (ub) " tup = f;_, ui-1pi-lup,

wenn wir zur Abkiirzung

(i—1)(1—2) (i—1)(1—2)(1—3)
h(tu,vl,
fia=1[0,u] 2 ¢(v) 8

(22—3)(i—1)(i—2) R((u, 01, 1) + (i—1)(¢—2) (¢—3)(3i—4) ([,
. C(ll) 6 24

v)

ul, v) A(c(v),u)

setzen, und es wird also wegen a.

(ub)’ = f_,ui-1[oi-1, uju’
(4—1)(i—2)
. '_ —.“-_-h([u’
= f;_ui-[o, u]"te(v) 2

. 2/
(—1)%h([1, v],u) + “_—”E‘ﬂh([v,ul,v) h(c(v),u)

v],0)

= f;—1[0, u]" c(u)

(i—1)(i—2)
———— h(u,0,9) . .
'C(t)) 2 11"'1)’,

und hieraus folgt b. durch vollstindige Induktion.

(7) Es sei A= R({YA, u}) = K({Y, v}), {A, u, v}/A abelsch
und U, v nicht in N enthalten. Dann ist:

c(u)e(v), falls p #2, p #3,
c(u)1+3'"'1h(£0,u1,u)c(b)l +3m_lh(["’°]’”), falls p = 8 ist,

e(0) = | [u, ] c(u)! AN () R, folls p —2.< mist,
[ b]z c(u)l +h(c(v),u) [1+h((u,0],0)]

c(b)l-f-h(c(u)’n)’ falls p =92 =m 'I:St 9).

Dies folgt aus (6) b., wenn man dort ¢ = p™ setzt und bedenkt,

*) p=2, m =1 kann wegen (2), 5. nicht eintreten.
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1—3™

daBl p™ die Maximalordnung in % ist, daB =2 mod 3

ist, daB — 2™ 1 =2""'mod 2™ ist, und man schlieBlich noch
(5)b. beriicksichtigt.

§ 8.
Das Reziprozititsgesetz.

DEFINITION: Es sei & eine Primdrgruppe mit wesentlichem
Kern und abelscher Faktorgruppe nach dem Kern. p™ sei die
Mazimalordnung in 8(®).

®& heife vollkommen, wenn fiir irgendzwet mod &(®) unabhin-
gige Elemente u, b gilt:

(up)P" = uP™ . p?"
sonst unvollkommen.

Wenn wir im folgenden von vollkommenen oder unvollkom-
menen Gruppen sprechen, so werden wir, sofern nichts anderes
erwihnt, alle in der Definition erwahnten Eigenschaften voraus-
setzen.

Wegen K., § 5, Satz 7 sind die Primirgruppen mit zyklischer
Faktorgruppe nach dem Kern vollkommen, die wir, soweit es
bequem ist, wegen K., § 5-6 von der Betrachtung ausschliefen

koénnen.
LemMmA 1: Es set & vollkommen. Ist © ein System mod K(®)

unabhdngiger Elemente, so bilden die Elemente ¢(8) = 8P mit 3
aus © ein System unabhdngiger Elemente aus 8(®).
Beweis: Es seien u,,..., 1, irgend =1 verschiedene Ele-

1
mente aus & und 1 = IT ¢(1;)** mit 0 < w; < p?®), wo prWd die
i=1
Ordnung von u; mod &(®) und also nach § 2, (2), 3 die Ordnung
!

von ¢(u;) ist. Da die u; aus  sind, so ist u= Il u}* dann und

i=1

nur dann ein Element aus &(®), wenn w; = ... =w; =0 ist.
Nun ist
c(u)=uf" = [H ui‘] = II (u7*)?", da & vollkommen ist,
i=1 i=1
’ wl{-—,éo
w; i
— I (u2")" = T cuy™ =1,
=1 t=1
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und nach § 2, (2), 8 ist also 1 in &(®) enthalten, womit Lemma 1.
bewiesen ist.

Lemma 2: & sei vollkommen.

a. Fiir jedes u liegt c(u) in Z(®).

b. Sind u, b, v mod R(®) unabhdingig 1), so ist [u, b] mit w
vertauschbar 1),

c. Fiir jedes ¥ aus R(®) und beliebige u, v gilt 12):

h(t, u) = h(t, b) mod p™ (P n@)],
d. Ist 2" die Maximalordnung der Elemente aus &[R(®) und
ist &/ R(®) nicht zyklisch, so ist 3):
n << m.

BewEels: KEs seien zunidchst u und b zwei mod & (®) unab-
héingige Elemente. Nach Lemma 1. sind dann auch ¢(u) und c(b)
unabhingige Elemente aus & (®). Weiter wird:

(ub)-1(1p) = Fe(up)*&M =
— fc(u)h(f,uv) c(b)h(f,un)
= p-1(u-1Fu) b = p-1Ec(u)* @Yy =
— fc(u)h(f’ u) o(b )h(E,n) +h(E, u) hcw), v) .

Also ist wegen § 2, (2), 8
h(¥, u)=h(f, uv) mod p»™

und, da ®/®(®) abelsch ist, also ub und pu in ®(®) denselben
Automorphismus induzieren, auch

h(%, v) = h(%, uv) mod pn®,
und hieraus folgt

h(t, u) k(c(u), b) = 0 mod pn®.

Hieraus folgt a., da es Elemente ¥ mit Ah(f, u) =1 gibt, und da
¢(u) mit u vertauschbar ist.

Aus den beiden ersten Kongruenzen folgt c., falls 1, » mod &(®)
unabhiingig sind, und allgemein, wenn man bedenkt, daB
h(t, u') =h(f, u) und daB, falls u, b mod §(®) abhingig sind,

10) Hier geniigt es anzunehmen, daB c(u), ¢ (v), ¢ (v} unabhéngig sind.

1) Hieraus und aus c. folgt, daB [u, v] in 3(®) liegt, wenn w von maximaler
Ordnung mod K(®) ist.

12)  h(f, u) bestimmt sich aus: u™'fu = fe(u)

13) 1In § 10 wird sich zeigen, daB dies auch gilt, wenn & unvollkommen ist.

R(f,u)_
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etwa b= u'in mit mod ®(®) unabhingigen u, v oder u = bim
mit mod K(®) unabhingigem b, 1 ist.

Sind 1, b, v mod &(®) unabhingig, so sind ¢ (1), ¢(v), ¢(w) un-
abhiéingig und aus E., § 5, S. 407, Zusatz, Bedingung 2. folgt

1= [u, o]w[b, u]w-2[v,w]ulw, v)u-1[w, u]o[u, wju-!=
_ c(m)h([u,v],m)c(u)h(['o,m],u)c(b)h([m,u],v),

woraus b. folgt.

Um schlie8lich d. zu beweisen, betrachten wir ein m mit
n(m) = n. Da @/ ®(®) nicht zyklisch ist, so gibt es ein 1, so da
m, 4 mod ®(®) unabhingig sind, und da p =2 ist, also m > 1
nach § 2, (2), 5, so kann u so bestimmt werden, daBl n(u)<<m
wird. SchlieBlich gibt es ein 1 in &(®) mit A(n, m) = 1 und aus c.
folgt dann h(n, b) =1 fiir jedes b.

Aus § 2, (4) folgt:

c(nb) = c(0)+2"" fiir jedes b
und, falls n(b) << m ist, wegen § 2, (2), 8 sogar:
c(np) = c(b).

So erhalten wir:

e(num) = c(um)+2"" =c(u) c(m)y*2"", dan(u) <m,
= c(nu)c(m) = c(u)c(m),

also 1= c(m)2m—1, also n=n(m) =< m —1, womit d. bewiesen ist.

Im folgenden sei stets y4(f) = g 'fg der von g in £(®) indu-
zierte Automorphismus, A (®) die Gruppe aller in §(®) indu-
zierten Automorphismen, ®(®) die Gesamtheit aller Elemente
f‘lxg(f) mit f aus &(®).

Satz 1: Es set & vollkommen.

a. O/R(G), A(®) und D(®) sind isomorphe Gruppen.

b. {1} — {c(a)} definiert eine situationstreue Abbildung**) von
A(®) auf D(G).

c. xy—>¢(8) ist eine isomorphe Abbildung wvon A(®) auf
D (®) und enisprechend K (®)g— ¢(g) eine isomorphe Abbildung von
G/ R(®) auf D(®). [Reziprozititsgesetz.]

BEMERKUNG: Die Einschiebung der Aussage b. hat ihren Sinn
darin, da zur Herstellung der Zuordnung b. nur die Kenntnis

14) Fir den Begriff der situationstreuen Abbildung vergl. etwa K., §7.
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der Automorphismengruppe A(®) nétig ist, zur Herstellung der
Zuordnung c. aber die Kenntnis der ganzen Gruppe &. Im § 9
wird sich zeigen, daB3 es Primérgruppen mit wesentlichem Kern
und abelscher Faktorgruppe nach dem Kern gibt, in denen a., b.,
aber nicht c. richtig ist.

BewEels: Wenn &/ ®(®) zyklisch ist, ist unser Satz eine Folge
von K., § 5, Satz 7; wir kénnen also annehmen, dal &/ ®(®) nicht
zyklisch ist.

Nach § 2, (8) existiert eine Basis 8 von & mod & (®). Dann
stellen die Elemente

b
IT b mit 0 <b,0=<b;, < pn®, b, aus B, b, # b, fiir i ~k,

t=1
ein volles Reprisentantensystem von ®/®(®) dar [bei Benut-
zung einer Wohlordnung von B].

Da & vollkommen ist, so ist

b b »
c(H bi‘) — T c(5,)"
i=1 i=1
und wir definieren:

b b
a(@(@)n B’;-') - c(H b’;f).
i=1 i=1
Offenbar ist « eine in ganz ®/f(®) definierte, eindeutige 1) Ab-
bildung auf einen Teil von D(G).
Da wegen § 2, (4) und wegen Lemma 2., d. gilt

c(fg) = ¢(g) fir jedes ¥ aus R(®), jedes g aus ©,

so wird «(®/R(®)) = D(®), und hieraus folgt auch, daB «
multiplikativ ist.

SchlieBlich ist « umkehrbar eindeutig nach Lemma 1., da B
eine Basis von & mod £(®) ist. « ist also ein Isomorphismus, und
daraus folgen a., b., c.

Sarz 2: Es sei ® eine Primdrgruppe mit wesentlichem Kern
und & /R(®) abelsch, aber nicht zyklisch.

a. © st vollkommen, wenn p #2, p # 8.

b. Ist p =238, so ist & dann und nur dann vollkommen, wenn
Sir irgendzwei mod R(®) unabhdingige Elemente u, v gilt:

[u, 0" liegt in B(®).

13) Wenn man noch B irgendwie wohlordnet und die Reihenfolge der Faktoren
gemil dieser Wohlordnung festlegt; iibrigens ist der Wert von « von der gewihlten
Wohlordnung unabhéingig, wie aus der Formel c(fg) = c(g) fiir f aus R(®) folgt.
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c. Ist p=2, soist & dann und nur dann vollkommen, wenn 1)
n<m und [u, 02" =1

fiir irgendzwei mod R(®) unabhingige Elemente u, v gilt 17).

Beweis: a. folgt aus § 2, (7), b. folgt aus § 2, (7) in Verbin-
dung mit Lemma 1. und Lemma 2., b. — Die Notwendigheit der
in c. angegebenen Bedingungen folgt aus Lemma 2., d., Lemma
2., a. und § 2, (7); sind aber unsere Bedingungen erfiillt, so folgt
aus § 2, (5), b., daB jedes ¢(g) in (®) liegt, und aus § 2, (7) dann
die Vollkommenheit von &.

Zusatz: Ist ® eine Primdrgruppe mit wesentlichem Kern, so
ist dann und nur dann ®/R(®) abelsch, wenn D(G) = J(®) gilt.

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt fiir vollkommene
Gruppen aus Lemma 2. a.; fiir unvollkommene Gruppen wird sie
im § 9, § 10 hergeleitet werden. — Ist umgekehrt die Bedingung

erfillt, so wird:
(ub)  E(up) = Fe(u)PE Ve EY — vu)fou),
d.h. ®/8(®) ist abelsch.

§ 4.
Automorphismengruppen mit Reziprozititsgesetz.

Es sei U eine abelsche Primérgruppe, und p™ die [endliche]
Maximalordnung der Elemente von 2. Ist A eine Gruppe von
[eigentlichen] Automorphismen von A, so sei

B(A) = Gesamtheit der «(3) = 3 fiir jedes « aus A erfiillenden
Elemente 3 aus A,

D(A) = Gesamtheit der Elemente fo«(f™) mit « aus A, faus 2.

DEFINITION 1.: A heifit vollkommen8), wenn
1L DA)=B(A),

2. es eine isomorphe Abbildung ¢ = c(x) von A auf die Gesamt-
heit [und also Gruppe] D(A) gibt, so daf gilt:

21. a(f) = fe()"® ¥ fiir jedes ¥ aus U;

16) Im § 10 wird sich zeigen, daB3 auch die unvollkommenen Gruppen n < m,
namlich n = 1, m = 2 erfillen.

17) Die Existenz unvollkommener Gruppen wird in § 9 fiir p = 8 und in § 10
fir p = 2 gezeigt.

18) In § 5 wird gezeigt werden, dafl vollkommene Gruppen in ihrem Kern voll-
kommene Automorphismengruppen induzieren.
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m—n (o)

22. es gibt ein Element a(a) in U, so daf a(x)?
wo p"'® die Ordnung von « ist, und of a(a)] = a(ax).

= ¢(a),

Es ist also A eine Priméirgruppe und, wenn p™ die Maximal-
ordnung in A ist, so ist n =< m. In den Anwendungen werden wir
noch annehmen, daB n <m, falls p =2 ist. — Weiter ist pn®
auch die Ordnung von ¢(«) und also a(«) ein Element von der
in % maximalen Ordnung p™.

Man bemerke weiter:

ist ¢(a) eine zweite 2. geniigende isomorphe Abbildung von A
auf D(A), so gibt es eine zu p teilerfremde Zahl ¢, so dap
C(a) =c(a)’ [=c(a®)] fur alle « aus A gils.

Durch die Zuordnung: y[c¢(«)] = ¢(«) wird nimlich ein Auto-
morphismus y von D(A) erklart, bei dem wegen 21. jeder Zyklus
von D(A) in sich tibergeht. Also ist sicher

T(a) = ¢(a)™, wo (c(a), p) =1 ist.

Sind dann « und B unabhéngig, so sind auch c¢(«) und ¢(8)
unabhéngig, und es wird:

()P = c(of P ()
= ()@ e(By P,

also ¢(a) = ¢(B) = ¢(af) mod p™® [»@: n®] woraus unsere Behaup-
tung folgt.

Satz 1. Es sei U eine abelsche Primdrgruppe, p™ die (endliche)
Maximalordnung der Elemente von U und 3, D zwet Untergruppen
von .

Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Gruppe A von
Automorphismen von U, die

BA)=238 und DA)=2D

erfiillt, wenn

1.) A/B zyklisch ist und es

2.) einen direkten Faktor von U gibt, der D enthdlt, in 3 ent-
halten ist und direktes Product von Zyklen der Ordnung p™ ist.

BEwELs: A. EsseiA eine vollkommene Automorphismengruppe
von U und a(«), ¢(a) die in die Definition der Vollkommenheit
eingehenden Funktionen.

(1) Ist u ein Element aus A von der in A maximalen Ordnung
p”, so ist

3(4) = 3({u})-



18 Reinhold Baer. [18]

Wegen {u} <A ist 3(A) < 38({s}). Ist umgekehrt w aus
B3({¢}) und « aus A, so ist « = u’f, wo u und B unabhingig sind,
wenn f # 1 ist, wie aus K., § 5, Lemma folgt, da ¢ von in A
maximaler Ordnung ist. Es gilt

Blu(w)] = B(w) = we(g)"™P

= we(up)" ™ —
= we(u)" (g,

und, da mit x4 und g auch ¢(x) und ¢(8) unabhingig sind, so wird:
0 = h(w, uf) mod p”,
h(w, B) = h(w, up) mod p"?,
also B(w) = «(w) = v, womit (1) bewiesen ist.
(2) UA/Z(A) ist ein Zyklus der Ordnung p™.

Dies folgt aus (1), da A/3({x}) ein Zyklus der Ordnung p»
ist [vergl. Definition 1., bes. 2,1.].

(8) Es gibt Elemente e in U, die a(e) = ec(«) fiir jedes « aus A
erfiillen.

Es sei p ein Element von der in A maximalen Ordnung p".
Da x und ¢(u) dieselbe Ordnung haben, so gibt es sicher Elemente
e in U, die u(e) =ec(u) erfiillen.

Ist jetzt § aus A so, dal x und B unabhiingig sind, so wird:

Blw (e)] = Blec(u)] = B(e)c(#) nach Definition 1., 1.
—ec(8)"“Pe(n)
= ec(Bp)" P = ec(p)e P e(uyh- P,

da mit 8 und g auch ¢(f) und c¢(x) unabhingig sind, so wird:
h(e, ) =1 mod p”, h(e, Bu) = h(e, §) mod p"P®,
also f(e) = ec(h).

Ist nun « irgendein Automorphismus aus A, so ist wieder

o = u'f, wo u,f unabhéngig sind, wenn nur 8 #1 ist, und es
wird:

a(e) = Blui(e)] = plec(u?)] = ec(B)e(ut)
=ec(fut) = ec(a).
Damit ist (3) gezeigt und wegen (2) auch:

(4) Ist e ein Element aus U, das a(e) = ec(«) fiir jedes o aus A
erfiilllt, und ist u aus U, so daf ue=* in Z(A) liegt, so ist:

a(u) = uc(a)s.
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(5) Jedes Element aus D(A) ist Potenz eines Elementes der
Ordnung p™ aus Z(A).

Sei e ein Element niederster Ordnung unter den a(e) = ec(x)
fir jedes « aus A erfillenden Elementen; ein solches existiert
nach (8). e ist dann Reprisentant einer erzeugenden Restklasse
von A/Z(A) [wegen (1), (2)].

Ist B aus A Dbeliebig, so ist also a(f)=e*u mit 0 <w < p™,
uin Z(A).

Ist w =0, so ist nichts mehr zu zeigen; ist u £ 0, so ist
uw=u'p¥ mit (u,p)=1, 0=<u" <n.

Wegen Definition 2,2 ist:

a(f) = pla(B)] = Ble*u] = e uc(B)* = a(B)c(B)" nach (4);

also wird ¢(8)* =1, d.h. u' =n(8) > 0.
Weiter ist
upm—l _ a(ﬂ)pm—le_u/pm—l+u” — a(ﬁ)pm—-l’ da u” > 0’
und dies ist 1, also u wie a(f) von der Ordnung p™.
SchlieBlich ist

m—n( m—n(f) m—n(B)iur
B _ a(ﬂ)p B e_ul 1

up » =¢(B), da u’ =n(3),

und damit (5) erwiesen, da u in Z(A) liegt.

Aus (5) folgt jetzt die Notwendigkeit der Bedingung 2.): sei
namlich B eine Basis von ©(A); eine solche existiert nach K.,
§ 5, Lemma. Dann existiert nach (5) ein System B* in Z(A),
dessen siamtliche Elemente die Ordnung p™ haben, und so daf3
jedes Element aus B Potenz genau eines Elementes aus 6*, eine
gewisse Potenz jedes Elementes aus B* ein Element aus % ist.
B* 148t sich dann (genau wie beim Beweise von K., § 5. Lemma)
zu einer Basis von U erginzen, so daf3 die von B* erzeugte Unter-
gruppe von U genau die in Bedingung 2.) geforderten Eigen-
schaften hat.

B. Sind umgekehrt die Bedingungen 1.) und 2.) erfillt, so
ist A/Z ein Zyklus der Ordnung p™, und es sei e ein beliebiges in
einer erzeugenden Restklasse von /8 enthaltenes Element. Dann
laBt sich jedes Element aus U eindeutig auf die Form

e’3 mit 0 <z <p®, 3 in B
bringen.
Ist ¢ ein Element aus ®, so definieren wir:

9. (€%) = e3¢
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@, Ist fiir jedes ¢ eindeutig in ganz U definiert, und da ¢ in 3 liegt,
so ist ¢ (A) = A.
Ist weiter
®.(e7t) = g (e¥D), so ist auch e"gc® =e¥yc?,
also, da ¢ in 3 liegt, 0 < @, y < p" ist, # =y und infolgedessen
t =1, d.h. ¢, ist umkehrbar eindeutig.
SchlieBlich ist, falls 2 +y=z+ep® mit 02, y, 2 <<p™
e=20,1 ist
9. (67E) @ (e¥D) = e+l "+ = e=[e*?" 1] 3,

da ja p" die Maximalordnung in D ist,

= g (e[e"1n]) = @ (e7V1D) = g ("L - e¥D), d.h.
@, ist ein Automorphismus.
Setzen wir ¢(¢,) = ¢, so ist dann und nur dann ¢, = ¢, wenn
¢(py) = c(g,) ist. Weiter ist:
Pee (€7) = e#(cc’)* = epesc”® =
= ¢ (e?3¢?), da ¢ in 3,
= eolo.(e%3)],
d.h. ¢, = ¢, und also
ppy) = @) = ¢ = c(p,) (@)
und damit ist die Gruppe A aller ¢, mit ¢ in ® als vollkommen

erwiesen.

3(A) = 8 und D(A) = D folgen unmittelbar aus der Definition
von A.

Damit ist unser Satz bewiesen und wegen (38), (4) auch der
Zusatz 1: Ist A vollkommen, c(«) eine der Definition 1. genii-
gende isomorphe Abbildung von A auf D(A), so ist

a(f) = fe(a)*® fiir ¥ aus %,

wo h(Y) nur von ¥, nicht von o abhdingt.

Die Invarianten vollkommener Automorphismen-
gruppen.

Ist A eine vollkommene Gruppe von Automorphismen der
abelschen Primirgruppe ¥, so ist %/3(A) zyklisch von der Ord-

nung p®, wo p" gleichzeitig die Maximalordnung der Elemente
von A ist: n=mn(A).
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Haben zwei Restklassen von A/3(A) die gleiche Ordnung p?
mit 0 <¢<m, so ist die Minimalordnung ihrer Elemente die-
selbe, etwa p™ und es ist

0=n—0=n, —1=...2n,—1=...=n, —n.

Unter diesen n -+ 1 Zahlen n; —¢ sind v +1=u(A)+1 ver-
schiedene und es seien die Zahlen w(i, A) fir 0 =<7 < wu(A) so
bestimmt, daBl n; —j <n;,; —7 —1 dann und nur dann, wenn
j=wu(i, A) fur geeignetes 7. SchlieBlich sei v(i, A) = n,; 5, und
0=u(0,A)=10v(0,A), n=u(u(A), A), u(i, A) <<u(i+1, A).

Ist B eine abelsche Gruppe, deren samtliche Elemente £ 1 die
Ordnung p haben, so ist ¥ direktes Produkt von Zyklen der
Ordnung p und die Anzahl dieser Faktoren ist dieselbe in allen
derartigen Produktzerlegungen. Sie heil3t der Grad d = d(*B) von ‘B.
Die Anzahl der Elemente von P ist dann p? oder d, je nachdem ‘B
endlich oder unendlich ist.

Es sei ¢ die Untergruppe aller Elemente einer Ordnung < p,
die Potenzen von Elementen der Ordnung p? sind. Dann sei:

w(A) = d(A™/A™ A D(A)),

wo p™ die Maximalordnung in % ist.

Zusatz 2: Es sei U eine abelsche Primdrgruppe der (end-
lichen) Mazimalordnung p™ und A eine vollkommene Gruppe von
Automorphismen von .

Dann st

u(A)
o = 11 e x B IT fm,},

wo p*»A die Ordnung von e;, p™ die von m, ist;

u(4) —puli, A) —u(i-1,4)

8(A)=i§1{ei‘1€i‘ " }xBx I;I{mv}’ e =1
D)= IT {m?™}, 0=k, <m.
Dabei ist w(A) = d(B™), wenn v(u(A), A) <m ist,
= d(B™) + 1, wenn v(u(A), A) =m ist.

Bewers: Nach Satz 1. ist U/8(A) zyklisch von der Ordnung
p". Weiter ist nach Satz 1. % = %*x Il {m,}, wo m, ein Element
Vv

der Ordnung p™ aus 3(A) ist, ®(A) in IT{m,}, aber in keinem
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echten Faktor enthalten ist. Ist dann 3* = UA* N Z(A), so ist
auch A*/3* zyklisch von der Ordnung p”, und die Minimal-
ordnungen in den Restklassen von %A*/3* sind dieselben wie in
den entsprechenden sie enthaltenden Restklassen von A/Z(A).
Sei dann e, 4, ein Element niederster Ordnung aus einer A*/3*
erzeugenden Restklasse und e; fir 0 <7 <wu(A) ein Element

. n—u(i, A ;
niederster Ordnung aus 8%eZ(y, ", so daB e, —1 und p*>&

die Ordnung von e; ist. Die Gleichung ?" =e? hat fiir
0=r <v(iA) keine Losung r in UA*, da sonst e;z~P niedere
Ordnung als e; hatte, aber mod 8* dieselbe Untergruppe von
A*/3* erzeugte wie e;. Da die e; mit 0 < ¢ alle verschiedene
Ordnung 1 haben, so ergibt der Beweis von K., § 5, Lemma,

daf3 die e; mit 0 <7 in einer Basis von UA* enthalten sind, 1)
u(A)

d.h. 9/[* - H {el} X%.
=1

Da in jeder Restklasse von %*/3* eine Potenz eines e; Element

niederster Ordnung ist, so ist es moglich, die e; durch Elemente
aus 3% zu einer Basis von U* zu ergénzen, so dall also B als
Untergruppe von 3* angenommen werden kann.
Ist 8** die aus B durch Hinzufiigen der Elemente
ei_le{p"(i'm_"(i#h” mit 0 < i entstehende Gruppe, so ist sicher
8#k < 8%; da aber A*/Z** ein Zyklus der Ordnung p* ist, so
ist 8% = gk,

Ist nun
u(A) ; ; b;
i, A)—u(i-1,A) \@; . . .
1= Hl(ei_le;p"( Sl ))a‘p " mit zu p primen a;, so wird
ie

u(A) .
IT e, wobei
i=1

1

1=

f(@) = a; 4 pbin— aipbﬁ'"”’A)%"(i_l’A) fir 0 <¢ <<u(A),
= — a4, pPe® A TLA R fip g — g (A).
Da, wie oben gezeigt, die e; mit 0 < ¢ Teil einer Basis sind, so

miissen die einzelnen Faktoren = 1 sein, d.h. f(i) = 0 mod p*‘& 4.
Hieraus folgt zunéchst:

v(u(A),A) =n+b,u —u(u(d)—1,4A) =
= u(u(A),A) + b, —u(u(A) —1,A).
Haben wir bereits gezeigt, dal}
%) Dies kann man auch folgern aus § 1 von R. BAER, Types of elements and

the characteristic subgroups of Abelian groups [Proc. London Math. Soc. (2) 39
(1933), 481—514], im folgenden mit T. citiert.
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v(j, A) S u(, A) + b, —u(j—1, A) fir i <j<u(A)

ist, so ist also, da die Ordnung von e; kleiner als die von
pu(i+1 A)—uls, A)

i+1 ist,
o(i, A) < v(i+1, A) — w(i+1, A) + u(i, A) < b,,,,
und also 0= f(i) = — a;pb ¥ EA~uli=L A} mog pr(h A,

d.h. v(i, Ay =S u(i, A) + b, —u(r—1, A),

womit diese Ungleichung fir 0 <7 < u(A) bewiesen ist.

Da nach einer oben gemachten Bemerkung p? (%A —u(i, A +u(i=1,A)
die Ordnung von e;_,e;?“* ™% it 5o folgt aus der Un-
gleichung, daf3 diese Elemente voneinander (und natiirlich von
den Elementen aus $B) unabhingig sind.

Aus dem Bewiesenen folgt jetzt der Zusatz 2., wenn man noch

bedenkt, daB %™/A™ A D(A) = IT{m>""} ist.
v

Zusatz 3.: Es ser U eine abelsche Primdrgruppe der Mawxi-
malordnung p™, D eine abelsche Primdrgruppe der Mazximal-
ordnung p*, uw und u(t), v(¢) fiir 0 <i=w positive ganze Zahlen
und w eine nicht-negative endliche oder unendliche Anzahl.

Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Automorphismen-
gruppe A in A, so daf

a.) A und D isomorph sind,

b.) w(A) =wu, w(i, A)=u(i), v(, A) =0(i) fur 0 <i=<=u(Ad)
und w(A)=w ist, wenn

1.) 0=90(0)<o(l)<...<o(i)<...<o(u),

2.) 0=u(0)<ul)<...<u@®)<...<u(u)=n,

3.) 0<o(l)—ul)<...<ov(@)—u()<...<ov(w)— u(u),

4.) U fiir jedes © mit 0 < ¢ < u einen zyklischen direkten Faktor
der Ordnung p*® besitzt,

5.) d(UA") =w + d(D?) ist.

Die Notwendigkeit der Bedingungen 1.)—38.) und 5.) folgt aus
der Definition der Invarianten w(A), u(¢, A), v(i, A), w(A), die
Notwendigkeit von 4.) aus Zusatz 2. Sind umgekehrt die Be-
dingungen erfiillt, so ist

~— ~—

o= 1T e 9 T {0 x IT {m,),

wo e; die Ordnung p*® hat, die Maximalordnung in 9B’ kleiner
als p™ ist, b, und m, die Ordnung p™ haben, es d(D!) Faktoren
{m,} und w—1 oder w Faktoren {b,} gibt, je nachdem ob w
endlich und gleichzeitig m = v(u) ist oder nicht.
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Wie beim Beweis des Zusatz 2. zeigt man dann, daBl man
u . i .
8 = I {e;e7 P X IT {b,} x I {m,} mit e, =1
i=1 4 v

setzen darf, daB dann /3 ein Zyklus der Ordnung p™ wird; weiter
kann man Zahlen k, so bestimmen, daBl 0=k, <m und D

. kv . .
isomorph ® = I[I{m¥ "} wird. Dann folgt aus Satz 1. das Hin-
reichen unserer Bedingungen.

Satz 2.: Es sei A eine vollkommene Automorphismengruppe
in der abelschen Primdrgruppe AP (i =1, 2).

Dann und nur dann gibt es eine AV in A2 fransformierende,
tsomorphe Abbildung von AV auf A, wenn

1.) AD gsomorph A2,

2.) AW isomorph A,

3.) w(AW) = u(A®), u(i, AD) = y (i, A®),
v (i, ALY =y (3, A®),

4.) w(AD) =w(A®) st

Bewels: Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt wegen Satz
1. und seiner Zusitze daraus, daB3 eine AW in A® transfor-
mierende, isomorphe Abbildung von Y™ auf A2 auch J(AD) auf
B(A®) und DAD) auf D(AP) abbildet.

Es seien also die Bedingungen 1.)—4.) erfiillt und

u(A®)
AV = }:[1 {e} xB® ><1;[ {m, ;}

eine Darstellung von AP gemiB Zusatz 2. Dabei kann wegen
(8), (4) e,,(a) =¢; als ein a(e;) = e;¢;(x) fiir « aus AD erfil-
lendes Element gew#hlt werden, wenn ¢;(«) die in die Vollkommen-
heitsdefinition eingehende isomorphe Abbildung von A® auf
D(AD) ist.

Wegen 1. ist die Maximalordnung in A und A dieselbe,
etwa p™, und wegen 2. haben A® und A® dieselbe Maximal-
ordnung p™.

Es ist B9 = RO x S%, wo die Maximalordnung in R kleiner
als p™ ist, wihrend €% direktes Produkt zyklischer Gruppen der
Ordnung p™ ist.

Wegen 3. haben e;; und e,; dieselbe Ordnung.

d(BW" = d(8®") folgt also aus 4., und mithin sind G und
& isomorph.

Da nach 2. A® und A® isomorph sind, so wird
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m—1

d(l;[{m‘l]l)l }) = d(A(l)l) — d(A(2)l) — d(l;[{mgzm—l}) ,

und mithin sind IT{m,;} und II {m,,} isomorph.
v v

Also folgt aus 1., daB R und R? isomorph sind.

Sei jetzt c;(a) die in die Vollkommenheitsdefinition eingehende
isomorphe Beziehung von A® auf D(A®), 7 eine gemil 2.
existierende isomorphe Abbildung von AW auf A®) o eine iso-
morphe Abbildung von R auf R, o eine von SV auf &2,

Dann gibt es, wie man leicht sieht, eine isomorphe Abbildung ¢
von AD aguf A3, die

in RO mit ¢ und
in &1 mit ¢ lbereinstimmt,

und die weiter
P(e1;) = €gjs
@ley(a)] = ca[7(a)] erfiillt.
Ist jetzt o aus A beliebig, so ist nach Zusatz 1. zu Satz 1.:
a(E) = fe, («)"? fir ¥ aus AW,
Es wird dann
pla(] = p(f) e [x(o)]""
und, da fir o, aus A®, f, aus A® gilt

— hy(f —hy(ty)
a(f) = “2(622( 2))62 =,

so folgt Ay (¥) = hy[ @(¥)] mod p" und wir erhalten

pla(f)] = p(F) e[z ()] 0] =
= 7(«)((F))
oder () = p[a(@1(. ..))], d.h.

@ ist eine A® in A® transformierende, isomorphe Abbildung
von YW auf AP, die sogar die Beziehungen c;(«) erhilt und eine
gegebene isomorphe Abbildung von A® auf A®2) umfafit.
Zusarz: Die Bedingung 4. ist eine Folge der Bedingungen1.—3.,
wenn wenigstens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist: 20)

a.) AW gst endlich;
b.) A% ist unendlich, aber d(AW') < d(ADm),

20) Der Beweis zeigt, daB dies nicht mehr gilt, wenn keine der Bedingungen
a) oder b) erfiillt ist.
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Es ist namlich
A(AO™Y = d(ADT) 4 (AD),

und demnach ist w(A®) durch d(A%9™) und d(A®1) und also
durch AP und A® bestimmt, wenn a.) oder b.) erfiillt ist.

SaTz 8: Es sei AW eine vollkommene Automorphismengruppe
in der abelschen Primdrgruppe AP (i =1, 2).

Dann und nur dann gibt es eine A1) in A transformierende,
tsomorphe Abbildung von AV auf AP, wenn es eine isomorphe
Abbildung von AV quf A gibt, die J(AD) in B(A®) und D(AD)
in DAR) dberfihrt.

Es ist nur das Hinreichen der Bedingung zu zeigen: sei

w(A®)
AL — B X Hl {es} x 1;[ {m,},
j=

«(AM) (G, AM) —u(i—1,A1)
3(AW) =% x I {m} x .Hl {e;ae77" - }
v =

DAW) = I {m} "}

eine Zerlegung von AV gemiBl Zusatz 2 zu Satz 1.; ist dann »
eine 3(A%) in Z(A®) und D(AD) in D(A®P) iiberfithrende
isomorphe Abbildung von AM auf AP, so wird:

u(AW)

A@ = »(AV) = %(B) X 11;11 {(e;)} x I;I{x(m,,)}
8(A(2)) — x[B(A(l))] =

u(A (@) w(, AM) —ul(j—1,AM)

= #(B)x T {(ey2)(e;) PxIL{o(m,)},
DA®) = #[DAD)] = I {x(m,)"},

und dies ist offenbar eine Zerlegung von 2A® bezgl. A gemil
Zusatz 2. zu Satz 1. Bedenkt man noch, dafl D(A®) und A®
stets isomorph sind, so folgt aus Zusatz 8. zu Satz 1., da die
Bedingungen 1.—4. des Satzes 2. erfiillt sind, und also ist Satz 3.
eine Folge von Satz 2.

Zusatz: Es sei AW fiir i =1, 2 eine vollkommene Automorphis-
mengruppe in der abelschen Primdrgruppe .

Dann und nur dann ist AV = A®, wenn J(AV) = (AP ) und
D(AD) = D(AD) ist.

Es ist nur das Hinreichen der Bedingung zu zeigen: es sei ¢;(«)
eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende, isomorphe Ab-
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bildung von A® auf D(A?); da D(ADV) = D(A®) ist, so wird
durch die Gleichung ¢;(x) = ¢;[A(«)] eine isomorphe Abbildung 4
von A®M auf A® definiert. Wegen (8), (4) gibt es einen Repréasen-
tanten e einer erzeugenden Restklasse von %A/Z(AM) = A/Z(A?),
so daB

a(e) =ecy(a) fiir alle « aus A
gilt, und also eine zu p teilerfremde Zahl ¢, so daf3
a(e®) = e°c;(«) fir alle « aus AW

gilt, und hierdurch sind die Automorphismen a aus A® véllig
bestimmt.
Fiir o« aus A® wird also

Ax)(e) = ey[A(a) ] = ecey(x)° = ecey(«x®) = ac(e?),

und wegen Z(A®)= Z(A®) und (8), (4) wird also: A(a) = «f,
d.h. AV =A@ wie behauptet.

§ 5.
Charakterisierung des Kerns vollkommener Gruppen.

Satz: Es sei & eine Primdrgruppe, W eine Untergruppe von &
und xq(f) = g~ g die von g aus & in U induzierte isomorphe
Abbildung.

Dann und nur dann ist & vollkommen und A = K(), wenn

1. U ein echter, abelscher Normalteiler von & mat Elementen
beschrdnkter Ordnung ist,

2. die von ®& in W induzierte Automorphismengruppe voll-
kommen ist und die in die Vollkommenheitsdefinition (§ 4.) ein-
gehende isomorphe Abbildung durch

C(Xq) = gP" =1¢(g) [p™ = Maximalordnung in U]

hergestellt wird,

3. Xy = 1 dann und nur dann ist, wenn g in WA liegt,

4. m>1 ist, falls p =2 ist.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung 1. ist eine Folge
von § 2, (1), 1, und § 2, (8), die der Bedingung 2. von § 8, Satz 1,
die der Bedingung 3. von § 1, Satz 8, die der Bedingung 4. von
§2, (1) und § 2, (2), 5.

Es seien umgekehrt die Bedingungen 1.—4. erfiillt; dann folgt
aus § 2, (2), daB

A =R{Y, g}) fir jedes g aus &
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ist, aus § 2, (1) also, dal A = K(®) wesentlicher Kern von &
ist; wegen 2. und 3. ist &/ R(®) isomorph einer Untergruppe von
A; also ist &/ R(G) abelsch. Wegen 8. ist die Zuordnung: g — %4

eine isomorphe Abbildung von ®&/&(®) auf die von ® in R(®)
induzierte Automorphismengruppe und wegen 2. definiert also
die Zuordnung: g-—> g?" eine isomorphe Abbildung von /(&)
auf D(G), d.h. @ ist vollkommen.

FoLcERUNG: Ist ® vollkommen, g aus & beliebig, so gibt es
ein zu g mod K(®) kongruentes Element §, so daf — unter p™®

—~ _pn(®
die Ordnung von § mod R(®) verstanden — a(g) =g Y in B(®)
liegt.

Bewels: Es sei A die Gruppe der von @& in &(®) induzierten
Automorphismen xg(f) =g~ g. Da 3(®) = K(G) ist, so ist [in
der Bezeichnung des § 4] 3(®) = B(A). Aus Satz 2. folgt dann
wegen § 4, (8) die Existenz eines Elementes ¢, so daf3

xg(e) =-ec(g) fir jedes g aus ®

gilt, und e ist Reprisentant einer erzeugenden Restklasse der
wegen § 4, Satz 1. zyklischen Gruppe R(®)/3(®).
Insbesondere ist also
a(g) = esu mit 0 < g < p™ = Ordnung von £(®)/3(®)
und u in 3(®).
Dann wird
a(g) = g*a(g)g = a(g)c(g)’

und also g =0 mod p"?, da ja g und c¢(g) dieselbe Ordnung
p™® haben [vergl. § 2, (2)]. Wir setzen g =7p"Y, wo 7 eine

ganze Zahl ist, und g =e"“g.
G und g sind kongruent mod ®(®), da e in ®(®) liegt, und es
wird also n(g) = n(g). Weiter wird:

pn(g)_1 R
"n, % ) g

i=0

~ _~ _pnlg)
a(@) = (79" =

("1 ety o) =

__pn@) (pnie) —1)
=e7¢(g)’ 2 a(g) =
=uc(g)
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und, da u und c¢(g) in () liegen [nach § 38, Lemma 2., a.], so
liegt a(g) in 3(®), womit unsere Behauptung bewiesen ist.

LeMMA: Es sei & eine Primdrgruppe, U eine die Bedingungen
1., 8., 4. des Satzes erfiillende Unitergruppe von .

Dann und nur dann ist auch die Bedingung 2. des Satzes er-
fiillt, wenn ®|N abelsch ist und es eine Basis B von & mod A
gibt, so daf gilt 21):

a. es gibt eine fiir alle t aus W definierte Funktion h(f), so daf
b-1Eb = Fc(6)"? fiir alle b aus B ist;

b, y[m fll b’;.*] =c( fllb’;‘) fir b; aus B, b, % by, fiir i £k,

0<b, <p®) ist eine isomorphe Abbildung von ®/U auf das
System [und also die Gruppe] C€(®, N) aller Kommutatoren von
Elementen aus & mit Elementen aus .

c. st p =2, enthdlt B wenigstens zwei Elemente, so ist n(b) #£m
fiir jedes b aus B.

a., b. und c. sind dann fiir jede Basis von & mod N erfiillt.

Beweis: A. Es sei auch die Bedingung 2. erfiillt. Nach dem
Satze ist dann & vollkommen und % =&(®). a. folgt dann
aus § 4, Zusatz 1. zu Satz 1., wihrend b. in der Bedingung 2. ent-
halten ist, c¢. aus § 8, Satz 2., c. folgt.

B. Es seien a., b. und ec. erfiillt. Wegen Bedingung 3. ist
%, = %, dann und nur dann, wenn u kongruent b mod U ist.

Ist g aus ®, so ist g kongruent mod U einem eindeutig be-

stimmten 22) Element @ = _HB’;‘, d.h. g=1¥q mit f aus A und
es wird: =

m P71 . . .y
(@) =09 =("T g5~ 37

=g (@)

da p™ die Maximalordnung in U ist und c. gilt. 22¢) Hieraus folgt:
dann und nur dann ist u kongruent v mod U, wenn ¢(u) =c(p) ist.
1) pm — Maximalordnung in %, ¢(b) = b*".

22) Wenn man 9B irgendwie wohlordnet.
22¢) Wenn G/ zyklisch ist, so ist wegen § 2, (2) nichts zu beweisen.
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Setzen wir jetzt

— n(
e(xg) =(3)s alx,) =",
so verifiziert man rasch das Erfiilltsein der Bedingung 2., wenn
man nur gezeigt hat:
¢(g) liegt stets in ().

Dies folgt sofort nach dem oben bewiesenen, wenn man zeigt:
sind b,, b, verschiedene Elemente aus B, so ist ¢(b;) mit b,
vertauschbar.

Wegen a. und b. gibt es ein e, so daB
b;leb, =ec(b,)
ist, und es wird, da &/% abelsch ist:

(b,b,) " e(,b,) = b5 ec(b,) b, = ec(b,)c(by)* T HE®) —
— (B,0;) "e(B,6,) = ec(b,)t e(p,) .

Da b,, bymod U unabhingig sind, so folgt aus b., daB c(b,),
¢(b,) unabhingig sind, und also ist

c(sz)h(c(b‘)) =1, d.h. ¢(b;) mit b, vertauschbar.

§ 6.
Erweiterung zu vollkommenen Gruppen.

LeMMA: Es sei U eine abelsche Primdrgruppe der [endlichen]
Mazimalordnung p™, A eine vollkommene Automorphismengruppe
in A. Ist p" die Mazximalordnung in A, so ist n <m; ist p =2,
S0 set m F# m.

Sei B eine Basis von A, [B,, B.] fiir irgendwelche Paare p, * f,
aus B als Element in U definiert, a(f) fiir jedes p aus B ein Ele-
ment der Ordnung p™ aus Z(A).

Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Primdrgruppe ©,
deren Kern U ist, die im Kern genau A induziert, und die eine
Basis B von & mod R(®) besitzt, so daf

a(8) = b(AP"" und
[B1, B2] = B(B1)B(Bo) B(By) " B(By) ™" fitr By # By

ist, wobei B, f; aus B, p"P die Ordnung von B, b(8) das [ein-
deutig bestimmte] Element aus B ist, das in U den Automorphismus
B induziert, und wo b(f) in ganz B definiert ist, wenn
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1.) es eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende iso-
morphe Abbildung c(«x) von A auf D(A) gibt, so dafB

¢(B) = a(B)P™ P ist,

2.) [ﬂl’ B.] = [162’ ﬁl]—l,

8.) Ba(lBes Bul) = [Bes B1l, falls B; # By fir & £k ist,

4.) B> ﬁz]pn(ﬁ) =1 st und

5.) [Bu BI™ " fir p =38 in (A) liegt,

6.) [P, Bol®" " fir p—=2 in B(A) liegt.

Beweis: A. Die Notwendigkeit von 1.) folgt aus § 5., Lemma, a.,

die von 2.) ist klar, die von 8.) eine Folge aus § 3., Lemma 2., b. —
Bedenkt man, da a(g) in 8(A) liegt, so folgt aus § 2., (5), a.:

B BIP"P) | falls p £ 2 ist
T 1Bus BT e yu(iBe. B B2 PO fals p — 2 st

Damit ist 4.) hergeleitet, falls p # 2 ist.
Ist p = 2, so ist wegen 1.) und Zusatz 1. des § 4:

1= [B,, f]2"Pe(p,)2" P~ (1B )
oder [Br, 812" P = ¢(8,)2" 0~ h(18: BaD),
Da ¢(B,) in B(A) liegt, so ist nach 1. und Zusatz 1. des § 4
2"B)h([By, B,]) = 0 mod 2,
d.h. h([B1, B,]) =0 mod 2, falls n(B;) < n.

Damit ist aus Symmetriegriinden 4.) fiir p =2 gezeigt, wenn nur
min [n(B;), n(B,)] <m ist. — Sei also schlieBlich n(8,) =n(B;) =n.
Dann folgt aus Symmetriegriinden:

[B1s Bol" = c(By)2" ™ WTPr. Fo)
= c(ﬂ2)2n_lh([ﬂl’ Ba)).
Da A volkommen ist, f; und B, unabhingig sind, so sind auch
¢(f,) und c¢(pf;) unabhingig, d.h.
¢(By)2" (B, Bal) = ¢(B,)2" (B Ba)) =1
und damit ist 4.) und wegen 8.) also auch 6.) hergeleitet.
5.) schlieBlich folgt aus § 8, Satz 2., b.

B. Es seien also die Bedingungen 1.)—6.) erfiillt. Dann
adjungieren wir zu % fiir jedes g aus B ein Element b(8) mit
den folgenden Relationen:
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b(B)P"P = a(B),
(R){6(B)-1E6(B) = B(f) fiir £ aus A,

b(B1)b(B2) b(B1)2B(Bs) ™ = [B1, Be] fiir By # B

Um zu zeigen, daB3 hierdurch eine Erweiterungsgruppe & von
A durch A definiert wird, die in % genau A induziert, haben
wir nachzuweisen, da3 die Bedingungen von E., § 5, Zusatz,
S. 407 erfiillt sind.: E., 1. folgt aus 2.), E., 2. aus 8.); E., 8. ergibt
sich so: da a(8) in Z(A) liegt, so ist einerseits

a(By)Ba[a(B1) ] = 1.

Ist B; # B,, so wird andererseits:

P"L(ﬂg) pn(ﬁz) ‘
IL B3 4([82r B) = TL [Bos Ble(B) (PP —

p" B (pnB) 1)
— [Bor A" M) P P -

=1

wegen 4.) und 6.), da p"® die Ordnung von ¢(8) ist, womit auch
E., 8. hergeleitet ist.

DaBl & eine vollkommene Gruppe mit % als Kern ist, folgt
aus § 5, Satz und § 5, Lemma, wenn wir nur § 5, Lemma, b.
verifiziert haben [daB die tibrigen Bedingungen erfiillt sind, ist
offenbar]. Hierfiir geniigt es wegen § 2., (4) und n << m fiir p = 2
zZu zeigen:

( i b(ﬂi)b‘)pm = 1T (6(8)°")™ fiir 0 < b; < ™4,
i=1 h =
ﬂ,,; ?éﬂk fur ’l:;ék.

=1
Wir beweisen es durch vollstindige Induktion nach r. Fiir r = 1
ist es wahr; ist es schon fiir r — 1 bewiesen, so wird

(0(8P™) =TT (680" (8, Y™ =

-

1

Il

I

(L 580" 808, = (T B8 )e(8,)™
andererseits
(o) = (Moo v60") " = o T b8 et

nach § 2, (6), b., da ja ¢(f) in §(A) liegt und 4.)—6.) anwendbar
sind.
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DaBl die iibrigen & auferlegten Bedingungen von ¢ erfiillt
werden, folgt aus (R).

Satz: Es sei U eine abelsche Primdrgruppe und A eine Auto-
morphtsmengruppe in U.

Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Gruppe mit U als
Kern, die in U genauw A induziert, wenn A vollkommen ist und
fiir p =2 entweder A zyklisch ist und die Maximalordnung in
A ungletch 2 oder grifler als die in A ist.

Bewers: Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus § 8,
Satz 1. und § 8, Lemma 2., a., d., ihr Hinreichen aus § 6, Lemma,
da [B;, f.] =1 fiir alle B; # B, aus B die Bedingungen 2.)—6.)
dieses Lemma erfiillt.

§ 7.
Isomorphie vollkommener Gruppen.

Es sei U eine abelsche Primérgruppe der endlichen Maximal-
ordnung p™, A eine vollkommene Automorphismengruppe in ¥;
ist p* die Maximalordnung in A, so ist # < m und, falls p =2
ist, sei n #£m.

Es sei nun & eine vollkommene Primargruppe mit 9 als Kern
und A als im Kern induzierter Automorphismengruppe; nach
dem Satz des § 6 existieren solche Gruppen.

Ist B eine Basis von & mod %A, so bildet die Gesamtheit B
der #) y, mit b aus B eine Basis von A und wegen der Folgerung
des § 5 kann B ohne Anderung von B so ausgewihlt werden,
daB ) a(b) = 62" fiir b aus B in 3(A) = §(®) liegt. Wir
werden im folgenden nur solche Basen von & mod ¥ betrachten.

Ist B eine solche Basis, so heil3t

a(xg) = b7"® fir b aus B
eine von & [vermittels 8] realisierte a-Funktion von A in % und
[%p,» %5,] = b1bsb1 0" fiir by by aus ©

ein von & [vermittels $B] realisiertes Kommutatorensystem von
A in 9.

Eine a-Funktion und ein Kommutatorensystem von A in A,

23) Zg(f) = g g fur f aus A = K(O), g aus G.
24)  pn(®) = Ordnung von b mod ¥, also = Ordnung von xj , also = Ordnung von
¢(6) = 67",
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die von derselben Gruppe vermittels derselben Basis realisiert
sind, heilen zusammengehirig.

Zwei a-Funktionen und ebenso zwei Kommutatorensysteme
von A in U heiBlen assoziiert, wenn sie von derselben Gruppe &
realisiert werden.

LemMma: Es sei B eine Basis der vollkommenen Automorphis-
mengruppe A in der abelschen Primdrgruppe U.

a. Ist a(p) fur alle B aus B ein Element aus B(A), so ist dann
und nur dann a(f) eine realisierbare a- Funktion von A in U, wenn
es eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende isomorphe
Abbildung c(x) von A auf D(A) gibt, so daf %)

—n
¢(f) = a(ﬂ)pm & fiir alle B aus B
ist.
b. Ist [By, B2l fiir alle Paare verschiedener Elemente By, B, aus

B ein Element aus U, so ist [By, fs] dann und nur dann ein reali-
sierbares Kommutatorensystem von A in A, wenn

1. [ﬁp 182} = [ﬂza .61]—13
Bs([Bas Brl) = [Be, Bu, falls B, # By fiir © #k ist,

2

3. [Bus .Bz]Pn(i) =1 1st und

4. [By1» 52]3m_1 fiir p =238 in Z(A) liegt und
5. [B1, Bel®  fiir p =2 in B(A) liegt.

c. Jede realisierbare a-Funktion von A in U und jedes reali-
sierbare Kommutatorensystem von A in U sind [fur eine geeignete
Gruppe &] usammengehirig.

d. Zwei realisierbare a-Funktionen ay(f) und ay(f) von A
i U sind dann und nur dann assoziiert, wenn es fir jedes f aus B
ein FElement §(B) aus U gibt, so daB

[§BP" P ay(B), falis p #2 oder p =2, n(B) <n,
T 0 B, falls p—2, n(B) =n

gilt. [Natirlich licgt dann §(8)"" in 3(A).]

e. Zweirealisierbare Kommutatorensysteme [y, Bzl und [B1, Bsle
sind dann und nur dann assoziiert, wenn es eine in die Vollkommen-
heitsdefinition eingehende isomorphe Abbildung c(a) von A auf D(A)
und fiir jedes B aus B eine Zahl k(B) mit 0 < k(B) < p™® gibt,
so daf

ay(p)

) pn(®) — Ordnung von «.
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(B Bels = c(y) ™" (g i B0r g, g,
ist.

BEWwEIs: a., b., c. folgen sofort aus § 6., Lemma. — Um d., e.
zu beweisen, betrachten wir eine a,(8) und a,(8) bzw. [, .11
und [B;, B:]; realisierende Gruppe ® und eine Basis B; von
mod ®(®), vermittels derer gerade a;(8) bzw. [B,, B.]; realisiert
wird; sei b;(8) das eindeutig bestimmte Element aus 9B,, das in
R(®) = U gerade den Automorphismus g aus B induziert.

Da b,(B) und by(B) denselben Automorphismus in ¥ induzie-
rende Elemente der vollkommenen Gruppe ® sind, so folgt aus
§ 1., Satz 3., 2., daB b;(8) und by(f) derselben Restklasse von
®/8(®) angehoéren, d.h.

b1(B) = 1(B)by(B) mit f(B) in A
Wegen § 2, (4) und n <m fir p =2 wird also

61(B)"" = by(B)"" = c(p),
und ¢(a) = 1", wo t ein « in U induzierendes Element aus &
ist, ist nach § 8, Satz 1 eine in die Vollkommenheitsdefinition
eingehende isomorphe Abbildung von A auf D(A) = D(G).
Es wird
n(B)

0,(8) = [5:(8)1P"" = [1(8)bu(B)]"

n(ﬁ)_l
(p il;lo b,(B):5(B) by(B)~ i) ﬁz(ﬁ)l’n(ﬁ) —

n(f)_y p’n(ﬂ)_l )
(1 80 o) = (T sepr008- 100 ) )
p"(ﬁ)(pn(ﬁ)_l)

— i eyt 2 g,
Da ¢(B8), ay(B), 0,(B) in B(A) liegen, so liegt auch f(ﬁ)l’"(ﬂ) in
B(A), d.h. es ist
p"PR[(8)] = 0 mod p~,

und hieraus sowie der Tatsache, da p™# die Ordnung von ¢(B)
ist, folgt die Notwendigheit der in d. angegebenen Bedingung,
deren Hinreichen man leicht mit Hilfe der angestellten Uber-
legungen folgert.

Weiter ist

[B15 Bely = 01(B1) D1(B2) b1(B1)101(B;) " =
= f(ﬁl)bz_(ﬂl)f(ﬁz)bz(_ﬂz)hz(ﬁl)df(ﬁ)fl by(B2)2f(By) 1 =
= ¢(B) 1P (p,) (P (p, g1, ,
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und e. folgt sofort. Hieraus folgt auch der

Zusatz: Sind zwei a-Funktionen [bzw. Kommutatorensysteme)
von A in W assoziiert, so ist jede Realisierung der einen a- Funktion
[bzw. des einen Kommutatorensystems] auch eine Realisierung der
anderen a-Funktion [bzw. des anderen Kommutatorensystems].

Satz 1.: Es set &9 fiir ¢ = 1,2 eine vollkommene Gruppe,
A die in R(GBD) von &Y induzierte Automorphismengruppe,
¢;(o) die durch % gemdp § 8, Satz 1., c. indugzierte 1somorphe Ab-
bildung von AY aquf D(GM).

Dann und nur dann sind @ ynd & isomorph, wenn es eine
tsomorphe Abbildung x von K(GW) auf R(G?) gibt, so daf gilt

L x[3(GM)] = 3(&?),
2, %[@(@(1))]:@(@5(2))

und also wird durch
x[ca(0)] = ¢y[A(x)]
eine isomorphe Abbildung A von AWM auf A definiert;
3. set B eine Basis von A

a. ist a,(B) eine iiber B definierte, von ® realisierte a-
Funktion von AN in R(GW) und a,[A(B)] eine in A(B) defi-
nierte, von &® realisierte a- Funktion von A® in &(G?), so sind

x[a,(B)] = a¥[A(B)] und a,[A(B)] assoziiert;

b. st [B1, P21 ein in B definiertes, von GV realisiertes Kom-
mutatorensystem von AN in R(GD) und [A(y), MB,)], ein in
A(B) definiertes, von & realisiertes Kommutatorensystem von
A® in R(G?), so sind

%([B1> Bli) = AL(B1), M(B)]z und [A(By), A(Ba)] assoziiert.

BemerkUNG: Bedingung 8. besagt, da3 die Klasse assoziierter,
von G realisierter, in B definierter a-Funktionen [bzw. Kom-
mutatorensysteme] von A® in §(GW) durch x» in die Klasse
assoziierter, von G realisierter, in A(B) definierter a-Funktionen
[bzw. Kommutatorensysteme] von A in ®(&®) ubergefiihrt
wird. Wesentlich ist, daB » zusammengehorige a,, [...,...];
nicht wieder in zusammengehérige a,, [...,...], liberzufithren
braucht; es kénnen vielmehr beide oder eines dieser Paare nicht-
zusammengehorig sein. — Man beachte weiter, daf3 es leicht,
wenn auch umstidndlich, moglich ist, sich von der Beziehung auf
die Basis B zu befreien.



[37] Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschiedenem Kern. 37

Bewers: Die Notwendigkeit von 1. und 2. folgt daraus, dal3
8(®),R(®), D(G) gruppeninvariant definierte Untergruppen
sind, und die Notwendigkeit von 8. folgt wegen 1., 2. aus E.,
§ 5, (A), S. 407.

Seien also die Bedingungen 1.—8. erfiillt. Dann gibt es zu-
nichst ein zu [f;, f;]; assoziierter Kommutatorensystem [B15 B2li1s
das mit a,(f) zusammengehdrt, und ein mit [A(8,), 4(8,)], asso-

ziiertes Komr{lutatorensystem [A(8,), A(By)]ze, das mit ay[A(B)]
zusémmengehort. Wegen Lemma e. gibt es dann fiir jedes B aus
B eine Zahl k;(8) mit 0 < kyi(B) <pn(ﬁ)’ so daB

[B1s Bolus = () S B0P" " P (5 popn =)

und [B1s Bal1
[M.B1), }*(/32)]22 =
= Cy[ A 1 ~ka(B2) n—n(By) n—-n
St 2[ (ﬁ )] p cz[)»(ﬂ2)]k2(/91)p 8 [}»(,31), 2(/32)]2
Wegen 8. b. ist schlieBlich:
[2(131), 2(.32)]2 =

= (y[4 k3 (Be)pn—B,)
. . 2[ (131)] P Cg[}.(ﬂz)]ka(ﬂ)Pn_n
Wir zeigen zunichgt.

By
[A(B1)s M(B2)]5 -
(1) Es gibt einen, [eigentlichen] Auto”lorphi Q
smus @ von

D(G?) und R(G@)/3

(2)
besondere also 3(®w) (©®) elementr,;

in sich iibergent)

bl

?([ABy), 2(,)13) = LAB1), 2,

und ist,

(05 [A(B)]) und [A(B,), A(8,)1,, =

— i “kl(ﬂz)pn—n(ﬂz) n—n
GA(By)] $[A(B) 11 Bien D ) ) B

zusammengehiren.

_ Da A® eine vollkommene Automorphismengruppe in §(G®)
lSt, da We.lter C2 [l(a ):I eine ln die Voukommenheitsd};ﬁn1t10n ein'
gehende isomorphe Abbildung von A auf DA®) — D(G)
ist, da schlieBlich -

m—n(B) m—n
)" = xlau®" "] = wleate)] = e ae) s,
so folgt aus § 4, Zusatz 2. zu Satz 1.:

RAED) =F x ﬁ[l{ej} Xﬂ'HB{a;k [A(8)]},
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8(6™) =5 x T {af AR} 1T {eJ . ]P“""“"'”}, e =1
2y — 2 X

D(G?) ﬁiInTB{cz[ 81}

Ist 0 < k(B) < p™®, so wird durch

wlx) =1 tir 3 in §x I (o)

aF[A(g))ekBP" , falls p # 2 ist,
i[AB)]) = n e
PO a¥[A(B))eE B¢ [4(8)] P2, falls p =2 ist,

ein Automorphismus von R(®®) definiert, da die af samtlich
von der Maximalordnung p™ sind, wihrend die hinzutretenden
Faktoren samtlich wegen p™s 2 niedere Ordnung haben.

Da af,e2” und ¢, sdmtlich zu Z(®®) gehoren, so ist
?[3(®?)] = 3(®®) und, da ¢(e,) =e,, so bleibt jedes Ele-
ment von K(®?®)/3(G®) bei ¢ invariant.

Weiter ist

o (c[2(8)]) =<p(a;*‘[l(ﬂ)])1’m_"(ﬁ), wie oben gezeigt,
— ¢,[A(B)] kBT da m > n, falls p =2,
] u
= ,[A(B)], da p™ die Maximalordnung in ®(®&®) ist,

und ¢ laBt mithin jedes Element aus D(G?) invariant, da
D(G?) von den ¢;[A(B)] mit B aus B erzeugt wird.
SchlieBlich ist

(AR, 1% = (B o) T TL a4 P,

wo nur endlich viele Exponenten s 0 sind. Da [4(8;), ABy) ¥ =
= %([By, f2]1) ist, so folgt aus Lemma, b., 3., dal

[A(B,), AB))P"" =

und also daB 7(B; By, ;) = 0 mod p"‘_"(ﬁi’ ist; da m > n, falls
p = 2 ist, so zieht also p = 2 nach sich: r(8; #,, f) =0 mod 2.

Da m —n(g)+n=m, n —14+m —n(B;) =n fir p=2, da
p™ die Maximalordnung in ®(®%) und p» die Maximalordnung
in D(GD) ist, so folgt hieraus:

‘P([}“(ﬁl)’ /32)]2) [l(ﬂl) }-(ﬂz)]

Wegen 3. a. und Lemma, d. gibt es fiir jedes p aus B ein Ele-
ment f(f) in K(G?), so daf
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1(8)P"? a,[4(8)] , falls p o2 ist,

182" ay[A(B) e[ AB) PP patls p — 2 ist,

und es ist h[f()] =0 mod p»—"®, da §(8)P"® in §(G®) liegt,

so daB MBI _ g MBI i b o wird,

Es wird:

"B o r208Y1EBP"
plagtap) =1 1O JalOIRTE > falls p 72,
HB)" aaA(B)] calA(g)] " (I +R BN kP2™

falls p =2,

und also ist ¢(a[A(8)]) wegen Lemma, d. ebenfalls zu a[A(B)]
assoziiert.

Da nun a,[A(8)] und [A(8,), }.(,82)]22 zusammengehoren, so ge-
héren @(a[A(8)]) und

_ - n—n(B,) : i n—n(B,)
G A(By)] MBI BIR™ I 13 (8,)) IO kBB 3 8y 2]

a3 [4(8)] =l

22
zusammen [vergl. den Beweis von Lemma, d., e.].
Nun wird:
_ —k n—n(fB,) n—n(B;)
ca[A(,)] MO e )] MIE B0 (8, 2(Ba)] =
—h[(B)] ~[k(Bs 1p" "6y
:cz[}-(ﬂl)] [Tﬂ 1-[ (ﬁ)"f‘kz(ﬂ )p L

n—n(B,)
e [A(B,)]MIPITH KP) HR BTN (), ()], =
- 2/1= 2. 202 3{P2 n—n(ﬁ,)
— c2[l(.81)] R(§ (B2 [k (Bs) +ky(By) + ks (Ba)1p .

. cz[;,(lgz)]h[ﬂﬁln +[k(ﬂx)+kz(ﬁ1)+ka(ﬁ1)]pn—n(ﬂ1) AR, A(B)] *

.
Da h[f(8)] =0 mod Pn_n(ﬂ ) ist, so kann man k(B) in zuldssiger
Weise aus

h[§(B)] + [k(B) + ky(B) + ky(B)] p"~ P = ky (B)p™ " mod pm

bestimmen. Tut man dies, so gehéren

¢ (a3 [4()]) und "
n—n(fB, n
[ A(B)] PP e [apy) ) PP
zusammen und (1) ist bewiesen.
Nun ist ¢[#(f)] fiir ¥ aus ®(®?) eine isomorphe Abbildung
von & (GW)auf &(G?®), die 3 (BV)in 3 (G?), D(GV)in D (G?)
und also auch A in A® jiberfiihrt [da ¢ jedes Element von

.Hl{e]-}XSD((Sj‘z’) invariant 1aB8t und 3 (®)® in sich uberfiihrt,
-

s, 4B
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tut dies die in 2. erwidhnte Abbildung 4], und die iiberdies ein
zusammengehoriges Paar a-Funktion, Kommutatorensystem, die
von G in & (GW) realisiert werden, in ein zusammengehoriges,
von G@ in & (G®) realisiertes Paar iiberfiihrt, und die sich also
nach E,, § 5, (A), S. 407 bzw. E., § 2, Satz 2., S. 891 zu einer iso-
morphen Abbildung von G® auf G erweitern 1ift.

FoLceErUNG 1.: Die vollkommenen Gruppen BV und & sind
isomorph, wenn es

I. eine Bedingung 1., 2., 8. b. von Satz 1. erfiillende, isomorphe
Abbildung » von K(GV) auf K(GP) gibt, und wenn es

II. cine Zerlegung K(G®) =B@ x 'H1 {e;} XﬁH {a[A(B)]} won
= inB
KR(GD) bzgl. A gemdf § 4., Zusatz 2. zu Satz 1. gibt, so daf
[A(B): A(Ba)]z in B x I1 {e} liegt.
i

Dies folgt aus Satz 1., wenn wir gezeigt haben:

(2) sind 1., IL. erfullt und a;, af wie in Satz 1., 8., a. definiert,
so gibt es einen B X ‘Hl{e,.} X D(AD) elementweise invariant

=
lassenden Automorphismus ¢ von K(G?), der
p(aF[A(8)]) = a[A(B)]

erfullt.

Nun ist

af [MAP™ " = [u(a,[B1)]P" " = (B =
= #[6,(B)] = &[A(B)] = (a[2(8)])2" "7,

und, da n(8) >0, also m —n(f) < mist, soist af[A(8)] (ay[A(8)]) "
ein Element von niederer als p™-ter Ordnung aus 3(®®)= 8(A®),

u
und mithin existiert ein B® x II {e;} elementweise invariant
i-1

lassender Automorphismus ¢ von f(®&®), der ¢(af[A(B)]) =
= a,[A(B)] erfiillt; da D(A®) durch die ¢,[A(f)] mit B aus B
erzeugt wird, und da a*[A(8)]P" " = a,[A(8)]?" " = ¢, [A(8)]
ist, so leistet ¢ das Verlangte und (2) ist bewiesen.

FoLcERUNG 2.: Zwei vollkommene Gruppen &V und &®), die
denselben Kern U haben, und die in U dieselbe [vollkommene] Auto-
morphismengruppe A induzieren, sind isomorph, wenn beide dasselbe
Kommutatorensystem [By, Bs] — definiert iiber derselben BasisB von A

— realisieren, und es eine Zerlegung A =B X H{e,}x H{a B)}
BinB
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von U bzgl. A gemdf § 4., Saiz 1. gibt, so daf [B,, f.] in
B X .Hl{ej} liegt.
Pl
Zum Beweise betrachten wir die durch B® gemi §3., Satz1., c.
induzierte isomorphe Abbildung ¢;(«) von A auf D(A) = D(G®).

Nach der an § 4., Definition 1. angeschlossenen Bemerkung gibt
es eine zu p teilerfremde Zahl ¢, so daBl ¢;(a)® = ¢y(a) ist.

u
Sei nun x der Bx II {e;} elementweise invariant lassende
j=1

Automorphismus von %, der »[«(f)] = a(B)° fiir B aus B erfiillt.
Dann wird

%[y ()] = cq(a)’ = cy(),

d.h. die in Satz 1., 2. auftretende isomorphe Abbildung 4 von
A auf sich ist die identische Abbildung. Weiter ist

x[3(BM)] = x[3(A)] = B(A) = B (&™),
#[D(GV)] =D(A) = D(G@)

und

[A(B1), A(B2)]; = [Brs Bely = %([Brs Be]) = [ Bl

mithin ist » eine die Bedingungen I., II. der Folgerung 1. erfiil-
lende isomorphe Abbildung ®(®M) =% auf R(G®)=A und
Folgerung 2. folgt aus Folgerung 1.

Daf3 die in den Folgerungen 1. und 2. gemachten Annahmen
iiber die Lage des Kommutatorensystems i. A. nicht entbehrlich
sind, zeigt das folgende

BEISPIEL von zwei nicht-isomorphen vollkommenen Gruppen, die
denselben Kern U haben, in diesem dieselbe Automorphismen-
gruppe A induzieren, die dieselbe isomorphe Bezichung c(x) von
A auf D(A) gemdf § 8, Satz 1., c. induzieren und dasselbe Kommu-
tatorensystem realisieren.

Es sei

A = {e} x i_ll{ai} X {3

wo e und a; die Ordnung p™, 3 die Ordnung p haben, p # 2 und
m>1 ist. Nach § 4, Zusatz 1. zu Satz 8. gibt es genau eine voll-
kommene Automorphismengruppe A in U mit

3(8) =11 {0} x (3}
D(A) = {af} x {as} X {ag},
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und zwar ist
3
A — o
1=
mit

3 3
oy (ey IT a%) = ey I1 g af*

3 3
oy(ees I a%) = eeg IT a% af fiir j =2, 3.
i=1 i=1
SchlieBlich wird durch
c(al) = af’ c(aj) = a_.’ fir j: 2, 3

eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende isomorphe
Abbildung von A auf D(A) definiert.

[y, 0] = [oj, ¢y] =1 fiir j =2, 3
[%’ a3] == [“3, Qz]-l = al

liegt in §(A) und ist wegen Lemma, b. ein realisierbares Kom-
mutatorensystem. Fiir jede dieses Kommutatorensystem und A
realisierende, vollkommene Erweiterung ist

© = {{ne, ), DAY} = {a)

die Kommutatorgruppe.

Ist b,(x;) = a;und by(e;) = a;3, by(o;) = a; fiir j = 2, 8, so sind
wegen Lemma, a. sowohl b, als auch b, realisierbare a-Funktionen
und beide gehéren zu ¢, d.h.

Nach Lemma, d. liegen alle zu b, assoziierten a-Funktionen in
€, aber keine zu b, assoziierte, und hieraus folgt nach Satz 1.,
daB die durch [«;, o], b; bestimmte und die durch [«;, ], b, be-
stimmte vollkommene, u.s.w. Erweiterung von U nicht isomorph
sein konnen, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Sarz 2.: Es sei U eine abelsche Primdrgruppe der [endlichen]
Mazimalordnung p™ und A eine wvollkommene, nichtzyklische
Automorphismengruppe in U der Maximalordnung p™ und n << m,
falls p =2 ist.

Dann und nur dann sind alle realisierbaren Kommutatoren-
systeme von A in U assoziiert, wenn entweder

a. p =23 und U direktes Produkt von drei, A von zwei Zyklen
der Ordnung 3 ist, oder
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b. p=2 und sowohl W direktes Produkt zweier Zyklen der
Ordnung 2™ mit einem der Ordnung 2 als auch A direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 2 ist.

BeEwels: A. Es sei B eine Basis von A; nach Lemma, b. ist
[B1> B2lo = 1 fiir B, # P, aus B ein realisierbares Kommutatoren-
system von A in 2. Weiter sei ¢(«) eine in die Vollkommenheits-
definition eingehende, isomorphe Abbildung von A auf D(A).

(8) Enthdlt B wenigstens drei Elemente, so gibt es ein nicht zu
[B1> Balo assoziiertes realisierbares Kommutatorensystem von A in 9.

Seien namlich «;, oy, o drei verschiedene, beliebige, aber feste
Elemente aus B und sei etwa %) n(x,) < n(x) < n(«z). Wir
definieren:

oty o] ™ = [ag, 0] = (o) fiir & <k,
[B, 2;] = [, B] =1 fiir B # ;, aus B,
[B1> B2l = [Ba, B,] =1 fiir f; # o aus B.
Da [y,, y,] fiir y, # y, aus B stets in 3(A), sogar in D(A) =

. nlo,) . .
:8(A) hegt', und da C(al)p V=1 1st, so 1st [‘yl,yz] nach
Lemma, b. ein realisierbares Kommutatorensystem. Ist [y;, 7.];
zu [y;, y.] assoziiert, so ist

[otg, otg]y = €(oty) e(aty) “c(og)™® # 1

nach Lemma, e. und also [y;, 7,] nicht zu [y;, ¥,], assoziiert, wo-
mit (8) bewiesen ist.

(4) Gibt es ein Element der Ordnung p in 3(A), das nicht in
D(A) liegt, so gibt es ein nicht zu [y, Pslo assoziiertes, realisier-
bares Kommutatorensystem von A in .

Wegen (3) konnen wir beim Beweise von (4) annehmen, daf3
B genau zwei Elemente f; und S, enthilt; weiter sei p #1 ein
Element der Ordnung p aus §(A), das nicht in D(A) liegt. Dann
ist

[B1> Bl = [Bos Bl =P

nach Lemma, b. ein realisierbares Kommutatorensystem, und
dies ist nicht zu [f;, fz]o assoziiert, da es nicht in D(A) liegt,
wihrend jedes zu [B;, B2]o assoziierte Kommutatorensystem nach
Lemma, e. in D(A) liegt.

B #). Es enthalte B genau zwei verschiedene Elemente 8,

26) pn(®) = Ordnung von o.
27) Das folgende 148t sich durch Benutzung der Sitze des § 8, die aber meist
tiefer liegen als das hier gebrauchte, abkiirzen.
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und S, und jedes Element der Ordnung p aus 3(A) gehére zu D(A).
Dann hat eine Darstellung von U gemaB § 4, Zusatz 2. zu
Satz 1. die Form:

A = {e} x {a(B1)} x {a(Ba)}s
3(A) = {a(B)} x {a(Be)}:
D(A) = {(B)} x {e(Ba)}s
wo e die Ordnung p™ und a(f;) die Ordnung p™ hat. O. B. d. A.
sei n(By) = n(fs)-
(5) Jedes realisierbare Kommutatorensystem ist zu einem der

Form
n(B,) —niB,)

[y, Ba] = [Bas Bi] 2 =P
assozitert.
Es ist namlich

[B1» B2 = € a(By)™ a(Bs)".
Nach Lemma, b., 8. ist [f;, 52]1’”(6‘) =1 und also
r =0 mod p"B)=B) da n =n(B,) ist,

a; =0 mod pm—#Y_ also

a(B:)™ = c(:)"
und (5) folgt aus Lemma, e.

(6) [B1s Bl = [Bas Bu] 7 =
ist ein realisierbares Kommutatorensystem von A in U,
a. wenn p #2, p #8 ist,
b. falls p =38 ist, dann und nur dann, wenn
- 3m*1+n(ﬂ2)—n(/31)

~n(Bt,)
2

espn(ﬁﬁ) —n(B)

= 0 mod 3™ 1ist,
c. falls p =2 ist, dann und nur dann, wenn
s - 2P 1B _ 6400 on st

Dies folgt aus Lemma, b., wenn man n(8;) = n beachtet.
Ein realisierbares Kommutatorensystem von A in 9 der Form

[y B = [Bos B1] ™"

ist wegen Lemma, e. dann und nur dann zu [B,, 8,], assoziiert,
8pn(ﬁz) —n(B))

_ B n6)

wenn e =1 ist, d.h. wenn

= 0 mod p" &)
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ist. Damit also alle realisierbaren Kommutatorensysteme von A
in % zu [By, By]o assoziiert sind, muB also jedenfalls p = 2 oder
p = 8 sein. Ist weiter p =8, so ist dies wegen (6), b. dann und
m=1tn=nB) _ g mod 8" er-
fiilllende Zahl s auch s =0 mod 3" (b erfillt, und dies ist dann
und nur dann der Fall, wenn m =1 ist. Ist schlieBlich p =2, so
ist dies wegen (6), c. dann und nur dann der Fall, wenn jede
-2 1) _ 0 mod 2" erfiillende Zahl s auch s = 0 mod 2"#?
erfiillt, und dies tritt dann und nur dann ein, wenn n = n(f;) =1
ist, da n(f;) = n(f,) = n ist, womit alles bewiesen ist.

nur dann der Fall, wenn jede s-8

ForcerUNG: Es sei U eine abelsche Primdrgruppe, A eine voll-
kommene Automorphismengruppe in U.

Dann und nur dann sind irgendzwei vollkommene Gruppen, deren
Kern U ist, und die in A genauw A induzieren, isomorph, wenn
entweder die Bedingung a. oder die Bedingung b. von Satz 2. er-
fullt ist 28).

Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus Satz 1. und
Satz 2., wenn man bedenkt, dal das Kommutatorensystem
[B1s B2lo = 1 bei allen Automorphismen in sich {ibergeht, ihr
Hinreichen folgt aus Satz 2., da Folgerung 1. aus Satz 1. auf das
einzige realisierbare Kommutatorensystem [B;, f5], = 1 anwend-
bar ist.

§ 8.

Vollkommene Gruppen, die mod Kern direktes Produkt
zweier Zyklen sind.

In diesem § 8. werden wir einige Sitze iiber abelsche Gruppen
benétigen, die hier kurz ohne Beweis #) zusammengestellt seien:
Es sei 5 eine abelsche Primargruppe der endlichen Maximal-

ordnung p™ und, falls p ein Element aus $ ist, sei p"® die Ord-
nung von p. Das Element e von § heilt einfach in B, wenn die
Gleichung

el = pP™ fiir 0 <14 <mn(e)

28)  Man beachte, daB8 durch a. die Struktur von A als Automorphismengruppe
wegen § 4, Satz 2 [u = 1, v(1) = 1, w = 0] bestimmt ist, und dal A durch A und
b. wegen § 4, Zusatz zu Satz 3 eindeutig festgelegt ist, so daf3 also gilt:

an vollkommenen Gruppen, die durch den Kern und die nicht zyklische, im Kern
induzierte Automorphismengruppe bestimmt sind, gibt es fiir p #~2, p #3 keine, fiir
p = 3 genau eine und fir p = 2 genau eine fiur jedes m > 1.

%) Fiir die Beweise u.s.f. vergl. T., § 1.
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in P unlosbar ist. Ein in P einfaches Element ist auch in jeder
Untergruppe von ‘B einfach; dagegen kann ein Element in einer
Untergruppe von B einfach sein, ohne in P einfach zu sein. Sind
e, . - -» & einfache Elemente und n(e,) < ... < n(e,), so gibt es
eine direkte Produktzerlegung:

B=fed X -0 X fe XP

Zwei Elemente p und q aus P heiBen isotyp in R, wenn es einen
p in q iliberfithrenden [eigentlichen] Automorphismus von B gibt.
I. A. kann aus der Isotypie bzw. Nicht-Isotypie in Untergruppen
nicht auf die in Obergruppen geschlossen werden; doch sind zwei
Elemente eines direkten Faktors von P dann und nur dann in
diesem isotyp, wenn sie in ‘B isotyp sind.

Isotypieinvarianten sind der Ordnungsexponent n(p), der
Hohenexponent ) e(p) und also auch

s(p) =n(p) +e(p)

und die Reihe der Zahlen
n(p)—1

I(p) : s(p), s(pP)s oo s(PP 7 ).

[Es ist stets s(p”‘) gs(p”m),] Aus I(p) liest man die folgen-
den Invarianten ab:

Die Anzahl d(p) der verschiedenen unter den Zahlen aus I(p),
die aus den sdmtlichen verschiedenen unter den Zahlen aus I(p)
bestehende Reihe n,(p) < ... <mg,(p) und die Zahl

ki
zz('p) = 3(‘pp )9
wo k; eine kleinste Zahl mit
k
ny(p) =s(p?")
ist. Dann ist auch

0 <ny(p) —21(P) <...<ngy(p)— 3(Paw) = n(p)-

Fiir einfache Elemente e ist d(e) = 1, e(e) = 0; ist p ein beliebiges
Element, so gibt es d(p) einfache Elemente e;(p), so daB
da(p)

p=T0e(py™ und nfep)] =n

ist, und hieraus folgert man:

30) Dies ist nach H. Priifer die groB3te Zahl derart, da die Gleichung Pp‘= q
eine Losung q in § hat.



[47] Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschiedenem Kern. 47

die Elemente p und q aus ‘B sind dann und nur dann isotyp in
B, wenn

d(p) = d(q), mi(p) = ny(a), 2:(p) = 2;(a)
ist, oder gleichwertig, wenn I(p) = I(q) @st.

Es sei U eine abelsche Primérgruppe der Maximalordnung p™,
A eine vollkommene Automorphismengruppe in % und

A = {} X {#},

wo p” die Ordnung von », p* die von », m =n =k > 0 und,
falls p = 2 ist, m > n ist. SchlieBlich sei ¢(«) eine in die Vollkom-
menheitsdefinition eingehende isomorphe Abbildung von A
auf D(A).

Wir machen jetzt die spezielle Annahme, die fiir den ganzen
Verlauf dieses § gelten soll, daB3 die im § 4 definierte Invariante
u(A) =1 ist, so daB also die Darstellung von 9 gemifB3 § 4.,
Zusatz zu Satz 1. die Form

A =B x{ x{a0)} x {a(x)},
(*) 184) =8 x {"} x {a@)} x {a(x)},
D(A) = {c(r)} X {c(x)},

hat, wo a(v), a(x) die Ordnung p™, e die Ordnung p° mit
n<v=o(1, A) <m haben und a(»)*" "= c(»), a(x)*" =c(x) ist.

Da jedes realisierbare Kommutatorensystem von A in U nur
aus [», 2] und [», v] = [, x]_l besteht, konnen wir uns auf die
Betrachtung realisierbarer Kommutatoren [», »] beschranken.
Zwei Kommutatoren heilen dquivalent, wenn sie [u.a.] durch
isomorphe [vollkommene, % zum Kern habende, in % genau A
induzierende] Gruppen realisiert werden.

DeriNiTIiON: Ein Element aus U heifle normiert [bzgl. der Dar-
stellung (%)3') von U], wenn es

a. die Form
ber” mit 0w=<v, b in B

hat, und wenn
b. die Invarianten d(b), n;(b), 2;(b) von b in B noch die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

31) die im folgenden festgehalten wird, solange nichts Anderes gesagt.
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1. w—z; > min [0, v — n,;] fiir jedes i mit 1 < 1= d(b);
2. istw Fvundn = w — g, fiirein i, soist auchw —z; <v —n,.

Satz 1: a. Zwei vollkommene Gruppen, die W zum Kern haben
und in W genau A induzieren, sind isomorph, wenn sie denselben
Kommutator von A in U realisieren.

b. Jeder realisierbare Kommutator von A in WA ist 2u einem
normierten dquivalent.

. w . .
c. Das normierte Element be® ist dann und nur dann ein
realisierbarer Kommutator, wenn

=1, k=v—w
und
w=1 ist, falls p =8 und v =k =mn=m oder

p=2und v=~k=mn ist.

Beweis: Es sei [», #] ein realisierbarer Kommutator von A
in UA. Wegen (%) ist dann:

[, %] = bera(z)’a(x)*
mit bin B, 0 <r=p° 05, t << p™
Nach § 7., Lemma, b., 8. wird dann
1= [, x]pk und also, da m=v=n=k > 0 ist,
1 =bpk, r=0mod p°%, s=1=0mod p™¥,
d.h. fiir geeignete ', ', ¢’ wird
[y, x] = be"” ()" e(x)',

pm—n

da c¢(v) =a(»)
also

, ¢() = a(x)®"" ist. Nach § 7, Lemma, e. ist

[y, x]; = be"” ™, bin B, 0 <7’ < pk
ein zu [v, ] assoziierter Kommutator und mithin ist a. eine Folge
von § 7., Folgerung 2. aus Satz 1.

Sei jetzt r'p** =wup® mit (u,p) =1, 0<u=p" 2, v—k=w=v.
Dann gibt es eine Zahl %' mit (v, p) =1, uu' =1 mod p*—®
[wenn v =1w ist, ist die erste dieser Bedingungen keine Folge
der zweiten] und durch

g:(x) =1 fiir ¢ aus B x {a(»)} x {a(x)},
pi(e) =e¥

wird ein Automorphismus ¢; von U definiert, der jedes Element
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aus D(A) invariant 1468t und Z(A) in sich tberfithrt. Wegen a.
und § 7., Satz 1. sind also die Kommutatoren [», »]; und
[v, %]y = @1 ([#, #];) dquivalent.

Dabei ist

[v, ], = beP* mit b in B, v —k<Sw=<0,
d.h. [», »], erfiillt die Normierungsbedingung a.
Sei nun

P

i

b:

©,
R=h

eine die Invarianten von b in ¥ in Evidenz setzende Darstellung
von b als Produkt von in 8B einfachen Elementen, d.h.

d:d(B), ’n(bl) :’ni(b), z’i:zi(ﬁ)
mit, falls b £ 1 ist 32),
0 <my(b) <...<my(b)
0<n(b)—z<...<my(b) —z;=n(b)=k.

Wir setzen nun:

d :
b’ = IT' 67, wo II’ alle ¢ mit w — z; > min [0, v — n;] durchlauft,
i1

d 2,

b = II" 62, wo II" alle i mit w — 2; < min [0, v —n;] durchléuft,
i=1

so dal b=0"b" ist; sowohl b’ als auch b" kann die Gruppen-

eins sein.
Fiir die in II"” auftretenden ¢ ist w < z; und also:

d 2w p"l w
b“:[H"b%" J =g"
i=1
dabei ist

n(g) = max [n; —z; +w] =v.
iaus [T

Da die b; und also auch g aus B stammen, wird also durch
@a(r) = ¢ fiir ¢ aus B x{a()} x {a(x)},
Po(e) =eg™!

ein Automorphismus ¢, von ¥ definiert, der D(A) und UA/Z(A)
elementweise invariant 148t. Wegen a. und § 7., Satz 1., sind also

32) Ist b=1, so ist [v, %], bereits normiert.
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die Kommutatoren [, %], und [, x]; = @y([», %],) dquivalent.
Dabei ist

a .,
[v, #]3=eP*g=P"b = e?”"p’ = 2" [I' b2~
i=1
und
a ., .
b =II'6?" =11 67~
i=1 i=1
ist eine die Invarianten
d’ =d(b'), ny(b') = n(b)), z(b') =z
von b’ in B in Evidenz setzende Darstellung von b’ als Produkt
von in B einfachen Elementen, so daf} also [», x]; bereits die
Normierungsbedingungen a. und b. 1. erfiillt. Ist auch b. 2. erfiillt,
so ist [», ], bereits ein normierter Kommutator und Satz 1., b.

bewiesen. Ist aber b. 2. nicht erfiillt, so ist w <v und es gibt
einen Index § mit 1 <7 =d(b’), so daBB

n=w—z, v—n)<w—73]

ist, d.h. w — z; = max [n, v — ny(b')].
Insbesondere ist also w > z;., w —z; =n und

b¥ =bje? o
liegt in {e?"}x B < B(A). Weiter ist:

n(B) =ny(8') =0 —w + 2 = n(e?°), dh.
n(8¥) = n(5)),

und b¥, b} sind beide in Bx{e?"} und auch in B X {¢} einfache
Elemente. Aus dem im Anfang dieses § 8. Bemerkten folgt also:
es gibt einen Automorphismus @5 von U, der jedes Element von
D(A), von {e} x{a(v)}x{a(x)} und von A/J(A) invariant lit,
so daf3

b; fiir 7 #74

b fiir ¢ =74

®s( b;) = {

wird. Nach a. und § 7., Satz 1. sind also [v, x]; und
[v, #]s = @3([», #];) 4quivalente Kommutatoren, und, da

d ’ o ’
[’V, M]4 — epwH b;pZz . e_pw Z; . pi =P
i=1
offenbar normiert ist, so ist damit Satz 1., b. vollstindig bewiesen.
c. folgt sofort aus § 7., Lemma, b., 8. —5.
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Aus der im Beweis durchgefiihrten Konstruktion eines zu dem
gegebenen Kommutator dquivalenten, normierten Kommutator
folgt der

Zusatz: Es sei [v, x] =Dbe" a(v)® a(x)) mit 0 <r =p° und b in
B ein realisierbarer Kommutator von A in .

Weiter set p* die grifte r teilende Potenz von p, also 0 < w < v,
und

d 2,
b= I1 67"

eine die Invarianten d(b) =d, n,(b) = n(b;) und z,(b)- =2, von b
i B in Evidenz setzende Darstellung von b als Produkt von in B
einfachen Elementen.
d

Sei schlieflich b = H; 4 “ wo I1' alle und nur die i mit
w — 2; > min [0, v — ny(b)] durchliuft, und w' =v, wenn ent-
weder w = v, oder es, falls w v ist, wenigstens ein 1 gibt, so daf
w — 2; = maz [1 + min [0, v —n;(0)], v —ny(b), n], und w' =w
in allen andern Fdllen.

Dann ist [v, x]’ =b"e” 7 ein normierter, zu [v, x] dquivalenter
Kommutator von A in U.

Satz 2.: Die beiden mormierten, realisierbaren Kommutatoren
[v, x]"" =60 und [v, x]® =@ von A in U sind dann
und nur dann dquivalent, wenn w; = w, ist und bV und b® in
B isotyp sind.

BewE1s: Das Hinreichen der Bedingungen folgt aus Satz 1., a.
und § 7., Satz 1., da sich jeder Automorphismus von ¥ zu einem
{e} x{a(»)} x{a(x)} elementweise invariant lassenden Automor-
phismus von U erweitern lafit.

Die Notwendigkeit der Bedingungen wird in mehreren Schritten
gezeigt:

(1) Zwei normierte, realisierbare Kommutatoren von A in U
stnd dann und nur dann assozitert, wenn sie identisch sind.

Folgt aus Normierungsbedingung a. und § 7., Lemma, e.

(2) Ist ber” ein normiertes Element, w #v, ¢ ein D(A) und
B(A) je in sich iberfithrender Automorphismus von U,

p(ber”) =e’g mit 0 <f=p", g in Bx{a()}x{a(x)},

so ist f genau durch p™ teilbar.
Man beachte, daB e’g nicht normiert zu sein braucht.

d Z.
Sei b = II b?™ eine die Invarianten d=d(b), n,=n,(b)=n(b,),

=1
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z; = %;(b) von b in B in Evidenz setzende Darstellung von b
als Produkt der in B einfachen Elemente b,.
Es wird:
ple) =e"u, @(b;) =emu; mit 0 <r, r; = p°

und u, u; in Bx{a()}x{a(x)}.

Da 3(A) = ¢[3(A)], und da e Reprisentant einer erzeugenden
Restklasse des Zyklus /8(A) ist, so ist auch ¢(e) Reprasentant
einer erzeugenden Restklasse von /8(A) und also (r, p) = 1.

Wegen n(b;) =n; ist

7;p™ = 0 mod p*
und, da b; und also auch ¢(b;) in Z(A) liegt, so ist
7, = 0 mod p™.
Also wird

d
. TP"’+‘}: rp* 4 5 pv
dg=plerh)=e 1 ur

und mithin
f=rp*+ Edlripzi mod p°.
Um (2) zu zeigen, genligt es also zu zeigen:
(+) r;p% =0 mod p**! fir alle 1.
Nun ist stets:
r{p% =0 mod p"* 7.

(+) ist also fir alle ¢ bewiesen, fiir die n + z; > w ist.
Sei also n + z; < w; wegen w %% v und Normierungsbedingung
b., 2. ist also:
w—2 <v—n;.
Wegen Normierungsbedingung b., 1. ist also:

v > ny
und mithin
r;p% = 0 mod p? "t
hieraus folgt (+) und also (2) wegen w <v —n; + ;.
(8) Ist ber® mormiert, sind d(b), ny(b), z;(b) die Invarianten
von b in B, so tritt das Paar v, w nicht in der Reihe der Paare

n;(0), 2,(b) auf.
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Wire namlich etwa n;(b) =v, 2;(b) =w, so wire
0 < my(b) —z;(b) =v —w oder v —m; =w — 3,

also v > n; wegen der Normierungsbedingung b., 1.; Widerspruch.
(4) Es set ber” mormiert, d(b), ny(b), 2;(b) die Invarianten 33)
von b in B und d(e?”b), n,(ber”), z;(beP”) die Invarianten?) von
ber” in B x {e}.
a. Jedes der Paare: ny(b), z,(b) ist gleich einem eindeutig be-
sttmmten der Paare:

n;(be?”), z;(ber”).

b. d(b) <d(ber”) < d(b) + 1.

c. Dann und nur dann ist
d(ber®) =d(b) 4 1,

wenn w <v und 0 < [ny(b) —v][n,(b) — 2;(b) +w — v] st

d. Ist d(ber®)=4d(b) +1, so besteht die Reihe der Paare
n;(be?”), z;(be?”) aus der Reihe der Paare m(b), z,(0) und dem
Paar v, w.

Da e ein in {e} X B und in A einfaches Element ist, und da
die in B einfachen Elemente auch in {e} X 8 und U einfach sind,

aw

so setzt er” [1 b?™ die Invarianten von be?” in Bx {e} in Evi-
=1 ) 2

denz, wenn nur b = II 6P die Invarianten von b in Evidenz

=1

setzt, und wenn die in c. angegebenen Bedingungen erfiillt sind,
womit das Hinreichen dieser Bedingungen und auch d. erwiesen ist.

Seien jetzt die ad c. angegebenen Bedingungen nicht erfiillt;
ist zunéchst v =w, so ist b = be?” und in diesem Falle ist a.
evident, d(b) = d(be?”), also auch b. evident, und die Notwendig-
keit von v #w ad c. gezeigt.

Sei also v > w. Dann gibt es ein § mit

(x#) 0= [ny(b) —v][ny(b) — 2(b) + = — v].
Wire nun w < 2;(b), so wire nach Normierungsbedingungen b., 1.
auch
0 >w — z;(b) > v —mny(b),
was unmoglich ist. Also ist w = z;(b) und wir setzen:

—2,(8)
% pw Z!
b¥ = bje .

3) Man beachte, daB b in B, Bx {e} und U, beP” in B x {e} und A dieselben
Invarianten hat.
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Waire n;(b) <v —w -+ 2;(b), so wire nach Normierungsbedingung
b. 1. auch v —n;(b)>0 und also n;(b) —2;(b) +w —v=0,
was wegen (*3*) unmoglich ist. Also ist n;(b) =v — w 4 2;(b)
und mithin:

n(b}) = n(b;) = m;(b).

SchlieBlich ist b} mit b; und e ein in B X {e} einfaches Ele-

ment, und also setzt

ZONE )

a(b)
ber” = JI 67" . b}
e
in Evidenz, daB b und be?” in B x {e} dieselben Invarianten
haben, womit der Beweis von (4) vollendet ist.
(5) Sind bV eP™ und H@eP™ zwei normierte Elemente, so gibt
es dann und nur dann einen Automorphismus ¢ von U, der

¢[D(A)].= D(A), ¢[3(A)] = B(A), p[bVeP™] =pZeP™
erfillt, wenn

w, = w, ist und b und b in B isotyp sind.

Daf3 die Bedingungen hinreichen, ist klar. Existiere also ein
derartiger Automorphismus ¢.

Ist zunéichst eine der Zahlen w;, etwa w; < v, so folgt aus (2),
daBB w; =w, und also auch w, <v ist. Also ist dann und nur
dann w; # v, wenn w, s~ v ist, und mithin ist stets:

W, = Wy = W.
Weiter sind e?” b und e?*H® in U isotyp, haben also die-
selben Invarianten in ?; nach (8) und (4) haben also auch b®

und b® dieselben Invarianten in %, sind also isotyp in B, womit
(5) bewiesen ist.

Aus (1) und (5) folgt sofort die Notwendigkeit der im Satz 2.
angegebenen Bedingungen.

FoLcerUNG: Es sei A =B x{e;}x{a;(v)}x{a,(x)} fiir
t =1, 2 eine Zerlegung © von A vom Typus (*), [v, »] ein reali-
sterbarer Kommutator von A in U, [v, x]; = bDeP™ ein dazu
dquivalenter, bzgl. der Zerlegung i normierter Kommutator, d(b®),
ny(6), 2,(b¥) fiir 1 <j =d(b?) die Invarianten von b9 in BW.

Dann ist

wy = w,, d(bV) =d(b®), n;(bV) = n;(b®), 2;(bV) = z;(b®).

Bewers: Wegen § 4., Satz 2. gibt es einen Automorphismus
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@ von ¥, der
p[D(A)] = D(A), ¢[B(A)] = B(A),

p(er) = ey, @[a;(v)]] = ax(v), p[ay(#)] = ay(x), p(BY) = B® er-
fullt. Also ist [wegen § 7., Satz 2.]

[7, x5 = e 'p(60)

ein zu [», »] dquivalenter Kommutator, und da e’ " bzgl. der
Zerlegung 1 normiert ist, so ist ef wl(p(b‘”) bzgl. der Zerlegung 2

normiert. Da eP 'p(b®) und eP**b® also bzgl. der Zerlegung
2 normierte, dquivalente Kommutatoren von A in 9 sind, so
folgt aus Satz 2., daB w; =w, ist, und daB ¢(b®) und b®
in B®@ isotyp sind, also in B? dieselben Invarianten haben,
woraus unsere Behauptung folgt, da b0 dieselben Invarianten
in BD hat wie @(b®) in BA,

Diese Folgerung besagt also, daB die aus dem normierten
Kommutator [», ] abgelesenen Zahlen: w, d, n;, z; unabhingig
von der speziellen Darstellung (%) sind; da sich weiter jeder
Automorphismus von D(A) zu einem B X {¢} elementweise
invariant lassenden Automorphismus von U erweitern liBt, so
folgt aus Satz 2., Satz 1., a. und § 7., Satz 1 bzw. § 7., Folgerung 1.
aus Satz 1., da} sie unabhiingig von der Auswahl der Basis », »
von A sind, und wir haben:

die Zahlen w, d, n;, 2, sind Invarianten der [den Kommutator
[v, %] realisierenden] ¥ zum Kern habenden, im Kern genau die
Automorphismengruppe A induzierenden, vollkommenen Gruppe.

Aus Satz 1., a. und Satz 2. folgt dann:

Die vollkommenen Primdrgruppen, deren Faktorgruppe nach dem
Kern direktes Produkt zweier Zyklen ist, und bei denen die im § 4.
definierte Invariante w(A) der im Kern tnduzierten Automorphis-
mengruppe A insbesondere =1 ist, sind durch die folgenden In-
varianten [bis auf Isomorphismen] eindeutig bestimmdt:

1. die Struktur des Kerns;

2. die Struktur der im Kern induzierten Automorphismengruppe
[als Automorphismengruppe];

8. die Zahlen w, d, n;, 2; fir 1 =i <d.

Dabei sind diese Invarianten dann und nur dann in der ange-
gebenen Weise realisierbar, wenn sie den folgenden Bedingungen
geniigen:

I. der Kern ist eine abelsche Primérgruppe der endlichen
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Maximalordnung p™ und die im Kern induzierte Automorphis-
mengruppe ist vollkommen [nach § 6, Satz.].

Wegen § 4., Satz 2. und Zusatz dazu kénnen wir also die In-
variante 2. durch die folgende ersetzen

2%, n, k, v,
und es muf3 gelten

I* 0<k=n=v<m und n<m, falls p=2 ist [nach
§ 4., Zusatz 2. zu Satz 1. und § 6., Satz.].

II. der Kern ist direktes Produkt einer abelschen Gruppe vom
Typus 3¢) (p™, ..., ps, p° p™, p™) mit einer abelschen Gruppe,
die direkter Faktor der ganzen Gruppe ist [nach § 4., Zusatz 2.
und 8. zu Satz 1., und dem im Anfang des § 8. iiber einfache
Elemente Bemerkten].

III. v —k<Zw=v
und 1 =w, fallsp=8,v=k=n=m

oder p =2, v =k =n ist [nach Satz 1., c.].

IV. 0<ny —a<...<mg— 2=k, O0<my<...<ng=m
[nach Satz 1., c. und dem iiber Isotypie-Invarianten Gesagten].

V. w—gz;> min [0, v —n;] fiir jedes ¢ [nach Normierungs-
bedingung b., 1.].

VI. Ist wsv, so ist w—z; <v—m,; fir jedes ¢ fiir das
n < w — g; ist [nach Normierungsbedingung b., 2.].

Uber den allgemeinen Fall vollkommener Primérgruppen, deren
Faktorgruppe nach dem Kern direktes Produkt zweier Zyklen
ist, sei nur bemerkt, daf3 das Problem ihrer Klassifikation, wie
auch aus den obigen Uberlegungen zu entnehmen ist, wesentlich
auf die Losung des folgenden Problems herauskommt: in einer
abelschen Primirgruppe 2, deren Elemente beschriankte Ord-
nungen haben, sei eine Untergruppe 8 derart ausgezeichnet, daf3
A/ zyklisch ist; welches sind die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, daB3 es einen § in sich iiberfithrenden Auto-
morphismus von % gibt, der ein gegebenes Element in ein anderes
gegebenes Element von ¥ {iberfiihrt?

§ 9.

Die unvollkommenen Gruppen mit p = 3.

In diesem §, in dem wir nur zur Primzahl 8 gehorige Primér-
gruppen & mit wesentlichem Kern und abelscher Faktorgruppe
nach dem Kern betrachten wollen, wollen wir zeigen:

34) d.h. ist direktes Produkt von Zyklen von in der Klammer angegebener
Ordnung.
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Zu jedem m =1 gibt es eine unvollkommene Gruppe L, ,, derart,
dap eine Gruppe ®, fir die 8™ die Maximalordnung der Elemente
von R(®) ist, und fir die, falls m = 1 ist, ®| R(®) direktes Pro-
dukt zweier Zyklen ist, dann und nur dann unvollkommen ist, wenn
sie dem direkten Produkt von D , mit beliebig vielen Zyklen von
8™ nicht diberschreitender Ordnung isomorph ist. — L5, ist also
durch die Eigenschaft charakterisiert, die kleinste unvollkommene
Gruppe zu sein, fur die 8™ die Maximalordnung der Kern-
elemente 1st.

Da Gruppen mit zyklischer Faktorgruppe nach dem Kern voll-
kommen sind, wollen wir im folgenden stets annehmen, dal die
Faktorgruppe nach dem Kern nicht zyklisch ist.

Es sind zwei wesentlich verschiedene Fille zu unterscheiden,
je nachdem m >1 oder m =1 ist.

m > 1.

(1) Ist & wunvollkommen, so ist &/R(®) direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 8™.

Zum Beweise betrachten wir die Gesamtheit B(®) der Elemente
aus @, deren Ordnung mod ®(®) nicht gréBer als 8™ ist. Da
m —1>0 ist, so ist B(®) > K(G); da B(G)/K(S) eine charak-
teristische Untergruppe von ®/®(®) ist, so ist B(®) eine charak-
teristische Untergruppe und also ein Normalteiler von &. Da
K(®) wesentlicher Kern von & und B(®) > K(O) ist, so ist
R[B(G)] = K(®) nach § 2, (1) und K(®) wesentlicher Kern von
B(®). Aus § 2, (2) und § 8, Satz 2., b. folgt, da die Ordnungen
in B(®)/R(G) simtlich < 8m-1 sind, daB

(1; 1) B(S) vollkommen ist.

Wir zeigen weiter:

(1; 2) Ist © ein mod R(®) unabhingiges System aus ®, so ist
das System aller ¢(3) = 8*" mit 3 aus & ein unabhingiges System
in R(®).

Wir setzen:
&(8) = {;! wenn n(2) { f} m,
J _

wo 8"® die Ordnung von 3 mod ®(®) ist, und bilden die
Gesamtheit B(S) aller Elemente 3°® mit 8 aus ©. Da m > 1
ist, so ist B(S) mod K(®) unabhingig, und, da B(S) < B(G)
ist, so folgt aus (1; 1) und § 3., Lemma 1., daB die Gesamt-
heit der ¢(3°®) = ¢(8)*® mit 8 aus & ein unabhingiges System
aus R(@®) ist, woraus (1; 2) folgt.
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Wire nun zuniichst &/ &(®) direktes Produkt von wenigstens
drei Zyklen, so gibt es zu jedem Paar mod §(®) unabhingiger
Elemente u, v ein Element v, so daB u, b, iv mod §(®) unabhingig

sind. Wegen (1; 2) und § 3., Lemma 2., b. und FuBnote 1°) dazu
wird dann: 3%)

h([u, v], W) = 0 mod 8.
Da weiter ¢(g) in 8(®) nach § 2., (5), b. ist, so wird:

(uro)~[1, p](umw) = [11, p]e(u)* 2> W ¢(1p)2 05 23 w)
= [u, ] c(um)h([u, o], uw) __

=[u b]c(u)h([u,n],um)[1+3"'"’h([m,u],u)] .

m—1

. c(m)h([u, vl, uw) [1+3" h([u, w], w)]

nach § 2., (7).

Da 1+ 8" 1z wegen m >1 zu 8 teilerfremd ist, so folgt aus
(1; 2), daB A([u, ], ww) = 0 mod 8 ist, und hieraus folgt analog,
daBl h([u, b], #) = 0 mod 8 ist. Aus Symmetriegriinden ist also

auch h([1, b], b) = 0 mod 3. Mithin ist [u,0]® in 8(®) ent-
halten und wegen § 8., Satz 2., b. wire also & vollkommen.

Da & unvollkommen ist, ist mithin ®/®(®) direktes Produkt
zweier Zyklen. Hitten diese beiden Zyklen je eine von 8™ ver-
schiedene [also kleinere] Ordnung, so wire ¢ = B(®) und wegen
(1; 1) wiare @ vollkommen.

Wire schlieBlich &/®(®) direktes Produkt eines Zyklus der
Ordnung 8™ mit einem niederer Ordnung, so sei etwa u, b eine
Basis mod ®(®) mit m = n(u) > n(b). Nach § 2., (5), a. wird

dann [o, ul™™ = ()" ™", Da m —1=n(v) _ist, und da

m-1
¢(u) nach § 2., (5), b. in 8(®) enthalten ist, so liegt [b, u]®
in 3(®) und wegen § 2., (6), a. und § 3., Satz 2., b. wire also &
vollkommen, womit (1) bewiesen ist.

(2) Ist & unvollkommen, so gibt es eine Basis U, 9 mod (&)
und eine Untergruppe B von K(O), so daf

1. u u, vju=[u, ble(un)
b-1[u, b]v = [u, vle(v),

%) Fiir f aus R(®) bestimmt sich h(f,g) aus 0 < h(f, g) < 373 und
g-1tg = te(g)h (5 9).
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2. G={uw,v}x B
£(®) ={a(u)}x {a(v)} x {[u, v]} x B
8(®) ={a(u)}x {a(v)} X B
D(G) ={a(u)}x {a(v)},
wober a(u) =c(u), a(v) =c(b), m =n(u)=n(b) st
Wegen (1) gibt es eine zweigliedrige Basis t, 3 von & mod (&)
und es ist m =n(r) =n(8). Wire nun etwa h([t, 8],t) =0mod 38,
so folgerte man wegenm > 1und (1; 2), daBauchk([t, 3],3) =0
mod 8 ist, und hieraus folgt wieder, dal @ vollkommen ist.
Mithin sind die Zahlen h([7, 8], t) = r und h([t, 8], 8) = s zu
3 teilerfremde Zahlen. Dann kénnen wir eine Zahl 2 so bestimmen,
dass 7 - 2=1mod 8™ ist. Da dann z ebenfalls zu 38 teilerfremd
ist, so ist auch 12, 3 eine Basis mod ®(®) und es wird wegen § 2.,
(6), a. und § 2., (5), b.:
k([ 8], 1*) =rz=1mod 8™
h([r? 8], 8) = sz mod 3™.

Nach § 2., (7) wird wie iiblich (z.B. S. [58] 58)
k([ 8], *) = Rh([r, 8], *8) (1 + 8™ 'h([r? 8], 1¥)) mod 8™,
also 1=h([r, 8], 1°3)(1 + 8™1) mod 8™
und wegen m > 1 also
h([*, 8], 1°3) =1 — 8™ 1 mod 3™.
Mithin wird
R([v%, 8], 8) =h([w*, 3], v°8) (1 + 8™ ([, 8], 3)) mod 3™
= (1 — 8m-1)(1 4 8m-1h([1%, 8], 8)) mod 8™
=1 (h([1*, 8], 83) —1)3™'mod 8™  und also
=1mod 3™
Setzen wir jetzt u=1*, v = 3, so wird
h([u, 0], u) =k ([u, ], v) =1 mod 8™
und firr f aus ®(®) also wie oben
h(f, u) = h(f, uv)(1 + 8™-1) mod 8™,
h(%, v) = h(f, uv)(1 4 3™-1) mod 3™,

dh. dann und nur dann ist A(f, u)=0 mod 8™, wenn
h(f,0) =0 mod 8™ ist, d.h. 3(®) besteht genau aus den mit
ufoder ] vertauschbaren Elementen, woraus (2) folgt.
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(8) Es gibt eine Erweiterung £, , des direklen Produkts
Wy = {m} X {0} X {e} dreier Zyklen der Ordnung 8™ mit zwei
Elementen u, v, so daf

W =m0 =,

[u,p] =e,

umu=m, ulnu=mn, uleu=em,

p~lmb = m, b~Inb =n, b-lep =en
ist.

Zunichst namlich induzieren u, b in % ,, je Automorphismen
der Ordnung 8™. — Weiter ist

3™ . 3™ . m 3,,,_3"‘(3"‘—1)
IT wi-t[u, p]ut~% = Ilem!~* = e m 2 =1=
i=1 i=1

= 1¥"pu3"p1

und entsprechend:

3m m m
IToi-[o, ujpr—t = > up=> u-1

i=1

Wegen E., § 5., Zusatz, S. 407 folgt hieraus sofort (8).

(4) 9, ist unvollkommen, und es ist:
ms,m = S%('9'3,m) = @:(g’a,m),
{m} X {n} = S(D‘:;m) = SD(9'3,m)-
Zunichst ist wegen § 2., (6) a. und § 2., (7), die wegen § 2.,
(2) anwendbar sind
(uibk)a'” — milt+aRs™ i1+ k3™ ]
und also
(utp*)~le(ulvk) = emin® =
— e[(uibk):im]l—ik-a'"_l’
woraus wegen § 2., (1) und § 2., (2) folgt, daBB %, ,, wesentlicher

Kern von £, ist. Qg /% . ist direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 8™. Also ist

2[3,m = ‘Q(Q&m) = @(Q’&m)’ {m} X {n} = 18(‘53’3,”1,) = @(93,m)’
und aus § 3., Satz 2., b. folgt, daB8 9, ,,

ja e2"" 21 nicht in B(80y,,,) liegt. Damit ist auch gezeigt:
(5) In 9, gelten diein § 8., Satz 1., a., b., aber nicht die in
§ 8., Satz 1., c. angegebenen Bezichungen.

unvollkommen ist, da
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Aus (1)—(4) folgt dann:

dann und nur dann ist & unvollkommen, wenn ©& isomorph
Q. X B, wo B eine abelsche Gruppe ist, deren Elemente eine
Ordnung = 8™ haben.

Unvollkommene Gruppen &9 sind dann und nur dann isomorph,
wenn

1. dhre Kerne isomorph sind, oder wenn

2. thre Zentren isomorph sind, oder wenn sie

3. dieselbe Maximalordnung im Kern haben und 3(®®)/D(GW)
isomorph 3(G@)/D(G?) ist.

Man bemerke, da8 diese Gruppen ,,fast vollkommen” sind, wie
schon (5) zeigt, und daf} sie genau den durch § 8., Satz 1., c. aus-
geschlossenen Fall w = 0 realisieren. Es wird sich zeigen, da@
die Dinge in dem noch zu behandelnden Falle m =1 véllig
anders liegen.

m=1.
In diesem Falle sind ®(®) und ®/R(®) direkte Produkte von
Zyklen der Ordnung 3.
(6) Sind u, v mod K(®) unabhingig, so sind die folgenden Aus-
sagen gleichwertig:
a. c(u) = udund c(v) = v® sind unabhdngige Elemente aus K(®);
b. [u, b] st mit u und v vertauschbar;

c. uwund v sind mit genau denselben Elementen aus (®) ver-
tauschbar;

d. {R(®), u,v} ist vollkommen.

A. Da R(®) wesentlicher Kern, &/f(®) abelsch und
{R(®), u, v} > K(®) ist, so ist K(®) auch wesentlicher Kern von
{R(®), u, v} und {R(G), u, v}/ R() abelsch. Also sind b. und d.
wegen § 8., Satz 2., b. dquivalent; a. folgt aus d. wegen § 3.,
Lemma 1., und c. folgt aus d. wegen § 5., Satz und § 4., (1).

B. Wir zeigen, da8 b. eine Folge von a. ist. — Sind namlich
¢(u) und ¢(v) unabhéngig, so gilt, da c(u), c¢(v) in (@) nach
§ 2., (5), b.

fir jedes f aus ®(®) und 4, k¥ mit 2=%k2=1 mod 38 ist
c(uibk)h(f,u‘n") — c(u)ih(f,u)c(b)kh(f,n)

_ c(u)z‘[1+ikh([n,u],u)]h(f, ufvk) c(n)"il +ikh({u,010)] R (f, utv®)

wegen § 2., (6), a. und § 2., (7),

und da c(u), ¢(b) unabhingig sind, so wird:
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h(t, u) = [1+dkh([v, u], u)]A(f, u®*) mod 8,
k(% v) = [14-3kh([u, v], b) ] R(f, u’*) mod 8.
Da nach § 2., (2) die von u [bzw. von b] invariant gelassenen
Elemente von &(®) eine Untergruppe vom Index 8 bilden,
so folgt
1 4 dkh([v, u], u) = 4+ 1 mod 3
1 4 ikh([u, v],9) = 41 mod 8

fiir alle 2k = + 1 mod 8, d.h. aber
k([v, u], u) =h([u, b], b) =0 mod 3,

d.h. [u, p] ist mit u und mit v vertauschbar.

C. Wir zeigen, daB b. eine Folge von c. ist. — Ist namlich
die Gesamtheit ¥ der mit u vertauschbaren Elemente aus ®(®)
gleich der Gesamtheit der mit b vertauschbaren Elemente aus
R(G), so ist &(G)/F wegen § 2., (2) ein Zyklus der Ordnung 3.
Angenommen, [u, v] liegt nicht in §; dann ist [u, b] Element
einer erzeugenden Restklasse von £(®)/F und also:

R([u, 0], v)® = h([b, u], u)* =1 mod 3.

Weiter sind ¢(u) und c(b) wegen des ad B. bewiesenen vonein-
ander abhingig, und da man ev. p-! an Stelle von b betrachten
kann, so kénnen wir o. B. d. A. ¢(u) =c¢(b) annehmen.

Wegen § 2., (5), b. liegen c(ut), ¢(v) in §(®) und wegen § 2.,
(6), a. und § 2., (7) wird fiir 2=%% =1 mod 8:

¢(utok) = c(u)i[l +h((u,01,0)] +E[1+h((o, ul,u)]
Da wegen § 2., (2) der Exponent von ¢(u) fiir kein ¢k = 0 mod 3
verschwinden darf, so muB3 von den Zahlen: 1 + h([u, v], t)) ,

1 4 h([v, ul, u) genau eine = 0, die andere = 0 mod 8 sein.
0. B. d. A. sei etwa:

1=h([v, u], u) = h([b, u], v) mod 3.
Dann wird ¢(ufp¥) = ¢(u)~* und fiir jedes f aus ®(®) gilt also:
th(t, u) + kh(f, v) = — kh(f, u*v*) mod 3.
Es ergibt sich also fiir i =1,k = — 1, f = [u, p]:
0 =h([u, v], ub=1) mod 8.

Da aber alle Elemente aus § mit up-! vertauschbar sind, so
besagt dies, dal alle Elemente aus ®(®) mit ub-! vertauschbar
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sind, da ja [u, b] ein erzeugendes Element von ®(®)/$ reprisen-
tiert; da aber ®(®) wesentlicher Kern von {9((55), u, b} ist, so
miiflte also ub-! nach § 1., Satz 8. zu R(®) gehdren, was un-
moglich ist, da u, b mod ®(®) unabhingig sind. — Also ist b.
eine Folge von c.

Aus A, B., C. folgt (6).

(7) Dann und nur dann ist & unvollkommen, wenn c(u) und
c¢(v) fiir irgendwelche u, b abhdingig sind. 3¢) 362)

Das Hinreichen der Bedingung folgt aus § 3., Lemma 1. — Sei
also @ unvollkommen und I ein maximales mod ®(®) unab-
hiangiges System derart, daBl c(u), ¢(b) unabhingig sind, wenn
u b aus M ist 37). Aus (6), a., b. und § 8., Satz 2., b. folgt, da3
{R(®), M} vollkommen ist; also ist {R(), M} < & und es gibt
ein Element v in @, das nicht in {®(®), M} liegt. Da &/N(G)
nur Elemente der Ordnung 8 enthélt, so ist auch das aus  und
den Elementen von I bestehende System mod ®(®) unab-
hangig; also gibt es wenigstens ein u in IR, so daB ¢(u) und ¢(iv)
abhingig sind. Enthielte nun 9t noch ein von u verschiedenes
Element b, so sind sowohl ¢(ut), ¢(v) als auch ¢(b), ¢(iv) unabhéngig;
also folgt aus (6), a., c., dal mit u dieselben Elemente aus {(®)
wie mit b, mit b dieselben wie mit tv vertauschbar sind, da3 also
¢(u) und ¢(iv) unabhéngig wiren, was unmoglich ist. Also enthéilt
M genau ein Element und hieraus folgt (7).

(8) Ist ® unvollkommen und ®/R(S) direktes Produkt zweier
Zyklen [der Ordnung 8], so ist R(®)/3(®) direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 8 und es gibt eine Basis t, 3 von @ mod K(®),
so daf die Relationen

B=88=c
11z, 8]t = 8-y, 8]8 = [, 8]c
gelten.

Es sei u, v eine Basis von ® mod &(®). Wegen § 2., (2) und
wegen (6), c., d. bilden die Untergruppen der von u bzw. b
invariant gelassenen Elemente aus &(®) verschiedene Unter-
gruppen vom Index 8 von ®(®) und, da alle Elemente aus ®(®)

die Ordnung 8 haben, so ist also ®(®)/8(®) direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 3.

38) Dies ist nicht mehr richtig, wenn ®/f(®) zyklisch ist.

36a)  Also liegt jedes c¢(g) in 3(®).

37) Ist @ unendlich, so folgt die Existenz von Systemen 9! in iiblicher Weise
durch Wohlordnung und transfinite Induktion.
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Wegen (6), a., d. [oder wegen (7)] sind ¢(u) = u® und ¢(b) = p?
abhingige Elemente, d.h. c(u) =c(v)*!, da c(u)#1, c¢(b) #1
wegen § 2., (2), und wir kénnen also o. B. d. A. annehmen:
c(u) =c(v) =c.

Ist i2=k?2=1 mod 3, so folgt aus § 2., (2), § 2., (6), a., und
§ 2., (7), daB

1+£ c(uibk) _ c12[1+h([u, 0] )] +k[1+h([0, ul, u)]

ist, und mithin ist von den Zahlen 1+A([1,],b) und 1+A([b, u], u)
genau eine =0, die andere==0 mod 8; wegen (6) b., d. ist von
den Zahlen h([u, v], v) und A([v, u], u) hochstens eine = 0 mod 3.
Also konnen nur die folgenden vier Fille eintreten:

Fall I I | mr | Iv
h([u, b], b) 1 | —1 | =1 o
h([v, 1], 1) —~1] o 1 | —1

Liegt Fall I vor, so setzen wir u =1, v = 3, wahrend wir
b = 1, u = 3 im Falle III setzen. Im Falle II setzen wir t = ub,
8 = u~1p und erhalten

e(r) = ¢ =¢(8),

k([x, 8], 8) = — h([r, 8], u) + k([x, 8],0) =
= — [A([u, v], u) — A([v, u]), u] +
+ h([u, ], 0) — k([0 ul, v) =
=1 mod 3,
und, da t, 3 mod R(®) unabhingig sind, so zeigt unsere Fall-
tafel, daf3

h([8, t], ¥) = — 1 mod 3 ist.
Im Falle IV schlieBlich wiahlen wir:
r=bu, 3=9plu,

und damit ist (8) vollig bewiesen.

(9) Es gibt eine Erweiterung D, des direkten Produkts
U ;= {m} X {n} x {c} dreier Zyklen der Ordnung 3 mit zwei
Elementen u, v, so daf gilt:

uw? =3 =;

tlmu=mec, ulnu=mn, ultcu=c;

b lmp=m, p~Inub=nc, blch =¢;

[u, p] = mn.
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Da u,v in %, ; Automorphismen induzieren, da weiter

3 3 3
IT w1y, p]ul~ = [T wi-tmnul~ = [Imncd-i =1 =
i=1 1=1 =1

=cpc ot =udpu-3p-1
und entsprechend
3
IT vi-1[p, uJpl~* =1 = pPup-3u-1
i=1
ist, so folgt (9) aus E. § 5., Zusatz, S. 407.

(10) 25, tst unvollkommen und es ist:

R(D31) = Uy 15 B(Dy,) =D(Dy;) ={c},

@:(g‘sﬂ = {mn} x {c}.

Insbesondere ist also D ,[R(LDy,) direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 8.

Aus § 2., (2) folgt zunichst

%3,1 = @({913,13 11}) = @({913,1’ b})’

und hieraus und § 2., (6), a. und § 2., (7) folgt:

fir i*=k%*=1mod 8 ist

c(upk) = ¢

(wipk)-Imrscl(uipk) = m7nscitir+ks — mrpscle(uink) =T ks,
und wegen § 2., (2) ist also auch

U,y = R({Ws, 1> w05,

woraus wegen § 2., (1) sofort folgt, daB U; , wesentlicher Kern
von £, ist. 05 ,/%U;, ist direktes Produkt zweier Zyklen der

Ordnung 8. Hieraus und aus § 8., Satz 2., b. folgen jetzt sofort
die iibrigen Behauptungen von (10).

Aus (8)—(10) folgt dann:

Dann und nur dann ist & unvollkommen und gleichzeitig &[R(®)
direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 8, wenn & isomorph
D, 1 X B ist, wo B eine abelsche Gruppe ist, deren Elemente eine
Ordnung < 8 haben.

Unvollkommene Gruppen, deren Faktorgruppe nach dem Kern
direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 8 ist, sind dann und
nur dann isomorph, wenn

1. thre Kerne isomorph sind, oder wenn

2. ihre Zeniren isomorph sind, oder wenn

8. die Gruppen 3D isomorph sind.
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Man bemerke, dal im Gegensatz zu dem Falle m > 1 diese
Gruppen ,,vollkommen unvollkommen” sind, da nicht einmal
§ 8., Satz 1., a. gilt. — D(@) ist ein Zyklus der Ordnung 8, &/R(®)
aber direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 8.

Man bemerke weiter, daB fiir m =1 [im Gegensatz zu m > 1]
aus der Unvollkommenheit von & nicht folgt, daf &/R(®) direktes
Produkt zweier Zyklen ist, wie folgendes Beispiel zeigt:

Es sei A ={} x {m} X {n} X {¢} direktes Produkt von vier
Zyklen der Ordnung 3.

a) Es existiert eine Erweiterung £ von U durch u, b, fv mit
den Relationen:

wW=0=mw=c;
utlu=1I¢, ulgu=g fir ¢ aus {m} x {n} x {c},
b-lmb =mc, v-1gb = fiir ¢ aus {[} x {n} x {c},
w-Inw = ne, wlgw =g fur ¢ aus {m} x {} x {c};
[u,0] =[v, u] "t =1"1m,
[v, ] = [, b]~ = In-Y,
[, u] = [u, w]"1 =nm-1,
Dies folgt aus E., § 5., Zusatz, S. 407, da einmal u, b, v in U
Automorphismen induzieren, da weiter
ﬁ iy, pul~t = ﬁ w--im- gl = I31 [Fm-ig-1=1 =
i=1 i=1 i=1
= udp u-3p-1

und entsprechend

3

IT w1y, w]ul~ =1 = Bwu-3w-1,
i=1

3

IToi-1[p, ulpl~* =1 = p3up-3u-,
i=1

3

IToé-1p, w]pr-t =1 = V31 o301,
i=1

e

mi—l[m, u]ml—i =1 = m3um-—3u—1’
1

.
[

e

i1, pJw!~¢ =1 = w3pw-3p-1,

.
I

1
und da schlieBlich

[u, b]w[o, ulw-2[b, w]ulw, v]u-[w, uo[u, w]p—l =¢-1¢ =1 ist.
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b) £ ist unvollkommen,
A =R(R) = C(D), {} =D(V)=3(D),

und O/8(D) ist direktes Produkt dreier Zyklen der Ordnung 3.
Zunichst ist wegen § 2., (2)

U= R{Y, u}) = R{A v}) = R{Y, w}),

und fir 2=k2=102=1mod 8 folgt also aus § 2., (6), a. und
§ 2., (7)
c(uipk) = ¢k, ¢(v*w?) =l c(wiuf) =,

und wegen

(wipk)-1 [@mrmech(uivk) = [@mrnecto(uipk)” 4
(b*w?)-1emnscl(pkw!) = [qmrnsctc(bkmz)lkfﬂ
(o) -1@m sl ) = 1@ m’nsc‘c(m’ui)””q,

und § 2., (2) ist also auch
A= @A, w'o¥}) = R({W, v¥w’}) = R({Y, wiut}),
und entsprechend wird dann
c(uipkipl) = ¢~ ithHH IR L
(uibkml)—l[qmrnsct(uibkml) J—
= [Immecte(utvkm?)
da — 7+ k414 ikl=£0mod 8 ist, d.h.
A= R({, utv*wl}).
Nun folgt aus § 2., (1), daB U wesentlicher Kern von & ist
und hieraus folgt b) —
Es sei schlieSlich bemerkt, daB3, falls & unvollkommen, m =1
ist, ®/R(®) und £(®)/3(®) isomorph sind, wenn nur eine dieser

Gruppen endlich ist; sind aber beide unendlich, so kann &/8(®)
von héherer Michtigkeit als ®(®)/8(®) sein.

[ig+kr+Is)[—i+k+1+ikl]

b

§ 10.
Die unvollkommenen Gruppen mit p = 2.

In diesem §, in dem wir nur zur Primzahl 2 gehorige Primér-
gruppen & mit wesentlichem Kern und abelscher Faktorgruppe
nach dem Kern betrachten wollen, werden wir zeigen:

Es gibt ein Paar unvollkommener Gruppen ®, , und ®, _, derart,



68 Reinhold Baer. [68]

daf & dann und nur dann unvollkommen ist, wenn

entweder ® isomorph ®,, XB
oder ® isomorph &, ;XD

ist, wo B irgendeine abelsche Gruppe mit Elementen einer 4 nichi
itberschreitenden Ordnung ist, und war tritt der erste Fall ein, wenn
C(®) = B(®) ist, sonst der zweite. — ©,, bzw. &, _, ist also
durch die Eigenschaft charakterisiert, die kleinste unvollkommene
Gruppe mit abelscher bzw. nichiabelscher Faktorgruppe nach dem
Zentrum 2u sein.

Da Gruppen mit zyklischer Faktorgruppe nach dem Xern
stets vollkommen sind, wollen wir im folgenden stets annehmen,
daf3 die Faktorgruppe nach dem Kern nicht zyklisch ist.

(1) Sind u und v mod K(®) unabhdingig, so sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

a. {R(®), u, b} ist vollkommen;

b. n(u) <m, n() <m, [u, t)]2m_1 =1;

c. c(u) und c(v) sind unabhingig;

d. st n(u) =n(b), so ist jedes mit u vertauschbare Element aus
KR(®) auch mit v vertauschbar.

Beweis: DaB a. und b. gleichwertig sind, folgt aus §8., Satz2.,c.
in Verbindung mit § 2, (6), a. — Weiter folgt c. wegen § 3.,
Lemma 1. aus a. und d. wegen § 5., Satz, § 4., (1) aus a.

Ist d. wahr, aber c. nicht, so sind u* = p2 M g p2n®
ebenfalls mod R(®) unabhingig, aber [wegen § 2., (2)] ist
¢(u*) = c¢(b*). Wegen d. sind dann genau dieselben Elemente aus
K(®)mit u* wie mit b* vertauschbar; da diese Elemente aber wegen
§ 2., (2) eine Untergruppe vom Index 2 in ®(®) bilden, so folgt:
wk-1fu* = p*—1fp* fiir ¥ aus K(). Nach § 1., Satz 8., 2. wire
also u* =p* mod R(®), was unmdéglich ist, d.h. aus d. folgt c.

Sei jetzt c. wahr; wir zeigen:

(13 1) c(u) und c(v) liegen in B({R(®), 1, v}).

Wegen § 2., (2) gibt es ein Element fin &(®), sodaB p-1fo=¥Fc(b)
ist. Dann wird:

(ub)'lf(ub) — b—lfc(u)h(f’u)b — fc(u)h(f,u)c(b)1+h(f,u)h(c(u),v) —
= (b1) "H(o1) = u-tfc(o) 1 = Fe(p)c(u) GV RO,

Wegen c. wird also ¢(1)*¢®>% — 1, d.h. ¢(b) ist mit u vertausch-
bar; da c¢(b) auf jeden Fall mit b vertauschbar ist, so liegt also
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¢(v) in 3({R(®), u, v}) und entsprechend zeigt man dies fiir c(u).
(1; 2) Es gibt ungerade Zahlen u, v, so daf c(uv) = ¢(u)“c(v)” ist.
Fall 1: n(u)>1, n(b) > 1.

Wegen § 2., (2) gibt es ein Element ¥ in R(®), so daB

(ub)™“f(ub) = fc(ub) ist; dann wird wegen (1;1):

c(ub) — c(u)h(f,u) c(b)h(f,n)
= [u, ] c(u)c(b) wegen § 2., (7).

Da 2™ die Maximalordnung in ®(®) ist, so folgt durch Quadrieren
dieser Gleichung wegen c:

h(f, 1) =1 mod 2"™~1, h(f, b) =1 mod 27® -1,
d.h. u = h(t, u), v =h(f, v) sind geeignete ungerade Zahlen.
Fall 2: n(u) =1 oder n(h) =1.
O0.B.d.A. sei n(u)=1. Da m>1 wegen § 2., (2) ist, so
ist n(u) <m und wegen (1; 1) folgt aus § 2., (7) und § 2., (5), a:
o(uv) = [, o] e(u)e(v) =

m—1—n(u)
— (o) ewe) =

(* )2m—1—~n(ll)

_ (c(b)h(a(u),n)c(u)h([u,v],u) gn) —1 c(1)e(v) =

_ c(u)l +2'”"2h([u,n],u)c(b)1+h(a(u),n)2m‘1‘"(") ]
Man beachte, da3 zum Beweis von (*) allein die Voraussetzung
m > n(u) bendtigt wurde. — Da n(u) =1 ist, so erhalten wir
c(ub) — c(u)l+2m_2h([u,n],u)c(b)l+2m_2h(a(u),v),
woraus (1; 2) fiir m > 2 folgt. — Ist aber m = 2, so folgt aus c.
und (1;1) fiir jedes ¥ aus ®(®):
h(%, uv)[1 + A([u, b], u)] = A(f, u) mod 2,
(%, up)[1 + k(a(u), v)] = h(f, v) mod 2"®.

Da man f so wihlen kann, daB h(f, u) oder A(f, ) ungerade
wird, so miien 1+ &([u, v], u) und 1 4 h(a(u), b) beide unge-
rade sein, womit (1; 2) vollstindig bewiesen ist.

(1;8) D{R(G), u, v}) < F({R(G), u, v}).

Dies folgt sofort aus § 2., (4) und (1;1), (1;2).

(1; 4) Ist n(u)=n(v) so ist

B({R(®), u}) = B({R(®), v}).
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Aus c., (1;1), (1;2) folgt namlich fiir jedes f aus R(®):
h(f, u) = wh(f, uv) mod 2™,
h(%, v) = vh(¥, up) mod 2"".

Ist nun n(u)=n(b) und f mit u vertauschbar, so wird
h(f, 1) =0 mod 2™, also auch A(f, ub) =0 mod 2"™, also
auch h(f, b) =0 mod 2", d.h. f ist auch mit v vertauschbar.

Damit ist bereits gezeigt, daB c. und d. gleichwertig sind.

(1; 5) Es gibt Elemente u,, v, in (®), so daf a(uu), a(vyd)
in Z({R(G), u, v}) liegen.

Es sei etwa n(u)=n(b); wegen (1;4) ist dann
BUR(®), W) < B({R(®), v}), d.h. F({RB), v, b)) = F({K(G), w})
und wegen § 2., (2) ist R(®)/8({R(G), u,v}) ein Zyklus der
Ordnung 2"". Sei e Reprisentant einer erzeugenden Restklasse
dieses Zyklus; dann wird:

a(u) =e'u,, a(v)=ev, mit 0=7r, s <2 und u,,b, in
B({R(®), u, b}). Da a(u) stets mit u vertauschbar ist, so wird
also r =0 und wir konnen u, =1 wihlen; ist auch s =0, so
konnen wir auch b, =1 wihlen; ist aber s %0, so ist, da ja
a(v) mit b vertauschbar ist, sicher s = 0 mod 2", etwa s = t 2"®
und wir setzen: v, = e~!. Dann wird

e (U7 N o)
a(o,0) = (v,0)° = ( II viop=i)o™ = =

i=0

= (2"(1?1~In1c<v>""'<"v ”’) a(v) =

i=0

® , n(0)— 1 on(b) _
—_—b?n ¢(p) ~HEy )2 "D g(p)

_ DZC(D)_h(D” 0)2n ) ~1(gn) _y)
wegen (1;1) ein Element aus Z({®(®), u, v}), womit (1;5)
bewiesen ist.

(1;6) Ist t aus {R(®), u, v}, so ist n(r) <m.

Da {®(®), u, b}/R(®) nicht zyklisch ist, da m > 1 ist, so gibt
es ein Element 3 in {®(®), u, b}, so daB 1, 3 mod R(®) unab-
héngig sind, n(8) <n(r), n(8) <m. Wegen (1;5) kénnen wir
o.B.d. A. annehmen, daB a(r) und a(8) in Z({R(S), u, v})
liegen.

Ist dann e ein wegen § 2., (2) existierendes Element aus §(®)
mit t-ler =-ec(t), so wird
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c((ed)r) = c(eé’a)”zm_zh([eﬁ’ T e8¢ (1) wegen (),
= ¢(8)c(r) wegen § 2., (4),
=c(3(er)) wegen (1;3),
=c(8)¥c(er) wegen (%),
=c(6)?’c(1:)1+2m—l wegen § 2., (4)

m-1
und also 1 =c(1:)2 wegen c., woraus n(r) =m —1 wegen

§ 2., (2) folgt.
-1
1;7) [woP" =1
Wir bestimmen u,, b, gema (1; 5); dann wird wegen § 2., (5), a.
(0) (v)—1
1= [b1b, u1u]2n C(Ulb)h([ulu, o0l 20)2" 5

b

da n(v) < m wegen (1; 6) ist, so folgt hieraus

m—1 m—2
[blb, U u]2 — c(blb)h([nln’ u, ul, v,9)2

I

und entsprechend erhilt man

m—1 m—2
[u]_ u, blb]2 = C(ulu)h([ulu’ v,0], uu)2 i

woraus wegen c¢. und § 2., (4) folgt:
2M"—1
1 = [11111, blb]

—[u, b]zm—l o u)h(ulu)2"“lc(b)—h(uln)2'""1

= [u, 1)]2mwl wegen (1; 6) und § 2., (2).

Wegen (1; 6) und (1;7) folgt b. aus c., womit (1) vollstandig
bewiesen ist.

(2) Dann und nur dann ist & unvollkommen, wenn c(u) und
¢(v) fiir jedes Elementepaar 1, b abhdngig sind.

Das Hinreichen der Bedingung folgt aus § 8., Lemma 1. Um
die Notwendigkeit einzusehen, betrachten wir ein maximales
mod ®(®) unabhingiges System It derart, daB c(u) und c(b)
unabhingig sind, wenn nur u v aus I ist. Aus (1) a., b., c.
folgt dann, daBl {®(®), M} vollkommen ist. Ist nun & unvoll-
kommen, so gibt es also ein Element , so daB3 n(w) = 1, und
so dal das aus 1 und den Elementen aus Iit bestehende System
unabhéngig ist. Dann gibt es ein u in M, so daB ¢(u) und c(v)
abhingig sind. Enthielte nun It wenigstens zwei Elemente, so

. . . - . = -1
gibe es in M ein von U verschiedenes Element b. Sei i = u?"

— n(v) —1 . —- . .

b =p® ; dann sind 1,0, drei mod ®(®) unabhingige

b
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Elemente der Ordnung 2 mod ®(®); wegen § 2., (2) wird
¢(11) = ¢(iw), ¢(u) und ¢(b) unabhingig und also auch ¢(b) und c(v)
unabhéingig. Aus (1), c., d. folgt dann

B({R(®), W}) = B({R(®), B}) =B({H(), w})

und aus (1) d., c. folgt dann, daB c(1t) und ¢(tv) unabhéngig sind;
Widerspruch! Also enthélt M nur ein Element, wenn & unvoll-
kommen ist und hieraus folgt (2).

(8) Ist n=2, m>2, so ist & vollkommen.

Es sei m ein Element von mod ®(®) maximaler Ordnung:
n(m) = n; da &/R() nicht zyklisch ist, so gibt es ein Element
1 mit n(u) =1, so daB m und u mod K(®) unabhingig sind.

Ist zundchst n <<m, so ist wegen § 2., (6), a.

[m2, u]z"‘“l = [m, u]zmc(m)gm—lh([u, ml,m) __ 1

und aus (1) b., c. folgt, daB ¢(m?) und c¢(1) unabhingig sind, da
ja m?2 und u mod ®(®) unabhingig sind, und (38) folgt aus (2).
Ist weiter n = m, so ist n(m) > 2 und also m* und 1 mod K(®)

unabhéngig. Dann wird wegen § 2., (6), a.
[, wl?" ™ = [, w?™ gm0 W 2Ty

und wieder folgt aus (1) b., c., daB ¢(m?), ¢(ut) unabhéngig sind,
und also (8) aus (2).

(4) Es set ® unvollkommen und n = 1.

a. Es gibt ein Element ¢ der Ordnung 2 in 3(®), so daf c(g) =¢
fiir jedes micht in R(®) enthaltene Element g aus ©.

b. m=2.

c. G/R(G) und R(®)/3(S) sind je direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 2.

d. Ist (®) =< 3(®), so liegt a(g) nicht in Z(®), wenn g nicht
in R(Q) legt.

e. Ist €(®) £ B(®), so gibt es eine Basis 1, 3 von & mod K(®),
so dap a(r), a(3) in 3(®) liegen, wihrend [, 8] weder mit t noch
mit 3 vertauschbar ist.

a. folgt aus (2), » =1 und § 2., (2).

(4;1) Sind u, v mod K(®) unabhingig, so ist:

[u, b]z — ch(a(n),u)+h([u,n],n) —,

[, b] = a(up)a(u)a(p)cMe®@?),
a(ub) = [u, v] a(u) a(o)cMe®?),



[73] Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschiedenem Kern. 73

Aus (4),a. und § 2., (7) folgt nimlich
¢ = c(up) = [u, 8]*" c(u)e(v) = [u, 0]*" 7,
und wegen § 2., (2) ist also 2™ die genaue Ordnung von [u, b].
Wegen n(b) =n =1und § 2., (5), a. und wegen (4), a. ist weiter:
[u b]z — ch(u(n),u)+h([1.1,1o],u)

und also [u,v]*=1. Mithin ist m <2, und da m >1 wegen
§ 2., (2) ist, so folgt m =2, d.h. b. und auch die erste Formel
(4; 1). Weiter ist:
a(ub) = (ub)* = ubub = [u, p]ou = [u, v]oa(u)p =
= [u, p]a(u) MW@ q(p)
woraus wegen a(u)* =a(b)®=c=c-1 die beiden andern For-
meln (4;1) folgen.
Sind weiter 1, b, v mod §(®) unabhingig, so wird wegen
n(ubw) =1
a(ubw) = ubw udw =
= ub[w, ujumwow =
= ub[w, ujulw, v]va(iv) =
— ch([m,u],u)+h([m,u],i;a)+h([m,v.)],n) . [m, u] [m, b]a(ub)a(m) ,
da ¢ nach a. in 3(®), u* in (@) liegt,
— (P00, ud, u)+h((10, u3,9)+ h((10,01, 0) + (@ (W),0) |

- [, u][tw, 0][u, b]a(u)a(v)a(w)
nach (4; 1) dritte Formel;

wegen a., b. und der ersten Formel (4; 1) wird also:
c=a(ubw)l=ct=1,
was a. widerspricht.

Also ist ®/R(®) als nicht-zyklische Gruppe direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 2, und da nach § 2., (2) fiir nicht in
() gelegenes g stets R(®)/3({R(S), g}) die Ordnung 2 hat,
so folgt aus (1),d.,c. und (4),a., daBl R(®)/3(®) direktes Pro-
dukt zweier Zyklen der Ordnung 2 ist, womit auch (4), c. be-
wiesen ist.

Sei jetzt u,b eine Basis von ® mod K(®). Wegen (4;1) ist
dann:

1=h(a(v), u) + k([u, b], b) mod 2,
1 =h(a(u), v) + R([b, u], u) mod 2.
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Ist €(®) =< 3(®), so ist also
1 ="h(a(v), u) =h(a(u), b)) mod 2, was d. beweist.
Ist €(®) £ 3(®) und

1 =h([u, v], ) = &([v, u], u) mod 2, so ist
0 = h(a(p), u) = h(a(u), b) mod 2

und 1, b ist eine gesuchte Basis mod ®(®). Da €(®) £ 3(®) ist,
¢ wegen a. in 3(®) liegt, so kann wegen § 2, (6), a. sicher [u, b]
nicht in 8(®) liegen, und von den GréBen A ([v, u], u), ([u, v], v)
ist wenigstens eine ungerade. O. B. d. A. sei also

h([u, v], ) =1 mod 2,
h([b, u], u) =0 mod 2.

Dann wird wegen (4;1), dritte Formel

h(a(ub), v) =h(a(p), ub) =0 mod 2, also
k([uv, v], ) = h([b, uv], up) =1 mod 2,

und ub, p bilden eine gesuchte Basis mod f(®), womit (4), e.
bewiesen ist.

(5) Ist & unvollkommen, so ist n =1.

Wegen (3) und n < m haben wir nur zu zeigen, daBl es keine
unvollkommenen Gruppen mit » =m = 2 geben kann.

Ist W(®) die Gesamtheit der Elemente g mit n(g) =1, so
ist W(G) eine charakteristische Untergruppe von & mit ()
als wesentlichem Kern und abelscher, nicht-zyklischer Faktor-
gruppe nach dem Kern. B(®) ist unvollkommen, da es sonst
ein Paar unabhingiger Elemente ¢(1t), ¢(v) mit u, b in B(G) < G
gibe, was wegen (2) die Vollkommenheit von & nach sich zdge.
Wegen (4), b. ist dann mit B(®)/R(G) auch G/R(®) direktes
Produkt zweier Zyklen.

Sei nun m ein Element mit n(m) =n =2 und

1= {W(®), m}.

Dann wird f(U1) = ®(®) wesentlicher Kern von U und
11/ (1) direktes Produkt eines Zyklus der Ordnung 4 mit einem
der Ordnung 2. Sei m, u eine Basis von U mod &(11).

Dann ist m?, u eine Basis von (®) mod £(®) und nach § 2.,
(6), a. ist:

[m2 u] = [m, u]z c(m)h([u, mj, m)
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Da [m2, u] nach (4; 1) genau die Ordnung 4 hat und also
[mz, u]g — c(m)zh([u, m], m) #£1
ist, so folgt: .
h([u, m], m) = 4 1.
Fall 1: C[W(G®)] = 3[W(G)].
Dann wird nach obigem
[m2, u] = u-[m? ulu = [m, u]e(u)*Hemw,
da ja c¢(u) die Ordnung 2 hat. Also ist
1= c(u)h(c(m),u)’

d.h. ¢(m) = a(m) = a(m?) mit u vertauschbar, was (4), d. wider-
spricht, da ja a(m?) mit m2 vertauschbar ist.

Fall 1. kann also nicht eintreten.

Fall 2: C[BW(O)] £ 3[W(G)].

Da c¢(u)=c¢(m?) wegen (4), a. in Z[W(G)] liegt, da
C[W(®)] = {c(u), [m2 u]} nach §2., (6), a. ist, da a(m)= a(m?)
ist, so konnen wegen (4; 1) nur die folgenden drei Fille eintreten:

Fall I II 111
h(a(m), u) 1 0 0
h(a(u), m?) | O 1 0

Da nun
h([m2, u], m?) = h([m?, u], m) mod 4
= 2h([m, u], m)+A([u, m], m)h(c(m), m) mod 4
= 0 mod 2
ist [¢(m) ist mit m vertauschbar], so kann wegen (4; 1), erste
Formel nur I eintreten.
Da also a(u) mit m2 vertauschbar ist, so ist m—ta(u)m = a(u)c®.
Da u? = a(u) ist, so wird weiter
ulm, uJu = ulmum-lu-lu = u-lmu2u-lm-1 = Fumu-m-! =
= c*[u, m]
= [m, u],
und daraus folgt: [m, u]®> = ¢**v,
Da c=¢(m2) =c¢(m)2ist, soist also [ m, u]* mit m vertauschbar und
mm, uPm = [m, u?
= (m=1[m, wJm)2 = ([m, u]c(m)M M1l My2
= [m, uJ?c(m)?, da h([m, u],m) = 41, wie oben gezeigt,
= [m’ u]zc )
und das ist unmdoglich, da ¢ # 1 ist.
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Fall 2. kann also auch nicht eintreten, womit (5) bewiesen ist.
(6) Fiir e= +1 gibt es eine Erweiterung 2, . des dirckten

Produkts
A= {1} x {8} x {c}

der beiden Zyklen {t}, {3} der Ordnung 2 mit dem Zyklus {c} der
Ordnung 4 durch zwei Elemente 1, b mit den Relationen:

u? =rc, 12 = 3¢;
[u,p] =¢;
ulru =174 u-lgdu = 3¢% u-lcu=c5
b-1th =12, p-18b = 3c1~%, p-lcp =t
Zunichst induzieren nédmlich u und v in % Automorphismen
der Ordnung 2. — Weiter ist:
uluty = u-lreu =ucd "%t = u?
b2y = p-18ch = p2ctCct Tl =12,
wpu—2p-t = 2+ = c1*¢ = [y, pJufu, vju-l,
prup—2u-l= 2ol = "¢ =¢717° = [p, ujo[v, ulp-.

Hieraus folgt (6) wegen E., § 5., Zusatz, S. 407.
(7) £, ¢ ist unvollkommen, und es ist:

QI 2'@(@'2,8)’ {C} = G(D‘z e)’ {cz} = Q(D’z,a) é 8(g‘2,3);
€(Dy,¢) = B(2y,.) dann und nur dann, wenn &= + 1.

Wegen § 2., (2) ist sicher % =Q®({%, u}) =R({2, v}), wegen
§ 2., (7) also
c(ub) = [u, p]2c(u)c(d) = ¢, da c(u) =c(v) =c% in 3(D, ),

und
UDLTSCC P = 178Scepr@H1—8) +s(l—e+2) +e2(e—1) —

3-8, o0
—rrascec(un) o Y

wegen § 2., (2) ist also auch ¥=Q({%, uv}), und da Q, /A
direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 2 ist, so folgt aus
§ 2., (1), daBB ¥ wesentlicher Kern von £, , ist, woraus die iibrigen
Behauptungen von (7) wegen (1), a., b. folgen.

Aus (4)—(7) folgen nun die im Beginn des § ausgesprochenen
Behauptungen und iiberdies:

Zwei unvollkommene Gruppen sind dann und nur dann isomorph,
wenn
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1. in beiden Gruppen das Zentrum die Kommutatorgruppe ent-
hdlt bzw. nicht enthdlt,

2. die Kerne isomorph sind.

Man bemerke, da8 die unvollkommenen Gruppen wieder nicht
einmal § 8., Satz 1., a. erfiillen, da ® zyklisch ist, die Faktorgruppe
nach dem Kern aber nicht.

Es sei schlieBlich bemerkt, dal es mdglich ist, £, , durch zwei
Erzeugende 1u, b mit den Relationen

w=p=1,
wt == [u, b]%
u-u, b]u = -2 1, b]o = [u, b]°
zu charakterisieren. Dies verifiziert man, indem man
= u?y, u], 8="0%b, u], c=[u, v]

setzt und nachrechnet, daf3 die in (6) angegebenen Relationen
erfiilllt sind, sowie daB} £, . die hier angegebenen Relationen
erfiillt.

(Eingegangen den 1. November 1934. Abgedndert eingegangen den 23. April 1935.)



