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Entwicklungen von Riumen und ihren Gruppen

von

Hans Freudenthal

Amsterdam

Eine Folge topologischer Rdume R,, deren jeder (n =2) in
den vorangehenden eindeutig stetig abgebildet ist, definiert einen
Limesraum R, den R, -adischen Limes der Folge. Eine Folge
topologischer Rdume R,,, deren jeder in den folgenden eindeutig
stetig abgebildet ist, definiert einen Limesraum R, den R,-alen
Limes der Folge.

Sind die R, topologische Gruppen und die Abbildungen
stetige Homorphismen, so wird auch der Limesraum eine topo-
logische Gruppe, der G,-adische bzw. G,-ale Limes der Folge.

Diese Begriffe sind — bis auf den R,-alen Limes und teilweise
auch den G,-alen Limes — nicht neu:

P. Alexandroffs Spektralentwicklung kompakter Réaume 1)
dhnelt sehr der Erzeugung von Rdumen als R, -adische Limites;
sie ist aber ganz darauf zugeschnitten, kompakte Raume in
Polyederfolgen zu entwickeln; obendrein definieren in der Spek-
traltheorie nicht die Punktbildfolgen, sondern erst gewisse (,,maxi-
male”’) Simplexbildfolgen Punkte des Limesraumes.

Dagegen hat S. Lefschetz die R,-adische Entwicklung kom-
pakter Rdume in Folgen kompakter Raume in voller Allgemein-
heit definiert 2).

Unabhéingig davon und unabhingig voneinander haben P.
Alexandroff 3) und Verf. %) etwa gleichzeitig die R,-adische Ent-
wicklung topologischer Réume von Neuem entdeckt.

Die G,-adische Entwicklung topologischer Gruppen (d.h. Er-
zeugung als Limites G,-adischer Folgen) geht fiir den Fall end-

1)  Annals of Math. (2) 30 (1929), 101—187.

?) Annals of Math. (2) 32 (1931), 522—538, § 31.

3) C. R. 200 (1935), 1708—1709.

4) Proceedings Amsterdam 38 (1935), 414—418. Man beachte die Anderung
der Bezeichnungen: statt in-R, -adisch sagen wir jetzt R, -adisch, statt R, -adisch
auf- R, -adisch.
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licher (diskreter) G, auf L. E. J. Brouwer ?) zuriick, der als erster
nichttriviale nicht-Liesche topologische Gruppen (eben als G,-
adische Limites endlicher Gruppen) definiert hat.

Ohne Kenntnis der Brouwerschen Note hat D. van Dantzig ¢)
ein Verfahren zur Erzeugung topologischer Gruppen, %B,-adisch
genannt, ausgebildet, dem die G,-adische Erzeugung sehr &hnlich
sieht 7). Die Bezeichnung ,,%8,-adisch” hat van Dantzig nach dem
Vorbild ,,p-adisch’ geprégt. Ich habe meine Bezeichnung von
van Dantzig libernommen; es sei aber bemerkt, dafl sich die
Begriffe %B,-adisch und G,-adisch nicht decken; trotzdem diirfte
zu Verwirrung kein Anlaf3 vorliegen. — Schliellich habe ich die
Bezeichnung ,,R, -adisch’® wieder nach dem Muster ,,G,-adisch”
gebildet.

G,-adische Folgen diskreter G, (inverse Homomorphismen-
folgen) hat auch L. Pontrjagin 8) angewendet, ohne jedoch die
Limites dieser Folgen einzufiihren; spéter ®) treten bei ihm auch
G,-adische Folgen Liescher G, mitsamt ihren Limesgruppen auf.
Das erste nichttriviale Beispiel solcher Limites Liescher Gruppen
sind die van Dantzigschen Solenoide °). Verf. hat G,-adische
Folgen ebenfalls mehrfach verwandt ).

G,-ale Folgen und ihre Limites treten (fiir diskrete G,) zuerst
bei L. Pontrjagin 8) auf (direkte Homomorphismenfolgen). Von
der Theorie, die den Gegenstand dieser Arbeit bildet, fehlt in
meiner vorldufigen Mitteilung ¢) nur die R,-ale Entwicklung und
die Beriicksichtigung der Topologie bei der G,-alen Entwicklung.
Die Bezeichnungen R,-al und G,-al habe ich als Pendant zu R,,-
adisch und G,-adisch (wie etwa dekadisch und dezimal) ge-
wihlt 12).

R,-adische und R,-ale Erzeugung einerseits und G,-adische und

5) Proceedings Amsterdam 12 (1910), 785—794.

¢) Diss. Groningen (1931): Studién over topologische Algebra. Siehe auch
Compositio Math. 3 (1936), 408-426.

7) Es handelt sich um die Komplettierung einer abziéhlbaren Gruppe oA, in
der man gewisse Normalteiler 8,, (absteigende Folge mit (e) als Durchschnitt) und
ihre Nebengruppen zu Umgebungen ernannt hat; setzt man G, = %/8, und be-
stimmt man in natiirlicher Weise die Homomorphismen zwischen den G,, so ist
ihr G,-adischer Limes nichts Anderes als die im van Dantzigschen Sinne ,,8,-
adisch erzeugte” Komplettierung von A.

8) Math. Ann. 105 (1931), 165—205 (194—197).

%) C. R. 198 (1934), 238—240.

10)  Fundamenta Math. 15 (19380), 102—125.

11)  Compositio Math. 2 (1935), 134—162, §§ 9—11. Annals of Math. (2) 37
(19386), 57-77, Nr. 21-26.

12)  Compositio Math. 2 (1935), 134—162, § 9.
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G,-ale Erzeugung andererseits gingen bisher, wo sie in Unter-
suchungen auftraten, ziemlich isoliert nebeneinander her. Der
Zusammenhang zwischen beiden ist kaum bemerkt und niemals
systematisch untersucht worden. Kap. I —II dieser Arbeit bringen
die allgemeine Theorie dieser Entwicklungen. Kap. VI soll zeigen,
welche Bedeutung die Harmonie der Entwicklungen von Gruppen
mit denen von Réumen fiir die Topologie hat; es soll die logische
Struktur des Gedankengeflechtes freilegen, das zahlreichen
topologischen Betrachtungen gemeinsam ist. In der Tat sind es
immer wieder dieselben Wege, auf denen sich bei der Definition
Bettischer Gruppen usw. der Ubergang vom Kombinatorischen
zum Mengentheoretischen vollzieht; es sind immer wieder die-
selben Beweismethoden, mit denen man zu den einfachsten
Satzen iiber diese Gruppen gelangt. So ist z.B. die Definition
der Bettischen Gruppen kompakter Raume bzw. offener Mengen
ein G,-adischer bzw. G,-aler Proze3, der von einem R, -adischen
bzw. R,-alen ProzeB induziert wird; man kan sich also das um-
stdndliche Heranziehen konvergenter Zyklen usw. ersparen. So
ist weiter die Definition lokaler Bettischer Gruppen ein G,-
adischer bzw. G, -aler ProzeB3, dem auch wieder R,-adische bzw.
R,-ale Prozesse zugrunde liegen. So stehen hinter den topolo-
gischen Dualitétssitzen, was ihren mengentheoretischen Teil an-
belangt, Dualititssatze fiir G, -adische und G,-ale Entwicklungen.
Welchen Nutzen unter solchen Umsténden eine einmal entwickelte
allgemeine Theorie tragen kann, leuchtet wohl ein. Konkrete
neue Einsichten vermitteln die Kap. I, II, VI allerdings kaum.
Der Sinn von Kap. I—II ist mehr der einer logische Analyse, der
von Kap. VI ist der des Durchexerzierens der Begriffe und Satze
aus Kap.I—II an einer grof3en Anzahl (immerhin ganz allgemeiner)
Beispiele. Den Inhalt dieser Kap. wollen wir im Einzelnen hier
nicht besprechen; zwei Dinge wollen wir nur erwéhnen, weil sie
mit dem Hauptthema der Arbeit in nicht so unmittelbarem
Zusammenhang stehen: die allgemeine Form, die wir (35, 57)
der Definition von Bettischer und Fundamentalgruppe gegeben
haben, und die neuartigen Gruppen, die den Gegenstand von 54
bilden.

Von ganz anderer Art als die bisher genannten sind die Kap.
1V, V, VII. Sie behandeln die R,-adischen Entwicklungen kom-
pakter Raume in Polyederfolgen. In Kap. IV wird bewiesen,
daB sich jeder kompakte Raum derart durch eine R,-adische
Folge von Polyedern erzeugen 1aBt, daB alle zwischen den Polye-
dern gegebenen Abbildungen ,,Abbildungen auf” sind (auf-R,-
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adische Erzeugung). Dieser Satz scheint mir nicht wegen seiner
Anwendungen interessant — bei allen in Frage kommenden
Anwendungen 148t er sich umgehen —, sondern als Satz an und
fiir sich. Er ist iibrigens nicht ganz einfach zu beweisen. — In
Kap. V werden verschiedene Polyederentwicklungen desselben
kompakten Raumes miteinander verglichen. In Kap. VII werden
die Polyederentwicklungen kompakter Rdéume verwandt, um von
der Alexandroffschen Uberfithrungsdefinition 1) her die Dimen-
sionstheorie kompakter Raume zu entwickeln. — Auch der Inhalt
der Kap. IV, V, VII findet sich im Wesentlichen in meiner
vorldufigen Mitteilung ).

Kap. III, das wir noch nicht erwahnt haben, beschiftigt sich
mit der Topologisierung von abelschen Gruppen mit Koeffizienten-
bereichen; wie man hier zu verfahren hat, wenn man den Ver-
héltnissen bei den Bettischen Gruppen gerecht werden will —
diese Einsicht geht auf L. Pontrjagin 1%) zuriick.

Der Anhang der Arbeit enthélt Beispiele.

Wir bemerken zum Schluf3 noch: Die hier behandelten Prozesse
der Erzeugung von R#dumen aus andern usw. sind wesentlich
abzahlbarer Natur; fiir die Untersuchung allgemeiner bikompakter
Réume z.B. liefern sie wenig. Man kann aber die Spektralerzeugung
bikompakter Réume, wie sie von A. Kurosch %) entwickelt
worden ist, ins R, -adische und R,-ale {ibersetzen. Wir haben
diese Erweiterung hier nicht naher ausgefiihrt.
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I

Kap. I.

Entwicklungen von Riumen.

1. Unter einem Raum verstehen wir vorlaufig einen Kura-
towskischen Raum, d.h. eine Menge R, in der gewisse Teilmengen
(darunter R selbst und auch die leere Menge) als offen ausge-
zeichnet sind, und zwar so, daB der Durchschnitt endlich vieler
und die Vereiniging beliebig vieler offener Mengen offen ist.
Die Komplementéarmengen offener heillen abgeschlossene Mengen.
Eine Abbildung hei3t stetig, wenn die Urbildmenge jeder offenen
Menge offen (also auch die Urbildmenge jeder abgeschlossenen
Menge abgeschlossen) ist. Eine Basis offener (abgeschlossener)
Mengen von R ist ein System offener (abgeschlossener) Mengen,
aus dem sich jede offene (abgeschlossene) Menge von R vermoge
der Vereinigungs-(Durchschnitts-)Bildung gewinnen 1a3t 162),

2. Eine Folge R, (n =1,2,...) von Réumen, von denen
jeder (n>1) in den vorangehenden eindeutig stetig abgebildet ist,

f77:+1 Rn+1 c Rn’ 17)

heiBt eine R -adische Folge 18); handelt es sich um ,,Abbildungen
auf”’,

18a)  Vgl. ALExaNDROFF-HoOPF, Topologie I (Berlin 1935), Kap. I, § 2.
17) Die Klammern hinterm Funktionszeichen lassen wir meistens weg.
18) Siehe 4).
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n+1 —
f’n Rn+1 - Rn’

so sprechen wir speziell von einer auf-R, -adischen Folge.
In solchen Folgen erkliren wir fiir alle m > n die (stetigen)
Abbildungen

induktiv durch die Zusammensetzungsregeln
foSm="Fn-
Die Folge R, bestimmt einen Limesraum R, als dessen Punkte
a die Punktfolgen a, (mit a,c R,) erklart sind, fir die

— fn+1
an_ n a’n+1

gilt; den Punkt a, von R, nennen wir dann auch die n-te Koor-
dinate des Punktes @ von R. Zu einem Raum wird R durch die
folgende Festsetzung: Ist (fiir irgendein n) M eine offene (ab-
geschlossene) Menge aus R,, so heifit die Menge aller Punkte
von R, deren n-te Koordinate in M liegt, eine elementare offene
(abgeschlossene) Menge von R. Zu offenen (abgeschlossenen)
Mengen in R mogen die und nur die Mengen ernannt werden,
die sich als Vereinigung (Durschschnitt) elementarer offener
(abgeschlossener) Mengen darstellen lassen. (Man bemerkt ohne
weiteres, dal3 sich jede offene (abgeschlossene) Menge sogar als
Vereinigung (Durchschnitt) abzdhlbar vieler elementarer Mengen
darstellen 148t.)

DaB in dieser Topologisierung von R die Raumaxiome erfiillt
sind, ist ohne Miihe einzusehen. Wir wollen hier nur zeigen, daf3
der Durchschnitt zweier elementarer offener Mengen von R eine
(elementare) offene Menge ist; das ist ndmlich die einzige Eigen-
schaft, fiir deren Beweis man die Stetigkeit der Abbildungen f™
braucht: Seien M und N zwei elementare offene Mengen aus R.
Dann gibt es zwei Indices m und 7 und zwei offene Mengen
0,cR, und O,cR,, derart dal M bzw. N die Mengen der
Punkte von R sind, deren m-te bzw. n-te Koordinaten in O,
bzw. O, liegen. Sei etwa m > n und O,, das f™-Urbild %) von O,
in R, (das wegen der Stetigkeit der Abbildung auch wieder offen
ist). N liBt sich dann auch auffassen als die Menge der Punkte
von R, deren m-te Koordinaten in O, liegen, der Durchschnitt
von M und N also als die Menge der Punkte von R, deren m-te

19) Bei einer Abbildung fR C S heilt f-Urbild von N C S die Gesamtheit aller
a mit fa C N; es wird auch mit f~-IN bezeichnet.
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Koordinaten im Durchschnitt von O,, und O,, (einer nach Vor-
aussetzung offenen Menge) liegen. Also ist der Durchschnitt von
M und N eine elementare offene Menge.

Die Topologisierung von R lif3t sich auch so formulieren: n
sei ein beliebiger Index. Wir suchen eine offene Menge O,, in R,
bestimmen zu ihrem Urbild in R,,; eine es enthaltende offene
Menge O,,; von R,,; und fahren ebenso fort. Die Menge aller
Punkte von R, deren (n+4k)-te Koordinate fiir ein geeignetes k
in O, liegt, ist eine offene Menge von R, und alle offenen Mengen
von R lassen sich auf diese Weise erzeugen. (Beim Beweis dieser
Tatsache, der sehr leicht zu fithren ist, wird auch wieder die
Stetigkeit der Abbildungen verwendet.)

3. Die R,-adische Folge bezeichnen wir auch als eine R,-
adische Erzeugung oder Entwicklung des Raumes R (ihres Limes-
raumes). R wird von der R,-adischen Folge erzeugt oder ist in die
R,-adische Folge entwickelt und heiflt ihr R,-adischer Limes.
Handelt es sich bei den f wieder um Abbildungen ,,auf”, so fiigen
wir das Prifix ,,auf”’ hinzu.

Ersetzt man die Folge R, (unter Beibehaltung der Abbil-
dungen) durch eine unendliche Teilfolge, so wird, wie ohne weiteres
zu sehen ist, ein dem urspriinglichen homdomorpher Limesraum
erzeugt.

Aus einer R, -adischen Entwicklung von R entsteht eine auf-
R,-adische, wenn man aus jedem R, all die Punkte weglaBt,
die nicht fiir jedes k& Bilder eines Punktes von R, ,, sind, d.h.
also R, ersetzt durch den Durchschnitt aller Mengen f***R, .
Wir nennen sie die zugehirige R,-adische Entwicklung von R.

4. Die Abbildung die jedem Punkt a von R seine n-te Koor-
dinate a, zuordnet, heille

a, = fna'

Sie ist eindeutig und stetig (das Urbild einer offenen Menge aus
R, ist ja sogar eine elementare offene Menge aus R). Es gelten
die Zusammensetzungsregeln

= Fa-

5. Als Umgebung einer Menge bezeichnen wir wie iiblich eine
offene Menge, die die gegebene Menge enthilt. Eine Folge von
Punkten heiit bekanntlich konvergent gegen einen Punkt a,
wenn jede Umgebung von a fast alle Elemente der Folge ent-
halt. Stetige Abbildungen fithren konvergente Folgen in konver-
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gente iiber. In einer wichtigen Klasse von Réumen (siehe die
Eigenschaften a, b, d in 7) 148t sich, wie man wei3, die Topologie
auf den Konvergenzbegriff zuriickfithren. Besonders in solchen
Riumen ist der folgende (allgemein giiltige) Satz niitzlich:

R,-An1scBES KONVERGENZKRITERIUM: Notwendig und hin-
reichend fiir die Konvergenz einer Folge a™ (v =1,2,...)aus R
ist thre koordinatenweise Konvergenz, d.h. die Konvergenz (fiir
jedes feste n) ihrer m-ten Koordinaten.

Notwendig: Wegen der Stetigkeit der Abbildung f, ist fiir jedes
feste n die Folge f,a® konvergent.

Hinreichend: Wir setzen lim ¢’ = a,. Wegen der Stetigkeit
v

der f**lista, = f**! a, . Die Folge a, bestimmt also einen Punkt
a von R. Sei O eine a enthaltende elementare offene Menge von
R. In R, gibt es eine offene Menge O, so, daB3 O die Menge aller
Punkte von R ist, deren n-te Koordinaten in O, liegen. O,, enthilt
a,, also fast alle a. Demnach enthdlt O fast alle a®. Jede
(elementare, also jede) offene Menge von R, die a enthilt, enthilt

fast alle a®; lim a® = a.
v

6. Man kann auch die R, und R zusammen als einen Raum
S auffassen: Elementare offene Menge in S sei erstens jede offene
Menge jedes R,, zweitens jede Menge, die folgendermaQlen ent-
steht: man nehme fiir irgendein n eine offene Menge O, aus R,,
bilde ihre f-Urbilder O,, (m>n) und ihr f,-Urbild O; die
Vereinigung von O und den O, (I =n) ist dann eine elementare
offene Menge der zweiten Art von S. Offene Mengen in S sind
wieder die und nur die Mengen, die sich als Vereinigung elemen-
tarer offener Mengen darstellen lassen. DaBl S wirklich den
Raumaxiomen geniigt, ist wieder leicht einzusehen.

Man bemerkt ferner, daB3 in jeder Umgebung eines Punktes
a von R (d.h. in jeder ihn enthaltenden offenen Menge) fast alle
seine Koordinaten f,(a) liegen. Die n-ten Koordinaten eines
Punktes @ von R konvergieren also (in S) fiir wachsendes n gegen
den Punkt a %),

Die Topologie in S 148t sich auch direkt R,-adisch erzeugen:

Man fasse die Réume R, ..., R, abstrakt zu einem neuen
Raum S, zusammen, d.h. man erzeuge eine Menge S, als Ver-
einigung von R;,..., R, (die als elementefremd angesehen
werden). Als offen in S, betrachte man die und nur die Mengen,

%) Das rechtfertigt gewissermaBen unsere Terminologie ,,R,-adischer Limes”
usw.
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die sich als Vereinigungen offener Mengen der R, (k=1,...,n)
darstellen lassen.
Man definiere

n+1
gn Sn+1 c S’n

auf jedem R, (k=1,...,n) als die identische Abbildung und
auf R, ., als identisch mit f**!. So werden die S, zu einer R,-
adischen Folge. Der von ihr erzeugte Limesraum S ist dem frither
definierten S homdomorph (d.h. sie lassen sich eineindeutig so
aufeinander abbilden, dafl offenen Mengen offene Mengen ent-
sprechen). Wir unterlassen den Beweis, der sehr leicht zu
fiihren ist.

Weiter haben wir die

Bemerkung zum R,-adischen Konvergenzkriterium: Notwendig
und hinreichend fiir die Konvergenz der Folge a™ (v=1,2,...)
aus S ist die Konvergenz (fir jedes m) der unendlichen Folge
(soweit iiberhaupt definiert), bestehend aus den Punkien fma®
(fiir a® cR,,) und den Punkten f,a® (fir a® c R).

Dies Kriterium folgt unmittelbar aus der letzten Definition
der Topologie in S.

7. Wir beschiftigen uns nun mit folgenden Eigenschaften
von Réumen:

a. Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen.

b. Je zwei Punkte a und b lassen sich durch Umgebungen
U, und U, voneinander trennen, a c U,, b c Uy, U, fremd zu U,.
(Hausdorffscher Raum.)

c. Ist p ein Punkt und 4 eine abgeschlossene Menge, die ihn
nicht enthilt, so gibt es eine Umgebung U, von @ und eine
Umgebung U, von A, die zueinander fremd sind.

d. Es gibt eine abzdihlbare Basis der offenen Mengen. (Das
,,zweite Abzahlbarkeitsaxiom”.)

e. In jeder unendlichen Teilmenge des Raumes gibt es eine
konvergente Teilfolge. (d + Kompaktheit.)

f. Der Raum ist metrisierbar. (Das ist nach P. Urysohn sicher
dann der Fall, wenn a 4 ¢ +d gilt.)

Wir werden zeigen, dall jede dieser Eigenschaften beim Uber-
gang von den Rdumen R, der R, -adischen Folge zum Limesraum R
der Folge erhalten bleibt, d.h.: wenn alle R, eine dieser Eigen-
schaften a — f besitzen, kommt sie auch R zu.

a. Sei a, die n-te Koordinate des Punktes a aus R und 4,
die (abgeschlossene) f,-Urbildmenge von @, in R. Die aus dem
Punkt a bestehende Menge ist der Durchschnitt der abgeschlos-
senen Mengen A4,, also abgeschlossen.
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b. Zu den Punkten a, b von R bestimme man n so, daB3 die
n-ten Koordinaten a,, b, von a, b voneinander verschieden sind.
Man trenne a,, b, in R, durch Umgebungen; deren Urbilder in
R sind dann Umgebungen von a, b in R, die das Gewiinschte
leisten.

c. Sei p ein Punkt und A4 eine abgeschlossene Menge in R,
die p nicht enthilt. 4 ist der Durchschnitt elementarer ab-
geschlossener Mengen; unter ihnen gibt es sicher eine, B, die
auch p nicht enthilt. Es gibt dann weiter ein » und eine ab-
geschlossene Menge B, c R,, so daBl B das f,-Urbild von B,
ist. Hatte man n geniigend groB3 gewahlt, so liegt p,, die n-te
Koordinate von p, nicht in B,. Nun trenne man p, und B, in
R, durch Umgebungen; deren f,-Urbilder leisten das Gewiinschte.

d. Man bestimme zu jeder Basismenge irgendeines der Rdume
R, das f,-Urbild. Die (elementaren) Mengen, die man so erhalt,
bilden eine Basis fiir R.

e. M sei eine unendliche Teilmenge von R, die Menge der
n-ten Koordinaten der Punkte von M heille M,. In M, bestimme
man eine konvergente Teilfolge a{ (v =1,2,...). a® sei ein
Punkt von M, dessen erste Koordinate a ist. Die zweite Koor-
dinate von a® heiBe a). Die Folge a{) besitzt wieder eine kon-
vergente Teilfolge a?’. Ebenso ziehe man aus der Folge der
dritten Koordinaten, af”, der Punkte a®" eine konvergenten
Teilfolge a?") und fahre so fort. Nach dem Diagonalverfahren
ergibt sich schlieBlich eine Teilfolge 5® von M, bei der fiir jedes
feste n die Folge der n-ten Koordinaten konvergiert. Dann kon-
vergiert aber (nach dem Konvergenzkriterium, siehe 5) die
Folge b® selbst.

f. Man darf annehmen, dafl jedes R, so metrisiert ist, da3
alle Abstinde = 1 sind. Die Abstandsfunktion in R, heie g,.
Fiir zwei Punkte a, b von R setze man als Abstand

a(a, b) = 2 27"g,(ay b,) ,
n=1

worin a,, b, die n-ten Koordinaten von a, b seien. Man beweist
leicht, daB3 das eine Metrik ist, die das Gewiinschte leistet.

Alles, was wir hier fiir den Raum R bewiesen haben, gilt auch
fir den Raum S (siehe 6), d.h. jede der Eigenschaften a—f bleibt
beim Ubergang von der Folge R, zum Raume S erhalten. Um das
einzusehen, braucht man nach 6 und dem eben Bewiesenen nur
zu zeigen, dafl die Eigenschaften a—f sich von den R, auf die
S, iibertragen. Das ist aber evident. (Was f betrifft, so metrisiere
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man S,, indem man in den einzelnen R,, ..., K,, aus denen es

zusammengesetzt ist, die Abstédnde beibehdlt und als Abstand

zweier Punkte verschiedemer R, (k=1,...,n) eins festsetzt.)
8. Wir nennen eine Abbildungsfolge (definiert fiir fast alle n)

g'R, cQ
Abbildung der R,-adischenFolge in den Raum (), wenn

nLm . gm
g )L‘—g

gilt (soweit definiert).
Schema: Q< Ry~ Ry 1<«...<R.

Umgekehrt nennen wir eine Abbildungsfolge (definiert fiir
fast alle n)

gl c R,
Abbildung des Raumes Q in die R,-adische Folge, wenn
0 Sm = &n
gilt (soweit definiert).
R
0
Weiter sprechen wir von einer Abbildung (¢}) der einen R,-
adischen Folge, f™R, c R,, in die andere, g,S,, cS,, wenn

R, CS,

Schema: Ry« Ry<... Q

bei jedem festen n fiir fast alle m definiert ist und die Zusammen-
setzungsregeln

Puly = 8195 = o'
gelten (soweit definiert).
‘Ry< Ry<~...<R
Schema —
S < Sp<...<S.

Die definierten Abbildungen heiflen eindeutig stetig, wenn die
definierenden es sind.

Liegt eine eindeutige stetige Abbildung der ersten Folge in
die zweite (¢)') und ebenso eine der zweiten in die erste ()

vor, so sprechen wir von einer Homdomorphie beider R,-adischer
Folgen, wenn

Dom — fm DM . gm
%‘Pp _fn’ ()anp —gn

gilt (soweit definiert).
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R/« Ry<...<R
Schema — T
S« Sy <...<S.

Es ist klar, daB3 dieser Homoéomorphiebegriff reflexiv und
transitiv ist. Eine unendliche Teilfolge ist ein Spezialfall einer
homdomorphen Folge.

Den Limesraum einer R, -adischen Folge R, nennen wir auch
lim R,.

ErsTER LiMESSATZ (R,-adisch): Die eindeutige stetige Abbildung
(g") der R,-adischen Folge R, in den Raum Q induziert eine
eindeutige stetige Abbildung von 11m R,in Q, g= hmg genannt,
die durch

g=g"n
definiert ist.

(Beweis klar. Die Unabhéngigkeit von n bei der Definition
ergibt sich unmittelbar aus den Zusammensetzungsregeln.)

Wendet man die eingefiihrte Schreibweise an auf g” = f7
(also Q@ = R;), so kann man also sagen

lim f3 = f, .

ZwWEITER LiMESSATZ (R,-adisch): Die eindeutige stetige Abbil-
dung (g,) des Raumes Q in die R,-adische Folge R, indugziert eine
eindeutige stetige Abbildung von Q in 11m R,, g= hm g genannt,
die durch

f n8 = 8n
(fiir alle n) definiert ist.

g ist ndmlich einfach die Abbildung, die jedem Punkt a von
Q den Punkt von R zuordnet, dessen n-te Koordinate (fur fast
alle n) g,a ist (auf Grund der Zusammensetzungsregeln ist das
wirklich ein Punkt von R); f,ga ist nun nichts Anderes als die
n-te Koordinate von ga. Die Stetigkeit von g ergibt sich leicht
so: O sei eine elementare?!) offene Menge aus R, sie ist durch
eine offene Menge O, aus R, definiert, O ist die Menge aller
Punkte von R, deren n-te Koordinate in O, fallt. Das g-Urbild
von O besteht also aus allen Punkten von Q, deren g,-Bild in
0, fallt, und das ist eine offene Menge.

Drirter LiMEssaTZ (R, -adisch): Die eindeutige stetige Ab-

1) Bei Stetigkeitsbeweisen geniigt es natiirlich, das Urbild jeder elementaren
offenen Menge als offen nachzuweisen.
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bildung (@}') der in-R,-adischen Folge R, in die R,-adische Folge
S,, induziert eine eindeutige stetige Abbildung von llm R, in hm Sps
@ genannt, die durch

limlim ¢ = ¢
n m

definiert ist; dabei gelten die Zusammensetzungsregeln
EnP = q"ﬁf k°

Bei Abbildungen einer Folge in eine zweite und der zweiten in
eine dritte setzen sich die induzierten Abbildungen wie die indu-
zierenden usammen.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus den beiden vorigen,
und zwar wird bei der Bildung des inneren Limes der erste, bei
der Bildung des &uBeren Limes der zweite Limessatz angewandt.

VIERTER LIMESSATZ (R, -adisch): Eine Homdiomorphie zweier
R,-adischer Folgen induziert eine Homoomorphie der Limesrdume.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen.

Es sei bemerkt, dafl der Satz sich keineswegs umkehren 148t;
aus der Homoomorphie der Limesrdume braucht keineswegs die
der Folgen hervorzugehen.

9. Wir gehen nun umgekehrt von einem Raum R aus, von
eindeutigen stetigen Abbildungen

fLRcR,

in gewisse Raume R, (n =1, 2,...) und eindeutigen stetigen
Abbildungen

f™R,.cR, (m>mn).
Dabei sollen die Zusammensetzungsregeln
wfm =1Fns
k=
gelten. Die Folge R, erzeugt dann R,-adisch einen Limesraum
R’ =1limR,,
und nach dem zweiten Limessatz ergibt sich eine eindeutige
stetige Abbildung
n
fRcR.
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UMKEHRSATZ (R,-adisch): Gibt es zu je zwei Punkten a und b
von R ein n mit

Jua # fub,

so ist f eine eineindeutige stetige Einbettung von R in R'.

Sind die Abbildungen f, Abbildungen von R auf R,, so ist f(R)
itberall dicht in R’.

Die erste Aussage ist evident. Wir zeigen, da8 in jeder nicht-
leeren offenen Menge O’ von R’ ein Punkt von f(R) liegt; wir
diirfen annehmen, dal O’ elementar ist. Es gibt eine offene
Menge O, von R,, so dal O’ die Menge aller Punkte von R ist
mit n-ter Koordinate in O,. Das f,-Urbild von O, in R hei}e O.
Da O, nichtleer war und f, eine Abbildung ,,auf’’ ist, kann auch
O nicht leer sein, also auch nicht f(0) c 0’.

Haben wir es mit kompakten Riumen zu tun, so ergeben
beide Aussagen zusammen bekanntlich die Homdomorphie von
R mit R’. Die Voraussetzungen besagen dann, da die f,, (nach
Zugrundelegung irgendeiner Metrik) beliebig kleine Abdnderun-
gen 22) von R sind, d.h. daB die Durchmesser der f,-Urbildmengen
der einzelnen Punkte von R, mit n— oo nach null geht.

10. DoPPELFOLGENSATZ (R,-adisch): Es licge eine Doppel-
Jolge R, , wvon Rdiumen vor mit den eindeutigen stetigen Abbil-
dungen

f::Z’lem, c Rnlnz’ my =1y, My =My, My + My >Ny + Ny,
und den Zusammensetzungsregeln

fmlm, Ll bl
= .
My S M my Ny

Ry« Ry« ...« R
i Pt
Ry < Rpp<...< R,
Schema: 0 0 0 0
Yoo oot
R <R ,«...<R.
Dann sind die Rdume

limlimR, ,, imlimR, ,, imR,,
172 17°2 n

n, N, n n,

1 2

miteinander homdoomorph.

22) P. ALEXANDROFF a.a.0.!)
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Das ist so zu verstehen: Die nach dem dritten Limessatz in-
duzierte Abbildung (k>1) von R,=I1lmR,, in R,=1lmR,,
heifle " "

Ji =Tmf,,
n

m

dabei ist

Die R, bilden eine R,-adische Folge, f¥R, c R,, mit den iiblichen
Zusammensetzungsregeln. Wir definieren

R =1limR,,
l

fi =lmff,
k

fln :fgbfp

(wegen der Zusammensetzungsregeln ist das unabhéngig von p).
Die Raume R,, bilden auch eine R, -adische Folge, mit dem
Limes

R =1lmR,,.

Die Abbildungsfolge f,, stellt eine eindeutige stetige Abbildung
von R in die Folge R,, dar, induziert nach dem zweiten Limes-
satz also eine eindeutige stetige Abbildung f von R in R’. Einem
Punkt ¢ von R wird also der Punkt a’ von R’ zugeordnet, dessen
nn-te Koordinate (fiir alle n) f,,a ist. Wir zeigen, dafl diese
Abbildung auch in umgekehrter Richtung eindeutig und stetig ist.

Sei also a' ein Punkt von R’ und a,, seine nn-te Koordinate.

Wir setzen

__ fnn
Ay, —_fln ann ’

a,, ist dann fir willkiirliche Indices (eindeutig) bestimmt. Fiir
jedes feste n liegt also eine Abbildung von R’ in die Folge R;,
vor; die nach dem zweiten Limessatz induzierte Abbildung von
R’ in R, ordne dem Punkte a’ den Punkt a; zu. Dadurch entsteht
wieder eine Abbildung von R’ in die Folge R;; die nach dem
zweiten Limessatz induzierte Abbildung von R’ in R ordne dem
Punkte a’ den Punkt a zu. Das ist aber, wie man ohne weiteres
sieht, die Umkehrung der frither konstruierten Abbildung von
R in R'. Da alle unsere Abbildungen eindeutig und stetig sind,
ist damit die Homéomorphie von R und R’ bewiesen. Die Homéo-

morphie von R’ und limlim R, ,_ folgt hieraus aus Symmetrie-

n, Ny

griinden, und daraus ergibt sich unser Satz.
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Greift man aus der gegebenen Doppelfolge statt der Diagonal-
folge irgend eine einfache Folge, fiir die beide Indices monoton
wachsen, so erhilt man natiirlich (bis auf Homéomorphien) den-
selben Limesraum.

10a. Typus einer R, -adischen Folge nennen wir die Gesamt-
heit der zu ihr homéomorphen Folgen. Wie wir aus 8 wissen,
bestimmt der Typus eindeutig den Limesraum (bis auf Ho-
moomorphien).

Den Typus nennen wir Auf- bzw. Isotypus, wenn zu ihm eine
R,-adische Folge gehort, in der simtliche Abbildungen f7 (also
auch f,) ,,Abbildungen auf” bzw. topologische ,,Abbildungen in”
sind.

AurryrUs-KRITERIUM (R,-adisch): Notwendig und hinreichend,
damit die R,-adische Folge R, (fRR,cR,) zu einem Auftypus
gehore, ist, daf fiir jedes feste n fast alle Mengen f™ R, miteinander
iibereinstimmen. Die zugehorige (siehe 8) auf-R,-adische Folge
ist dann der gegebenen homéomorph.

Beweis: Notwendig: S, (g™S,, = S,) sei eine der gegebenen
homoomorphe auf-R, -ad1sche Folge Die Mengen g7'S,, stimmen
dann fiir alle m > p iiberein. Fiir fast alle m (bei festem n)
diirfen wir schreiben

’IanRm = u)n (pp Rm >
nun ist aber

Sp:g%sqztp;'fzpm ch)pR cS,
also
(pZ’Rm:Sp,
also
JaR,=vhS,

unabhingig von m.

Hinreichend: Bei festem n setzen wir den Durchschnitt aller
fmR,, gleich S,. Die S, bilden eine R,-adische Folge, wenn
auf jedem S,, die Abbildung g™ als mit f” iibereinstimmend
gewihlt wird. Die Folgen R, und S, sind dann in der Tat ho-
mgoomorph: die erste ist in die zweite abgebildet durch ¢}’ = f
(nach der Voraussetzung iiber die Mengen f™R, bei festem
n fiir fast alle m definiert), die zweite in die erste ebenfalls durch
yr = f7. Dal} die ¢, 2 den Vorschriften geniigen, ist evident.

Isorvypus-KRITERIUM (R, -adisch): Notwendig und hinreichend,
damit die R,-adische Folge R, (fnR,cR,) zu einem Isotypus
gehore, ist, daf fir n=mn,, m =my(n),p =py(m) die Mengen

1
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f2R, durch die Abbildungen f}' topologisch in R, abgebildetwerden.
Zu der gegebenen Folge 148t sich dann eine Folge S,, (S, topologisch
abgebildet in S, durch g™) desselben Typus in der Weise be-
stimmen, daB man nach einer geeigneten Auswahl S, = f*+1R,
und gr = f" setzt.

Beweis: Notwendig: g?= ¢™y? ist eine topologische ,,Abbil-
dung in”, also ist es auch ¢7* auf der Teilmenge Z,S,, also auch
fir alle p = py(m) auf

fg‘Rp = w‘}ntpng c w;lnsq .
Weiter ist auch (wegen g; = @y;) v, fiir fast alle n eine to-
pologische Abbildung. Darum ist f2 =yle™ fir fast alle n
und m =my(n), p =py(m) auf f2 R, topologisch.
Hinreichend: Man setze n, = mgy(n,), 1y = Max [my(ny), po(ny)]

. nk 1 k __ nk . .
usw. Ferner S, =f,* R, - & =/[y. Dam ist S; die gesuchte

Folge. In der Tat ist dann g¥_,, also auch gF topologisch, und mit
of =yl = f::‘ gehdren unsere beiden Folgen zum selben Typus.

Wir bemerken noch, daB8 in einer Folge, die gleichzeitig zu
einem Auf- und einem Isotypus gehort, beide Sitze sich hinter-
einander anwenden lassen. Der Limesraum ist dann bereits nach
endlich vielen Schritten bestimmt.

11. Ein duales Gegenstiick zur R,-adischen Entwicklung ist
die R,-ale:

Eine Folge von Réumen R, und von eindeutigen stetigen
Abbildungen f" jedes Raumes in den folgenden, fy. R, cR, .,
sei gegeben. Wir betrachten ,,Punktbildfolgen” a,, die mit einem
gewissen Index n =k beginnen, und fiir die a,c R, und

L :+1a'n

gilt. Zwei solche Punktbildfolgen heilen konfinal, wenn sie von
einer gewissen Stelle an iibereinstimmen. Wir definieren einen
»R,-al” erzeugten Limesraum R, dessen Punkte die Klassen
konfinaler Punktbildfolgen sind. Dabei verstehen wir unter einen
in R offenen jede Menge, die wie folgt entsteht:

Man bestimme ein k& und eine offene Menge O, in R,, eine
f% 10, enthaltende offene Menge O,,, von R;.; und fahre so fort:

Jn410,C 04y (n = k).
Dies Verfahren definiert eine offene Menge O von R, zu der

die und nur die Punkte von R gehoren, zu denen es (fir fast
alle n) in O, eine ) n-te Koordinate gibt.

23) Die n-te Koordinate eines Punktes von R ist im R, -alen Fall nicht notwendig
mehr eindeutig bestimmt!
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Die Folge R, werden wir eine R, -ale Folge nennen und ihren
Limesraum R einen R,-al erzeugten oder entwickelten Raum. Man
beachte, daB die Definition der (R,-alen) Topologie in R die
unmittelbare Ubertragung der Definition der R,-adischen Topo-
logie ist, die wir im letzten Absatz von 2 gegeben haben.

Die R,-ale Entwicklung ist als Entwicklung von Rdumen
nicht so wichtig wie die R,-adische. Hauptsichlich wohl deswegen,
weil die Betrachtungen von 7 fiir die R,-ale Erzeugung nicht
durchzufiihren sind #¢). So lassen sich ohne weiteres Beispiele
dafiir angeben (siehe Anhang), da8 Hausdorffsche Rdume R, -al
einen Raum erzeugen, in dem nicht einmal die einpunktigen
Mengen abgeschlossen sind.

Auch das Konvergenzkriterium (siehe 5) iibertriagt sich natiir-
lich nicht auf den R,-alen Fall. Aber alle iibrigen behandelten
Eigenschaften der R, -adischen Erzeugung finden ein Gegenstiick
in Eigenschaften der R,-alen Erzeugung.

12. Zunichst kann man f'R, c R, induktiv definieren durch

Inf in =f iz ’
weiter f®R,c R als die Abbildung, die einem Punkt a, von R,
den Punkt von R zuordnet, der durch die g, enthaltenden Punkt-

bildfolgen bestimmt wird, d.h. der Punkt f?a, wird durch die

Punktbildfolge f? . ,a,, k=0,1,..., definiert. Es gilt wieder
e =1

fm ist stetig; denn das f*-Urbild der oben definierten offenen

Menge O von R ist nichts Anderes als die Vereinigung (fiir alle k)

der f7 ,-Urbilder der offenen Mengen O,,;, also offen.

Ebenso sieht man, daBl man sich jede offene Menge O von R
so definiert denken darf, daB3 die erzeugenden O, die f*-Urbilder
von O sind; man braucht ja nur jedes O, zu ersetzen durch die
Vereinigung (fiir alle k) der f7 ,-Urbilder der O,.;. Diese Ver-
einfachung erweist sich bei allerlei Betrachtungen als zweck-
maBig.

13. Auch im R,-alen Fall 1aBt sich R zusammen mit den
R, in natiirlicher Weise als e¢in Raum auffassen; die Betrach-
tungen von 6 iibertragen sich ohne wesentliche Anderung.

23¢) Dagegen werden sich bei Gruppen beide Entwicklungsarten als ungefihr
gleichwertig erweisen. Immerhin genieBt auch noch bei den Anwendungen auf
Bettischen Gruppen usw. die G,-adische Entwicklung eine gewisse Vorzugs-
stellung.
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Der Inhalt von 7 findet, wie schon bemerkt, kein R,-ales
Analogon.

Die Definitionen aus 8 lassen sich ohne weiteres iibertragen,
und zwar wortlich bis auf die Definition der Abbildung einer
Folge in eine andere; dort hat man zu verlangen, daB3 die ¢?
bei festem m fiir fast alle n definiert sind. Wir geben nur die
Definitionsschemata an:

Q—->R,—~Ry,—~...—>R,
R1~>R2—>...<R,
Q

Ri-Ry,—...—>R

N T
S5, =>S,—>...—>S,
R,->Ry,—~...>R

\\ /ﬁ \\
S;—=> S, —>...=>S.

Es gelten dann die Sitze:

ErsTER LiMEssatz (R,-al): Die eindeutige stetige Abbildung
(g,) des Raumes Q in die R,-ale Folge R, tnduziert eine eindeutige
stetige Abbildung von Q in im R,, g =1lim g,, genannt, die durch

g=r"¢n
definiert 1ist.

Man kann also auch wieder
lim f%, — f*
schreiben. "

ZwerTER LiMESsATzZ (R,-al): Die eindeutige stetige Abbildung
(g*) der R,-alen Folge R, in den Raum Q induziert eine eindeutige
stetige Abbildung von lim R, in Q, g =lim g* genannt, die durch

n n

gfr=g"
(fur alle n) definiert ist.

DrittEr LiMessatz (R,-al): Die eindeutige stetige Abbildung
(7)) der R,-alen Folge R, in die R,-ale Folge S, induziert eine
eindeutige stetige Abbildung von lim R, in lim S,, ¢ genannt,
die durch " "

limlim ¢ = ¢
m n

definiert ist; dabei gelten die Zusammensetzungsregeln

of" = glpy .
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Bei Abbildungen einer Folge in eine zweite und der zweiten in
eine dritte setzen sich die induzierten Abbildungen wie die in-
dugzterten zusammen.

VIERTER LiMEssATz (R,-al): Eine Homdoomorphie zweier R, -
aler Folgen induziert eine Homoomorphie der Limesrdume.

Wir unterlassen die Beweise, die sich von denen der R,-adischen
Satze kaum unterscheiden.

Der Satz aus 9 ibertragt sich wie folgt: Gegeben sei ein

Raum R, eine Folge von Riumen R, und eindeutigen stetigen
Abbildungen

f"R, cR,
"R,CR,, m<n.

Die iiblichen Zusammensetzungsregeln seien erfiillt. Die Folge
R, erzeugt R,-al einen Limesraum

R'=lmR,,

und nach dem Vorigen ergibt sich eine eindeutige stetige Ab-
bildung
f=lmf,,

n

fR'cR.

UMKEHRSATZ (R,-al): Schiopfen die f*R, den Raum R aus, so
bildet f den Raum R’ auf R ab.

Sind die Abbildungen f™ eineindeutig, so ist f eineindeutig.

Beides ist leicht zu beweisen.

SchlieBlich gilt im R,-alen Fall auch der

DopPPELFOLGENSATZ (R,-al): Es liege eine Doppelfolge vor

m,m,
fnll'n;‘lem2 c Rnlnz’ my é Ny, My é Ny, My + my <My + Ny »

mit den Zusammensetzungsregeln
fmlmz f’llz _ flllz
nng S mum, T g
Dann sind die Rdume

limlmR,, , lmlmR,,, lmR,

T Ty N, M

miteinander homéomorph.

Die Limites sind dabei fast wortlich genau so wie in 10
zu deuten, und auch der Homd&omorphiebeweis iibertragt sich
leicht.
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Ry—>Ry—~...—> R,

¥ ¥ ¥ ¥
Ryy >Ry, — ... >R,
Schema: l: ¥ X \

[ A A

R,-R,—-...>R.

Die Definitionen des Typus, Auf- und Isotypus iibernehmen
wir aus 10a wortlich auch fir den R,-alen Fall. Die beiden
Kriterien erfahren unwesentliche Anderungen:

AvurTYPUS-KRITERIUM (R,-al): Notwendig und hinreichend,
damit die R,-ale Folge R, (fnR, cR,) 2u einem Auftypus gehore,
ist, dap fir je zwei feste p und q und fast allen fPR, = fiR,_ gilt.
Zur gegebenen Folge 148t sich dann eine auf-R, -ale Folge dessel-
ben Typus bestimmen, indem man nach einer geeigneten Auswahl
Spi=Fr R, und g =f7 setzt.

Isorvpus-KRrITERIUM (R,-al): Notwendig wund hinreichend,
damit die R,-ale Folge R, (fmR, cR,) 2u einem Isotypus gehire,
ist, daf fiir fast alle m und n (bei jedem festen p) die Mengen
fER, durch f topologisch (in R,) abgebildet werden. Zur gegebenen
Folge 148t sich dann eine R,-ale Folge desselben Typus mit
topologischen Abbildungen bestimmen, indem man nach geeig-
neter Auswahl S, , =fr R, , g"=f" setzt.

Die Beweise wird der Leser in Analogie zum R, -adischen
Fall selbst fiihren kénnen.

14. Man kann auch noch gemischte Folgen untersuchen.
Den Doppelfolgensiatzen entspricht dann ein Satz von natiirlich
viel geringerer Schérfe:

GEMISCHTFOLGENSATZ %): Hine gemischte Folge R, , mit ein-
deutigen stetigen

m.m
fnlln: Iemlm2 c Rnlnz’ my < s mz > Ny,

My flxl 2 fhls
- b
nny d mom, nn,

induziert einen wohlbestimmie stetige eindeutige Abbildung von

24) Diesen Satz werden wir nicht verwenden. Er dient mehr zur Illustration.
Wichtige topologische Begriffe beruhen gerade darauf, da3 den Doppelfolgensitzen
kein gleichwertiger Gemischtfolgensatz an die Seite tritt. Waren R,-adische und
R,-ale Prozesse miteinander vertauschbar, so wiirden zahlreiche Definitionen, in
denen beide Prozesse nacheinander auftreten, triviale Objekte erzeugen. Siehe
42, 43, 50.
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R=limlmR, , in R’ =limlim R

n NNy
Ny My Ty Ty

sind die fﬁ:ﬁ eineindeutig, so ist es diese Abbildung auch.
Nach dem dritten Limessatz (R,-adisch) induziert nimlich
die Abbildung fF? der R,-adischen Folge R,, (k fest) in die
R,-adische Folge R, (I fest, > k) eine eindeutige stetige Ab-
bildung des Limesraumes R, in den Limesraum R, die R,
bilden also eine R,-ale Folge mit dem Limesraum R. Ahnlich
(mit Vertauschung der Grenzprozesse) ist R’ zu verstehen.
Nach dem dritten Limessatz (R,-adisch) induziert weiter die
Abbildung f} (= lim f}?) der R,-alen Folge R, in die R, -ale
»

Folge R;, (q fest) eine eindeutige stetige Abbildung von R
in R ,(=lim R;,). Durchliuft man alle ¢, so erhélt man eine
k

Abbildung von R in die R,-adische Folge R ;, also nach dem
zweiten Limessatz (R,-adisch) eine eindeutige stetige Abbildung
von R in lim R ,= R’. Fir die im Satz erwidhnte Eigenschaft

q
dieser Abbildung unterlassen wir den Beweis.

Kap. II.
Entwicklungen von Gruppen und ihren Charakteren.

15. Eine Menge G, die gleichzeitig Raum und Gruppe ist,
heifit topologische Gruppe, wenn ihre Operationen stetig sind,
wenn also zu jeder Umgebung O, von ab Umgebungen O, von
a und O, von b mit 0,0, c O, existieren und mit O auch O-!
offen ist.

Dabei verstehen wir, wenn M und N Mengen sind, unter M1
bzw. MN die Gesamtheit aller a1, bzw. ab mit a c M, b c N. Die
Identitat jeder Gruppe nennen wir e oder (additiv geschrieben) 0.

Aus der Definition der topologischen Gruppe folgt unmittelbar,
dafl mit O auch MO und OM offen sind (M beliebige Menge).
Ferner zeigt man leicht, da8 aus lima,=a, limb, =b folgt
lima,*=a"! und limab, = ab. v

Faktorgruppe ) G/H einer topologischen Gruppe G nach dem
Normalteiler H heiBt die Gruppe der Nebenklassen aH, die
folgendermaBlen zu topologisieren ist: Offen heilen die und nur
die Mengen in G/H, die sich in der Form OH schreiben lassen
(O offen in G).

%) Auch bei additiv geschriebenen Gruppen behalten wir diese Terminologie bei.
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Die Eigenschaft 7d iibertragt sich ohne weiteres von einer
topologischen Gruppe auf jede Faktorgruppe, die Eigenschaften
7a +b 4+ ¢ und e—f auf die Faktorgruppen nach abgeschlossenen
Normalteilern.

Die Bildung der Faktorgruppe stellt einen stetigen Homomor-
phismus ) dar; aber umgekehrt braucht sich nicht jeder stetige
Homomorphismus durch Faktorbildung erzeugen zu lassen.
Dann und nur dann 148t sich ein stetiger Homomorphismus
durch Faktorbildung erzeugen, wenn er gebietstreu ist #).

Gebietstreu heiflt dabei eine ,,Abbildung auf”, die offene Mengen
in offene iiberfiihrt. Eine ,,Abbildung in”’ nennen wir gebietstreu,
wenn es die zugehorige ,,Abbildung auf” ist.

Wir erwihnen noch die Sitze #): (G/N)/(H[N) ist topologisch
(d.h. in beiden Richtungen stetig) isomorph G/H. Ist G stetig
bzw. gebietstreu homomorph in G’ und dabei der Normalteiler
H (stetig homomorph) in den Normalteiler H' abgebildet, so ist
es auch G/H in G'[/H’.

16. Sind G und J topologische Gruppen und ist J abelsch,
so verstehen wir unter einem J-Charakter (oder kurz: Charakter)
von G einen stetigen Homomorphismus von G in J,

G cJ,
eine stetige Abbildung also mit der Eigenschaft
z(ab) = xa - ab.

Die Charaktere von G werden zu einer Gruppe X zusammen-
gefalBt durch die Festsetzung

zy(a) = za - ya

und zu einem Raum durch die Festsetzung: ein Punkt ¢ aus G
und eine offene Menge O; aus J definieren eine ,,fundamentale”

offene Menge Oy aus X, und zwar besteht O, aus genau den
x, fur die

zacO;
gilt; Oy ist also die grofte Menge mit
OxacOy;

offene Menge in X heif}t jede Menge, die sich aus fundamentalen

26)  Homomorphismen sollen immer eindeutig sein.
?7) H. FrReUuDENTHAL [Annals of Math. (2) 37 (1936), 46—56].
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durch endlichfache Durchschnitt- und beliebige Vereinigungs-
bildung erzeugen laft 28).

17. ErsTER DuariTATssaTz: Gy und G, seien topologische
Gruppen und X,, X, ihre bzw. J-Charaktergruppen. Ein stctiger
Homomorphismus

JG1c Gy
induziert einen stetigen Homomorphismus
Xof e X, %),
der jedem wx, aus X, zuordnet dasjenige

&y = 2y f
von X,, fiur das (identisch in a, c Gy) gilt

X0, = Xy,

(a; = fa,).

Die Definitionsgleichung 148t sich auch schreiben:

(2af)ay = @o( fay).

DaB} z,f ein Charakter von G, ist und X, durch f homomorph
in X, abgebildet wird, ist klar. Wir miissen noch zeigen, daB3 X,
durch f stetig in X; abgebildet wird. O, sei offen in X,; wir zeigen,
daB sein f-Urbild O, offen in X, ist. Wir diirfen annehmen, da83
0, fundamental ist. Es gibt also ein @, ¢ G; und ein offenes O,
in J, so daBl O, die groB3te Menge mit

0,a,c 0y
ist. Dann ist aber O, die groB3te Menge von X, mit
0, fa, c Oy,

also tatsdchlich offen.

ZwEITER DUALITATSSATZ: G, und G, seien topologische Gruppen
und X,, X, thre bzw. J-Charaktergruppen. Ein stetiger Homomor-
phismus von G, auf G,,

fGl = Gz’

28) Die Topologisierung besteht also darin, daB genau so viel offene Mengen
eingefiihrt werden, wie notig sind, damit jedes a ein stetiger Charakter auf X ist.
Diese Topologie ist nicht in allen Fillen befriedigend (z.B. nicht bei kompakten
G, weil dann X nicht diskret wird); das schadet aber weiter nicht.

#%) Bei den Charakteren schreiben wir also das Argument vor das Funktions-
zeichen. Das erweist sich als sehr praktisch.
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induziert einen topologischen Isomorphismus von X, in X;. Ldft
sich jeder auf einer Untergruppe von G, definierte J-Charakter auf
ganz G, fortsetzen, so induziert ein topologischer Isomorphismus
von Gy in G,

JG, c Gy,

einen stetigen Homomorphismus von X, auf X;.

Beweis: Sei fG; =G, und z,f =e fir ein gewisses z, c X,.
Dann ist z,fG, =e, also z,G, =e, also 2, =e. Die Abbildung
X, f c X, ist also isomorph; wir zeigen nun, daf@} sie gebietstreu
ist. Sei O, offen in X,; wir diirfen annehmen, das es fundamental
ist. Es gibt also ein a, c G, und ein offenes O; in J, so daB} O,
die grofite Menge mit

0,0, c O,
ist. Dann ist aber O, = O,f die gréBte Menge von X,f mit

0,fa, c O; (a3 = fay),
also offen in X,f.
Sei nun f ein topologischer Isomorphismus von G; in G,. Fiir
irgendein #, c X; definieren wir z, auf fG; durch

zy(fa,) = 4,

und denken uns -z, auf ganz G, fortgesetzt (was nach Voraus-
setzung erlaubt ist). Dann ist

v f = oy,
also

X f =X,

womit unser Satz vollstandig bewiesen ist.

18. Wir wenden nun die Begriffe der R, -adischen und R,-
alen Entwicklung auf Gruppen an.

Ein System

G, c Gy, m>n bzw. m <n,
heiBt eine G,-adische bzw. G,-ale Folge ®), wenn es erstens
eine R,-adische bzw. R, -ale Folge ist und zweitens die G, topo-
logische Gruppen und die f]! stetige Homomorphismen sind.
Eine solche Folge bestimmt G,-adisch bzw. G,-al eine topologische
Limesgruppe

G=IlimG,;

30) Siehe die historischen Bemerkungen der Einleitung.
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man verstehe namlich unter dem Produkt ab zweier Elemente
a,b von G das Element von G, dessen n-te Koordinate

J.a-f,b bzw. fra-.frb

ist. Man bemerkt ohne weiteres, da3 die Definition sinnvoll ist,
und daf3 durch unsere Festsetzung G wirklich eine Gruppe ist.
Insbesondere ergibt sich als ¢ von G das Element, dessen n-te
Koordinate e ist; ferner sieht man, daB3 zwei Elemente von G
invers zueinander sind, wenn es ihre m-ten Koordinaten sind.
Weiter ist es klar, daB

fo=lmf" bzw. f™=1Lmfp

nicht nur eine stetige, sondern auch eine homomorphe Abbildung
von R in R, bzw. von R, in R ist.

19. Man kann nun die Definitionen aus Kap. I, die Limes-
sdtze, die Umkehrsdtze, die Doppel- und Gemischifolgensditze und
die Auf- und Isotypus-Kriterien fiir topologische Gruppen aus-
sprechen. Dabei treten an die Stelle von Riumen Gruppen, an
die Stelle von Abbildungen Homomorphismen und an die Stelle
von topologischen Abbildingen fopologische Isomorphismen.

Wir werden diese Satze als G,-adischen und G,-alen Limes-
satz usw. zitieren, unterlassen es aber, sie hier explizit zu for-
mulieren und zu beweisen, da gegeniiber dem rein topologischen
Fall keinerlei Modifikationen auftreten. Wir machen aber auf
alle Fille darauf aufmerksam, da3 in der Definition der topolo-
gischen Isomorphie 3!) zweier Folgen von den ¢ und y* nur
verlangt wird, daB sie stetige Homomorphismen (nicht etwa sogar,
daB sie Isomorphismen) seien. Der Doppelfolgensatz lautet fiir
Gruppen:

limlim G, , , imlimG,_,, , imG,,

n, n, n, My n

sind topologisch isomorph.

Einen gegeniiber Kap. I neuen Gedankengang wollen wir
in dieser Nr. aber noch durchfiihren; er ist iibrigens den Betrach-
tungen iiber Auf- und Isotypus nahe verwandt.

Wir definieren zunichst: Ist 7, eine Folge endlicher oder un-
endlicher Kardinalzahlen, so bezeichnen wir mit supr, den

n

Ausdruck r 4+ 0 bzw. r — 0; hierbei sei r die kleinste Kardinal-

31) Das ist abgesehen vom Topologischen der L. PoNTRIAGINsche Begriff der
Aquivalenz zweier Folgen, a.a.0. 8).
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zahl mit der Eigenschaft, daf} fir fast alle n r =7, (mit tat-
séchlichem Auftreten des = -Zeichens) bzw. r > 7, gilt. Ist r <s,
so setzen wir r —0 <r 4 0 <s — 0. Ganz analog wird der sup
von Ausdriicken der Form r, 4 0 definiert.

Unter dem Rang einer Gruppe verstehen wir die Minimal-
méchtigkeit eines Erzeugendensystems32). Unter dem Rang
einer Gruppenfolge G, verstehen wir: sup Rang G,. Unter

n

dem Rang eines Folgentypus verstehen wir den Minimalrang der
zu ihm gehdrenden Folgen.

Wir betrachten nun Gruppen, die mitsamt ihren homomorphen
Bildern die Eigenschaft besitzen: der Rang einer Untergruppe
ubertrifft den Rang der ganzen Gruppe nicht ). Fir Folgen
solcher Gruppen gilt das

Raxg-KrITERIUM: Der Typusrang einer G,-adischen bzw. G,-
alen Folge G, (frG, cG,) ist gleich supsup Rang fG, bzw.

sup sup Rang fiG,,. Zur gegebenen Folge 148t sich eine Folge

desselben Typus mit Typusrang bestimmen, indem man nach
geeigneter Auswahl H, =f"*'H ., bzw. H,  ,=f"  H, und
gn = fm setzt.

Beweis: Es geniigt den G,-adischen Fall zu beweisen. H,
sei eine topologisch isomorphe Folge von Rangtypus. f7G, =
YrPpGp C Yo H , fir fast alle m und p, daher

Rang f7'G,, =< Rang H,,,
sup Rang f7’G,, =< Typusrang,

sup sup Rang fi*G,, < Typusrang.
n m

Stande hier das Kleinerzeichen, so kénnte man aus der Folge
der ganzen Zahlen eine Teilfolge n; ziehen, derart dal

sup Rang fﬁ"“Gnk < Typusrang
k k +1

. P . n .
wire. Dann wire aber die Folge f,*'G, eine der gegebenen
+1

topologisch isomorphe Folge mit kleinerem Rang als die Folge
H,, was der Voraussetzung widerspricht.

32) d.h. ein System, aus dem sich durch endliche Produktbildung alle Gruppen-
elemente erzeugen lassen

33) Diese Eigenschaft besitzen alle abelschen Gruppen; fiir die von endlich
vielen Erzeugenden ist das eine bekannte Tatsache, fiir alle tibrigen ist es trivial,
da bei ihnen Rang und Michtigkeit {ibereinstimmen.
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20. DritTer DuariTATssaTz: G, sei eine G,-ale Folge,
oG, cG,, m<mn,
lim G, =G.
Xn 34) set die J-Charakteregruppe von G, und X die von G. Dann
bilden die X™ eine G,-adische Folge,
X"frmcX™ m<n,
und es sind X und lim X topologisch isomorphe Gruppen.
Beweis: Dal3 die X" eine G,-adische Folge bilden, folgt un-

mittelbar aus dem ersten Dualitdtssatz (siehe 17). Wenden wir
ihn auf X* und X an, so folgt aus

G, cG
(mit f* =lim f7):
Xf"c X"
Dabei ist
frn =i

Wir kénnen also den zweiten Limessatz (G,-adisch) (siehe 19)
anwenden und erhalten einen stetigen Homomorphismus

lim f» = f,

XfcX';
hier soll X’ die Limesgruppe der Folge X" bezeichnen. Unsere
Aufgabe ist es, zu zeigen, daBl f sogar ein topologischer Isomor-
phismus von X auf X' ist.

Seien #; und x, zwei verschiedene Elemente von X, also zwei
verschiedene Charaktere von G. Dann gibt es ein a ¢ G mit

.0 F 2o0.
Dann hat man (fiir ein geeignetes n)

mlfna'n # w2fnan’

also
@y [ - @y f",
also
lim @, f* # lim @, f*
oder

o f #ayf.

Also ist f ein Isomorphismus.

34) Wo wir das Argument vor das Funktionszeichen schreiben, vertauschen wir
zweckmafBig auch die Stellungen der Indices.
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Sei 2’ ein Element von X’ und 2™ c X* seine n-te Koordinate.
Fiir ein Element a.c G mit fra, = a setzen wir

— 7
za = a"a, .

Diese Festsetzung ist von der Wahl von @, unabhingig. Sei

néamlich fra, = f™b,, = a; dann gibt es nach der Definition des

R,-alen Limesraumes ein I mit f}a, = f7"b,,, und es ist
wna’n:‘wlf? nzwlflmbm: "D+

Das soeben auf G definierte z ist nichts Anderes als der G,-ale
Limes der auf den G,, definierten z*; also ist nach dem zweiten
G,-alen Limessatz o ein Charakter. Nach Konstruktion ist

& fn = a",
also

zf =2,
d.h. f ist ein Isomorphismus auf X'.

Zum Schluf3 miissen wir noch zeigen, daf3 die Umkehrung von
f stetig ist, d.h. daB das f-Bild O’ einer offenen Menge O von X
wieder offen ist. Wir diirfen dazu annehmen, da3 O fundamental
ist. Es gibt also ein ac G und ein offenes O;cJ, so daB3 O
die Menge alle # mit

za c O;

ist. Nun gibt es (fiir ein geeignetes n) ein @, mit a = f"a,. O ist
also auch die Menge aller # mit

zfra, c O;.
Die Menge aller 2® c X» mit

z"a, c O;
(fiir dies wohlbestimmte a,) heile 0”. Dies O ist offen, und
seine f"-Urbildmenge ist 0. Wir zeigen nun noch, da das f-
Urbild irgendeines O™ (m << m) in O™ enthalten .ist; nach der
zweiten in 2 fiir die R,-adische Topologie gegebenen Definition

erzeugen die O™ dann ndmlich eine offene Menge in lim X*.
Das f7-Urbild von O™ heile P. Nach Definition ist "

O™a,, c Oy,
also
Pfra, cOy,
Pa, cO,,
Pco,
was wir beweisen wollten.
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Die von den O" in X’ = lim X erzeugte offene Menge heile
O’. Das ist nun tatsichlich das f-Bild von 0. Denn zu einem
&’ aus O’ gibt es (ein = und) ein 2" c 0", das n-te Koordinate
von z’ ist. Das durch die Gleichungen z"a, = za bestimmte z
geniigt der Bezeihung za c O;, liegt also in 0. Andererseits ist
fir ein 2 c O jedes zugehorige a™ c O, also x c O'.

Damit ist bewiesen, daB3 f ein topologischer Isomorphismus
von X auf X' ist.

21. ViERTER DUALITATSSATZ. G, sei eine G,-adische Folge,

G, cG, m>n.

n-m

lim G, =G,

X" sei die J-Charakteregruppe von G, und X die von G. Dann
bilden die X™ eine G,-ale Folge

Xrfmc Xm
mit der Limesgruppe X'. Die durch
fuG G,
nach dem ersten Dualititssalz induzierten stetigen Homomorphismen
Xf, c X

bestimmen nach dem zweiten G,-alen Limessatz einen stetigen
Homomorphismus

X'fcX.

Hinreichend dafiir, daB f ein topologischer ,,Isomorphismus in’’
sei, ist, daf die Folge G, vom Auftypus sei.

Hinreichend dafiir, daf f ein Homomorphismus von X auf X'
sei, ist das gemeinsame Erfiillisein der folgenden drei Forde-
rungen: (a) In J gibt es eine Umgebung P von e, die aufer (e}
keine Untergruppe von J enthdilt; (b) die Abbildung f,G = G, ist
gebietstreu; (c) jeder auf f,G erklirte J-Charakter ist auf ganz
G, fortsetzbar. Ist die Folge G, vom Auftypus, so ist (c) entbehrlich.

DaB3 die X* eine G,-ale Folge bilden, folgt unmittelbar aus
dem ersten Dualitiatssatz.

Ist die Folge G, vom Auftypus, so diirfen wir, wie sich im
fiinften Dualititssatz (21a) zeigen wird, ohne Schaden fir X’
annehmen, da3 die G, selbst bereits eine auf-G,-adische Folge
bilden. Dann ist auch f,G =G, also nach dem zweiten Dualitéits-
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satz (17) f, ein topologischer Isomorphismus von X" in X und
fI ein topologischer Isomorphismus vom X" in X™. Die X*
lassen sich dann einfach als eine aufsteigende Folge auffassen
und ihr Limes X’ als ihre Vereinigung. Dann ist also auch f ein
topologischer Isomorphismus von X’ in X.

Wir beweisen nun die zweite Behauptung des Satzes hinsicht-
lich f.  sei ein Element von X, also ein Charakter von G. H,
sei die f,-Urbildmenge der Identitit von G, in G. O sei eine Um-

gebung der Identitit in G; fast alle H,, liegen in 0. Als O wéhlen
wir die Menge aller ¢ mit

xa c P.
(Definition von P, siche Bedingung a.) Fiir fast alle n ist dann
«H, c P.
Andererseits ist #H,, eine Untergruppe von J. Also ist
xH,, =e,

fir fast alle n. « 1aBt sich somit auffassen als Charakter auf der
Faktorgruppe G/H,, also nach b als Charakter auf f,G. Nach
(c) gibt es eine Fortsetzung 2" dieses Charakters auf ganz G,;
dabei ist a"f, =& nach Konstruktion. Die Folge z"fI = a™
erzeugt ein Element 2’ von X', und wegen a™f, =@ ist im
Limes auch 2'f = «. Jedes @ von X gehort also zu X'f, was wir
beweisen wollten.

Die letzte Aussage des Satzes ergibt sich dhnlich wie sein erster
Teil.

21a. FiunFTER DuaLrrtdtssatz: Seien G, (frG, cG,) und
H, (gnH, c H,) zwei Gruppenfolgen (beide G,-adisch oder beide
G,-al) und seien X, bzw. Y, die zugehorigen J-Charakteregruppen-
folgen. Ein stetiger Homomorphismus der ersten Gruppenfolge in
die zweite, ¢i'G,, ¢ H,, induziert einen stetigen Homomorphismus
der zweiten Charakteregruppenfolge in die erste, X™p* ¢ X™. Gehiren
iiberdies beide Gruppenfolgen zum gleichen Typus, so tun es auch
die beiden Charakteregruppenfolgen.

(Folgt unmittelbar aus dem ersten Dualititssatz (17).)

SECHSTER DUALITATSSATZ: Gehirt die (G,-adische oder G,-ale)
Gruppenfolge G, zu einem Auf- bzw. Isotypus, so gehirt ihre J-
Charalkteregruppenfolge zu einem Iso- bzw. Auftypus. Jedoch hat
man beim Schluf vom Isotypus auf den Auftypus darauf zu achten,
daf3 die Fortsetzungsbedingung erfiillt ist: jeder auf einer Unter-

gruppe eines G, definierte J-Charakter lipt sich auf das ganze
G, fortsetzen.
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Beweis: Man ersetzt die Folge G,, durch eine Folge H, desselben
Typus, bei der simtliche Abbildungen ,,stetige Homomorphismen
auf” bzw. ,,topologische Isomorphismen in” sind (nach dem
vorigen Satz geht das ohne Schaden fiir den Typus der Charaktere-
gruppe). Unser Satz folgt dann unmittelbar aus dem zweiten
Dualititssatz (17); daBl auch die H, die Fortsetzungsbedingung
erfiillen, erreicht man, indem man wie in den Kriterien (10a, 13)
die H, als Untergruppen der G, konstruiert.

Kap. III.

Gruppen mit Koeffizientenbereichen.

22. I sei eine abelsche topologische Gruppe (additiv ge-
schrieben); eine solche besitzt stets die Eigenschaft:

(*) Zu jeder Umgebung O von 0 und jeder natiirlichen Zahl
m gibt es eine Umgebung P von 0 mit mP c O 3).

Spéater werden wir noch verlangen:

(##) Zu jeder Umgebung O von 0 und jedem endlichen System
ganzer Zahlen u,, gibt es eine Umgebung P von 0, derart daf3
jedes Gleichungssystem

%u,uvy‘uzy;’
y;CP,

das sich iiberhaupt 16sen laBt (bei gegebenen rechten Seiten),
sich auch l6sen 148t unter der Nebenbedingung

YuCO.

(%) ist erfillt z.B. in allen kompakten separablen Gruppen
(siehe 7e)3¢), aber auch in allen tibrigen Gruppen, die man in
der Homologietheorie als Koeffizientenbereiche zu verwenden
pflegt. Wir erwiahnen die folgenden:

3%) mP bedeutet P + ...+ P (m-mal). In M + N und — M hat das -
und —-Zeichen die algebraische Bedeutung (siehe in 15: MN, M), nicht die
logische, fiir die wir ein anderes Zeichen fiihren.

36)  Vielleicht sogar in allen vollstindigen separablen Gruppen. X u ¥ = yl; 1aBt
sich deuten als Homomorphismus der direkten Summe endlich vieler Exemplare
von I in eine ebensolche direkte Summe. Ist die Bildmenge dabei abgeschlossen,
so ist ein solcher Homomorphismus gebietstreu (H. FREUDENTHAL, Annals of Math.
(2) 37 (1935), 46—56). Das ist aber gerade der Sinn der Forderung (**). Fiir
kompakte I" lieBen sich iibrigens die Sitze dieses Kap. einfacher beweisen, wenn
man den zitierten Satz anwendet.

12
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Additionsgruppe der ganzen Zahlen, mod 0 genannt.

Additionsgruppe der ganzen Zahlen mod m, mod m genannt.

Additionsgruppe der rationalen Zahlen, rat genannt.

Additionsgruppe der reellen Zahlen mod 1, mod 1 genannt.

Additionsgruppe der ganzen m,-adischen Zahlen, mod (m,)
genannt.

Die ersten drei sind diskret zu topologisieren, die vierte als
Faktorgruppe der Additionsgruppe der reellen Zahlen, die letzte
G,-adisch.

23, A sei vorliufig eine (diskrete) abelsche Gruppe mit
(beliebig viel) freien Erzeugenden.

Freie Gruppe co I' iiber A nennen wir folgende toplogische
Gruppe (mit G bezeichnet): Ihre Elemente sind die endlichen ¥)
Linearkombinationen der Erzeugenden von A4 mit Koeffizienten
aus I'. Gruppenoperation ist die koeffizientweise Addition. Un-
ter dem absoluten Betrag lzy,,a,,l des Elementes X y,a, (y,c I,
a, Erzeugende) verstehen wir die Menge aller

vy, mit v=0, +1.

Der absolute Betrag ist also eine endliche Menge aus I'. Abstand
der Elemente z, y nennen wir den absoluten Betrag von o — y.
O-Kugel um 2 nennen wir die Gesamtheit aller Elemente, die
von z einen Abstand haben, der in O liegt (O = Umgebung
von 0). Offen nennen wir jede Vereinigung von O-Kugeln (mit
beliebigen ,,Mittelpunkten’ und beliebigen O).

Wir miissen nun zeigen, daf unsere Gruppe G auf diese Art
wirklich zu einem topologischen Raum wird (daB sie dann eine
topologische Gruppe ist, ist evident). Es geniigt zu zeigen, daB
der Durchschnitt zweier O-Kugeln offen ist.

Wir bemerken zunichst

[0]=1(0), |z|=|—2|, |z +a|c|a|+]|al

Daraus folgt, daB der oben definierte Abstand formal den Regeln
der tiiblichen Abstandsfunktion geniigt (an die Stelle von <
tritt c).

Wir miissen also zeigen: Ist

| #, — a5 c Oy, |@y— 3] cO,,

37) Man konnte auch unendliche Linearformen zulassen, nimlich gerade die,
fiir die die Ausdriicke X, v,y, (siehe einige Zeilen weiter unten) konvergieren. Man
erreichte so, daB die Gruppe co einem vollstindigen I" wieder vollstdndig ist. Siehe
auch 3¢),
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so gibt es ein Oy so daB fiir alle # mit
|z — a5 c O
auch noch gilt:
|y —&|cOy, |@y—a|cO,.

O; bestimmen wir einfach so: Den Durchschnitt der (endlich
vielen)

0, —a3%®) mit ac|z, —2;| (v=1,2)

nennen wir O,; da er 0 enthalt, ist er nicht leer. Der Durchschnitt
von O] und O, ist das gesuchte O;. In der Tat ist dann fiir jedes
acla, —a|, v=1,2,

«+0,;cO,,
also
|2y — 23| + 04 Oy,
| 2, — @3] + Oy  O,.
Fir jedes z mit
|w_w3|C03
gilt demnach
|2y — 2| c|ay—a5| + |2 —a5] O,
|z, —a| c|ay—a5| + |2 — @3] c O,

wie wir es wiinschten.

Wir bemerken ausdriicklich, daB die Topologie in G durchaus
abhingt von der Basis, die wir fiir A gewihlt haben.

Die Eigenschaften 7a—c {iibertragen sich, wie man ohne
weiteres sieht, von I' auf G, die Eigenschaften 7d —f, wie sich
spiater ergeben wird, ebenfalls, wenn A eine endliche Basis
besitzt und I' der Bedingung () geniigt.

24. Unter einer ausgezeichneten Uniergruppe der Gruppe G
(freie Gruppe iiber 4 co I') verstehen wir im Folgenden stets eine
Teitmenge, die so entsteht: man nehme eine Untergruppe 4, von
4 und bilde alle endlichen Linearkombinationen von Elementen
von A, mit Koeffizienten aus I'. Nach Zugrundelegung einer Basis
von A; kann man das so entstehende G; natiirlich auch wie
oben das G topologisieren (die autonome Topologisierung von G,);
man hiite sich jedoch vor der Annahme, daf3 dabei die von G
in G, induzierte Topologie entstehe. Wir erwihnen darum aus-

*%) Wir erinnern nochmals an die Definition von M — N 3),
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driicklich, daB3 wir (wenn nichts Anderes bemerkt ist) G; mit der
von G induzierten Topologie versehen.

Wenn wir von einem Homomorphismus von G (iiber A, co I')
in G’ (iiber 4’, co I'") sprechen, wollen wir stets verlangen, daf3
er so entsteht: A4 ist homomorph in 4’ und I stetig homomorph
in I" abgebildet, und entsprechend werden die Elemente von G
in Elemente von G’ abgebildet. Bis gegen Schluf3 des Kap.
werden wir sogar I" und I als identisch miteinander und durch
die identische Transformation aufeinander bezogen voraussetzen.

Wir erwahnen noch, dafl ein Homomorphismus, bei dem eine
0-Kugel (fiir jedes O) in eine O-Kugel (mit demselben O) ab-
gebildet wird, sicher stetig ist; sonst aber brauchen unsere Homo-
morphismen keineswegs stetig zu sein. Wir wollen jetzt hinrei-
chende Bedingungen fiir Stetigkeit und Gebietstreue der definierten
Homomorphismen ableiten ¥).

25. Wir nennen eine freie Gruppe G iiber 4 co I' endlich-
erzeugt, wenn die Zahl der Erzeugenden von A endlich ist.

Satz 1%¥9): Ein Homomorphismus einer endlich erzeugten
freien Gruppe G co I' iiber 4 in eine freie Gruppe G* co I tiber
A* ist unter der Bedingung (#*) stetig und gebietstreu.

Beweis: q;, ..., a, sei die gegebene Basis von 4, a;, Ce a;
seien bew. die Bilder der a,,...,a, in A* Das Maximum der
|a’| (genommen co mod 0) heiBe m. Dann gilt zwischen einem
2z aus G und seinem Bild 2’ (in G*) die Beziehung:

|2"| cm|a]|.

Zu einer vorgelegten Umgebung O von 0 in I" und zu m bestimmen
wir nach (%) ein P. Fiir jedes  aus der P-Kugel um 0 liegt dann
2’ in der 0-Kugel um 0. Unser Homomorphismus ist also stetig.

a‘; 1laBt sich durch Basiselemente von A* ausdriicken in der
Form

’
au-:%:ulwa;}‘, p=1,...,n

Zu einer vorgelegten Umgebung O von 0 in I"und zu » bestimmen
wir nach (%) eine Umgebung O, von 0, so da@

n0, c O

39) Um die Stetigkeit eines Homomorphismus zu beweisen, braucht man nur zu
zeigen: jede Kugel um Null enthilt das Bild einer geeigneten Kugel um Null.
Analog fiir die Gebietstreue: das Bild jeder Kugel um Null enthilt eine Kugel
um Null aus der Bildmenge.

39s) Die Sitze dieses Kap. werden wir kaum verwenden; sie dienen mehr der
Illustration der Begriffe.
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ist; zu O; und dem System w,, bestimmen wir nach (&x) die
Umgebung P von 0. Wir zeigen, dafl das Bild der O-Kugel
in G um 0 alle Punkte der P-Kugel in G* um 0 enthilt, soweit
sie iiberhaupt zum Bilde von G gehéren. Sei also |2’| c P und 2’
Bild eines Punktes von G, also darstellbar in der Form

' #
x ”E?’yuyvaw
’
%V,uu[uv =pCP.

Nach (##) diirfen wir annehmen, daB alle y,, in O, liegen. Setzen
wir 2 an in der Form

mz%‘.y‘uaﬁ,,

so ist tatsichlich
|| cnO,cO

und 2’ das Bild von «. Wir haben also wirklich, wie wir es wiinsch-
ten, zu @’ ein Urbild in der O-Kugel um 0 gefunden.

26. Ist A eine (diskrete) freie abelsche Gruppe, B eine Unter-
gruppe, G° die Gruppe co I iiber A9, H die von B erzeugte (aus-
gezeichnete) Untergruppe von G9, so heiBe G = G°/H Gruppe co
I iiber A = A°/B. Natiirlich hingt auch G durchaus ab von A4°
und der Basiswahl in A°.

Ein Homomorphismus zwischen Gruppen der soeben definier-
ten Art soll stets erzeugt werden durch Homomorphismen der
zugehorigen A° und der Koeffizientenbereiche.

Eine ausgezeichnete Untergruppe von G (co I iiber A°/B) soll
dadurch entstehen, da8 man von G° (co I' iiber A%) eine aus-
gezeichnete Untergruppe nimmt, die das von B erzeugte H ent-
hélt, und die Faktorgruppe nach H bildet.

Wir nennen G endlich erzeugt, wenn A° eine Gruppe von endlich
vielen Erzeugenden war.

SaTz 1 bleibt richtig, wenn man das Attribut ,,frei’
(Folgt aus 15, letzter Absatz.)

Sa1z 2: In einer endlich erzeugten Gruppe (co I' iber A°/B)
ist unter der Bedingung (%#) die Topologic unabhdngig von A°
und der Basiswahl in A°. (Hat man nimlich A4}/B, = A}/B,,
so soll man zeigen, daBl die zugehérigen G; und G, topologisch
einander isomorph sind — algebraisch sind sie es sicher. Man darf
dabei voraussetzen, da3 die Erzeugendenzahl etwa von Aj mit
der von A}/B, iibereinstimmt. Dann gibt es einen Homomorphis-
mus von A4Y auf 43, und der von ihm erzeugte Isomorphismus von
G, auf G, ist nach Satz 1 stetig und gebietstreu.)

K

weglaf3t.
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SATz 8: In einer endlich erzeugten ausgezeichneten Untergruppe
einer Gruppe (co I' iiber A) stimmt unter der Bedingung (#+) die
induzierte Topologie mit der autonomen iiberein. (Folgt unmittel-
bar aus Satz 1.)

Satz 4: Ein Homomorphismus einer ausgezeichneten Untergruppe
einer Gruppe G (co I iiber A) in eine endliche erzeugte (co I' iiber
A¥*), ist unter der Bedingung (%) gebietstreu. (Das ergibt sich
aus den fritheren Sdtzen, wenn man beriicksichtigt, daB es ja
in G eine endlich erzeugte Gruppe gibt, deren Bild mit dem von
G iibereinstimmt.)

Satz 5: Unter der Bedingung (++) ist die Gruppe co I iiber der
direkten Summe zweier Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden
topologisch isomorph der direkten Summe der beiden Gruppen
co I' iber den einzelnen Summanden. (Ist ndmlich A = A4, 4 A4,,
G bzw. G, bzw. G, die Gruppe iiber A bzw. 4, bzw. 4,, so erzeugt
der naheliegende Homomorphismus von 4 auf A4, nach Satz 1
einen stetigen gebietstreuen Homomorphismus von G auf G,
also einen topologischen Isomorphismus von G auf G, + G,.)

Sa1z 6: Unter der Bedingung (#*) ist eine endlich erzeugte
Gruppe co I' direkte Summe ausgezeichneter Untergruppen von je
einer Erzeugenden. (Folgt unmittelbar aus Satz 5; die direkte
Summe ist dabei wie ein cartesisches Produkt zu topologisieren.)

27. Sarz 7: Ist der Homomorphismus von I' in I" stetig, so
ist es auch der induzierte von G (co I iiber A) in G’ (co I iiber
A). (Beweis klar.)

Wir werden spéaterhin auch beliebige Untergruppen (und
deren homomorphe Bilder) von Gruppen co I' verwenden; Ho-
momorphismen zwischen solchen Gruppen werden jedoch immer
durch Homomorphismen der vollen Gruppen erzeugt werden.
Unter dem Rang einer solchen Untergruppe werden wir die
Minimalméchtigkeit eines Elementesystems aus 4 verstehen,
das (bei Verwendung von Koeffizienten aus I') zur Erzeugung der
Untergruppe ausreicht.

Wir werden weiter G, -adische und G,-ale Folgen von Gruppen
G, (co I', iiber A,) betrachten (die 4, und I, sind selbst G,-
adische bzw. G,-ale Folgen). Alle Siatze aus Kap. II iibertragen
sich auf solche Folgen. Die Limesgruppe solcher Folge heifit
G,-adisch bzw. G,-al erzeugte Gruppe co I, iiber A,. Sie braucht
sich keineswegs mehr als eine Gruppe co I" iiber 4 auffassen zu
lassen. Doch iibertrigt sich auf eine solche Gruppe ohneweiteres
die Rangdefinition und die Einschréankung, der wir die Homomor-
phismen unterworfen haben.
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Kap. IV.

Die auf-R -adische Polyederentwicklung
kompakter Riume.

28. In diesem und im folgenden Kapitel ¥) beschiftigen wir
uns nur mit kompakten metrisierbaren Riumen (siche 7 b+d--e
oder b+e--f); von derartigen Réumen R, -adisch erzeugte Raume
sind (siehe 7) auch wieder kompakt metrisierbar. Wo es noétig
ist, werden wir diese Raume (ebenso die R,-adischen Folgen
mitsamt den Limites; siehe 6) als Teilmengen des Fundamental-
quaders des Hilbertschen Raumes deuten.

Unser Ziel ist es in diesem Kap., zu beweisen den

Satz von der auf-R,-adischen Entwickelbarkeit in Polyeder-
folgen: Jeder kompakte metrisierbare Raum lift sich in eine auf-
R, -adische Polyederfolge entwickeln **).

Wesentlich ist dabei, daB es sich um eine auf-R, -adische,
nicht nur um eine R, -adische Entwicklung handelt. Eine R,-
adische Entwicklung zu finden, ist, wie wir sehen werden, sehr
leicht; um zu einer auf-R,-adischen zu gelangen, hat man einige
Schwierigkeiten zu iiberwinden.

Unter einem Polyeder verstehen wir hier und im Folgenden die
Vereinigung endlich vieler Simplexe eines endlich dimensionalen
cartesischen Raumes, die zu je zweien zum Durchschnitt ein
Simplex haben, das fiir beide ein Randsimplex ist. Ein Teil-
polyeder soll immer aus Simplexen der vorgelegten Teilung
bestehen.

Ehe wir zum Beweise unseres Satzes schreiten, fithren wir
einige Begriffe und Hilfssdtze ein.

29. Eine Abbildung f einer abgeschlossenen Menge M in ein
Simplex T heiB3t bekanntlich wesentlich bzw. unwesentlich, wenn
es nicht bzw. wohl moglich ist, f zu ersetzen durch eine Ab-
bildung g von M in T, die auf dem Urbild des Randes R(T) 42)

&

40) In diesem und im folgenden Kap. werden alle Abbildungen als eindeutig
stetig vorausgesetzt.

41) Eine auf-R -adische Polyederentwicklung eines kompakten Raumes, deren
Simplexdurchmesser nach null konvergieren mit n —> co, kann man in ein ALEXAN-
DROFFsches Spektrum (a.a.0.1)) verwandeln, indem man die Abbildungen fj**
simplizial in bezug auf die vorliegenden Unterteilungen macht. Unser Satz liefert
also auch die Existenz eines Spektrums. Dagegen diirfte man aus einem Spektrum
kaum eine auf-R,-adische Polyederentwicklung ableiten konnen; die Existenz
dieser Entwicklung scheint tiefer zu liegen als die jener.

4%2) Mit R( ) bezeichnen wir sowohl die mengentheoretische als auch die kom-
binatorische Randbildung.



184 Hans Freudenthal. [40

von T mit f libereinstimmt, aber einen gewissen Punkt von T
unbedeckt 148t, gM D T. Bei einer unwesentlichen Abbildung
laBt sich g bekanntlich sogar so wéhlen, dafl das ganze Innere
von T unbedeckt ist, gM c R(T).

Sei f eine Abbildung der Menge M in die Menge N; N enthalte
ein Simplex T. Wir sagen, da3 T bei f wesentlich bzw. unwesent-
lich iiberdeckt wird, wenn die Urbildmenge von 7" durch f wesent-
lich bzw. unwesentlich in 7 abgebildet wird.

Ist f eine Abbildung einer Menge M in ein Polyeder P, so
heiflt g eine zuldssige Abanderung von f, wenn fiir alle Punkte
a von M ga in allen Simplexen liegt, in denen fa lag. Eine zu-
lassige Abénderung lafit sich natiirlich auch durch eine stetige
Uberfithrung bewerkstelligen, bei der jeder Punkt dauernd in
allen seinen Simplexen bleibt.

Hilfssatz I: Sei fR c P. Jede zulédssige Ab#énderung g von f,
die auf einer abgeschlossenen Teilmenge M von R definiert ist.
1aBt sich auf ganz R als zulassige Abdnderung fortsetzen.

Beweis: Wir diirfen annehmen, da3 M die Urbildmenge jedes
nulldimensionalen Simplexes 7° enthélt; ist dies nicht der Fall,
so brauchen wir nidmlich nur g in jedem Punkt eines f-170
in dem g unerklirt ist, durch gf-'7° = ff-17° zu erkléaren. Wir
nehmen induktiv an, daB M die Urbildmenge jedes p-dimen-
sionalen Simplexes 7% enthalte. Fiir ein 77+ ist dann g auf dem
Urbild des Randes, f~1R(77+1), erklart. Nach einem bekannten
Satz 146t sich die Abbildung g einer Teilmenge von f~177+l in
TP+l guf ganz f-17P2+1 fortsetzen. Dabei entsteht sicher eine
zuldssige Abdnderung von f. Wir diirfen also annehmen, daB3 g
auch auf den Urbildern aller (p-1)-dimensionalen Simplexe
von P in gewiinschter Weise erklart ist. Daraus ergibt sich durch
einen Induktionsschluf3 unsere Behauptung.

30. Eine Abbildung f einer Menge M in ein Polyeder P hei3e
reduzibel bzw. irreduzibel, wenn es moglich bzw. unmoéglich ist,
durch zulidssige Abidnderung von f einen Punkt von fM von Bilde
zu befreien, d.h. einen Punkt ¢ ¢ M und eine zulissige Abanderung
g von f zu finden, so daB fa nicht zu gM gehért. Es ist klar, daB
bei drreduzibelen Abbildungen jedes Simplex von P entweder
ganz oder nur auf dem Rande lberdeckt wird; ferner, daB3 die
Irreduzibilitat eine gegeniiber Unterteilung invariante Eigen-
schaft ist.

Hilfssatz II: Ist die Abbildung fM c P irreduzibel, @ ein
Teilpolyeder von P und N seine Urbildmenge, so ist auch die
Abbildung fN c Q irreduzibel. (Speziell gilt das natiirlich auch
fiir den Fall, daBl Q ein Simplex von P ist.)
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Beweis: Nehmen wir an, fN c Q sei reduzibel und gN c Q eine
zuldssige Abanderung, die etwa den Punkt p von fN freilasse.
Nach Hilfssatz I 148t sich gN zu einer auf ganz M definierten zu-
lassigen Ab#nderung von f fortsetzen; sie heile auch g.

Mit U, bezeichnen wir die «-Umgebung von N. Das positive
e sei so klein gewahlt, daf3 mit gN auch gU, den Punkt p nicht
enthalte.

Wir erklidren eine neue Abbildung kM c P wie folgt: In Uy,
setzen wir A = g, auBlerhalb U, h = f. Fiir jeden andern Punkt
a von M soll ha die Strecke (fa, ga) im Verhiltnis seiner Abstiande
von M\U,®) und Uy, teilen; die Strecke (fa, ga) existiert,
weil g zuldssige Abanderung von f war.

h ist eine zuldssige Abdnderung von f, und AM enthalt p nicht,
denn AUy, = gU;, enthilt p nach der Voraussetzung iiber & nicht,
R(M\U,) = f(M\U,) enthilt keinen Punkt von Q, also sicher
nicht p, und von der Strecke (fa, ga) konnte hochstens der End-
punkt ga auf Q liegen, der fillt aber nach der Voraussetzung iiber ¢
nicht in p.

Damit hitte sich also gezeigt, dal fM c P reduzibel wére,
was einen Widerspruch bedeutet. Also muBl fN c Q irreduzibel
sein.

Hilfssatz 111: Notwendig und hinreichend fiir die Irreduzibilitét
der Abbildung fM c P ist, da3 jedes Simplex aus P, von dem
tiberhaupt ein innerer Punkt tiberdeckt wird, wesentlich iiber-
deckt wird.

Notwendig: Nach Hilfssatz II wird jedes Simplex irreduzibel
iiberdeckt; a fortiori wird also jedes Simplex, von dem iiberhaupt
ein innerer Punkt iiberdeckt wird, wesentlich iiberdeckt.

Hinreichend: Es geniigt zu zeigen: Eine Abbildung f einer
abgeschlossenen Menge M in ein Simplex T lasse sich ersetzen
durch eine Abbildung gM c T, eine zuldssige Abdnderung von f,
mit gM Dp (p ein gewisser innerer Punkt von T'); dann 148t
sich f auch ersetzen durch eine Abbildung A, die auf dem Urbild
des Randes von T mit f ibereinstimmt, und fiir die ebenfalls
hM Dp gilt.

Fir a c f1R(T) liegen fa und ga niemals diametral in bezug
auf p, da g zuldssige Abanderung von f war. U, sei die e-Umgebung
von f'R(T), und zwar sei ¢ >0 so klein gewihlt, daB erstens
JU;Dp und zweitens fiir a c U, die Punkte fa und ga niemals

8) M\N bedeutet die Menge aller Punkte, die zu M aber nicht zu N gehéren.
MV N ist die Vereingung, M AN der Durchschnitt von A7 und N.
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diametral in bezug auf p liegen kénnen, d.h. die Strecke (fa, ga)
den Punkt p nicht enthilt. '

Wir er