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Zur intuitionistischen Deutung logischer Formeln

von

Hans Freudenthal
Amsterdam

Wir wollen uns mit der Frage beschéftigen, in welcher Weise
eine intuitionistische Deutung logischer Formeln moéglich sein
kénnte, ohne jedoch darauf einzugehen, ob eine solche Deutung
notwendig, sinngemall oder zweckmaBig ist.

Wir iiberlegen uns zunichst, was man intuitionistisch unter
einem Satz (Uber- seine Eigenschaft als Mitteilung hinaus) zu
verstehen hat. Denn eine intuitionistische Deutung logischer
Formeln muB ja darin bestehen, ihnen den Charakter eines Satzes
(oder etwas Ahnlichen) zu verleihen. Am nichsten liegt es, einen
Satz zu erklaren als die Feststellung einer Tatsache, von deren
Feststehen man sich durch einen Beweis, d.h. durch die Her-
stellung der im Satze ausgesprochenen Beziehung iiberzeugt hat.
Diese Erklarung kann aber nur mit Vorsicht abgegeben werden,
denn ist einmal ein Satz die Festellung einer Tatsache, so ist die
Trennung von Satz und Beweis nicht mehr zu rechtfertigen.
Wenn ich z.B. sage, die Folge a, konvergiere positiv gegen a,
so ist das doch nur eine abkiirzende Sprechweise fiir die Tatsache:

1 .
zu jedem n laBt sich ein N bestimmen, so da |a— a,| < — wird
n

fir v = N. DaB} sich zu jedem 7 ein N mit dieser Eigenschaft
bestimmen 148t, ist eine Aussage, die nur dann einen intuitio-
nistischen Sinn hat, wenn ein Rechenverfahren vorliegt, das aus
jedem n das N erzeugt, ein Rechenverfahren, das sich etwa als
eine Formel darstellen 148t, in die die a, und a irgendwie ein-
gehen. Dies Beispiel zeigt, daB3 jeder Satz, wenn man ihn erst
einmal intuitionistisch einwandfrei formuliert, automatisch seinen
ganzen Beweis enthélt. Intuitionistisch gesprochen ist also der
Satz nur eine kurze vorldufige Orientierung, eine Art Uberschrift,
wahrend erst der Beweis der eigentliche Satz ist (dabei kann es
sehr wohl moglich sein — es ist sogar die Regel —, daB3 auch die
Mitteilung des Beweises noch provisorische Elemente enthéilt, etwa
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Hinweise auf andere Satze, wie ja iiberhaupt die sprachliche
Mitteilung prinzipiell unvollkommen ist).

Scheinbar machen von unserer Feststellung, jeder Satz falle
notwendig mit seinem Beweis zusammen, die negativen Sitze
eine Ausnahme. Uberlegen wir uns darum, was ein negativer Satz
aussagt (in diesem Punkte herrscht eine weitgehende Verwirrung:
man findet die Behauptung, ein negativer Satz ziele ab auf die
Konstruktion eines Widerspruches; dabei ist es voéllig unklar,
wie irgendwelche Dinge, die man wirklich hergestellt hat, einen
Widerspruch enthalten koénnen, iiberhaupt was Widerspruch hier
bedeuten soll). Ein negativer Satz wie 2 = 8 bedeutet, daf} in
keiner Weise je eine eineindeutige Abbildung der Menge 2 auf die
Menge 3 gelingen kann; zum Beweis fithrt man alle (neun) Abbil-
dungen der Menge 2 in die Menge 3 aus und iiberzeugt sich bei
jeder einzelnen davon, daB sie nicht zum Ziele fithrt. Dies Beispiel
enthalt vollstindig den Mechanismus der negativen Siatze; dal
im Allgemeinen die wvollstindige Induktion als Konstruktions-
mittel hinzutritt, bedeutet nichts wesentlich Neues. Ein negativer
Satz sagt also, daB alle Konstruktionsversuche mit einer bestimm-
ten Zielsetzung scheitern. Auch ein negativer Satz bedeutet also
seinen Beweis; und wenn sich auch vielleicht bei den negativen
Satzen diese Deutung vermeiden lieBe, liegt doch, nachdem man
sie bei den positiven als notwendig erkannt hat, kein Grund vor,
sie fir die negativen abzulehnen ).

Nun haben A. Heyting 2) und A. Kolmogoroff ) versucht,

1) Positive und negative Sitze verhalten sich hinsichtlich ihrer Beweise wie
es-gibt- und alle-Satze. Wenn man nun als prizisen Sinn des es gibt die Angabe
nimmt, liegt es auf der Hand, in eine alle-Aussage die Durchlaufung der betref-
fenden Gesamtheit nicht nur implizit, sondern ganz explizit aufzunehmen.

Unsere Analyse der Negation zeigt librigens unmittelbar, daB3 es keine Sitze
geben kann, die weder wahr noch absurd sind. Denn daB} ein Satz niemals zu be-
weisen sein wird, ist nichts Anderes als das Scheitern aller Beweisfithrungen, also
die Falschheit des Satzes.

2) Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik [Erkenntnis 2 (1931),
106—115 (118—115)]. — Wie das System logischer Formeln, um dessen Deutung
es sich handelt, im Einzelnen aussieht, spielt fiir all diese Deutungsversuche natiir-
lich keine Rolle, wenn es nur gewissen elementaren intuitionistischen Anforde-
rungen geniigt. Siehe dazu das System A. Heytings: Die formalen Regeln der
intuitionistischen Mathematik [Sitzungsberichte Akad. Berlin 1930; 57—71,
158—169].

3) Zur Deutung der intuitionistischen Logik [Math. Zeitschr. 35 (1932),
58—65]. — ,,Die intuitionistische Logik” ist eine Bezeichnung, die sich leider immer

mehr einbiirgert; sie vermittelt einen ganz falschen Blick auf die intuitionistische
Mathematik.
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logische Formeln intuitionistisch zu deuten, indem sie Satz und
Beweis voneinander schieden, Heyting, indem er Sitze als In-
tentionen auf Konstruktionen, Kolmogoroff, indem er sie als Auf-
gaben auffallte (was kein wesentlicher Unterschied ist). Beidemal
ergeben sich Deutungen, aber, wie wir sehen werden, nichtintui-
tionistische Deutungen logischer Formeln. Die eigentliche Schwie-
rigkeit der Deutung logischer Formeln liegt in der Deutung der
Implikation. Bei Heyting ist @ O b die Intention auf ein Beweis-
verfahren, dafl aus jedem Beweis von a einen Beweis von b
ableitet, bei Kolmogoroff die Aufgabe, die Losung von b auf die
von a zuriickzufithren. Vergessen wir fiir einen Augenblick, was
wir iiber das Verhiltnis Satz— Beweis soeben festgestellt haben!
Dann ist jedenfalls noch soviel klar: Da jeder mathematische
Beweis (intuitionistisch) eine Konstruktion entweder ab ovo oder
auf vorgelegtem Konstruktionsmaterial ist (und dann letzten
Endes doch auch ab ovo, da das Konstruktionsmaterial nur wieder
in der Form einer Konstruktionsvorschrift vorliegen kann), muf3
die Ableitung eines Beweises von b aus einem Beweise von a oder
die Zuriuckfihrung der Losung von b auf die von a einen Beweis
von b bedeuten, bei dem unterwegs ein Beweis von a mitgeliefert
wird. Eine Annahme, etwa die, daf3 a bewiesen sei, ist kein Kon-
struktionsmaterial, sei ihr heuristischer Wert noch so groB.
Konstruiert werden kann auf vorliegenden Konstruktionen, nicht
aber auf Unterstellungen, auch wenn das zu Konstruierende von
der Art einer Unterstellung sein soll.

Die eigentliche Schwierigkeit liegt aber tiefer. Heyting und
Kolmogoroff sagen nichts dariiber, in welcher Form der inten-
dierte Satz oder die gestellte Aufgabe gegeben ist. Erinnern wir
uns nun daran, daB3 die einwandfreie Formulierung eines Satzes
sein Beweis ist, so sehen wir unmittelbar, da3 die Ableitung eines
Beweises von b aus einem Beweis von a oder die Zuriickfithrung
der Losung von b auf die Losung von a nur dann moglich ist,
wenn a als richtig erwiesen ist — und damit entfillt der ganze
Wert der Implikation. Kolmogoroff hat als Beispiele eine Reihe
von Aufgaben angefiihrt; aber alle sind von einem Typus, der
diese Schwierigkeit verschleiert. Nehmen wir dagegen die Auf-
gabe: aus der Rationalitit der Eulerschen Konstanten folgt die
ihrer Quadratwurzel. Die Voraussetzung, exakt formuliert, besagt
die Existenz zweier natiirlicher Zahlen m und n, deren Quotient
gleich der Eulerschen Konstanten ist. In die Voraussetzung geht
der numerische Wert von m und = ein, es laf3t sich sofort nach-
priifen, ob sie erfiillt ist, und nur in diesem Falle kann man weiter



[4] Zur intuitionistischen Deutung logischer Formeln. 115

rechnen. So wird es allgemein sein: um die Folgerung zu formu-
lieren oder zu beweisen, wird man die durch die Voraussetzung
vermittelten Daten explizit kennen miissen, und darin steckt
gleich der Beweis der Voraussetzung. Bei der Heyting-Kolmo-
goroffschen Deutung wird der Wert der Implikation illusorisch,
weil sich die Voraussetzung in ihrer Eigenschaft als Voraussetzung
sofort selbst eliminiert. Auch in der klassischen Aussagenlogik
existiert diese Schwierigkeit; man umgeht sie, indem man ¢ D b
als ~ a v b umdeutet. Das ist intuitionistisch nicht zuléssig.
Die hier geschilderte Schwierigkeit ist schon da, ehe man sich
tiberhaupt mit logischen Formeln beschaftigt. Zwar gibt es eine
Reihe von Satzen, die sich voraussetzungsfrei, ab ovo, formulieren
lassen. Wie steht es aber mit Sdtzen der Art: Eine in (0, 1) volle
Funktion ist gleichmafBig stetig 4), eine ganzzahlige Funktion auf
einer finiten Menge besitzt ein Maximum (Hauptsatz der finiten
Mengen 4)), die Zahlen einer gewissen Menge sind positiv, usw.?
Was ist das Subjekt solch eines Satzes? Eine spezielle Funktion,
ein spezielles Mengenelement? Das diirfte kaum die Absicht sein!
Jede spezielle Funktion, jedes spezielle Mengenelement? Wie soll
ein so schwammiges Subjekt als Konstruktionsmaterial dienen
konnen, wenn das Konstruktionsmaterial selbst als Konstruktion
vorliegen soll? Nein, das Subjekt ist die vollstindig im freien
Werden begriffene Funktion, finite Menge, Zahl (als Mengenele-
ment). Nicht von speziellen oder allen speziellen Elementen einer
Gesamtheit ist die Rede, sondern von der Funktion, der finiten
Menge, dem Mengenelement, von einem Individuum also, einem
merkwiirdigen Individuum zwar, einem rechten Proteus, beson-
ders merkwiirdig dadurch, da8 man in die Lage kommen kann,
zwei verschiedene Exemplare dieses Individuums zu betrachten.
Unsere Satze nun sprechen iiber Eigenschaften dieser Dinge, die
ebenso in der Entwicklung begriffen sind wie diese Dinge selbst.
Es ist klar, wie wir nun die Implikation deuten miissen, denn
eine Implikation ist ja gerade so ein Satz mit Voraussetzung.
a Db ist ein Satz, der von zwei Pradikaten ¢ und b desselben
Subjekts handelt, zwei Pradikaten, deren Inhalt die Einschran-
kung des freien Werdens des Subjekts ist (z.B. wird die frei
werdende Menge einerseits zu einer finiten eingeschréankt, anderer-
seits zu einer, in der der Hauptsatz der finiten Mengen gilt). Fir
die Deutung der Implikation kommen also nur ,,allgemeine”

4) L. E. J. BrRouwer, Uber Definitionsbereiche von Funktionen [Math. Ann.
97 (1926), 60—75].
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Satze in Frage, und die Deutung geschieht etwa im Sinne des
Pridikatenkalkiils. Auch in der klassischen Logik ist ja eine sinn-
gemifle Deutung der Implikation nur im Pradikatenkalkiil
moglich. Man kann natiirlich die Implikation kurzweg als eine
Inhaltsbeziehung zwischen Spezies auffassen, aber intuitionistisch
sympatischer ist wohl der Begriff des frei werdenden Dinges —
sozusagen eine Katalogisierung der Spezies.

Wie gewinnt man nun aus den ,,allgemeinen’ Sétzen, wenn
man sich so zu ihnen einstellt, die speziellen? Ich glaube, das ist
eine miiBige Frage. Wenn man im Laufe eines Beweises hundertmal
den Hauptsatz der finiten Mengen ,,anzuwenden” hat, mufl man
ihn ja doch hundertmal von neuem beweisen, denn das Maximum
der ganzzahligen Funktion, das uns der Hauptsatz der finiten
Mengen vermittelt, brauchen wir ja wirklich in unserm Beweis,
und der Algorithmus, dem wir es verdanken, ist mit dem ganzen
Beweis des Hauptsatzes identisch ?). Immer wieder miissen wir
den ganzen Beweis des Hauptsatzes durchlaufen, und der einmal
gelieferte allgemeine Beweis dient uns nicht mehr als eine Land-
karte, die uns die Bergbesteigung zwar erleichtert, aber nicht
erspart.

Im GroBlen und Ganzen ist nun klar, wie man intuitionistisch
logische Formeln im Sinne des Priadikatenkalkiils zu verstehen
hat. Ob und wie sich das Programm im Einzelnen durchfiihren
laBt, bleibe ganz dahingestellt. Mir scheint es aber der einzige
Standpunkt zu sein, auf dem einem die logischen Formeln mehr
als die grammatische Struktur intuitionistischer Séatze wider-
spiegeln konnen.

(Eingegangen den 27. Dezember 1934.)

5) Man konnte meinen, daB dies Immer-wieder-von-neuem-Beweisen nicht
notig ist bei Hilfssitzen, die sich als explizite Formel darstellen, wie m+n=n-m.
In Wirklichkeit bleibt einem aber weiter nichts iibrig, als die Umordnung, von der
diese Formel handelt, immer wieder, wenn sie notig ist, von neuem vorzunehmen.
Natiirlich wird man in der sprachlichen Darstellung des Beweises das nicht tun,
aber das sagt nichts gegen unsere Feststellung und alles gegen die sprachliche
Darstellung.



