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Kiirzeste Wege und Totalkrimmung auf Flachen

von

Stefan Cohn-Vossen
Leningrad

1. Eine topologische Flache ist eine triangulierbare zwei-
dimensionale unberandete Mannigfaltigkeit. Eine solche Flache
wird zu einer ,,differentialgeometrischen Fliche”, wenn man von
einem vollstandigen Umgebungssystem der topologischen Fliche
ausgeht und in jeder dieser dem Kreisinnern hom&omorphen
Umgebungen eine Riemannsche Metrik einfithrt (§ 1); wo zwei
Umgebungen iibereinandergreifen, wird Ubereinstimmung der
beiden Metriken gefordert (§ 5). Die Flache (als Fliache schlecht-
weg bezeichnen wir von jetzt an eine differentialgeometrische
Fldache) ist also definiert ohne Bezug auf Einbettung in den
gewOhnlichen oder einen hoherdimensionalen Raum, und alle
Fragestellungen der vorliegenden Arbeit sind ebenfalls ohne
Bezug auf eine solche Einbettung. Natiirlich lassen sich alle im
Folgenden aufzustellenden Sétze auf die stetig gekriimmten
reellen Flachen des gewdhnlichen Raums anwenden. Die meisten
Ansiatze dirften sich andererseits auf den Fall verallgemeinern
lassen, daB3 eine topologische Flidche mit einer allgemeineren als
einer Riemannschen Metrik ausgestattet wird.

2. Eine topologische Flache T heiit endlich-zusammen-
hingend, wenn es eine natiirliche Zahl k derart gibt, daB jedes
System von k paarweise punktfremden Jordankurven auf T den
Rand eines kompakten Teilbereichs von I enthilt. Eine topo-
logische Fliache T heiB3t offen oder geschlossen, je nachdem es
eine in T divergente Punktfolge gibt oder nicht.

Jede endlichzusammenhéngende topologische Flache T besitzt
eine endliche eindimensionale Bettische Zahl p'. Die zweidimen-
sionale Bettische Zahl p? von T ist 1, wenn T geschlossen und
orientierbar ist, sonst 0. Die Eulersche Charakteristik »(7")=
1 —p'+p? von T ist also eine endliche ganze Zahl, wenn 7" end-
lichzusammenh#ngend. Ist T geschlossen, so endlichzusammen-
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hiangend. In diesem Fall 148t sich bekanntlich 7 in endlichviele
Dreiecke triangulieren, und es ist (7)) = e —Lk +f, wobei e, k, f
beziehentlich die Anzahlen der Eckpunkte, Kanten und Dreiecke
irgendeiner solchen Triangulation von T bedeuten.

Dieselbe Formel gilt bekanntlich auch, wenn 7 eine ,,berandete
Flache” ist. Eine Punktmenge 7T heifit eine berandete Fliche,
wenn 1 einem Teilsystem 7’ einer Triangulation einer topolo-
gischen Fliche homdéomorph ist, vorausgesetzt, daf 7" folgende
Eigenschaften hat: 7’ besteht aus endlichvielen Dreiecken; 77
ist zusammenhéngend; es gibt in 7’ eine Randstrecke, d.h. eine
Dreiecksseite, an die nur ein einziges Dreieck angrenzt; die
Randstrecken setzen sich zu paarweis punktfremden (notwendig
nur endlichvielen) Jordankurven zusammen.

3. Jede offne endlichzusammenhingende topologische Fliche
T ist einer n-fach punktierten geschlossenen topologischen Fliache
homoéomorph ). Genauer: Zu jeder offnen endlichzusammen-
hingenden topologischen Fliche T =T, gibt es eine geschlossene
Fliche T, und auf 7, n verschiedene (im Ubrigen beliebig
auf T, wihlbare) Punkte m;, so daB3 T, einen Hom6omorphismus

H auf die Punktmenge 7T/, =7T,— X m; gestattet. Es ist

t=1
2(T,) = x(Ty) — n. Beispiel: Die Abbildung der euklidischen
Ebene durch stereographische Projektion auf die einfach punk-
tierte Kugeloberfliche.

Aus dem Homo6omorphismus H ist ersichtlich: Jede in T,
divergente Punktfolge (p) 1aBt sich in hochstens n Teilfolgen (p;)
derart zerlegen, daB fiir die durch H bestimmten Bildpunkt-
folgen (p;) in T, gilt: p; — m,. Um daher auf T, die ,,Erstreckung
ins Nichtkompakte” zu tibersehen, liegt es nahe, auf 7, jedem
Punkt m; eine dem Kreisinnern homdomorphe Umgebung K;
derart zuzuordnen, daB die abgeschlossenen Hiillen der K; paar-
weis punktfremd und abgeschlossenen Kreisscheiben homé-

omorph sind. Dann ist die Punktmenge B’ = T, — X K eine be-
i=1
randete Fliche, und es ist y(B’) = x(T,) —n, wie leicht aus der
Formel y =e—k-+f ersichtlich. Ist M’ eine vorgegebene in T,
kompakte Punktmenge, so 148t sich die vorstehende Konstruktion
so einrichten, daB3 M’ C B’.
Ubertragt man durch H diese Konstruktion von T, auf T,,

so folgt: Jede in T, kompakte Punktmenge M ist in einem Teil-

') Aus den Ausfithrungen l.c. 31) lABt sich das leicht schlieBen.
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bereich B von T, folgender Art enthalten: B ist eine berandete
Fliache (also kompakt und abgeschlossen); das Innere von B ist
T, homoéomorph, und es ist y(B) = y(T,); die Punktmenge
T, — B zerfillt in n Gebiete U;, deren jedes einem punktierten
Kreisinnern homéomorph ist.

4. Nunmehr nehmen wir an, 7, sei eine differentialgeometri-
sche Flache F,. Und zwar soll F,, iiberdies eine ,,vollstdndige”
Flache sein. Diese Flachen sind in einer Arbeit von H. Hopf und
W. Rinow 2) untersucht worden. Eine Fliache F, heiBt vollstindig,
wenn sie das Postulat erfillt (§12): ,,Jede in F, beschrinkte
Menge ist in F, kompakt”. Man kann das auch so formulieren:
sJede in F, divergente Punktfolge ist in F, unbeschriankt”.

Unter dieser Voraussetzung haben die gemaf3 8 definierten Teil-
gebiete U; von F, die Eigenschaft: Jedes Uj ist eine (differential-
geometrische, nicht vollstindige) Fliche. Eine in U, divergente
Punktfolge ist dann und nur dann unbeschrinkt, wenn sie bei
H in eine gegen m; konvergente Punktfolge von T, iibergeht. Auf
die Untersuchung von Fliachen dieser Eigenschaft werden in der
vorliegenden Arbeit eine Reihe von Sitzen iiber vollstindige
Flichen zuriickgefiihrt.

5. Wir definieren: Eine Fliche U’ heif3t ein Fluchtgebiet, wenn
U’ folgende Eigenschaften hat: 1) Es gibt ein Kreisinneres K’
vom Mittelpunkt m, so daB3 U’ eine topologische Abbildung H
auf das ,,punktierte Kreisinnere” K=K —m gestattet. 2) Eine
in U’ divergente Punktfolge ist dann und nur dann unbeschrankt
in U’, wenn die Folge durch H in eine in K’ gegen m konvergente
Punktfolge abgebildet wird.

Eine Jordankurve R in U’ heiBle ein Giirtel, wenn R durch H
in eine solche Jordankurve von K’ abgebildet wird, die m im
Innern enthilt. Jede Jordankurve in U’ ist entweder ein Giirtel
oder auf einen Punkt zusammenziehbar. Jeder Giirtel berandet
ein in U’ enthaltenes Fluchtgebiet.

Es sei nun g (=0) die untere Grenze der Lingen aller rektifi-
zierbaren Giirtel eines Fluchtgebiets U’. Minimalfolge heifle eine
Folge von Giirteln in U’, deren Lingen gegen g konvergieren.
Eine solche Folge heifle beschrinkt oder unbeschrinkt, je nach-
dem es die Punktmenge ist, die von allen Giirteln der Folge be-
deckt wird. Dann definieren wir (§ 18):

2) Comm. math. Helv. 3 (1931), 209—225; im Folgenden mit HR zitiert. Die
entsprechende Definition fiir Riemannsche Réume beliebig vieler Dimensionen
wird bei E. CarTax [Lecons sur la géometrie des espaces de RiemaNx (1928),
no. 56] untersucht.
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Ein Fluchtgebiet heil3t ein Kelch, wenn es eine beschrinkte
Minimalfolge enthilt. Ein Fluchtgebiet heillt ein Schaft, wenn es
keine beschrinkte Minimalfolge enthilt. Ein Fluchtgebiet heilit
ein eigentlicher Kelch, wenn es keinen Schaft enthilt.

Einen analogen Begriff des ,,eigentlichen Schafts’, also eines
Schafts einzufiihren, der keinen Kelch enthilt, eriibrigt sich nach
folgendem, leicht zu beweisenden Satz (§ 18):

Jedes in einem Schaft enthaltene Fluchigebiet ist ein Schaft.

Beispiele von Fluchtgebieten, die Kelche sind: Das AuBere
eines Kreises in der euklidischen oder hyperbolischen Ebene, oder
auf einem Rotationsparaboloid; ein Kelch ist auch der von einem
Breitenkreis (der nicht dazugerechnet wird) begrenzte ,,halbe”
Rotationszylinder. Bei allen diesen Beispielen gibt es offenbar
Minimalfolgen, die sich auf den berandenden Kreis zusammen-
ziehen, also beschriankt sind.

Ein Schaft dagegen ist die Pseudosphére 3), also die Rotations-
flache einer Traktrixkurve um ihre Asymptote; der singulire
Rand der Fliache ist, damit ein Fluchtgebiet entsteht, fortzu-
lassen. Auf der Pseudosphére sind die Breitenkreise Giirtel. Durch
Orthogonalprojektion auf eine zur Rotationsachse senkrechte
Ebene sieht man leicht: Zu jedem beschrinkten Teilgebiet der
Fliche gibt es einen (auBlerhalb des Gebiets verlaufenden) Breiten-
kreis, der kiirzer ist als alle in jenem Gebiet verlaufenden Giirtel.
Also ist die Pseudosphire ein Schaft.

Dieser Schaft hat die besondere Eigenschaft, daf3 die Giirtel
beliebig klein werden koénnen, daB3 also g=0. Laft man die
Traktrixkurve nicht um ihre Asymptote, sondern um eine Paral-
lele zur Asymptote rotieren, die in der Kurvenebene liegt und
die Traktrix nicht trifft, so erhilt man einen Schaft S, auf dem g
positiv ist.

Die eingangs erwahnten Beispiele von Kelchen waren, wie leicht
zu bestétigen, eigentliche Kelche. Ein Kelch, der nicht eigent-
licher Kelch ist, sondern einen Schaft enthilt, entsteht z.B. aus
dem Schaft S, indem man den Meridian so abiandert, da3 zwischen
irgendzwei Breitenkreisen eine hinreichend starke Einschniirung
entsteht, wihrend man aullerhalb jener Zone alles ungeéndert
laBt. Man kann es dann erreichen, daf3 der kleinste Breitenkreis
der Einschniirung der kiirzeste Giirtel des entstehenden Flucht-
gebiets S’ wird, so daB also S’ ein Kelch ist. La3t man anderer-

3) wvgl. G. DarBoux, Théorie des surfaces, oiéme éd., 1iere partie, livre 1,
chap. VIII
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seits von S’ ein hinreichendgroBes beschrianktes Stiick fort, so
bleibt ein Fluchtgebiet S’ ibrig, das nicht nur in S’, sondern
auch in dem Schaft S enthalten, also nach dem erwahnten Satz
ein Schaft ist. 4)

6. Es laf3t sich leicht zeigen (§ 17), daB es auf jedem Flucht-
gebiet U’ einen Glirtel R, gibt, der ein geodéatisches Polygon ist.
U(R,) sei die abgeschlossene Hiille des von K, begrenzten in U’
enthaltenen Fluchtgebiets; einen solchen Bereich nennen wir
(§ 14) einen Fluchtbereich; wir rechnen also den Rand mit, den
wir als geoditisches Polygon vorausgesetzt haben.

Eine Ecke e eines geodétischen Jordanpolygons P heille wesent-
lich, wenn von den beiden in e zusammenstoenden Bégen von
P nicht der eine in die Verlangerung des andern fallt. Eine wesent-
liche Ecke e von P heille einspringend gegen einen an P angren-
zenden Bereich B, wenn einer jener Bogen sich iiber e hinaus ins
Innere von B hinein verldngern lif3t. Eine wesentliche Ecke von
P, die nicht gegen B einspringt, nennen wir gegen B hohl.

Einen Giirtel R nennen wir einspringend, wenn R ein geodati-
sches Polygon mit wenigstens einer wesentlichen Ecke ist und
alle wesentlichen Ecken von R gegen den von R berandeten
Fluchtbereich U(R) einspringen.

Ein Giirtel R heile glait, wenn R eine (einfachgeschlossene)
geoditische Linie ist.

Ein Giirtel R heil3e ein hohles Eineck, wenn R ein in sich zuriick-
laufender geodétische Bogen ist, so da3 der beide Enden vereini-
gende Punkt eine gegen U(R) hohle Ecke bildet. Der in U(R)
gemessene Winkel der Ecke heille der Eineckswinkel.

Dann beweisen wir (§ 17) folgenden

Satz 1: In jedem Fluchtgebiet gibt es zu jedem positiven ¢ einen
Giirtel, der entweder einspringend oder glatt oder ein hohles Eineck
ist, wobei der Eineckswinkel w der Ungleichung n — e <w < =
geniigt 5).

Die in diesem Satz enthaltene Fallunterscheidung wird durch
folgende beiden Sitze (§ 18) prazisiert:

Satz 2:  Auf jedem Schaft gibt es einen Giirtel, der entweder glatt
oder ein hohles Eineck ist.

Satz 8: Auf jedem eigentlichen Kelch gibt es einen Girtel R,

4) Die Unterscheidung zwischen Kelch und Schaft hat fiir die folgende Theorie
dhnliche Bedeutung, wie die zwischen parabolischer und hyperbolischer Offnung
in der Koebeschen Uniformisierungstheorie.

%) Dieses Ergebnis habe ich bereits in einer Note der C. R. 197 (1933), 1165 —
1167, veroffentlicht.
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der entweder glatt oder einspringend ist. In dem von R berandeten
Fluchtbereich gibt es keinen Giirtel, der kiirzer als R ist.

An diesen 3 Sitzen ist ihre Iterationsfahigkeit zu beachten.
Nachdem man einen Giirtel der geforderten Art bestimmt hat,
kann man in dem von diesem Giirtel begrenzten, im urspriing-
lichen enthaltenen Fluchtgebiet den jeweiligen Satz von neuem
anwenden, so daf} sich eine unendliche Folge paarweis punkt-
fremder Giirtel der geforderten Eigenschaften ergibt, die das
Fluchtgebiet in abzdhlbarviele Zonen einteilen.

Diese Uberlegung in Verbindung mit der GaufB-Bonnetschen
Formel fithrt mit einem kleinen Kunstgriff noch (§ 18) zu fol-
gendem

Satz 4: Jedes Fluchigebiet nichinegativer Gaufscher Kriimmung
ist ein eigentlicher Kelch.

Damit ist offenbar &quivalent

Satz 4':  Auf jedem Schaft gibt es eine Stelle negativer GauBscher
Kriimmung.

Der letzte Satz ist natiirlich wieder iterierbar: Es gibt eine
unbeschrinkte Folge paarweis fremder Gebiete negativer Gauf3-
scher Kriimmung auf jedem Schaft.

Aus Satz 4 folgt nachtriglich (was natiirlich leicht direkt ein-
zusehen), daB3 das KreisdufBlere in der euklidischen Ebene oder
auf einem Rotationsparaboloid und der von einem Kreis begrenzte
,,halbe’” Rotationszylinder eigentliche Kelche sind.

Satz 4’ 1aBt sich nicht etwa so umkehren, daB3 es auf jedem
eigentlichen Kelch eine Stelle positiver, oder auch nur nicht-
negativer Gaullscher Kriimmung geben miifite. Denn das Kreis-
duflere in der hyperbolischen Ebene ist offensichtlich ein eigent-
licher Kelch.

7. Die Sitze 2 und 8 werden durch Loésung eines Minimum-
problems gewonnen: Zu gegebenem nichtnegativem ¢ sei 2(t) die
untere Grenze der Lingen aller derjenigen nichtzusammenzieh-
baren geschlossenen Kurven eines Fluchtbereichs U(R,), die vom
Randpolygon R, des Bereichs hochstens den Abstand ¢ haben.
Unter diesen Kurven ist eine kiirzeste, also eine der Ldnge a(t)
gesucht.

Wir werden zeigen (§ 15, 16), daB3 eine derartige Kurve R(f)
existiert, daB3 ferner R(f) doppelpunktfrei, also ein Giirtel ist,
und daB3 endlich dieser Giirtel stets entweder einspringend oder
glatt oder ein hohles Eineck ist. Und zwar liegt, falls R(¢) ein-
springend ist, jede wesentliche Ecke von R(t) auf Ry, fillt nimlich
mit einer gegen U(R,) einspringenden Ecke von R, zusammen.
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Man kann diesen Sachverhalt mechanisch veranschaulichen:
Auf U(R,) liege ein geschlossener in R, deformierbarer Gummi-
faden R, der durch einen undehnbaren Faden F der Linge ¢
mit R, verbunden sei. Der eine Endpunkt von F darf also auf
R, gleiten, der andere ist mit einem Punkt p von R fest verkniipft.
Im tubrigen sei das aus F, R bestehende System frei und ohne
Reibung auf U(R,) beweglich. Dann wird der Faden R entweder
durch seine elastische Kraft soweit von R, fortgetrieben werden,
bis F gestrafft ist und einen Zug auf R ausiibt; es diirfte anschau-
lich plausibel sein, daBl dann R die Gestalt eines hohlen Einecks
mit der Ecke p annimmt. Oder aber R findet eine stabile Lage,
ohne daB3 F notwendig gestrafft ist; dann wird R entweder eine
geschlossene geodatische Linie, also glatt sein, oder R erfiahrt
Knickungen, indem R durch einspringende Ecken von R, auf-
gehalten wird.

Es ist plausibel, daB R bei hinreichender Lénge von F nicht
zum Rand R, des Fluchtbereichs hingleiten wird, wenn der
Fluchtbereich auf einem Schaft liegt. Aus einer analogen Uber-
legung ergibt sich umgekehrt, daf3 bei hinreichender Lénge von
F der Fall der Einecksfigur nicht eintritt, wenn der Fluchtbereich
keinen Schaft enthilt.

Es hat natiirlich etwas willkiirliches, bedeutet aber eine sicht-
liche Erleichterung der Aufgabe, dafl wir auf den Fluchtgebieten
solche Teilbereiche bevorzugen, die von einem geoditischen Poly-
gon berandet sind. Fiir die Anwendung der Sitze auf offne voll-
standige Fliachen ist unsere spezielle Problemstellung doch schon
allgemein genug.

8. Um Satz 1 zu erhalten, bedarf es noch eines besonderen
Verfahrens. Das einzig verbleibende Problem ist offenbar die
Abschitzung des Winkels bei etwa auftretenden Einecken. Nun
steht der Eineckswinkel (vgl. Satz 4 aus § 16) in Beziehung zum
Verlauf der im vorigen Abschnitt eingefiithrten, offensichtlich
nicht wachsenden Funktion z(¢). Durch eine einfache anschau-
liche Uberlegung findet man: Ist R(t) ein hohles Eineck, so ist
der hintere Differenzenquotient von a(t), also der Ausdruck
‘C?Lti—dzl——ait) = D(t,d) fur positives d umso stiarker negativ,
je kleiner der Eineckswinkel. Da nun «(t) sich als stetig erweist
(§ 16) und fiir alle positiven ¢ definiert und nicht negativ ist,
1aBt sich (§ 17) zu jedem positiven ¢ ein ¢, finden, so daB fiir alle
positiven d gilt: D(¢,, d) = — &. Der zu diesem Wert ¢, gchorige
Giirtel R(f,) besitzt dann die in Satz 1 geforderten Eigenschaften,
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9. Einen kompakten abgeschlossenen Teilbereich B einer
Flache, der von endlichvielen, etwa n, paarweis punktfremden
einfachgeschlossenen geoditischen Polygonen R, berandet wird,
nennen wir (§ 6) einen Normalbereich. Wir werden beweisen
(§ 18), daB ein Normalbereich B, topologisch beurteilt, eine be-
randete Fldache ist, und daB3 fiir die curvatura integra oder
Totalkrimmung C(B) von B die Formel gilt:

(1) C(B)=2n-2(B) — 2 S,
i=1
dabei bedeutet S; die Summe
E;
S; = X(n—wi),
k=1

und w. bedeutet den in B gemessenen Winkel an einer Ecke von
R,;; es moge E; solcher Ecken geben. Nur die wesentlichen Ecken
von R, geben demnach von Null verschiedene Summanden von S,.
Diese sind positiv oder negativ, je nachdem die Ecke hohl oder
einspringend ist.

Sei nun M eine beschrinkte Teilmenge einer vollstindigen
Flache F,. Dann ist M infolge der Vollstandigkeit von F, kom-
pakt. Wir kénnen also gemif3 dem 8. und 4. Abschnitt n zuein-
ander und zu M fremde Fluchtgebiete U; auf F, finden. Ist R,
ein Giirtel auf U}, so bilden die R; den Rand einer M enthaltenden
berandeten Fliche B mit y(B) = x(F,). Sind nun aber bei vorge-
gebenem positivem ¢ die R; gemidfl Satz 1 bestimmt, so ist B
ein Normalbereich. Ist R, glatt, so ist in (1) S, = 0 zu setzen.
Ist R, einspringend, sind also die wesentlichen Ecken von R;
einspringend gegen den in U, enthaltenen von R; berandeten
Fluchtbereich U(R;), so sind diese Ecken hohl gegen B, denn
B und U(R;) liegen zu verschiedenen Seiten von R;. In die-
sem Fall ist also S, > 0. Ist endlich R; ein hohles Eineck,
und w,; der Eineckswinkel, in U(R;) gemessen, so wird

S;=n—2r—w;) =w, — n.

Also in diesem Fall nach Satz 1: S;=—¢. In den ersten
beiden Féllen gilt diese Ungleichung a fortiori, also folgt aus
Satz 1, aus Formel (1) und aus den topologischen Vorbemer-
kungen folgendes

1. Lemma: Zu jeder beschrinkten Menge M und jedem posi-
tiven ¢ gibt es auf I, einen M enthaltenden Normalbereich B, fiir
dessen Totalkriimmung C(B) gilt:

C(B) = 27 - 2(F,) + ne.
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Nehmen wir nun an, alle Fluchtgebiete von F, seien eigent-
liche Kelche, oder, negativ ausgedriickt (was den Fall der ge-
schlossenen Flichen mitumfaBt), F, enthalte keinen Schaft; dann
kann man statt Satz 1 Satz 8 anwenden und erhélt einen Normal-
bereich B ohne einspringende Ecken; ein solcher Bereich moge
extremalkonvex heiflen ®) und Hiille jeder in ihm enthaltenen
Menge 7). Dann folgt also aus unsern Betrachtungen

Satz 5: Auf einer vollstindigen endlichzusammenhdngenden
Fléche, die keinen Schaft enthdlt, besitzt jede beschrinkte Menge
eine extremalkonvexe Hiille, deren Inneres der Fliche homdomorph ist.

Ist B ein extremalkonvexer Bereich, so folgt aus (1) wegen
S; = 0 die fiir manche Anwendung wichtige Formel:

(2) C(B) < 2z - 4(B).

Fir jede von der Kugeloberfliche topologisch verschiedene
Flache T, offen oder geschlossen, berandet oder unberandet,
gilt bekanntlich x(7) < 1. Fiir jeden von der Kugeloberfliche
topologisch verschiedenen extremalkonvexen Bereich B gilt also
C(B) = 2n. Aus dieser Bemerkung folgt leicht die Existenz voll-
stindiger endlichzusammenhingender Flichen, auf der es be-
schrankte Mengen ohne extremalkonvexe Hille gibt; natiirlich
mul} eine solche Fliache einen Schaft enthalten. Beispiel: Man
verschlieBe das kreisformige Loch der weiter ober. erwihnten
Traktrixflache durch ein darauf passendes Stiick einer Kugel-
flaiche von geeignetem Radius; den Meridian der entstehenden
Rotationsfliche kann man (durch beliebig kleine Anderung einer
Umgebung der Nahtstelle) so deformieren, daf3 eine voll-Rotations-
fliche K von tiberall stetiger GaufBlscher Kriimmung entsteht.

8) Insbesondere sind alle geschlossnen Fliachen extremalkonvex. Der Ausdruck
entspricht dem in der Variationsrechnung iiblichen; vgl. l.c. 13).

7) In der Theorie der linearen Rdume wird ,,konvexe Hiille’’ oft in der Bedeu-
tung von ,,kleinste konvexe Hiille’’ gebraucht. In unserm Fall soll das Wort Hiille
nur die im Text angegebene Bedeutung haben. Die Definition einer ,,kleinsten”
extremalkonvexen Hiille einer Menge ist nicht in so einfacher Weise wie bei kon-
vexen Bereichen linearer Réume moglich. Wihrend der Durchschnitt gewohnlicher
konvexer Bereiche wieder konvex ist, braucht der Durchschnitt extremalkon-
vexer Bereiche nicht einmal zusammenhingend zu sein. Der Unterschied der
beiden Konvexititsbegriffe riihrt daher, daf3 im Riemannschen Raum zwei Punkte
mehrere kiirzeste Verbindungen haben kénnen, im linearen Raum dagegen nicht.
Ferner kann im Riemannschen Raum ein geodétischer Bogen kiirzeste Verbindung
seiner Endpunkte sein, wenn man zum Vergleich nur Wege einer gewissen Um-
gebung des Bogens heranzieht, dagegen diese Minimaleigenschaft bei VergroBerung
der zugelassenen Umgebung einbiiflen; in linearen Riumen gibt es dazu kein
Analogon.
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K ist vollstindig, der euklidischen Ebene homéomorph, und K
enthilt einen Schaft. K hat etwa das Aussehen einer Keule mit
unendlichlangen Stiel. Der kugelige Kopf der Keule umfafit offen-
bar mehr als eine Halbkugel, und aus der sphérischen Abbildung
von K ist leicht ersichtlich, daB3 jedes beschrinkte den Kopf von
K umfassende Teilgebiet von K eine Totalkriimmung hat, die
2x iibertrifft. Eine Teilmenge von K, die den Kopf enthilt, kann
also auf K keine extremalkonvexe Hiille besitzen.

Jetzt wollen wir umgekehrt annehmen, daf3 alle Fluchtgebiete
einer endlichzusammenhéngenden vollstindigen Fliche Schéfte
enthalten. Dann kénnen wir fiir die Réinder eines eine gegebene
Menge umfassenden Normalbereichs B solche Giirtel R; wihlen,
die Satz 2 erfiillen. Dann hat B keine hohle Ecke, in (1) ist also
diesmal S; < 0 fiir alle 4. Somit haben wir folgendes

2. Lemma. Ist F eine endlichzusammenhdingende vollstindige
Fliche, die keinen eigentlichen Kelch besitzt, so gibt es auf F zu
jeder beschrinkten Menge M einen M enthaltenden Normalbereich
B, so daf

(8) C(B) = 2x - x(F).

10. Die beiden Lemmata kénnen wir auf eine Folge beschrank-
ter, also kompakter Mengen anwenden, die F, erschopfen, d.h.
die die Eigenschaft haben, daBl jede kompakte Teilmenge von
F, in fast allen Mengen der Folge enthalten ist. Es ist eine be-
kannte Tatsache, dal auf jeder topologischen Flache eine solche
erschopfende Folge existiert.

Sei F eine (differentialgeometrische, nicht notwendig voll-
standige) Fliache. Ist I geschlossen, so hat F bekanntlich 8) die
Totalkrimmung 2x - y(F). Ist F offen, so kann die Totalkriim-
mung, wie jedes Gebietsintegral iliber ein nichtkompaktes Inte-
grationsgebiet, nur als Grenzwert von Integralen iiber kompakte
Teilbereiche erklart werden, die das Gebiet erschopfen. Wir
wollen uns auf erschépfende Folgen von Normalbereichen be-
schrinken und definieren: Eine differentialgeometrische Flidche
F besitzt eine Totalkrimmung dann und nur dann, wenn die
Totalkriimmungen jeder Folge von F erschépfenden Normal-
bereichen gegen einen Grenzwert konvergieren, der fiir alle solche
Folgen der gleiche ist. Dieser hei3t dann die Totalkrimmung
C(F) von F.

Dabei nennen wir Folgen reeller Zahlen, die iiber jede positive

1) wvgl lc. 1°) und § 13 der vorliegenden Arbeit.



[11] Kiirzeste Wege und Totalkriimmung auf Flichen. 79

Schranke wachsen, oder unter jede negative Schranke abnehmen,
konvergent gegen -+ oo, bzw. gegen — oo, lassen also auch diese
Werte als Totalkriimmung zu. Unter diesen Umsténden ergibt
sich aus bekannten S#tzen iiber monotone Zahlenfolgen: Ist die
GauBlsche Kriimmung einer Fliche F nirgends negativ oder nir-
gends positiv, so besitzt F eine Totalkriimmung.

Besitzt eine Fliache keine Totalkriimmung, so lassen sich stets
erschopfende Folgen von Normalbereichen angeben, deren Total-
kriimmungen gegen -+ 0o, oder gegen — co konvergieren. Wieder-
um handelt sich um eine auf alle uneigentlichen Gebietsintegrale
beziigliche Erscheinung ?).

Satz 6°): Wenn eine vollstindige endlichzusammenhdingende
Fliche F eine Totalkriimmung C(F) besitst, so ist

(4) C(F) < 2z - 4(F).
Beweis: M, sei eine Folge kompakter Teilbereiche von F, die
F erschopfen. Ich wende das 1. Lemma an auf F = F, und

. 1 .. . .
M, = M, wobei ich ¢ = % setze; B, sei ein Bereich, der die For-

derung des Lemmas erfiillt, es gilt also fiir alle k:
n
(5) C(By) < 27 1(F) + -

Dabei ist M, C B, also bilden auch die By eine F erschopfende
Folge. Weil C(F) existiert, gilt definitionsgema3 C(B,) — C(F).
Das in Verbindung mit (5) ergibt (4), wenn man beachtet, daf3
n eine von F allein abhingige feste Zahl ist.

Satz 7: Wenn eine vollstindige endlichzusammenhdngende Fliche
F eine Totalkriimmung C(F) besitzt, und wenn F keinen eigent-
lichen Kelch enthdlt, so gilt

(6) C(F) = 2 - 1(F).

Beweis: Man #ndere den vorigen Beweis nur insofern ab, daf3
man B, nicht nach dem ersten, sondern nach dem zweiten Lemma
bestimmt. Dann folgt C(F) = 2z - x(F) und hieraus (6) wegen (4).

11. Eine vollstindige Fliche E, die der euklidischen Ebene

?) Sind 4,, B; erschopfende Folgen von Normalbereichen der Fliche derart,
dal C(4;)—>a, C(B;)—>b, a > b, so gibt es fiir jedes hinreichend grofle 7 ein

a—b
k(i), so daB 4, D B,, C(4,— B;) > — Es gibt unendlich viele paarweis

punktfremde solche Bereiche A, — B;. Sie fiihren leicht zur Konstruktion einer
erschopfenden Folge D; mit C(D;)— + . Entsprechende Bereiche B, — 4 ;
erledigen den andern Fall. (Zusatz bei der Korrektur, 25. Februar 19385.)
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homdomorph ist, heile eine vollstandige Riemannsche Ebene. Es

ist y(E) =1, also nach Satz 6, falls die Totalkriimmung C(E)
existiert,

(7) C(E) < 2x.

Die Existenz von C(E) ist gesichert, wenn E tiberall positive
GauBsche Kriimmung hat. Aus dieser Bemerkung folgt in Ver-
bindung mit (7)

Satz 8°): Jede vollstindige Fliche iiberall positiver Gaufscher
Kriimmung ist entweder der Kugelfliche oder der projektiven Ebene
oder der euklidischen Ebene homdéomorph.

Beweis: Jede vollstindige Flache F, die keiner der drei er-
wiahnten Flichen hombomorph ist, hat eine Riemannsche Ebene
E zur unendlichvielblittrigen Uberlagerungsfliche. Wie schon
in HR 2) bewiesen und wie wir (§ 12) unter allgemeineren Vor-
aussetzungen beweisen werden, ist jede relativ unberandete Uber-
lagerungsfliche einer vollstindigen Flache wieder vollstandig.
Hatte also F iiberall positive GauBsche Kriimmung, so auch E,
also existierte C(E) und wire wegen der Unendlichvielblattrig-
keit von E iber F notwendig + co, entgegen (7).

An Satz 8 ist hervorzuheben, daBl weder die Existenz der
Totalkriimmung noch irgend etwas iiber die topologische Struk-
tur der Flache vorausgesetzt wird; es wird umgekehrt vom Ver-
halten der Fliche im Kleinen (positive GauBsche Kriimmung)
auf ihre topologische Struktur geschlossen. 19)

Satz 5 ergibt fiir den Fall der Riemannschen Ebene

Satz 9:  Auf einer vollstindigen Riemannschen Ebene nirgends-
negativer Gaufischer Kriimmung besitzt jede beschrinkte Menge cine
extremalkonvexe Hiille.

Denn eine solche Fliche enthélt nach Satz 4 keinen Schaft.

Natiirlich ist nicht das Vorzeichen der GauBlschen Krimmung

10) Uber diesen Problemkreis vergleiche man z.B.: H. Hopr, Differentialgeo-
metrie und topologische Gestalt [Jahresbericht DMV 41 (1932), 209].

Herr H. Hopr hatte mir gegeniiber als Vermutung geduflert, daf3 die Total-
kriitmmung einer vollstindigen Riemannschen Ebene positiver GauBscher Kriim-
mung = 27 sein miisse; er zeigte mir ferner, wie daraus Satz 8 folgen wirde. Ich
verdanke diesen AuBerungen die Anregung zur vorliegenden Arbeit; auch mehrere
andere in dieser Arbeit behandelte Fragen sind durch den Gedankenaustausch mit
Herrn H. HopF angeregt.

Wir hatten nicht erwartet, dafl die Abschatzungen in Wirklichkeit nur durch
Vollstandigkeit und Existenz der Totalkriimmung der Fliache bedingt werden.

In Satz 8 geniigt es offenbar vorauszusetzen, dal die GauBische Kriimmung
stellenweise positiv und nirgends negativ ist.
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sondern die Abwesenheit von Schiften die fiir die Behauptung
wesentliche Eigenschaft der Fliche; denn auch die hyperbolische
Ebene hat die Eigenschaft, daBl jede auf ihr beschrinkte Menge
eine extremalkonvexe Hiille besitzt. .

Satz 10:  Auf einer vollstindigen Riemannschen Ebene wvon
itberall positiver Gaufscher Krismmung gibt es keine einfachge-
schlossene geoddtische Linie.

Beweis: Da die GauBlsche Kriimmung auf einer solchen Ebene
E das Vorzeichen nicht wechselt, existiert C(E), und es ist
C(E) = 2n; jedes echte Teilgebiet von E hat demnach eine
Totalkriimmung < 27, wihrend das Innere einer einfachge-
schlossenen geodéitischen Linie nach der GaufB3-Bonnetschen
Formel die Totalkrimmung 2x hat. 11)

Ein Beispiel einer Riemannschen Ebene, auf die Satz 7 anwend-
bar ist, bildet die in 9 erwihnte ,,Keule” K. Diese besitzt in der
Tat einen Schaft und keinen eigentlichen Kelch. Die Total-
kriimmung jedes hinreichendgroBen Teilgebiets ist > 2n, wie
wir schon erwidhnten; bei erschopfenden Bereichfolgen nimmt die
Totalkriimmung gegen 27 ab.

DaB in Satz 8, und ebenso in Satz 6 und 7, die Voraussetzung
der Vollstindigkeit nicht fortgelassen werden kann, lehrt das
Beispiel irgendeines hinreichendgrof3en einfachzusammenhingen-
den Gebiets der Kugeloberfliche. Man kann aber diese Voraus-
setzung auch nicht so abschwichen, dal3 man etwa die ,,Nicht-
fortsetzbarkeit” anstelle der Vollstandigkeit fordert (Vgl. HR,
211, 221). Z.B. ist die universelle Uberlagerungsfliche einer zwei-
fach punktierten Kugelfliche eine nichtfortsetzbare Riemann-
sche Ebene der Totalkriimmung 4 oo; natiirlich ist diese Fliche
nicht vollstindig.

12. Die zweifach punktierte Kugel oder der beiderseits un-
endliche Rotationszylinder diirfte nichst der euklidischen Ebene
den einfachsten topologischen Typ einer offnen Fliche darstellen.
Sei Z eine dem Rotationszylinder homéomorphe vollstandige
Flache. Dann ist y(Z) =0, also falls die Totalkriimmung C(Z)
existiert, C(Z) < 0. Offenbar sind drei Fille zu unterscheiden,
je nachdem Z keinen Schaft, einen Schaft und einen eigentlichen
Kelch, oder keinen eigentlichen Kelch enthilt.

11) Man kann iibrigens zeigen, daf3 auf E auch geschlossene geodiitische Linien
mit Doppelpunkten nicht auftreten konnen, weil dann entweder ein Teilbogen
dieser Linie ein einfachgeschlossenes Kineck mit einer gegen sein Inneres ein-
springenden Ecke bilden wiirde oder zwei Einecke ohne gemeinsamen innern Punkt
auftreten miifiten; in jedem Fall hiitte man ein Gebiet einer Totalkriimmung > 2m.

6
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Der erste Fall tritt z.B. beim einschaligen Hyperboloid ein.
Die Gauf3sche Kriimmung ist iiberall negativ; man sieht an diesem
Beispiel (was ohnehin plausibel sein diirfte), dafl im Allgemeinen
die Ungleichung (4) nicht durch die Gleichung (6) ersetzt werden
kann. 12)

Ein Beispiel des zweiten Falls erhéilt man, indem man in einem
rechtwinkligen ebenen Koordinatensystem die Exponentialkurve
y = ¢° betrachtet, und diese Kurve um die a-Achse, y =0, im
Raum rotieren laf3t.

Ein Beispiel des dritten Falls bietet die Rotationsfliche der
Kurve y = ¢~*" um die z-Achse. In diesem Fall tritt offenbar eine
Zone positiver GauBlscher Krimmung auf. Aus Satz 7 und Satz 4
folgt, daB eine dem Rotationszylinder homdomorphe vollstindige
Fliache Z ohne eigentlichen Kelch stets ein Gebiet positiver GauB3-
scher Kriimmung enthélt. Denn wire die Gauflsche Kriimmung
auf Z nirgends positiv, so existierte C(Z), und nach Satz 7 wére
C(Z) =0. Also wire die GauBsche Kriimmung auf Z identisch
Null, also wéren nach Satz 4 alle Fluchtgebiete von Z eigentliche
Kelche, gegen die Voraussetzung.

13. Wir haben gezeigt, dafl die Sédtze 5—10 aus den Sitzen
1—4 sowie drei weiteren Sitzen folgen; namlich, daB jedes in
einem Schaft enthaltene Fluchtgebiet ein Schaft ist, daB die
Totalkrimmung eines Normalbereichs durch (1) gegeben wird,
und daB die universelle Uberlagerungsfliche einer vollstandigen
Fliche selbst vollstindig ist.

Diese sieben Sitze werden in den folgenden drei Teilen dieser
Arbeit bewiesen werden. Jedoch sollen noch andere Ergebnisse
gewonnen werden, die teils fiir sich Interesse bieten, teils zur
Vorbereitung spiterer geplanter Arbeiten dienen. Es handelt
sich vor allem um eine griindliche Untersuchung der Existenz
und Verteilung kiirzester Wege auf Flichen und auf solchen
Teilbereichen von Flichen, die, wie z.B. die Fluchtbereiche, von
geoditischen Bogen berandet werden. Die bisher bekannten
Existenzsatze reichen fiir unsre Zwecke nicht weit genug. Es ist
nicht schwer, aber recht unbefriedigend, aus dem bisher bekannten
die jeweils gebrauchte Verallgemeinerung von Fall zu Fall abzu-
leiten. Ich habe es trotz der dadurch bedingten Breite der Dar-
stellung vorgezogen, die Theorie der kiirzesten Wege aus dem

12) Man kann allgemein verifizieren: Zu jeder vorgegebenen endlichzusammen-
hingenden offnen topologischen Fliche T und zu jeder reellen Zahl ¢ im Intervall
— o0 < ¢ = 27ax(T) gibt es eine T hombomorphe vollstindige Fliche F mit der
Totalkrimmung C(F) = c.
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Verlauf der geodétischen Linien im Kleinen von neuem herzu-
leiten.

Der Fall der gebrochenen Extremalen wird dabei mit umfaBt,
ohne sich besonders herauszuheben. Es sei daher hier auf den
Hauptunterschied zwischen den geoditischen Bdgen und den-
jenigen kiirzesten Wegen hingewiesen, die an einspringenden
Ecken des Bereichrandes geknickt sind: Wahrend ein geoda-
tischer Bogen eines offnen Bereichs iiber jeden Endpunkt hinaus
eine eindeutige bestimmte geodatische Verlingerung besitzt,
konnen geknickte Extremalen offenbar einen von einem Knick-
punkt begrenzten Teilbogen gemein haben, ohne zusammen-
zufallen; {iber einen Knickpunkt hinaus 148t sich eine Extremale
nicht nur in einer Richtung, sondern in allen Richtungen eines
gewissen Winkelraums extremal verlingern.

Die ersten beiden Teile der folgenden Darstellung sind aus-
schlieflich der verallgemeinerten Theorie der kiirzesten Wege
gewidmet. Sie diirfte sich ohne wesentliche Anderung auf allge-
meinere als Riemannsche Ma@Bbestimmungen iibertragen lassen,
aber auch fiir den Fall der Riemannschen Metrik einiges Neue
enthalten; man vergleiche insbesondere §§ 10—12.

Im dritten Teil wird die Theorie auf die Fluchtgebiete ange-
wandt; das in 7 formulierte Minimumproblem wird auf die
Diskussion gewisser kiirzester Wege auf der universellen Uber-
lagerungsfliche des Fluchtbereichs zuriickgefiihrt.
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I. Betrachtungen im Kleinen.

§ 1. Differentialgeometrisches Grundgebiet.

In der ganzen euklidischen (2,, 2,)-Ebene E seien drei reelle
zweimal stetig differenzierbare Funktionen g;, g2 = &2, a0 der
Koordinaten gegeben, so daB3 die quadratische Differentialform

ds® = X g, de,dx; positiv-definit ist. Eine Punktmenge U sei
k=1, 2

auf E topologisch abgebildet; ist 2 ein Punkt von U, und hat
der Bildpunkt von # in E die Koordinaten z;, so heilen diese
auch XKoordinaten von z. Sind ,(f) fir irgendein #Intervall
stiickweis stetig differentiierbare Funktionen von ¢, und ist
2(t) C U fir alle t dieses Intervalles der Punkt mit den Koordinaten
2;(t), so heilt x(t) eine rektifizierbare Kurve in U. Thre Lange

ist gegeben durch fds :szgik% %dt, erstreckt tUber jenes
t-Intervall.

Die Richtung einer rektifizierbaren Kurve in einem Punkt wird
. dr, dx
im Fall, da —(—ﬁ—l, d—t2
Einheitsvektor in E gegeben, dessen Komponenten jenen Zahlen
proportional mit einem positiven Faktor sind. Der Winkel zweier
Richtungen wird durch die bekannte cosinus-Formel gegeben.
Die Festlegung wird eindeutig, wenn man verlangt, daB3 ein
Winkel nur im abgeschlossenen Intervall (0, z) variieren darf.

Flacheninhalt, GauBsche Kriimmung, Totalkrimmung in U
sind durch die bekannten Formeln bestimmt; die GaufBlsche
Kriimmung ist eine stetige Funktion in U, weil sie keine hoheren
als zweite Ableitungen der g;; enthalt.

Im Sinn dieser Beziehung zu E hei3t U ein differentialgeometri-
sches Grundgebiet D.

nicht beide verschwinden, durch den
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§ 2. Geoddtische Linien.
Die geodiatischen Linien in D, d.h. die Bilder der Extremalen

des Variationsproblems J f ds =0 in E, haben einige bekannte

Eigenschaften, die wir fiir spétere Zwecke in Erinncrung rufen
miissen.

1) Zu jedem Punkt z in D gibt es einen Kreis in E, dessen
Mittelpunkt @ entspricht, und der folgende Eigenschaft besitzt:

Das Innere K dieses Kreises — und damit das Gebiet U(z),
das K in D entspricht — 143t sich auf ein anderes Kreisinnere
K’ so abbilden, da8 die « enthaltenden geoditischen Linien von
U(z) in die Durchmesser von K’ iibergehen. Die Abbildung

5 K’ ist in beiden Richtungen stetig differenzierbar. 13)

Jedes Gebiet U(x), das die hier beschriebene Abbildung
gestattet, heille eine geoditische Umgebung von .

Aus der Existenz der Abbildung K = K’ folgt: Jeder Punkt
y #a in U(x) 1aBt sich mit @ durch genau einen in U(z) ver-
laufenden doppelpunktfreien geoditischen Bogen 4) xy mit x
verbinden. Bei festem a, variablem y C U(z) variiert xy stetig.
Im folgenden soll das Symbol ab stets einen geoditischen Bogen
bedeuten, der in einer geoditischen Umgebung eines seiner End-
punkte liegt. s(ab) bezeichnet die Linge von ab. Diese Bezeich-
nungen haben nicht fiir alle Punktepaare Sinn, und die Verwen-
dung des Symbols ab soll zugleich aussagen, daBl a in einer geoda-
tischen Umgebung von b liegt, oder umgekehrt; von jetzt ab
nennen wir jeden solchen Bogen ,,Strecke” und die gewohnliche
Strecke ,,euklidische Strecke”.

Aus der Decfinitheit von ds? folgt (vgl. HR, 213), daB} ich ein
positives ¢ so klein wihlen kann, daB ich auf den von & ausgehen-
den geoditischen Linien alle Léangen = ¢ von 2 aus abtragen
kann, ohne U(x) zu verlassen. Fir 0 <¢' <c¢ ist der Ort der
Punkte y mit s(azy) = ¢’ eine stetig differentiicrbare Kurve, die
in jedem ihrer Punkte y die Strecke xy senkrecht schneidet 13).
Wir nennen diese Kurven geodétische Kreise (nur fiir ,,Radien”,
die so klein sind, wie wir gefordert haben!). Liegt y im Innern
eines solchen Kreises, so ist @y die einzige kiirzeste Verbindung

13)  Vgl. BorLza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (1909) § 33, Satz I,
insbesonderc den Beweis dicses Satzes.

14)  Wir nennen ,,Bogen” stets das stetige Bild eines abgeschlossenen Intervalls.
Das Bild eines offnen Intervalls heifle ,.offner Bogen’’. Rechnet man genau einen
Endpunkt mit, so sprechen wir von einem ,,Strahl”.

15) e, 13), § 43.
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von @, y in D, d.h. jede rektifizierbare Kurve, die # mit y in D
verbindet und einen nicht auf zy liegenden Punkt enthilt, ist
linger als zy.

2) Es ist fiir das Folgende sehr wichtig, daf3 die geodétischen
Umgebungen in jedem Teilgebiet von D ,,gleichmé&Big hinreichend
groB3”’ bleiben; wir meinen damit folgenden Sachverhalt:

Jeder Punkt zC D besitzt eine Umgebung V({z) folgender
Eigenschaft: Jeder Punkt von V(z) ist Mittelpunkt eines geo-
datischen Kreises, der V(z) im Innern enthdlt ). Hieraus folgt:
Sind a, b beliecbige Punkte von V(z), so existiert ab und ist die
einzige kiirzeste Verbindung zwischen ¢ und b in D. Denn es
gibt einen geoditischen Kreis vom Mittelpunkt a, der V (z), also b,
im Innern enthéilt.

Ferner ergibt sich: ab variiert stetig, wenn man die Endpunkte
in V(z) stetig variiert. Zum Beweis halte man erst a fest und
variiere b, dann umgekehrt.

Wir kénnen nicht allgemein aussagen, da3 ab in V(z) enthalten,
daB also V(2) in bezug auf die von uns betrachtete Strecken-
menge konvex ist. Wir zeigen nun, da3 es auch konvexe z ent-
haltende Bereiche gibt.

§ 3. Kreisscheiben und Sektoren.

Zunichst eine Hilfsbetrachtung. 17) Eine geoditische Linie 4
stehe in a senkrecht auf einer geoditischen Linie B. Wenn die
Schar der geoditischen Linien 4’, die in einer Umgebung von a
ebenfalls senkrecht auf B stehen, eine Enveloppe haben, so nennt
man bekanntlich den von a aus ersten Schnittpunkt von A4 mit
dieser Enveloppe den Brennpunkt von 4 bzgl. B; ist  ein Punkt
von A derart, dal auf dem Teilbogen (az) von A kein Brenn-
punkt von 4 liegt, so bildet (az) die ,,relativ”’ kiirzeste Verbin-

16) l.c. 13), § 83, Satz IV. Zuniichst gibt es zu jedem beschrinkten Teilbereich
T von E eine positive Zahl ¢, so daB es um jeden Punkt p von T als Mittelpunkt
einen euklidischen Kreis P vom Radius c¢ gibt, dessen Inneres die in 1) fiir K
geforderten Eigenschaften hat. Ferner gibt es wegen der Definitheit von ds? eine
Konstante d, 0 < d < ¢, derart, daB3 der mit P konzentrische Kreis vom Radius
d einen Teilbereich eines geoditischen Kreises in D abbildet, dessen Mittelpunkt
p entspricht; auch die Konstante d bezieht sich gleichmilig auf alle Punkte
von T. Nun sei ein Punkt 2’ C T gegeben. Ist dann e < }d und so klein,
daB3 der um 2’ als Mittelpunkt geschlagene euklidische Kreis ¢ vom Radius e
ganz in T liegt, und ist 2 der Bildpunkt von 2’ in D, so hat in D das Bild V(2)
des Innern von Q die im Text geforderte Eigenschaft.

17) Zum folgenden vergleiche: l.c. 13), 6. Kapitel; lc. 3), gi¢me partie,
livre 6, chap. V.
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dung zwischen x und B, namlich die einzig kiirzeste im Vergleich
zu allen Kurven einer gewissen Umgebung des Bogens (az). Ein
geoditischer Bogen (za’), der B in einen Punkt a’ unter einem
andern als rechten Winkel trifft, kann niemals eine kiirzeste
Verbindung von 2 mit B sein.

Andererseits kann man fiir den Brennpunkt auf A4 folgende
Kennzeichnung geben:

Sei s die von a aus gemessene Bogenlinge auf 4. Sei k(s) die
GauBsche Krimmung lings 4 als Funktion von s. Dann inte-
griere man die Differentialgleichung y’’+k(s)y =0 mit der Neben-
bedingung y'= 0 in s = 0. Der Brennpunkt ist die erste Nullstelle
von y oder existiert im zugrundegelegten s-Intervall iiberhaupt
nicht, falls keine Nullstelle von y in diesem Intervall existiert.
Nach Sturmschen Sitzen kann man daher (durch Vergleich mit
der Differentialgleichung y’'+ My = 0) schlieBen: Ist auf dem
7

betrachteten Bogen 4 k(s) <M, soliegt im Intervall 0 <s <
kein Brennpunkt von A. 2
Ist also bei .unserer Konstruktion und bei dieser Bedeutung

von M der Bogen (az) kiirzer als ELJ\_J’ so liefert er sicher eine

relativ kiirzeste Verbindung z, B.

Wir kehren nun zu dem in § 2 erklirten Gebiet V(z) zuriick.
Zunichst wihlen wir ¢ positiv so klein, daB3 die Punkte y mit
$(yz) = ¢ Inneres und t’eripherie eines in V(z) enthaltenen geodi-
tischen Kreises K| erfiillen. M sei eine so gro3e positive Zahl, daB3
in K, die Gaufsche Kriimmung iiberall << M ist. Nun sei d < %
und auBerdem < ﬁl Dann ist in K, also in V(2), die geoda-

A%
tische Kreisscheibe K(z): $(yz) < d enthalten. Seien nun y, y’
irgend zwei Punkte von K(z), dann haben sie als Punkte von
V(z) eine Verbindungsstrecke yy’. Da sich y mit y’ {iber z durch

den Streckenzug yz 4 2y’ der Linge < 2d < % verbinden 1a8t,
ist erst recht s(yy’) < —;— Ist also « ein Punkt auf yy’, so besitzt

z die Verbindung zy + yz der Linge < #c¢ mit z. Liage nun yy’
nicht ganz in K,, so hitte yy’ einen Punkt z mit der Peri-
pherie von K, gemein. Dann existierte 2, und s(zz) wire einer-
seits < 3¢, andererseits = c¢. Also liegt die ganze Strecke yy’ in
K,, und fir jeden Punkt zCyy’ existiert zz. Lage yy’ nicht
ganz in K(z), gibe es also auf yy’ einen Punkt z mit s(zz) > d,
so gibe es wegen der in § 2 erwihnten stetigen Abhangigkeit der
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Strecken von den Endpunkten einen Punkt w auf yy’, fiir den
$(uz) ein Maximum wire, s(uz) = s(az) fir 2 Cyy’. Also ins-
besondere s(uz) > d = s(yz), und s(uz) > s(y'z); also wire u
innerer Punkt von yy’, und daher miite nach § 2 jedenfalls uz
auf yy’ in u senkrecht stehen. Nun hat aber nach unserer Annahme
n
WM

also wire die Lange des Weges uy -+ yz, also erst recht die von

iiber d der Weg yz-+2y’, also erst recht yy’ eine Linge < 2d <

uz < 7;1‘_4 . Dann wiirde aber nach unsrer Hilfsbetrachtung der
2v

Weg uz eine relativ kiirzeste Verbindung von z mit yy’ herstellen,
es gibe in der Nihe von u auf yy’ einen Punkt v mit s(zv) > s(zu),
im Widerspruch zur Definition von .

Die Kreisscheibe K(z) hat also in bezug auf die Wege in D die
fur die konvexen Mengen charakteristische Eigenschaft: Zwei
Punkte aus der kompakten abgeschlossenen Punktmenge K(z) be-
sitzen eine einzige kiirzeste Verbindung in D und diese liegt ganz
in K(z).18) .

Von jetzt an wollen wir geoditische Kreisbereiche von dieser
Art kurz Kreisscheiben nennen und, wo euklidische Kreise ge-
meint sind, dies hervorheben. Es ist zu beachten, dal wir von
der Kreisscheibe auler der Konvexitidt noch mehr wissen und
auch fordern, namlich die stetige Abhingigkeit der in ihr ver-
laufenden Strecken von den Endpunkten; die Stetigkeit folgt
wohl nicht direkt aus der Konvexitiat, aber jedenfalls daraus,
daBl nach unsrer Konstruktion jeder Punkt einer Kreisscheibe
cine sie enthaltende geoditische Umgebung besitzt. — Radius,
Durchmesser, Peripherie einer Kreisscheibe definieren wir wie im
euklidischen Fall.

Sind nun allgemein @, b zwei Punkte auf dem Rand eines ein-
fachzusammenhéngenden im angefiihrten Sinn in D konvexen
Bereichs B, so wird B durch ab in zwei ,,Segmente” B’, B”’
zerlegt. Ich behaupte, sie sind wieder konvex (dieser Satz diirfte
bekannt sein). Wére namlich etwa B’ nicht konvex, so gibe es
zwei Punkte @, y in B’ derart, daB ay nicht ganz in B’ lige. Da
nun B konvex vorausgesetzt ist, liegl zy in B; wenn also nicht
ganz in B’, so gibt es auf ay einen Punkt z C B—B’; x lige ins-

18) J. H. C. Wireneap hat die Existenz konvexer Umgebungen eines Punkts
allgemein inbezug auf die Autoparallelen n-dimensionaler affinzusammenhiéngender
Riume gezeigt (Convex regions in the geometry of paths [Quart. J. Math. (Oxford)
3 (1932), 33—42]). Der obige unserm spezicllen Fall angepaflte Beweis diirfte
trotzdem von Interesse sein.
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besondere nicht auf ab. Da aber diese Strecke B’ in B von B— B’
trennt, miilte 22 mindestens einen Punkt 2, und ebenso zy
mindestens einen Punkt 3’ mit ab gemein haben; also hitten ab
und ry zwei Punkte a’, y’ gemein, diese hitten zwei kiirzeste
Verbindungen, entgegen der Minimaleigenschaft der Strecke.

Teilen wir demnach eine Kreisscheibe durch einen Durchmesser
in zwei Halbkreisflichen (die wir als abgeschlossene Mengen
meinen), so ist jede dieser Flichen wieder konvex, und hat auBler-
dem in unserm Fall wieder die Stetigkeitseigenschaft insbezug
auf die Strecken. Zerlegen wir die Halbkreisfliche weiter durch
einen Radius, so entstehen wieder zwei konvexe Bereiche; jeden
solchen Bereich nennen wir einen hohlen Sektor; die berandenden
Radien nennen wir die Schenkel, den Kreismittelpunkt den Scheitel,
beides zusammen die Begrenzung des Sektors (im Gegensatz zur
Berandung, zu der natiirlich noch ein Peripheriebogen gehort).
Wir meinen die Sektoren als abgeschlossne Bereiche. Uberstumpfen
Sektor nennen wir die abgeschlossne Hiille des Komplementér-
bereichs eines hohlen Sektors einer Kreisscheibe. Schenkel,
Scheitel, Begrenzung wird wie beim hohlen Sektor verstanden.
Die Halbkreisfliche nennen wir auch einen gestreckten Sektor.
Die hohlen Sektoren sind also echter Teil einer Halbkreisfliche
von gleichem Scheitel und Radius, wiahrend die iiberstumpfen
Sektoren eine Halbkreisfliche gleichen Scheitels und gleichen
Halbmessers als echten Teil enthalten.

Wie schon die Anschauung im euklidischen Fall nahelegt, sind
die iiberstumpfen Sektoren nicht konvex. Wir untersuchen jetzt
kiirzeste Wege in tiberstumpfen Sektoren.

U sei ein liberstumpfer Sektor des Scheitels s. Seine Schenkel
seien S, S’. V sei der komplementére hohle Sektor. Sind dann a, a”
zwei Punkte auf S, S’, so liegt aa’ in V, denn V ist konvex, aa’
fallt also genau dann auch auf U, wenn auf die gemeinsame
Begrenzung beider Sektoren. Sind nun a, a’ beide von s verschie-
den, so hat die Verbindung von a mit a’ lings der Begrenzung
S + S’ einen Knick in s, also tritt aa’ notwendig ins Innere von
V ein, womit gezeigt ist, dal U nicht konvex ist.

Natiirlich gibt es trotzdem Punktepaare in U, deren Verbin-
dungsstrecke in U liegt. Wir konnen die verschiedenen Moglich-
keiten folgendermaflen iibersehen:

Seien z, y irgendzwei verschiedene Punkte in U. Fillt @ mit s
zusammen, so liegt 2y in U. Seien nun a, y beide von s verschieden,
Dann betrachten wir die Radien X, Y, die xs bzw }73 enthalten.
Ist ein von ihnen begrenzter hohler oder gestreckter Sektor V”



90 Stefan Cohn-Vossen. [22]

in U enthalten, so haben z, y eine kiirzeste Verbindung zy in
V', also a fortiori in U. Tritt dieser Fall nicht ein, so ist der von
X, Y begrenzte iiberstumpfe Sektor U’ in U enthalten. In U’,
also erst recht in U liegt der Radius X', der in die Verliangerung
von X iber s hinaus fallt. Aus der Figur geht hervor, da3 jeder
Weg w, der y in U mit  verbindet, einen Punkt z mit X’ gemein
haben muB; w ist also nicht kiirzer als der Streckenzug yz—l—zw
Ist 2 von s verschieden, so kann ich weiter zerlegen 2 = zs -+ sa.

w ist also nicht kiirzer als yz + zs 4 sz. Nun ist yz + zs fiir s #% s
linger als ys. Der einzig kiirzeste Weg von y in U nach x ist somit,
falls X, Y keinen hohlen Teilsekior von U beranden: ys -+ sa.
Sonst xy.

Wir haben damit ein Problem der Variationsrechnung im
Kleinen ,,mit Gebietsbeschriankung” auf durchaus elementare
Weise gelost.

§ 4. Verkiiraungsformeln.

Die folgenden wohlbekannten Tatsachen '°) werden in § 16
gebraucht werden und seien hier erwahnt, weil sie sich unmit-
telbar ans Vorige anschlieBen.

V sei ein hohler Sektor mit dem Scheitel z und den Schenkeln
X, Y. Als Winkel w von V definieren wir die im Intervall (0, )
eindeutig bestimmte Zahl w fiir die cos w gemaB § 1 durch die
Richtungen von X, Y in 2 bestimmt ist. Dann ist, weil ¥ hohl,
0 <w<<m.

x sei ein von 2 verschiedener fester Punkt von X. y sei ein
laufender Punkt von Y, den wir durch den Parameter ¢ = s(zy)
bestimmt denken. Ist {, die Lange des Radius von V, so ist
0 <t =<1, das Definitionsintervall einer stetig differentiierbaren

Funktion f(t) = s(xy); und zwar gilt, Z—{ = f'(t) gesetzt:

(8) f(0) = — cos w.
Daraus folgt zunichst: Ist w < %, so gibt es zu jedem x C X,

x # 3, einen Punkt y auf Y, so daf s(zy) < s(az).
Sei nun w bis auf 0 <w <<z beliebig. Dann zerlegen wir V

durch einen Radius Z in zwei Sektoren V', V"’ des Winkels % < g
Wir wenden (8) auf diese Sektoren an, wobei zu beachten ist,

daf3 cos % > 0.

19) vgl. z.B. lLec. 3), 2i€me partie, livre 5, chap. IV.
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Seien also jetzt , y feste von z verschiedene Punkte, so daB
2CX und yCY. Dagegen sei 2’ ein laufender Punkt auf Z,
den wir durch den Parameter f= s(zz’) festlegen. Dann ist
g(t) = s(xz’) + s(z'y) fir 0 <t <t stetig nach ¢ differentiierbar,
und nach (8) ist

g'(0) = — 2 cos }w.

Fiir jedes positive ¢ gibt es demnach ein ¢, so dal 0 <t =1,
und g(4) < g(0) — 2¢, cos 3w + &t .

Wir begniigen uns mit dem Fall ¢ = cos w; dann kénnen wir
angesichts der Bedeutung von ¢ und g(¢) das folgende Ergebnis
formulieren, das wir spdter brauchen:

Sind z, y 2wet vom Scheitel 2 eines hohlen Sektors V verschiedene
Punkte auf den beiden Schenkeln dieses Sektors, und ist w der zu
V gehorige Winkel, so gibt es in V einen Punkt 2’, so daf der (not-
wendig in V verlaufende) Weg xz’ -+ 2"y um mindestens s(23') cos 3w
kiirzer ist als xz + zy.

II. Differentialgeometrische Flichen und
geodiitische Bereiche.

§ 5. Differentialgeometrische Fliche.

Topologische Flache nennen wir (fast wortlich nach HR,
209—210) einen zusammenhingenden topologischen Raum, in
dem es ein abzidhlbares vollstindiges System von Umgebungen
— im Sinne von Hausdorff 2°) — gibt, und in dem sich jede Um-
gebung eindeutig und stetig auf die euklidische Ebene abbilden
1a8t.

Eine topologische Fliche heiBit eine differentialgeometrische
Fliche F, wenn jede Umgebung U ein differentialgeometrisches
Grundgebiet D ist, so daB noch folgende Zusatzforderung er-
fullt ist:

Ist ein Gebiet U’ der topologischen Fliche in den Umgebungen
U,= D, und U, = D, enthalten, so sind die durch U’ bedeck-
ten Teilgebiete D;CD; und D, CD, isometrisch aufeinander
abgebildet.

Dabei moégen zwei Teilgebiete eines oder mehrerer differential-
geometischen Grundgebiete isometrisch aufeinander abgebildet
heiflen, wenn die Koordinaten der Punkte des einen Gebiets drei-

20) HAUSDORFF, Grundziige der Mengenlehre (1914), Kap. VII, § 1; Kap. VIII,
§§ 1—3.
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mal stetig differentiierbare Funktionen der Koordinaten der
Bildpunkte sind (und umgekehrt), und wenn die in § 1 erklirte
quadratische Differentialform ds? gegeniiber der Koordinaten-
transformation invariant ist. 2!)

Hiernach erhalten fiir ein Gebiet M in F die Begriffe, bzw.
Zahlen ,,rektifizierbare Kurve”, ,,Richtung”, ,,Léange”, ,,Winkel”,
Gauflsche Kriimmung”, ,,Flicheninhalt”, , Totalkrimmung”,
,.geoditischer Bogen”, ,,Strecke”, ,,Kreisscheibe”, ,,Sektor” den
gleichen Sinn bzw. Wert in allen A enthaltenden D;; somit
hiangen diese Begriffe im Kleinen nur von F selbst ab, und so-
weit jene Begriffe sich nicht bloB auf Punktmengen beziehen,
die ganz in einem D, enthalten sind (wie z.B. der Begriff der
Bogenliange ciner Kurve beliebiger Ausdehnung), kommt man
immer durch Zerlegung jener Mengen in kleinere Teilmengen auf
die erstgenannten auf ein einziges Grundgebiet beziiglichen Be-
griffe zuriick; eine Kurve heiflt im Groflen rektifizierbar, wenn
sie sich in endlichviele rektifizierbare Teilbogen zerlegen laBt,
deren jeder in ein Grundgebiet fillt; die Gesamtlinge ist Summe
der Lingen der Teilbogen. Die entsprechende Reduktion fir die
Totalkriimmung werden wir in § 18 ausfithrlich behandeln.

,,Fliche” bedeutet von jetzt ab stets differentialgeometrische
Fliche.

§ 6. Geoddtische Bereiche.

Eine zusammenhingende Punktmenge G ciner Flache F heille
ein geoddtischer Bereich, wenn zu jedem Punkt 2 C G eine Kreis-
scheibe K(x) vom Mittelpunkt a existiert, so da3 der Durch-
schnitt K (x) von K(x) mit G eine von folgenden 4 Gestalten hat:

1) Kg(z) = K(x).

2) Kg(a) ist einc Halbkreisflaiche von K(x).

8) K;(2) ist cin nichtgestreckter Sektor von K(z).
4) K;(x) besteht aus mehreren, endlichvielen Sektoren von
K(z), die auBler @ keinen Punkt gemein haben.

Offenbar ist @ im ersten Fall innerer Punkt, in den 3 letzten

Fallen ein :u G gehoriger Randpunkt von G. Man beachte, da3

21y Ids erheben sich einige axiomatischen Fragen. Z.B. sollte man die Isometrie
auch als topologische Abbildung definieren konnen, bei der rektifizierbare Bogen
in rektifizierbare Bogen gleicher Linge tibergehen; wahrscheinlich ergibt sich dann
dic dreimalige Differentiierbarkeit der Koordinatentransformation und die In-
varianz von ds? von sclbst. Ferner diirfte man bei der Definition der differential-
geometrischen Fliiche wohl ohne Abzahlbarkeitsaxiom auskommen; vgl. T. RApo:
Uber den Begriff der Riemannschen Fliche [Acta Szeged 2 (1923), 101—121].
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auf F Haufungspunkte von G liegen diirfen, die nicht zu G ge-
hoéren, und iiber deren Umgebungen wir nichts aussagen.

Im 2 Fall heiB3t o regulirer Randpunkt, in den beiden letzten
Fillen' singuldrer Punkt von G. Jeder Randpunkt ist Haufungs-
punkt regulirer Rand- und innerer Punkte, kein Punkt von G
ist Hiufungspunkt singuldrer Punkte von G.

Im 3. Fall nennen wir @ eine wesentliche Ecke von G, und zwar
hohl oder einspringend, je nachdem der Sektor K. (z) hohl oder
iiberstumpf ist; bisweilen nennen wir # im 2. Fall auch eine un-
wesentliche Ecke von G.

Im 4. Fall heiBle # ein Knotenpunkt von G.

Nach diesen Definitionen sind die Flachen selbst identisch mit
der Gesamtheit der geoditischen Bereiche ohne Randpunkte.
Wenn dagegen ein geoditischer Bereich G Randpunkte hat, so
ist der Rand in abzihlbarviele Strecken und Ecken zerlegbar, die
in G keinen Haufungspunkt haben. Ist ein geoditischer Bereich
in sich kompakt und frei von Knotenpunkten, so nennen wir ihn
einen Normalbereich. Ein Normalbereich ist entweder eine ge-
schlossene Fliche oder besitzt einen Rand, der aus endlich-
vielen paarweis punktfremden geoditischen Jordanpolygonen
besteht.

Einen geoditischen Bereich, der frei von Knotenpunkten und
einspringenden Ecken ist, nennen wir geoditisch-konvex. Ist ein
solcher Bereich auflerdem in sich kompakt, also Normalbe-
reich, so nennen wir ihn extremalkonvex im Einklang mit der
von Bolza 13) eingefiihrten Bezeichnung.

L&aBt man von den K (z) die Peripherieen fort, so sind die ,,offnen
Kreisscheiben” K’(2), die iibrig bleiben, offenbar ein vollstandiges
Umgebungssystem in F. Infolgedessen erhidlt G die Struktur
eines topologischen Raums, wenn wir als Umgebungen in G den
Durchschnitt K;.(z) der K'(x) mit G zugrundelegen 22). Die K/ ()
entstehen offenbar aus den K;(x) durch Fortlassen der Peri-
pheriebogen. Stetigkeit ciner Funktion in G, Haufungspunkte,
Konvergenz und Divergenz, Abgeschlossenheit und Kompakt-
heit von Punktmengen in G werde von jetzt ab stets in bezug auf
das Umgebungssystem K; oder ein gleichwertiges System ver-
standen 23).

Nach unsern Definitionen ist z.B. die Menge der singuldren
Punkte eines geoditischen Bereichs G stets entweder endlich

22) Vgl L c. #0), Kap. VII, § 6, S. 242,
) Wegen der Terminologie vgl. L ¢, 20), Kap. VII, § 4
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oder in G divergent. Demgegeniiber werden wir in § 12 einen
geoditischen Teilbereich G der euklidischen Ebene E angeben,
so daBl in E (nicht in G) die singuldaren Punkte von G Haufungs-
punkte haben.

Wir brauchen noch folgende Definition: Eine abzéhlbar unend-
liche Menge von Punktmengen M ,;C G heiBe ,,in G konvergent
gegen eine Menge M, Bezeichnung M, S M, wenn eine Menge
M CG folgender Eigenschaft existiert: 1) Jede Umgebung
jedes Punkts von M hat mit fast allen M, mindestens je einen
Punkt gemein. 2) Jeder Punkt von G — M besitzt eine Umge-
bung, die mit hichstens endlichvielen M ; einen Punkt gemein hat.

Hieraus 1Bt sich leicht schlieBen: Aus M, S M, M, S M’
folgt, daB3 die Mengen M, M’ identisch sind.

§ 7. Die geoddtischen Bereiche als metrische Rdiume.

Wir wollen K;(z), bzw. K;(x) eine G-Kreisscheibe, bzw. eine
offne G-Kreisscheibe vom Mittelpunkt # nennen. Der Radius
wird wie bei K(«) definiert. Dann folgt aus unsern Vorausset-
zungen: Jeder Punkt einer G-Kreisscheibe 148t sich in ihr, also
in G, langs eines Radius mit dem Mittelpunkt verbinden. Hieraus
folgt weiter, daf sich zwei beliebige Punkte a, b von G durch einen
in G liegenden Streckenzug aus endlichvielen Strecken verbinden
lassen. Ich iiberdecke zunichst die G enthaltende Flache durch
abzihlbarviele offne Kreisscheiben K%, wodurch eine Uber-
deckung von G durch abzihlbarviele K2 entsteht; aus den zuge-
horigen K. wihle ich zwei, A, B, so da3 aC A4, bC B. Dann
muB es eine ,,Kette’’ von endlichvielen K geben, die mit A be-
ginnt und mit B aufhért, und in der jedes Glied mit dem folgenden
wenigstens einen Punkt gemein hat; andernfalls zerfiele G in
mindestens zwei Komponenten (eine mit A, eine mit B zusammen-
héngende) anstatt zusammenhéngend zu sein. Nun verbinde ich
a langs eines Radius, also durch eine Strecke, mit dem Mittel-
punkt von A, hierauf diesen durch eine radiale Strecke mit einem
Punkt, den 4 mit dem né#chsten Kettenglied A’ gemein hat,
dann diesen Punkt mit dem Mittelpunkt von A’ usw.

Wir nennen G-Abstand og(ab) von a, b die untere Grenze der
Lingen aller rektifizierbaren Wege, die a mit b in G verbinden. Ist
A eine G-Kreisscheibe vom Mittelpunkt ¢ und vom Radius 7,
und ist b ein Punkt von 4, so ist g;(ab) identisch mit der Linge
s(ab) der Strecke ab, die ja in A, also in G liegt, also zur Kon-
kurrenz zugelassen ist; ab ist, wie frither bewiesen, jedenfalls
kiirzer als jede andere in A4 gelegene Verbindung zwischen a und b.
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Jeder Weg aber, der a mit b verbindet und A verlaBit, besitzt
einen von a aus ersten Peripheriepunkt # von 4, und schon der

Teilbogen ax jenes Weges hitte mindestens die Linge r = s(ab).
Hiernach stellt in G die Ungleichung g;(az) < r genau die Punkte
2C A dar, was den Ausdruck G-Kreisscheibe rechtfertigt. Die
Ungleichung o¢(az) <r stellt in G die offne Kreisscheibe von
Radius r und Mittelpunkt a dar; demnach ist G vermoége dieses
G-Abstandsbegriffs ein metrischer Raum derart, daB3 die metrisch-
sphérischen Umgebungen mit den frither G als topologischen
Raum konstituierenden Umgebungen identisch sind. Da3 nim-
lich der G-Abstand den ersten beiden Entfernungsaxiomen (vgl.
HR, 2138) geniigt, ist durch die eben gefundene Eigenschaft
der G-Kreisscheiben gezeigt; das dritte Axiom, die Dreiecks-
ungleichung, ist wegen der Definition des G-Abstands als untere
Grenze der Lingen verbindender Kurven trivial. Infolge der
Axiome ist bekanntlich jede Entfernungsfunktion in einem
metrischen Raum, also insbesondere der G-Abstand in G eine
stetige Funktion seiner Bezugspunkte.

Wir ziehen aus unserm Entfernungsbegriff die {iblichen Kon-
sequenzen. Sind 4, B in G irgend zwei Punktmengen, die auch
einzelne Punkte sein diirfen, so nennen wir ihren G-Abstand
0c(AB) die untere Grenze von gg(ab) fir aCA4, bCB. Ist 4
kompakt und abgeschlossen in G, so gibt es ein 4,C A4 mit
0(a,B) = 05(AB).

Eine Menge M C G heif3t beschrankt in G, wenn die G-Abstinde
aller in M enthaltenen Punktepaare eine endliche obere Grenze
haben. Andernfalls hei3t M unbeschrankt. Wir werden in § 12
einen geoditischen Teilbereich G der euklidischen Ebene E an-
geben, in dem eine Menge liegt, die in E beschrinkt ist, in G
aber nicht.

Wir brauchen fiir spiater einen Hilfssatz, der etwas Ahnliches
leistet, wie der Borelsche Uberdeckungssatz:

Hilfssatz. Ist N kompakt in G, so gibt es ein positives r =7(N)
mit folgender Eigenschaft: Ist a ein Punkt von N, so gibt es stets
eine kleine G-Kreisscheibe, die a enthilt, und von deren Peri-
pherie @ den G-Abstand =r hat. — Dabei heilt eine G-Kreis-
scheibe klein, wenn es eine konzentische G-Kreisscheibe von
mindestens dreifachem Radius gibt.

Beweis des Hilfssatzes: Jedem Punkt aC G kann ich folgende
Zahl f(a) zuordnen: Ich betrachte alle kleinen G-Kreisscheiben,
die a enthalten; von den G-Abstinden des Punkts a von der
Peripherie aller dieser Kreisscheiben bilde ich die obere Grenze,
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falls es eine gibt, und setze sie f(a). Andernfalls setze ich f(a) =1.
f(a) ist jedenfalls positiv; denn um a als Mittelpunkt gibt es eine
G-Kreisscheibe vom Radius @; die dazu konzentrische vom

Radius % ist eine a enthaltende kleine G-Kreisscheibe, und a
hat von ihrer Peripherie den G-Abstand g, also f(a) = % Ich

setze lim f(a) = 2r, wobei a die Menge N durchlduft. Ich habe nur
noch zu zeigen, da3 r > 0.

Wire r =0, so gibe es eine Punktfolge a;CN, mit f(a;) - 0.
Nun haben aber infolge der Kompaktheit von N die a; einen
Haufungspunkt ¢ CG. Sei A4 irgendeine kleine Kreisscheibe um
a als Mittelpunkt, und sei 2y > 0 der Radius von A. Dann wire
fir unendlichviele a;, namlich fir alle a;, mit os(aa;) < y:
fla;) =y, und nicht f(a;) —0. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Er entspringt natiirlich einem fiir alle metrischen Réume giil-
tigen Sachverhalt.

§ 8. G-Strecken, G-Strahlen, Normalmengen von G-Strecken.

Einen rektifizierbaren Bogen in G mit den Endpunkten a, b
bezeichnen wir als G-Strecke L/l\b, wenn er eine kiirzeste Verbin-
dung von a mit b in G darstellt, wenn also die Linge 8((2‘1)) von
ab den Wert oc(ab) hat. Wir lassen Punkte als G-Strecken ver-
schwindender Lange gelten.

Die in G enthaltenen Strecken sind auch G-Strecken. Im allge-
meinen braucht aber eine G-Strecke nicht die einzige kiirzeste
Verbindung ihrer Endpunkte zu sein, wie das bekannte Beispiel
der Halb-GroBkreise auf der Kugelflache lehrt. Dagegen folgt
aus der Minimaldefinition der G-Strecke: Jeder Teilbogen einer

G-Strecke ist G-Strecke. Fir alle Punkte 2C ab besteht daher
die Gleichung

(9) oc(az) + o¢(@b) = o5 (ab).

Die Bedeutung von (9) reicht tiber den betrachteten Fall
hinaus; wir werden sehen, daBl der durch (9) bestimmte geome-
trische Ort fiir # auch dann eine nichttriviale Figur ergibt, wenn
a, b keine kiirzeste Verbindung in G haben.

G-Strahl nennen wir einen Strahl ) in G, wenn jeder in ihm
enthaltene Bogen G-Strecke ist. Ist ein G-Strahl beschriankt, so
bezeichnen wir als seine Lénge die obere (notwendig endliche)
Grenze der Lingen seiner Teilstrecken.

Man erhilt einen (beschriankten) G-Strahl, wenn man von einer
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G-Strecke den einen Endpunkt weglaf3t. Demgegeniiber nennen
wir einen G-Strahl divergent, wenn er nicht Teil einer G-Strecke
ist. Jeder unbeschrinkte G-Strahl ist divergent. Dall es auch
geoditische Bereiche mit beschrinkten divergenten G-Strahlen
gibt, lehrt folgendes einfache Beispiel:

Das Innere I eines euklidischen Kreises K ist (mit seiner
euklidischen Metrik) eine Fliche, also ein geodétischer Bereich G.
Die G-Strecken sind diejenigen euklidischen Strecken, deren
Endpunkte in I liegen. Verbindet man einen Punkt von I gerad-
linig mit einem Punkt von K und 148t aus der euklidischen Ver-
bindungsstrecke den auf K liegenden Punkt fort, so bleibt ein
beschrénkter divergenter G-Strahl iibrig. Unbeschrinkte G-Strah-
len gibt es in I nicht.

In Anlehnung an die Gedankenginge von HR werden wir nun
die Gesamtheit der G-Strecken eines allgemeinen geoditischen
Bereichs auf ihre Kompaktheit hin untersuchen; dabei werden
die beschrinkten divergenten G-Strahlen mehrfach eine Rolle
spielen.

Wir definieren: Eine Menge (L) von G-Strecken L heifit ,,nor-
mal”, wenn es zu jeder unendlichen Teilmenge (L’)C (L) eine
G-Strecke ab und eine abzihlbar-unendliche Teilmenge L, = a/i\b,-
in (L) gibt, so daB im Sinn von § 6: asb, S ab.

Man beachte, dal wir nicht nur Existenz konvergenter Teil-
mengen von G-Strecken fordern, sondern auch, dafl diese Teil-
mengen gegen G-Strecken konvergieren. Wir werden sehen, daf3
G-Strecken auch gegen divergente G-Strahlen konvergieren
koénnen.

Wir wollen den Konvergenzbegriff, fiir den Fall, daf3 G-Strecken
gegen eine G-Strecke konvergieren, in Zusammenhang mit der

Konvergenz von Punktfolgen bringen. Zunichst behaupten wir:

Aus a;b; & ab folgt a;—~a, b, —~b. Aus dieser Behauptung folgt
wegen der Minimaldefinition der G-Strecken und der Stetig-

keit der Abstandsfunktion: s(a/l-\bi) —>s(c/z\b). Ferner folgt: Die
Endpunktmenge einer normalen Menge von G-Strecken ist kom-
pakt. Die Léngen aller G-Strecken einer Normalmenge liegen unter
einer festen Schranke. — Wir beweisen nun die zuerst aufgestellte
Behauptung.

Da in jede Umgebung von a fast alle gegebenen G-Strecken
ah; = L, eindringen, gibt es zu jedem ¢ einen Punkt a; C L, mit
a; — a. Entsprechend b, b, b;CL;. Um zu zeigen a;, —a, ge-
niligt es, zu zeigen p;(a;a;) — 0. Wire die letzte Limesrelation

-
{
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falsch, so giibe es ein d, > 0 und eine Teilfolge (k) C (7) 24), mit
o0¢(a,a;) = d,. Sei nun 4 eine G-Kreisscheibe vom Mittelpunkt a.
r sei der Radius von 4. d sei irgendeine positive Zahl << ir,

<dy. Dann tragen wir auf den Teil-G-Strecken a,:zz;cCLk von
a; aus die Lange d ab bis a, . Sei (m) die Teilfolge von (k), fiir
welche g (aa,,) < 4. Dann folgt: g;(aa,,) < o;(aa,,) +05(a,,a,) =7.
Also wire fiir alle mC (m): a,, C A. Dann hitten die a,, einen
Haufungspunkt a’”CA. Sei (n) die Teilfolge von (m), fiir die
a’ —>a’ Dann ist s(a,b,)—>oc(a”’b), andererseits s(a,b,) =
=d + s(a,b,), und s(a,b,)— os(ab). Folglich wire g;(a''b) =
= gs(ab) + d > gs(ab). Demnach koénnte a’’ nach (9) nicht auf
ab liegen, wihrend es noch nach der Definition der Punktmengen-

konvergenz (§ 6) aullerhalb ab keinen Hiufungspunkt von
Punkten der L; geben darf. Also in der Tat a, —a. Genauso
folgt b, —b.

Nun beziehe ich den laufenden Punkt ¢;CL,;, und ebenso

den laufenden Punkt ¢Cab auf einen Parameter t, 0t<1,
auf dieselbe Weise, wie es beim Verfahren von Hilbert-Caratheo-
dory geschieht ). Ich bezeichne ndmlich mit ¢,(t), bzw. ¢(t) den

Punkt, der L;, bzw. c?b, im Verhaltnis ¢:(1—¢) teilt, so da z.B.
fiir ¢ = ¢(t) gilt: s(ac) = ts(ab). Dann gibt es zu jedem ¢, 0 <t <1
eine Folge ¢,, so da3

(10) c4(t;) —c(t).

Dies folgt aus dem ersten Postulat fiir Mengenkonvergenz
(§ 6). Dann haben wir aber s(a/i\ci) — s(a/é), andererseits s(a;\ci) ==
= t,5(azh,), s(ac) = ts(ab), s(ash;) — s(ab). Also fiir s(ab) > 0:
(11) t; —>t.

Betrachten wir nun neben den Punkten c¢,(f;) die Punkte

¢;(t), so ist gg[c;(t;), e4(2)] = Iti_t{'s(a:bi)’ also g6 (¢(¢;)e,4(t)) —0,
und damit

(12) ci(t) — e(t).
Offenbar wird durch (10), (11), (12) das Verhalten der ein-

24) Um das Aussondern von Teilfolgen iibersichtlicher schreiben zu kénnen,
. verabreden wir von jetzt ab: Die Indices ¢ einer Folge (z;) miissen nicht notwendig
alle natiirlichen Zahlen durchlaufen, sondern irgendeine unendliche Folge (%)
monoton wachsender natiirlicher Zahlen.

2) Literaturangaben bei HR, 216.
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zelnen Punkte einer konvergenten Folge von G-Strecken in der
Weise erfal3t, wie es der Anschauung entspricht, und wie es bei
der Hilbert-Caratheodoryschen Methode von vornherein ange-
setzt wird. Wir muBten die G-Streckenkonvergenz dem allge-
meineren in § 6 gegebenen Begriff unterordnen, um nachher auch
z.B. den Fall erfassen zu koénnen, dafl eine Folge immer lingerer
euklidischer Strecken in der euklidischen Ebene gegen eine
Halbgerade konvergiert. Die einheitliche Parameterdarstellung
ist auf diesen Fall offenbar nicht iibertragbar.

Die allgemeine Untersuchung der normalen und nicht-nor-
malen Mengen von G-Strecken stiitzen wir auf eine Betrachtung
im Kleinen.

§ 9. G-Strecken im Kleinen.

Kleine G-Kreisscheibe, k;(z), wollen wir, wie schon in § 7 er-
wihnt, eine G-Kreisscheibe dann nennen, wenn es eine konzen-
trische G-Kreisscheibe K;(x) von mindestens dreifachem Radius
gibt.

Die ,,offnen” kleinen G-Kreisscheiben k;, entsprechend Kg
definiert, sind dann wieder ein vollstindiges Umgebungssystem
fir G.

Seien a, b beliebige Punkte von kg(z), w(ab) irgendein rekti-
fizierbarer a mit b in G verbindender Weg der Liange T (ab), der
wenigstens einen Punkt mit der Peripherie der ,,groBen” G-
Kreisscheibe K;(z) gemein hat. Dann kann ich auf der Peripherie
von K (x) einen Punkt ¢ von w(ab) so bestimmen, daf3 der Teil-
bogen w(ac) ganz in K(z) liegt, ferner einen (nicht notwendig von
¢ verschiedenen) Peripheriepunkt ¢’ von w(ab), so daf3 der Teilbo-
gen w(c'd) ebenfalls ganz in K(z) liegt. Dann ist w(ab) nicht kiirzer
als w(ac) + w(c'b); wegen der Minimaleigenschaft der Strecken
(§ 8) in K(x), haben wir also die Abschitzung T (ab) = s(ac) 4 s(c’d).
Nun seien r, R die Radienlédngen von k(z) bzw. K(z), also 8r < R.
Dann ist s(xa) +s(ac) = s(xc) = R, s(xa)<r, also s(ac) = 2r > s(ax).
Entsprechend findet man s(c'd) > s(xb). Also T'(ab) >s(ax)-+s(xb);
das bedeutet aber: Jeder rektifizierbare, ¢ mit b in G verbindende
Weg, der nicht ganz im Innern von K(«) liegt, ist langer als der
sicher in K;(»), sogar in k;(z) verlaufende Weg az + zb. Wenn

es also eine G-Strecke ab gibt, liegt sie in K (z).

kg(z), so ist diese Strecke zugleich G-Strecke, und zwar dann X
die einzige, die a mit b verbindet. Liegt ab nicht in ks(z), so gy
miissen insbesondere a, b beide von z verschieden sein (denn az,

-
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xb liegt in kg(z) fir alle aCky(z), bCks(x)). Dann sind ein-
deutig zwei Radien A, B von K(x) bestimmt, so daB aC A4,
bC B. Bildeten diese Radien einen Durchmesser, so wire
ab=ax + ab in kg(x) enthalten, entgegen unsrer Annahme.
Also begrenzen A, B einen hohlen Sektor V' und einen iiber-
stumpfen Sektor U, deren Vereinigungsmenge K(z) erfiillt; v, u
seien die entsprechenden Sektoren aus k(z). Lage v in kg(x), so
auch ab (vgl. § 8), entgegen unsrer Annahme. Also gibt es einen
in V enthaltenen Sektor V' von K(2), der nicht in K;(z) enthalten
ist; dies folgt aus unsern in § 6 gemachten Voraussetzungen iiber

die Gestalt von K;(z). Gibt es eine G-Strecke t;}), so ist sie
demnach im zu V' komplementéren, U enthaltenden tiberstumpfen
Sektor U’ von K(z) enthalten. Nach § 8 wird aber die kiirzeste
in U’ liegende Verbindung zweier Punkte a, b eines iiberstumpfen
Sektors U’ entweder durch ab (wenn ab in U’ liegt, was hier nicht
der Fall ist), oder durch axz -+ ab geliefert. Ergebnis:

Zwet Punkte a, b einer kleinen G-Kreisscheibe k() besitzen

N
stets eine und nur eine verbindende G-Strecke ab. Diese liegt in

k(). ab ist identisch mit ab, falls ab C kg(x). Ist das nicht der
Fall, so gibt es keinen in k;(x) enthaltenen hohlen oder gestreckten

Sektor von k(z), auf dessen Begrenzung a,b liegen. Dann ist ab
der (notwendig bei x geknickte) Streckenzug ax - xb.

Ist also ab keine Strecke, so ist  (vgl. § 6) notwendig entweder
einspringende Ecke von G, oder Knotenpunkt von G; jedenfalls
Randpunkt, und zwar singulérer.

Wir kénnen das Ergebnis auch so aussprechen: Relativ zu G
bilden die offnen kleinen G-Kreisscheiben ein vollstiandiges
System konvexer Umgebungen; je zwei Punkte einer solchen
Umgebung k; haben in G genau eine kiirzeste Verbindung, und
diese liegt ganz in k;. Entsprechend fiir k.

Der Ubergang von der Kreisscheibe zur kleinen Kreisscheibe
148t sich nicht sparen; die in § 6 definierten K;(x) brauchen
nicht konvex in G zu sein. Sie sind es nur immer in bezug auf
ihren Mittelpunkt (,,sternkonvex’’).

Ist 2 ein Punkt einer beliebig langen G-Strecke L, so kennen
wir jetzt den Verlauf von L in der Umgebung von @; der Durch-
schnitt von L mit einer kleinen Kreisscheibe um z als Mittel-
punkt ist notwendig selbst eine G-Strecke, besteht also aus zwei
in # zusammenstofBenden Strecken, die dort nur dann einen nicht-
gestreckten Winkel bilden kénnen, wenn 2 einspringende Kcke
oder Knotenpunkt von G ist; jene Strecken diirfen dann nicht



[83] Kiirzeste Wege und Totalkriimmung auf Fliachen. 101

die Begrenzung eines in G enthaltenen hohlen Sektors enthalten.
Eine G-Strecke ist demnach stets ein Streckenzug aus endlich
vielen Strecken. In einem geoditischen Bereich G sind dann und
nur dann alle G-Strecken geoditische Bogen, wenn G geoditisch
konvex ist.

Wir zeigen nun: Jede Menge von G-Strecken, deren Endpunkte
in einer festen kleinen G-Kreisscheibe liegen, ist normal.

Beweis: a;\bi sei eine Teilfolge der gegebenen Menge von
G-Strecken, es gibt also eine kleine G-Kreisscheibe A, so daB fiir
alle tC (i): a;CA, b,CA. Da A kompakt und abgeschlossen
ist, besitzen die a;, b; Haufungspunkte a,b in 4, und es gibt
eine Teilfolge (m)C (¢), so daB a,,—>a, b,,—~b. Wir haben zu
zeigen: a,,/j)m ic?b, wobei ja nach dem vorigen ab eindeutig als
in 4 enthaltene G-Strecke der Endpunkte a, b bestimmt ist.

N
Wie in § 8 beziehen wir den laufenden Punkt ¢,, von a,b,,

auf einen Parameter ¢, 0 <¢ <1, indem wir mit c,,(¢) denjenigen
Punkt ¢,, bezeichnen, fiir den s(a":\ Cp) = ts(a,,:\bm), also s(cm/\bm) =
(1—t) s(a,b,,). Bei festem ¢ liegt die Punktfolge ¢, (¢) in 4, sie
hat also einen Haufungspunkt ¢ = ¢(¢)C 4, der eindeutig eine
G-Strecke acCA bestimmt. Fiir die Teilfolge (n)C (m), fir die
¢, (t) = ¢(t), haben wir s(a;\cn) — s(c;\c), also wegen s(a;\bn) — s(c;b)
und s(a;\cn) = ts(a,:\bn): S(c;\c) = ts(tz\b). Ebenso folgt aber: s(cAb) =
(1 — t)s(ab), also s(é\c) + s(c/\b) = s(é\b). Die letzte Gleichung be-
sagt aber wegen der Einzigkeit der G-Strecke (;\b, daB ¢C ab.

Die vorhergehenden beiden Gleichungen sagen dann aus, da3 ab
durch ¢ = ¢(t) im Verhéltnis ¢: (1 —t) geteilt wird. Wir kénnen nun
schlieBen, daf3 auch die urspriingliche Folge ¢,,(¢) keinen andern
Haufungspunkt hat, als diesen wohlbestimmten Punkt ¢(¢) auf

c;\b, gegen den sie somit konvergiert. Lassen wir ¢ das Intervall

(0, 1) durchlaufen, so folgt, dal3 fir aAb das erste Konvergenz-
postulat von § 6 erfiillt ist; ferner folgt aus dem vorstehenden,

daB3 die Héaufungspunkte jeder Folge c,,(t,,) auf ab liegen, sodaf3
auch das zweite Konvergenzpostulat erfiillt ist.

§ 10. G-Strecken im Grofen. Verteilungssatz. Die verschiedenen
Konvergenzbetrachtungen iiber kiirzeste Wege und divergente
Strahlen, wie sie in HR gemacht und auch von uns im allgemeinern
Fall der geoditischen Bereiche gebraucht werden, lassen sich
zuriickfithren auf folgenden
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Verteilungssatz: M sei eine in G kompakte Punktmenge. (L)

set eine unendliche Menge von G-Strecken L = c;\b, wobei  stets
aCM. Dann sind nur zwei Fdlle moglich:

1) (L) st eine Normalmenge.

2) (L) ist keine Normalmenge. Es gibt in (L) eine Teilfolge
L;,= u:bI folgender Eigenschaft: Auf jedem L, gibt es einen
Punkt t;, so daf die Folge t, in G divergiert, und so dafS die Teil-
G-Strecken a;ti von L; gegen einen divergenten G-Strahl S in G kon-
vergieren; dabei konvergieren die a; gegen den Anfangspunkt von S.

Zum Verstandnis des zweiten Falles sei folgendes Beispiel
genannt: Der geoditische Bereich G sei das Aufere eine eukli-
dischen Kreises K in einer euklidischen Ebene E. T sei eine
Tangente an K, t der Beriihrungspunkt, a, b zwei Punkte von T,
die ¢ zwischen sich lassen. Nun sei (L;) eine Folge euklidischer
Strecken, die in G enthalten (also G-Strecken) sind, und deren
Endpunkte a;,b,;, gegen a, b konvergieren. Ist t,C L, eine gegen
t (in E!) konvergente Punktfolge, so konvergieren in E die Teil-
strecken a;t; von L; gegen die Teilstrecke at von T. In G aber
divergiert die Folge ¢;, da ja ¢ G, und die ai; konvergieren
in G gegen den in G divergenten G-Strahl S = at —t.

Bemerkenswert am Verteilungssatz diirfte es sein, daB3 auch
bei unsern recht allgemeinen Voraussetzungen iiber G nichts
wesentlich anderes bei einer nicht-normalen G-Streckenmenge
eintreten kann als in dem einfachen Beispiel, das wir nannten.

Der Beweis beruht auf folgender heuristischer Uberlegung:
Da M kompakt ist, kann man erwarten, dall man hinreichend-
kleine Teilstrecken auf den L derart abtragen kann, daBl man
nach § 9 die Menge dieser Teilstrecken als normal erkennen kann.
Bei kontinuierlicher Verlingerung aller dieser Teilstrecken wird
die Menge entweder dauernd normal bleiben, bis man alle L ganz
durchlaufen hat; dann wird der erste Fall des Satzes eintreten.
Oder aber es wird eine Liange geben, bei deren Abtragung die
Teilstrecken der L aufhoren, eine Normalmenge zu bilden.
Genauere Analyse dieses Ubergangsfalles wird uns zur Aus-
sonderung der im 2. Fall des Satzes erwiahnten Teilfolge L, fithren.

Wir bezeichnen mit L, = at die auf L = ab von a aus abge-
tragene Teil-G-Strecke der Linge T, unter der Voraussetzung
s(c;\b) > T. Andernfalls bedeute ¢ den Punkt b und L, die ganze
G-Strecke L. Unter L, verstehen wir den Punkt a, als G-Strecke

der Linge Null aufgefaBBt. Stets bedeutet L eine G-Strecke der
vorgegebenen Menge (L).
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Mit V(T') bezeichnen wir die Menge aller G-Strecken L, fiir
0T, =T.

Mit (T') bezeichnen wir nunmehr die Menge aller nichtnegativen
Zahlen T derart, daf V(T) eine Normalmenge ist und unendlich-
viele G-Strecken der Ldnge T enthdlt.

Die Zahlenmenge (T') ist nicht leer, sondern enthéilt sicher die
Zahl T =0. Denn V(0) ist normal, weil // kompakt, und ent-
hilt unendlichviele G-Strecken (der Lénge Null), weil voraus-
gesetzt war, da3 (L) eine unendliche Menge von G-Strecken ist.

(T) hat die Eigenschaft: Aus 7:C(7T), 0T, T,, folgt
T,C(T).

T, sei die obere Grenze der 7T C(T); falls (7)) unbeschriankt
ist, bedeute 7, das Symbol oo, und T; — T, bedeute, dal die
endlichen Zahlen T'; fast alle liber jeder gegebenen endlichen
Schranke liegen.

N, sei die Punktmenge, die von der Vereinigungsmenge der
V(T) fir alle TC(T) bedeckt wird. Dann unterscheiden wir,
ob N, in G kompakt ist oder nicht, und werden sehen, daff diese
Unierscheidung sich mit der Fallunterscheidung des Verteilungs-
satzes deckt.

Annahme I: N, i¢st kompakt. Dann sei N die in G abgeschlossene
Hiille von N,. Als abgeschlossene Hiille einer kompakten Menge
in einem metrischen Raum ist auch N kompakt 26). Wir kénnen
also ein positives 7(IV) gemifl dem in § 7 aufgestellten Hilfssatz
bestimmen.

Nun muf3 7, endlich sein, sonst gibe es in (7') eine Folge unbe-
grenzt wachsender Zahlen, also in der Vereinigungsmenge der
V(T) eine Folge unbegrenzt linger werdender G-Strecken, dann
wire aber N, nicht einmal beschriankt, geschweige denn kompakt.

Hiernach gibt es in (7T') eine endliche Zahl 7" = T, — %; V(1)

ist dann eine Normalmenge und enthilt unendlichviele Strecken

4

der Linge T'. Wir setzen ferner fir 0 <»' <r: T" =T, + %

und behaupten, da3 auch V(7") normal ist. Sei also eine beliebige
Teilfolge L; = a;\cv;' aus V(T") gegeben, dann haben wir eine

Teilfolge (m)C (¢) und eine G-Strecke ax’’ derart anzugeben, da3
a xS ax'.
Nunist 7" — 7' < 4

5 Auf jedem L; gibt es also eine (echte

%) Le. 2) Kap. VII, § 5, S. 234.
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A
oder unechte) Teilstrecke L; = a,2;, die um hochstens % kiirzer

ist als L; und die zu V(7’) gehort. Wir denken uns auf jedem
L} ein solches L; abgetragen; dann gibt es, weil V(7’) normal,
eine Teilfolge (k) C (¢) und eine G-Strecke a/:\v’, so da3 a,::”v;c s a/z;z’;
also nach § 8: z;, —a’. Da z,CN,, folgt 2’ CN. Also gibt es
wegen der Definition von 7(IV) eine kleine G-Kreisscheibe 4, die
2’ enthilt, und von deren Peripherie 2" mindestens den G-Abstand
r hat. Da nun fiir alle k£ C (k) die Punkte #;, und 2, voneinander

héchstens den G-Abstand —% haben, und ) — @', so liegen fast

alle z; in A, haben also einen Hiufungspunkt 2"’ C 4. Sei nun
(m) eine solche Teilfolge von (k), daB z, —a&"’. Dann folgt aus
§ 9' Es gibt eine G-Strecke I de A, und fir die Teil-G-Strecken

I 77

N G ~, ™~y 'y
- der L, gilt: wmwm_)w z'. Aus s(a,2,,)—>s(ax ), s(z,x,) —

III

/\ A
s(m z"), s(a,z,)+ s(wmwm) = s(a,x,) = os(a,z,) folgt aber:
s(aw )+ S(w' ") = gg(a’a’’), d.h. der Streckenzug ar’ —|— P i t

eine G-Strecke az"” Man uberlegt sich leicht, daB aus a wm g am

@ w;,', S ala, folgt: amwm S ax”; daB also infolge der ersten beiden

Limesrelationen die beiden Konvergenzpostulate erfiillt sind,
die nach § 6 die letzte Limesrelation definieren.

V(T") ist also in der Tat eine Normalmenge. Enthielte V(7"')
unendlich viele G-Strecken der Linge T/, so wire 77/ C(T),
im Widerspruch zu 7" > T,. Somit kann es in der vorgegebenen
Menge (L) hochstens endlichviele L einer Linge = T’ geben.
(L) entsteht also aus der Normalmenge V(7'') durch Hinzu-
fiigen hoéchstens endlichvieler Elemente. Offenbar erhalt man
aber aus einer Normalmenge durch Hinzufiigen héchstens end-
lichvieler Elemente notwendig wieder eine Normalmenge. Also
ist (L) eine Normalmenge. T, erweist sich wegen der Willkiirlich-
keit von 7, und damit von T'’, als obere Grenze der Lingen
der LC (L).

Annahme II: N, ist nicht kompakt. Dann gibt es also in IV, eine
in G divergente Punktfolge (¢,). Nach der Definition von N,
gibt es zu jedem ¢, eine G-Strecke a:tn der Lénge T,, so daf3
T,C(T) und a:tnC V(T,), so daB3 also an/\tn Teil-G-Strecke einer
G-Strecke L, C (L) ist.

Die Haufungswerte der Zahlenfolge (7,) sind jedenfalls < 7.
Gébe es einen solchen Haufungswert 77, der << T, wire, so gibe
es ein positives d, so daBl T’ 4 dC (T'), ferner géabe es eine Teil-
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folge (n')C(n), so daB T,, =7’ +d. Dann ligen aber die G-
Strecken an//\tn, alle in der Normalmenge V (T’ + d), also wére
nach § 8 die Folge (¢,)C(¢,) kompakt, wihrend doch (z,)
divergiert. Somit konvergiert (1,) gegen T,; da andererseits
T,<T,, so kann ich eine unendliche Teilfolge (m)C (n) derart
wihlen, daB (T',,) eine mit wachsendem m nicht abnehmende gegen
T, konvergente Zahlenfolge ist. Der Einfachheit halber denke
ich mir die Bezeichnung so gedandert, daB in (T°,), (a,), (¢,,) die
Indices m wieder alle natiirlichen Zahlen durchlaufen. Die Folge
(t,,) ist wieder divergent.

Ich trage nun fiir jedes matiirliche & und alle natiirlichen

ras
m=k die Linge T, von a, aus auf a,t, ab bis t;
N

die Teil-G-Strecke a;tﬁl von a,t, nenne ich LE; also L™=
a,:tﬁ = a,;\tm. Dann liegen fiir jedes feste k die LY, fir alle m = k
in der G-Streckenmenge V(T}), die wegen T, C (T) normal ist.

Somit gibt es eine Teilfolge (m;)C (m) und eine G-Strecke
St—aft derart, daB @, —>a und L, 5 Sl Sei allgemein fiir
k=2 schon die Teilfolge (m;_,)C (m) definiert, dann wihle ich

eine Teilfolge (m;)C (m;_;) und eine G-Strecke S* = atk derart,
daBB L’fnk G Sk, Aus LL‘,;I CL} folgt natiirlich S*~*C Sk,

Die Vereinigungsmenge S der S* ist ein G-Strahl mit dem
Anfangspunkt a. Wir bilden nun die Diagonalfolge (¢) der Folgen
(my). Dann ist wegen (i) C (m,): a; —a. Wir behaupten ferner:
LiS S.

Zum Beweis priifen wir zuerst nach, ob das erste Konvergenz-
postulat aus § 6 erfiillt ist. Sei also z ein beliebiger Punkt von S.
Dann gibt es ein k, so daB3  C S*. Also dringen in jede Umgebung
von z fast alle Lf ein, also auch fast alle L}, denn fiir fast
alle ¢C (¢) gilt ¢ >k, ¢C (m;,). Das erste Konvergenzpostulat ist
also erfiillt.

Nehmen wir nun an, das zweite Postulat ware nicht erfillt.
Dann gibt es einen Punkt ¢ S, eine Teilfolge (r)C (¢), sowie
auf jedem L] einen Punkt ¢, derart, daBl ¢, —c. Wir setzen
oc(ac) = C und bezeichnen mit C, die Lange der Teil-G-Strecke
a:c, von L]. Dann ist C,—~C und C,=T,<T,. Also C<T,.
Wire C < T, so gibe es ein k, so da8 T, > C. Dann ware fur
fast alle »C(r) auch C,<T,, also ¢,C L%, also ¢CS,CS, im
Widerspruch zur Voraussetzung ¢ S. Somit ist C = T,. T,ist
demnach eine endliche Zahl. Dann folgt aber aus C, - C = T,

T,-T,, T,—C,=os(c,t,): gs(c,t,) =0, also £, —>¢, im Wider-
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spruch dazu, daB (¢,) Teilfolge der divergenten Folge (¢,,). Das
2. Konvergenzpostulat ist also erfiillt und die Relation L{ % S
damit bewiesen.

Wire S kein divergenter G-Strahl, sondern in einer G-Strecke
S’ enthalten, so enthielte die auf S’ abgeschlossene Hiille von S
einen Hiufungspunkt ¢ der t*. Dann wire g;(ac) = T, und man
konnte wie soeben schlieBen, daBl ¢ auch Haufungspunkt der ¢;
wire, entgegen der Divergenz dieser Folge. Damit ist gezeigt,
daB unter der Annahme II der 2. Fall des Verteilungssatzes
eintritt, und zwar ist 7, die (vielleicht unendliche) Linge von S.

§ 11. Folgerungen aus dem Verteilungssatz. Divergente be-
schrinkte G-Strahlen und Verbindbarkeit beliebiger Punkte durch
G-Strecken.

Wir iibertragen nun die Betrachtungen, die in HR fiir Flachen
ausgefiihrt sind, mit unwesentlichen Anderungen auf alle geo-
ditischen Bereiche. Diese Betrachtungen konnen wir jetzt auf
den Verteilungssatz griinden.

1. Folgerung. Zwei gegebene Punkte a,b eines geoddtischen
Bereiches G lassen sich entweder durch eine G-Strecke verbinden,
oder es gibt einen von a ausgehenden beschrinkten divergenten G-
Strahl einer Ldnge << o;(ab), fiir dessen laufenden Punkt x gilt:

as) s(ax) + og(ab) = o4(ab).

Beweis. Eine G-Strecke az, deren Endpunkte die Gleichung
(18) erfiillen, wollen wir ,,auf b gerichtet”” nennen. Die Linge
einer von a ausgehenden auf b gerichteten G-Strecke ist also not-
wendig = o;(ab). Wir nennen 7, die obere Grenze der Lingen
aller von a ausgehenden auf b gerichteten G-Strecken und be-
zeichnen die Menge dieser G-Strecken mit (L). Dann ist also
Ty = o;(ab). Sei nun B eine G-Kreisscheibe vom Mittelpunkt
b, und sei ¢ der Radius von B. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Ty> gs(ab) — c. Wir behaupten, dann ist @ mit b durch eine
(z-Strecke verbindbar. Dann gibt es namlich eine von a aus-

gehende auf b gerichtete G-Strecke ax der Léange s(cz:w)
> os(ab) — c¢. Dann folgt aus (13): g(,(wb) < ¢. Folglich «C B;

somit gibt es (in B ) eine G-Strecke ab die sogar eine Strecke
ab ist. Der aus az und b zusammengesetzte Weg, der a mit b

A

verbindet, hat die Lange g;(ab), ist also eine G-Strecke ab.
2) Ty = pg;(ab) —c. Wir behaupten, dann tritt die zweite
Alternative des zu beweisenden Satzes ein. Wir betrachten eine
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Teilfolge (L;)C (L), so daBl die Langen T, der L; gegen T,
konvergieren. Auf (L;) ist der Verteilungssatz anwendbar, die
Menge M, von der in der Voraussetzung dieses Satzes die Rede
ist, besteht jetzt aus dem Punkt a allein.

Ware (L;) normal, so gébe es eine G-Strecke axr und eine
Folge (k) C (i), sodaB L, = aay S ax. Dann wiire s(é;v) = T,, und
aus s(a/;nk) + o¢(xxb) = og(ab) wiirde folgen s(c;:z’) + o¢(2b) =
oc(ab). Somit wiire a/x auf b gerichtet. Ware = b, so ware T, =
oc(ab) gegen unsere Annahme. Somit ist x # b, und ich kann
um z als Mittelpunkt eine G-Kreisscheibe X schlagen, die b
nicht enthilt. Sei d der Radius von X, und sei w(ab) irgend-
eine Folge von rektifizierbaren Wegen, die « in G mit b verbinden,
und deren Léngen ¢; gegen g;(2b) konvergieren. Dann hat jedes
w; einen Punkt 2; mit der Peripherie von X gemein, und wegen
s(ax;) = d folgt: t; =d + os(x;b). Wegen der Kompaktheit und
Abgeschlossenheit von X haben die z; einen Haufungspunkt 2'C X,
und es folgt s(axa’) = d (a’ liegt also auf der Peripherie von X)
und wegen t;— gs(ab): os(ab) = s(ax’) + os(a'b). Hier kann
aber nur das Gleichheitszeichen stehen, weil nach der Drei-
ecksungleichung auch gg(wb) < s(zx’) 4 og(2’b). Somit ist xa’
eine auf b gerichtete von  ausgehende G-Strecke, und aus (13)

folgt, daB3 der Streckenzug ax -+ a2’ ebenfalls eine auf b gerich-

tete, aber von a ausgehende G-Strecke ax’ wire; diese G-Strecke
hitte aber die Liange T, + d, was der Definition von T, wider-
spricht.

(L;) ist also nicht normal. Es tritt der zweite Fall des Ver-
teilungssatzes ein, und aus der besonderen Art der Menge (L;)
folgt, daBl der divergente G-Strahl, der den Forderungen des
Verteilungssatzes entspricht, die Eigenschaften hat, die zu be-
weisen waren. Die Linge des Strahls ist < Ty, also < gs(ab).

2. Folgerung. S sei ein divergenter G-Strahl. (x;) sei eine
Punktfolge aus S, die keinen Hdufungspunkt auf S hat. Dann ist
(x;) divergent in G.

Beweis. a sei der Anfangspunkt von S, die Teilstrecken
a;iCS nennen wir L, ihre Léngen 7T, Nehmen wir an, die
Folge (x;) hitte einen Haufungspunkt @, und sei gq(ax)=T.
Wir wéhlen eine Teilfolge (k)C (i), so daB z, —a. Dann ist
T,—~T.

Wire die Folge (L,) normal, so gibe es eine Folge (r)C (&),
so daB3 L, gegen eine G-Strecke konvergierte. Diese G-Strecke X
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aber miiite S enthalten, da, wegen der vorausgesetzten Diver-
genz von (a,) relativ zu S, die L, S erschopfen und demnach
jedes feste L, in fast allen L, enthalten ist. SC X steht im
Widerspruch zu der vorausgesetzten Divergenz von S.

Somit ist (L,) nicht normal und nach dem Verteilungssatz
gibe es eine Folge (m)C (k) und auf jedem L, einen Punkt
@,,, so daB die Punktfolge (z,) divergierte. Wir bezeichnen die
Lange der Teil-G-Strecke a/;c;n vom L, mit T, ; also T;n =T7,-
Wiire andererseits 7,, = T, fiir ein festes myC (m) und unend-
lichviele m C (m), so hitten die z,, einen Haufungspunkt auf L ,,,
was nicht stimmt. Also besitzt die Folge T, keinen Hiufungs-
wert < T, also T',, > T, T, — T, —>0.Nunistaber T, — T, =
oc(z,x,). Also wire wegen w, —>c auch z, —>c, was nicht
stimmt. Die Annahme, (z;) habe in G einen H&ufungspunkt,
fiihrt also in allen Féllen auf einen Widerspruch.

Bekanntlich 2?) nennt man eine Folge von Punkten (z;) eine
Fundamentalfolge in G, wenn zu jedem positiven d ein N existiert,
so daB fiir alle k=N, m =N, EC(:), mC (?) gilt o2y ,,) = d.
Nehmen wir nun bei dem soeben bewiesenen Satz noch an, der
G-Strahl S habe eine beschrankte Linge T, so folgt aus der
Divergenz der Folge (2;) unter Beibehaltung der Bezeichnungen
des Beweises: T;,— 1T, also fir kC (i), mC (i) und k— oo,
m—> oo | Ty — T, | = ec(xx,) 0. Die z; bilden somit eine
Fundamentalfolge. Damit haben wir die

3. Folgerung. Auf jedem beschrinkten divergenten G-Strahl
gibt es eine divergente Fundamentalfolge.

Mit HR beweisen wir nun einen wichtigen Satz, der die Um-
kehrung dieser Folgerung umfa@t, namlich die

4. Folgerung. Gibt es in G irgendeinen Punkt a, von dem kein
beschrdnkter divergenter G-Strahl ausgeht, so sind alle in G beschrdink-
ten Mengen kompakt in G.

Insbesondere gibt es also keine divergente Fundamentalfolge,
denn jede Fundamentalfolge ist offenbar beschrinkt. Den
Beweis fithren wir fast wortlich nach HR: b; sei irgendeine in G
beschrankte unendliche Menge. LieBe sich a mit irgendeinem b,
nicht durch eine G-Strecke verbinden, so gidbe es nach der
1. Folgerung einen beschriankten divergenten G-Strahl durch e,
entgegen der Voraussetzung. Somit gibt es zu jedem 7 C (7) eine

’

G-Strecke L; = a/}),-. Wire die G-Streckenmenge L, nicht normal,
so gibe es wiederum nach dem Verteilungssatz einen divergenten

27) Vgl 2.B. HR, 214.
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G-Strahl durch a, und dieser wire beschriankt, weil mit den b;
zugleich die Langen der L, beschrénkt sind. Also ist die Menge
(L;) normal; also (b;) als Endpunktmenge der (L;) kompakt
nach § 8.

Aus der 3. und 4. Folgerung ergibt sich eine bemerkenswerte
Aussage, die fiir Flichen schon vollstindig durch HR bewiesen,
allerdings dort nicht hervorgehoben ist:

5. Folgerung. Eniweder durch keinen Punkt oder durch alle
Punkte eines geoddtischen Bereichs laufen beschrinkte divergente
G-Strahlen.

Beweis: Nach der 4. Folgerung geniigt die Existenz eines ein-
zigen auf keinem beschrinkten divergenten G-Strahl gelegenen
Punktes, um auf die Kompaktheit aller beschriankten Punkt-
mengen, also die Konvergenz aller Fundamentalfolgen, also nach
der 3. Folgerung auf die Nichtexistenz divergenter beschrinkter
G-Strahlen zu schlieBen.

6. Folgerung. Gibt es in G einen divergenten beschrinkten G-
Strahl, so gibt es zu jedem Punkt aC G eine positive Zahl z(a)
mit folgenden Eigenschaften: 1) Jeder Punkt b C G mit p;(ab) < z(a)
ist mit a durch eine G-Strecke verbindbar. 2) Ist d eine beliebige
positive Zahl < z(a), so ist die Menge aller Punkte b mit os(ab) = d
kompakt. 8) a ist Anfangspunkt eines divergenten G-Strahls der
Léinge z(a).

Beweis: Da es in G einen beschrinkten divergenten G-Strahl
gibt, sind nach der 8. Folgerung nicht alle beschrinkten Mengen
in G kompakt. Andererseits gibt es um a als Mittelpunkt eine
G-Kreisscheibe 4. Ist r der Radius von 4, so ist die Menge aller
Punkte b mit g;(ab) < r kompakt.

Die Menge (d) aller positiven Zahlen d der Eigenschaft, daf3
durch g;(ab) = d eine kompakte Punktmenge (b) definiert wird,
ist demnach weder nach oben unbeschrinkt, noch leer; also
besitzt (d) eine endliche obere Grenze z(a). Definitionsgemal hat
3(a) die zweite im Satz geforderte Eigenschaft. Gébe es einen
Punkt b mit g.(ab) =d < z2(a), der nicht mit a durch eine
G-Strecke verbindbar wire, so wire a Anfangspunkt eines diver-
genten G-Strahls S der Linge < g;(ab) =d < z(a). Auf S lige
nach der 8. Folgerung eine divergente Punktfolge b, mit
os(ab;) =d < z(a), entgegen der Definition von z(a). Also hat
%(a) auch die erste geforderte Eigenschaft.

Nun sei (L) die Menge aller G-Strecken ab mit s(c;\b) = 3(a) +a,
wo z eine gegebene positive Zahl. Ware (L) normal, so wére die
zugehorige Endpunktmenge (b) kompakt, entgegen der Defi-
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nition von z(a). Somit gibt es nach dem Verteilungssatz einen
von a ausgehenden divergenten G-Strahl S der Lange s < z(a) + .
s < z(a) ist unmoglich, sonst gibe es auf S eine divergente
Punktfolge b; mit g;(ab;) =<s <z(a), entgegen der Definition

von 2(a). Indem ich nun 2 die Zahlenfolge —;ll- (n=1,2,....)

durchlaufen lasse, erhalte ich eine Folge von (nicht notwendig
simtlich voneinander verschiedenen) von a ausgehenden diver-
genten beschriankten G-Strahlen S, der Léangen s,, so dal

a) =s, =z(a) + % Auf jedem S, wihle ich nun einen Punkt
b, derart, daBl die Teil-G-Strecke L, = a/b,,, von S, die Léinge
T, = z(a) — —)11— hat.

Wiare (L,) normal, so gibe es eine Teilfolge (m)C (n) und

cine G-Strecke ab= L derart, daB L,S%L, also b,,—~b nach
§ 8. Dann sei B eine G-Kreisscheibe um b als Mittelpunkt, und
es sei r der Radius von B. Wir konnen ein kC (m) so wahlen,

daB3 —]21— < ~;—, 0¢(bby,) < % Dann lage aber S, in der kompakten

abgeschlossenen Vereinigungsmenge V von L, und B (wie aus
unsern Relationen uber die Langen von S, und L, leicht zu veri-
fizieren). Also wire jede Punktmenge auf S; kompakt, im Wider-
spruch zur Beschrianktheit und Divergenz von S, und zur
3. Folgerung.

Also ist (L,) nicht normal. Nach dem Verteilungssatz gibt
es somit von a aus einen divergenten G-Strahl S der Linge
s<1limT, = z(a). s <z(a) haben wir schon widerlegt. Also hat
S die Lange z(a) und z(a) die 8. behauptete Eigenschaft.

Anmerkung: z(a) ist offenbar durch a, G eindeutig bestimmt.
Diese Zahl hat in gewissem Sinn dhnliche Eigenschaften wie der
Konvergenzradius einer Potenzreihe.

7. Folgerung. G enthalte einen divergenten beschrinkten G-
Strahl. z(a) sei fir alle Punkte aC G gemdf der 6. Folgerung
definiert. Dann gilt fiir ein beliebiges Punkitepaar a, b in G:

(14) |2(a) — 2(b) | < go(ab) .

Beweis: (x;) sei eine divergente Punktfolge auf einem von a
ausgehenden divergenten Strahl der Lange 2z(a). Dann ist
oc(bz;) = pg(ab) + og(ax;). Wegen der Divergenz von (x;) und
der 2. Eigenschaft der Funktion z gemiafl der 6. Folgerung ist
z(b) <lim g;(bz;). Aus der vorletzten Ungleichung folgt aber
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Iim gg(ba;) < o;(ab) + z(a). Also z(b) < z(a) + os(ab). Entspre-
chend 2(a) <z(b) + gs(ab). Diese beiden Ungleichungen sind
mit (14) dquivalent.

§ 12. Vollstindige Bereiche, wegsame Bereiche. Uberlagerungs-
bereiche.

Ein geoditischer Bereich G heille vollstindig, wenn er das
folgende Postulat erfiillt:

Vollstindigkeitspostulat. Es gibt keine divergente Fundamental-
folge.

Nach der 8. Folgerung aus dem Verteilungssatz (§ 11) erfillt
jeder vollstandige geodéatische Bereich auch das folgende

Strahlenpostulat. Es gibt keinen beschrdinkten divergenten G-
Strahl. Sei umgekehrt G ein geoditischer Bereich, fiir den das
Strahlenpostulat erfiillt ist, dann erfillt G nach der 4. Folge-
rung (§ 11) auch das

Kompaktheitspostulat. Es gibt keine divergente beschrinkte
Punktmenge. Im Kompaktheitspostulat ist aber das Vollstindig-
keitspostulat enthalten.

Die vollstdndigen Bereiche koénnen also sowohl durch das
Vollstandigkeitspostulat, als auch durch das Strahlenpostulat,
als auch durch das Kompaktheitspostulat charakterisiert wer-
den; alle diese Postulate sind fiir geoditische Bereiche dqui-
valent.

Fir die Fliachen ist dieses Ergebnis (unter schirferen Voraus-
setzungen im Kleinen, die jedoch unnétig sind) in HR abgeleitet,
wir sind dem Gedankengang von HR gefolgt, jedoch unter
erheblichen Abweichungen in den Beweismethoden. Wahrend bei
Flichen die Vollstindigkeit zugleich die Nichtfortsetzbarkeit
aussagt, ist bei den berandeten geodétischen Bereichen von einer
ahnlichen SchluBfolgerung keine Rede; z.B. ist die abgeschlossene
Quadratfliche in der euklidischen Ebene ein vollstindiger (weil
kompakter) geoditischer Bereich, jedoch gibt es viele geoditische
Bereiche, die eine Quadratfliche als echten Teil enthalten. Der
hier auftretende Unterschied zwischen den Flachen und den
berandeten geodétischen Bereichen hat uns auch gendétigt, das
in HR aufgestellte Abtragbarkeitspostulat durch das oben ange-
fiihrte Strahlenpostulat zu ersetzen, das einen erheblich ab-
weichenden Inhalt hat.

Einen geoditischen Bereich G wollen wir einen Uberlagerungs-
bereich des geoditischen Bereichs G nennen, wenn jedem Punkt
PpCG genau ein Punkt pC G zugeordnet ist, den wir den Spur-
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punkt von p nennen, und wenn diese Zuordnung noch folgende
Bedingung erfiillt:

Ist A eine G-Kreisscheibe in G,  ein Punkt in 4 und « ein
Punkt in G, dessen Spurpunkt 2 ist, so gibt es in G eine z ent-
haltende G-Kreisscheibe A, die isometrisch auf A—derart—abge-
bildet ist, daB diese Abbildung jedem Punkt von 4 seinen Spur-
punkt zuordnet 28). B

Wir kénnen nun den wichtigen Schluf3 ziehen:

Jeder Uberlagerungsbereich eines vollstindigen Bereichs ist voll-
standig.

Indirekter Beweis: G sei vollstindig. G ein Uberlagerungs-
bereich von G und nicht vollstindig. Dann gibt es auf G einen
beschriankten divergenten G-Strahl S. Auf S gibt es nach der
8. Folgerung (§ 11) eine divergente Fundamentalfolge (z,). Seien
x; die Spurpunkte der z;. Dann ist die Folge (z;) eine Fundamental-
folge in G, denn sind _19,-, x;, zwei Punkte aus (z;), so ist die Spur
der Teil-G-Strecke w:ka von S ein ebensolanger Bogen in G (der
keine G-Strecke in G zu sein braucht), also o, (22;) < o¢(@,2)-
Da G vollstindig ist, gibt es in G einen Punkt , so daB z; — a.
Sei 4 eine G-Kreisscheibe um « als Mittelpunkt, und vom Radius r.

Dann gibt es einen Index kC (i) derart, daB 1) s(z,2;) < o
fir alle 4>k iC(>i), 2) oq(ze) <§. Nun sei 4 in G eine

2, enthaltende zu A isometrische G-Kreisscheibe, so daB bei der
Isometrie jedem Punkt von A sein Spurpunkt entspricht. Dann
folgt aus unsern Ungleichungen, dal der von z, ausgehende in
S enthaltene, fast alle x, enthaltende Teil-G-Strahl ganz in A
liegt (weil seine Spur ganz in A liegt). Also hat die Folge (z;)
einen Haufungspunkt in 4, im Widerspruch zu ihrer Divergenz 2).

Nach der ersten Folgerung (§ 11) geniigen die vollstindigen
Bereiche auch dem

Verbindbarkeitspostulat: Jedes Punktepaar lift sich durch eine
G-Strecke verbinden.

Die geodétischen Bereiche, die diesem Postulat geniigen, wollen
wir die wegsamen Bereiche nennen. Diese Klasse geodatischer
Bereiche umfaf3t also die vollstindigen. Es gibt aber auch weg-

28 31
) le. 3.
29)  Der entsprechende Schluf3 fiir Fliachen ist bei Benutzung des Abtragbar-
keitspostulats trivial. Vgl. W. Rinow, Uber Zusammenhiinge zwischen der Diffe-
rentialgeometrie im Groflen und im Kleinen [Math. Z. 35 (1932), 513].
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same Bereiche, die nicht vollstindig sind, z.B. das Innere eines
Quadrats oder einer Parabel in der euklidischen Ebene.

1. Satz iiber nichtkompakte geoditische Bereiche. Durch jeden
Punkt geht ein divergenter G-Strahl.

Beweis: Ist der geoditische Bereich G nicht vollstindig, so
ist der Satz eine Tautologie. Sei G nun vollstindig, also wegsam,
a sei ein beliebiger Punkt von G. Da G nichtkompakt, gibt es eine
divergente Punktfolge b;,. Da G wegsam, existieren G-Strecken
L;= a/l;,- fir alle b;. Wire die Menge (L;) normal, so wire die
Folge (b;) kompakt, entgegen der Voraussetzung. Also tritt der
zweite Fall des Verteilungssatzes ein; es gibt einen divergenten
G-Strahl durch a.

Ist der Bereich vollstandig, so ist jener G-Strahl notwendig
unbeschrinkt. Ist G auBlerdem eine (vollstindige) Fliche, so ist
jener G-Strahl ein geodétischer Strahl, der seiner Minimaleigen-
schaft wegen kein Paar konjugierter Punkte enthilt. Fiir den
Fall, da3 G eine vollstindige Fliche ist, ist Satz 1 von Rinow )
bewiesen.

Wir wollen als G-Gerade jeden offnen Bogen 4) eines geodi-
tischen Bereichs bezeichnen, der die Eigenschaft hat, daB jeder
in ihm enthaltene Bogen eine G-Strecke ist. Man erhilt also eine
G-Gerade, indem man von einer G-Strecke die Endpunkte, oder
von einem G-Strahl den Anfangspunkt fortlaBt. Divergente G-
Gerade nennen wir demgegeniiber eine G-Gerade, die in keinem
G-Strahl enthalten ist. Eine G-Gerade nennen wir beschriankt
oder unbeschrinkt im Sinn der allgemeinen Definition der
Beschrinktheit von Punktmengen in metrischen Rdumen (§ 7).
Ist eine G-Gerade ¢ beschrinkt, so bezeichnen wir als ihre
Lénge die (notwendig endliche) obere Grenze der Langen der
in g enthaltnen G-Strecken.

Auf kompakten geoditischen Bereichen gibt es natiirlich ebenso-
wenig divergente G-Geraden wie divergente G-Strahlen, wie
divergente Punktfolgen. Alle diese Bereiche, insbesondere die
Normalbereiche, sind vollstindig. Aber auch auf nichtkompakten
geoditischen Bereichen, sogar wenn sie vollstindige offne Flichen
sind, braucht es keine divergente G-Gerade zu geben. Z.B. gibt
es keine divergente G-Gerade auf dem Rotationsparaboloid. Denn
auf dieser Fliche F (die natiirlich vollstindig und offen ist),
wire eine divergente G-Gerade eine unendlichlange doppel-
punktfreie geoditische Linie, die die kiirzeste Verbindung jedes

0) L ¢, ). 522
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ihrer Punktepaare ist. Die einzigen in ihrem Gesamtverlauf
doppelpunktfreien geodatischen Linien von F sind aber bekannt-
lich die erzeugenden Parabeln. Nimmt man auf einer solchen
Parabel P zwei auf demselben Breitenkreis K von F gelegene
Punkte a, b, die hinreichend weit vom Scheitel von P entfernt
sind, so erkennt man durch elementare Abschétzung, daB3 ein
von a, b begrenzter Halbkreis von K kiirzer ist, als der von a, b
begrenzte Teilbogen von P.

Ich hoffe, in einer spéiteren Arbeit einige Kriterien dafiir
angeben zu koénnen, wann auf einer der euklidischenEbene
homoéomorphen Flache divergente G-Geraden auftreten.

2. Satz liber nichtkompakte geodétische Bereiche. Auf einem
wegsamen Bereich G gebe es zwei divergente Punktfolgen (a;), (b;)
und eine geschlossene Kurve K derart, daff jeder a, mit b; in G
verbindende Bogen K trifft. Dann gibt es in G eine divergente G-
Gerade, die K trifft.

Die topologische Voraussetzung dieses Satzes ist z.B. fiir jede
Flache erfiillt, die dem Rotationszylinder homéomorph ist; all-
gemein fur jede Fliche, die mehr als ein Randstiick besitzt 31).

Zum Beweis betrachte ich die G-Strecken L; = azl\)i. Nach
Voraussetzung hat jedes L, wenigstens einen Punkt ¢; mit K

gemein. Mit L} bzw. L} bezeichne ich die Teil-G-Strecke c;a; bzw.

cﬁ)i von L,. Da ¢; in der kompakten Punktmenge K liegt, ist
auf L; der Verteilungssatz anwendbar, und zwar mul3 wegen der
vorausgesetzten Divergenz von (a;) der zweite Fall dieses Satzes
eintreten; sei S ein auf diese Weise gefundener divergenter G-
Strahl; der Anfangspunkt von S sei ¢. (k) sei eine Teilfolge von
(¢) derart, daB Teil G-Strecken (77,) der (L;) gegen S konver-
gieren. Aus ¢; —c¢ und der Abgeschlossenheit von K folgt ¢ C K.
Nun wende ich den Verteilungssatz auf (L, ) an und erhalte einen
divergenten G-Strahl S mit dem Anfangspunkt ¢ und eine Teil-
folge (m)C (k) derart, daB Teil-G-Strecken (7,) der (L..) gegen
S konvergieren. Da (c,,) eine Teilfolge der (c;), folgt ¢ = ¢. Der
offne Bogen T =S + S, der K in c trifft, hat offenbar die Eigen-
schaft, daB die G-Strecken T,, = T, + T, in G gegen T konver-
gieren, und hieraus folgt leicht in Verbindung mit dem ersten
Konvergenzpostulat (§ 6), daB T eine G-Gerade ist. Aus der
Divergenz von S und S folgt die von 7.

31) Vgl. B. v. KEREKJARTO, Vorlesungen iiber Topologie T (1923), 5. Abschnitt,
§ L
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Anmerkungen: In Wirklichkeit ist fiir die Giiltigkeit des Satzes
die Voraussetzung, dal3 G wegsam ist, tiberfliussig. Ist G nicht nur
wegsam, sondern auch vollstédndig, so sind S und S unbeschrankt,
also ist T ebenfalls unbeschriankt, und zwar ,,bei_flerseits”. Ist G
auBerdem eine Fliche, so ist T natiirlich eine doppelpunktfreie
geodéitische Linie, auf der man von jedem Punkt aus nach beiden
Seiten jede Lénge abtragen kann, und auf der kein Paar konju-
gierter Punkte liegt.

Zum SchluB ein Beispiel dafiir, daB die Kompaktheit und
Beschranktheit eines geodatischen Bereichs in sich, wie sie bei
unsern Untersuchungen allein eine Rolle spielt, keineswegs das-
selbe besagt, wie diese Begriffe, wenn man sie relativ zu einer &
tragenden Fliche gebraucht.

Man nehme in der euklidischen Ebene E zunichst Inneres und
Rand eines Quadrats der Kantenldnge eins — Normalbereich —
und entferne eine Kante K; der entstehende Bereich G ist wegsam,
beschriankt und nicht kompakt, also nicht vollstandig. Nunmehr

ziehe man im Abstand % (n =2, 8, ....)solche Parallelstrecken

K, zu K, die G abzdhlbar unendlichviele Rechtecke einteilen,
die sich, immer schmaler werdend, gegen K hiufen. Hierauf ver-
schiebe man alle K,,,, in ihrer Tragergeraden um das Doppelte
ihrer Linge nach einer bestimmten Seite, und deformiere gleich-
zeitig die Rechtecke in Parallelogramme, so daBl die auf K senk-
rechten Kanten von G in zickzackférmige Streckenziige von
abziahlbarvielen Strecken iibergehen, die sich gegen eine K ent-
haltende  Strecke K’ der Lange drei haufen. Die K, lasse man
nun wieder fort. Der entstehende, natiirlich dem Bereich G
oder der abgeschlossenen Halbebene homdomorphe geodéitische
Bereich V' ist in E beschrinkt, also kompakt, dagegen in sich
unbeschriankt und vollstdndig. Denn jede in V divergente Punkt-
folge muf}, als Folge in E betrachtet, alle ihre Haufungspunkte
auf K’ haben. Verbindet man einen festen Punkt von V der Reihe
nach durch ¢n V liegende Wege mit allen Punkten der Folge,
so kann man elementar (durch Orthogonalprojektion dieser Wege
auf K’) abschdtzen, daB3 ihre Langen unbegrenzt wachsen. Es
gibt also keine in V divergente, in V' beschrankte Menge.32)

32) Zur Verallgemeinerung von §§ 10—12: G sei zunichst ein beliebiger metri-
scher Raum mit der Abstandsfunktion g & Wenn (9) fiir irgendwelche Punkte von

G gilt, sagen wir, daB z zwischen a und b liegt. Wenn (9) fiir alle Punkte 2 eines

Bogens ab gilt, heiBle dieser eine G-Strecke a/;) Definition des divergenten G-Strahls
wie im Text. Nun stellen wir die Forderung (die z.B. fiir alle Riemannschen Riume
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§ 13. Zerlegung, Eulersche Charakteristik und Totalkriimmung
kompalkter geoddtischer Bereiche.

In einem beschrinkten Teilbereich eines differentialgeometri-
schen Grundgebiets 148t sich die Totalkrimmung einerseits als
Doppelintegral, andererseits mit Hilfe der GauB-Bonnetschen
Formel als Randintegral ausdriicken, falls der Bereich und sein
Rand noch gewisse Stetigkeitseigenschaften hat. Um die Total-
kriimmung ,,im GroBen’ einzufiihren, reduziert man diesen Fall
auf den erstgenannten, indem man den Gesamtbereich in hin-
reichend kleine Teilbereiche zerlegt, auf die man die Bonnetsche
Formel anwenden kann. Dadurch, daB3 sich dann bei der Sum-
mierung iiber die Teilbereiche gewisse Terme fortheben, tritt
bekanntlich im Endergebnis die Eulersche Charakteristik des
Bereichs auf. Ich will etwas naher darauf eingehen, wie man
einen kompakten geodatischen Bereich zu zerlegen hat; es gentigt
natiirlich nicht, irgend eine rein topologische Triangulation an-
zugeben, weil dann das Integral der geoditischen Kriimmung
iiber die zerlegenden Boégen (das sich freilich nacher weg hebt)
nicht zu existieren braucht.

Zunichst ordne ich jedem Punkt x eines geodatischen Bereichs
G einen kompakten geoditischen Bereich n(z) zu, der ganz in
einem differentialgeometrischen Grundgebiet enthalten ist. Zu
diesem Zweck wéhle ich irgendein solches Grundgebiet d(z) aus,
das x enthélt, hierauf in d(x) eine G-Kreisscheibe 4 vom Mittel-
punkt x. A ist entweder selber ein hohler Sektor vom Scheitel z,
oder laBt sich in endlich viele hohle Sektoren des Scheitels
zerlegen; dabei nenne ich einen Bereich B in Teilbereiche B;
zerlegt, wenn B die Vereinigungsmenge der B; ist und die B;
paarweise keinen innern Punkt gemein haben. — Ist S einer
dieser Sektoren, und sind Y, Z die beiden Schenkel von S, so
wiahle ich einen Punkt yCY, y %2 und einen Punkt zC Z,
% # a; dann liegt yz in S und berandet mit den Strecken ay, xz
einen in S enthaltenen Normalbereich, der einfachzusammen-
hingend ist und als Rand ein Strecken-Dreieck hat, das z als
Ecke enthilt. In jedem der hohlen Sektoren, in die A zerlegt
ist, denke ich mir diese Konstruktion ausgefiihrt. Die Vereini-

erfiillt ist): zu jedem Punkt a C G gibt es ein 7(a) > 0 folgender Art: 1) Wenn
] G(ab) < r, existiert gb 2) Wenn o G(ab) > r, existiert zwischen « und b ein Punkt
x mit g (ax) = 7. Fir alle solche Riume G gilt die erste Folgerung in § 11.
Sie sind wegsam, falls sie keine divergente Fundamentalfolge enthalten.

(Zusatz bei der Korrektur, 25. Februar 1935.)
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gungsmenge der so entstehenden Dreiecke, die alle den Punkt z
enthalten, und die keinen innern Punkt gemein haben, nenne ich
n(x). Also n(z)Cd(x).

LaBt man von jedem der n(z) erfiillenden Dreiecken die @
gegeniiberliegende Seite fort, so ist der entstehende Bereich n'(z)
eine Umgebung von z in G, und das Umgebungssystem »n'(z)
fir alle Punkte 2 C G ist dem der offnen G-Kreisscheiben gleich-
wertig, denn »'(x) liegt innerhalb eines offnen G-Kreises um 2
und enthéalt einen ebensolchen im Innern.

Ist nun G kompakt, so kann ich G nach dem Borelschen Satz
durch endlichviele solcher Bereiche n(x), also auch durch endlich-
viele der erwidhnten Dreiecke bedecken 33). Ich nummeriere diese
Dreiecke d,, und lasse zunichst, wenn nétig, alle diejenigen d;
fort, die ganz in d; liegen; was iibrig bleibt, bedeckt G immer
noch. Nach erneuter Nummerierung, wobei aber d, seine Bezeich-
nung behalten moge, lasse ich diejenigen d; (gegebenenfalls auch
d,) fort, die in d, enthalten sind. Nach endlichvielen derartigen
Schritten erhalte ich eine Bedeckung von G durch endlichviele
Dreiecksbereiche, von denen keiner ganz im Innern eines andern
liegt; aus diesem Grund, und weil aulerdem die d; im Sinn von
§ 7 verkettet sind, ist der von den Réndern der d; gebildete
Streckenkomplex s zusammenhéingend. Durch s wird G in Teil-
bereiche ¢, zerlegt, von denen jeder im Innern eines d;, also auch
eines differentialgeometrischen Grundgebiets liegt. Als Teil-
bereich eines schlichtartigen Bereichs d; ist ¢, schlichtartig. Da
der Rand jedes ¢, zusammenhéngend ist, ist das Innere jedes t;
einfachzusammenhingend. ¢, kann aber Knotenpunkte enthalten.
In solchen Punkten kann ich durch endlichvielfache Anwendung
der oben beschriebenen Dreieckskonstruktion ¢, weiter zerlegen
in endlichviele Dreiecksbereiche und einen einfachzusammen-
hingenden Normalbereich. Dadurch ist schlieSlich der kompakte
geodatische Bereich G in endlichviele einfachzusammenhéngende
Normalbereiche N ,, zerlegt, deren jeder innerhalb cines differen-
tialgeometrischen Grundgebiets liegt 3¢).

33)  Man beachte. dafl G von den Dreiecken genau bedeckt wird. und es sich
nicht ctwa um eine ,.Uber”’deckung in dem Sinn handelt. daff man auf ciner G
enthaltenden Fliche ein beliebiges Bereichssystem aussucht. dessen Vercinigungs-
menge G enthilt: bei unserm Verfahren liegt jedes der Teildreiecke. also auch
jeder der Bereiche n(x) ganz in G.

31) Jeder einfachzusammenhiingende Normalbereich ist der abgeschlossenen
Kreisscheibe homoomorph, infolgedessen li Bt er sich jedenfalls triangulieren. wenn
man tiber die zerlegenden Bogen keine Differentiierbarkeitsvoraussetzung macht.
Hicraus crgibt sich leicht eine Triangulation von G in endlichvicle Dreiecke; ist
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e, k, f seien die Anzahlen der Ecken, Strecken und Bereiche
N,., die bei der eben geschilderten Zerlegung von G auftreten.
Dann ist bekanntlich die Zahl e — k + f gleich der Eulerschen
Charakteristik y(G) von G.

Ist R der Rand von G, so wollen wir mit X (R) die Zahl ¢’ — &’
bezeichnen, wo ¢’, k' die Anzahlen der Ecken und Strecken sind,
die bei der erwahnten Zerlegung von G auf R fallen. Dann ist
X(R) wiederum durch die topologische Struktur von R gegeben,
und zwar ist stets X(R) = 0. X(R) = 0 gilt dann und nur dann,
wenn G frei von Knotenpunkten, also ein Normalbereich ist.

Sei e; (1 =7 =¢) irgendeine Ecke der Zerlegung von G. Dann
bezeichnen wir mit w; den Gesamtwinkelraum, den ein G-Kreis
E; um e; als Mittelpunkt enthilt. Ist also e¢; innerer Punkt von
G, so ist w; = 2xn. Ist e; regulirer Randpunkt, so ist w; = .
Ist ¢; eine hohle Ecke des Randes von G, so bestimmen wir w,,
0 <w; <z gemilB § 4 durch den hohlen Sektor, dessen Scheitel
e; ist, dessen Begrenzung auf R fillt, und der in G liegt. Ist e,
einspringende Ecke oder Knotenpunkt, so zerlegen wir E; in
hohle Sektoren und definieren w; als Summe der Winkel dieser
Sektoren, die gemiB § 4 zu behandeln sind; demnach ist w; > =,
falls e; einspringende Ecke ist.

Die entsprechende Bezeichnung fithren wir fiir jeden der Nor-
malbereiche N, ein, in die G zerlegt ist (1 = m < f), die Ecken
mogen e} heilen; sie liegen alle auf dem Rand von N,,. Die
zugehorigen Winkel seien wj’. Da nun N, innerhalb eines
differentialgeometrischen Grundgebiets liegt, koénnen wir die
Totalkriimmung C(N,) von N, nach der Gauf3-Bonnetschen
Formel berechnen, die bekanntlich lautet:

(15) C(N,)=2r—2(r—wp)=2rn—S,
k

wobei die Summe S,, iiber alle Ecken von N,, zu erstrecken ist.
Fiir die Totalkrimmung C(G) von G haben wir nun zunéchst:

(16) C(G) = s C(N,)—2fn— %S, —2fzr—S.

Die Doppelsumme S berechnen wir so, da3 wir die an jeder
Ecke e, auftretenden Beitrige zusammenfassen. Sei #; die Anzahl

G frei von Knotenpunkten, also Normalbereich, so ist hiermit G als ,,berandete
Flache” im Sinn der Kerekjartoschen Bezeichnung erwiesen. Vgl. l.c. 31), 4. Ab-

schnitt, § 1, und 2. Abschnitt, § 2, sowie den einleitenden Teil der vorliegenden
Arbeit.
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der Bereiche N,,, die in e; zusammenstoBen. Dann ist

(17) Szniwi—ﬁwr

i=1 i=1

Sei nun y; die Anzahl der in e; zusammenstoBenden Strecken
€

der Zerlegung, und sei z; =a; —y,;. Dann ist Xy, = 2k, weil
i=1

jede Strecke in der Summe genau zweimal, ndmlich an jedem
ihrer Endpunkte, gezihlt wird. Setzen wir ferner v; = 2n — w,,
so haben wir nach (17):

€ e
S =2kn + a2z — 2me + X v,,
i=1 i-1

also wegen (16):
(18) C(G) = 24(C)r — T (27 + v;) = 24(G)m — S
i=1

Die Summanden von S’ sind von Null verschieden héchstens
dann, wenn die betreffende Ecke ¢; auf dem Rand R von G liegt.
Denn liegt ¢; im Innern von G, so ist offenbar z; =y,; und
w; = 2x also 2, =v, =0.

Damit haben wir fiir den Fall, da8 kein Rand auftritt, da3
also G eine geschlossene Fliche F, ist, die bekannte Formel wie-
dergefunden:

C(F,) = 25(Fy).

Nehmen wir nun an, es gebe einen Rand, die Zahlen ¢', k'
seien also positiv. Wir diirfen annehmen, die Ecken e; der Zer-
legung von G seien so nummeriert, dal 1 <i=<¢' die auf R
liegenden Ecken bezeichnet. Dann geniigt es also, die Summation
in S’ von 1 bis ¢’ zu erstrecken. Unter den y; Kanten, die von e;
auslaufen, seien nun r; auf R gelegen (r; >2 nur in Knoten-
punkten), wihrend u, dieser Kanten nur e; mit R gemein haben
mogen. Dann gehért jede der Kanten w; zum Rand zweier der
in e; angrenzenden Bereiche N,, wihrend jede der Kanten r,
nur zum Rand eines dieser Bereiche gehort; jeder der Bereiche
schickt einen Sektor nach e;, enthilt also zwei der Kanten y,,
so dal3 wir haben: -

2, =2u; 1, =2y; — 1y,
22; = —1;.
o

Nun ist X 7,=2k’. Somit ist, wenn wir v;—z+= fiir v, schreiben:

=1

(19) S’ =—k'n+e'ﬂ:+§(vi-—:m).
i=1
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Nun ist definitionsgemaf ¢’ — k' = X(R) und v; — 7z =n — w;.
Also haben wir die Endformel aus (18) und (19):
(20) C(G) =2x(G)r — X(R)n — X (7w — w;).
i=1
Fir Normalbereiche ist hier, wie schon erwihnt, X(R)=0
zu setzen.

III. Fluchtgebiete und Fluchtbereiche.

§ 14. Definitionen.

K sei eine euklidische abgeschlossene Kreisscheibe, m der
Mittelpunkt, P die Peripherie, K’ das Innere von K. Die ,,punk-
tierte Kreisscheibe”, d.h. die Punktmenge K — m, nennen wir
K, das punktierte Kreisinnere K’ — m nennen wir K. Eine in
K gegen m konvergente, jedoch m nicht enthaltende Punktfolge,
nennen wir eine Fluchtfolge. Eine geschlossene Kurve in K, die
in K nicht auf einen Punkt zusammenziehbar ist, heile eine
Schlinge, eine Schlinge, die zugleich eine Jordankurve ist, heifle
ein Giirtel. Ein Giirtel ist also eine Jordankurve in K, die m im
Innern enthalt.

Eine Fliche U’ gestatte eine topologische Abbildung H’ auf K'.
Fluchtfolge, Schlinge, Giirtel wollen wir die Punktmengen in U’
nennen, die durch H' in Fluchtfolgen, Schlingen, Giirtel von K
iibergehen. Wir nennen nun U’ ein Fluchtgebiet, wenn eine Punkt-
folge in U’ dann und nur dann unbeschrinkt ist, falls sie eine
Fluchtfolge ist. Jeder Giirtel eines Fluchtgebiets U’ begrenzt
hiernach ein in U’ enthaltenes Fluchtgebiet.

Fluchtbereich nennen wir jeden geodatischen Bereich U, der
eine topologische Abbildung H auf K gestattet und der vollstindig
ist. Schlinge, Giirtel, Fluchtfolge nennen wir wiederum die
Figuren in U, die bei H in die gleichnamigen Figuren von K
iibergehen. Die Punktmenge R,C U, die bei H in P iibergeht,
muf3 hiernach ein geoditisches Polygon und ein Giirtel sein.
Bisweilen schreiben wir U(R,) statt U, wenn wir die Beziehung
eines Fluchtbereichs zu seinem Rand hervorheben wollen. Das
Innere eines Fluchtbereichs ist ein Fluchtgebiet.

Die auf einen Fluchtbereich U bezogene Abstandsfunktion
bezeichnen wir mit g.. Ist R eine Schlinge in U, so setzen wir
im folgenden gy(RRy) = a(R). Dann gibt es nach §7 je einen
Punkt pCR und p,C R,, sodaB g, (pp,) = a(R). Jedes solche
Punktepaar bezeichnen wir mit p(R), po(R, p). Die G-Strecke
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p})o (ihre Existenz folgt aus der Vollstandigkeit von U) nennen
wir F(R). Ist a(R) =0, so ist p = p,, und wir fassen dann F(r)
als diesen Punkt und als G-Strecke der Linge Null auf. Ist
a(R) > 0, so ist F(R) ein doppelpunktfreier geodatischer Bogen,
der mit R nur p und mit R, nur p, gemein hat. Denn einen
Knick kénnte F(R) nur in einem von p, verschiedenen Punkt
von R, haben; enthielte aber F(R) einen solchen Punkt, so
wiirde dieser mit p einen Teilbogen von F(R) begrenzen, der
eine kiirzere Verbindung als F(R) zwischen R und R, her-
stellen wiirde, gegen die Definitionen. Aus demselben Grund
enthilt F(R) auller p keinen Punkt von R.

Ist R rektifizierbar, so bezeichnen wir mit s(R) die Liange von R.
Ist R ein Giirtel und iiberdies ein geodatisches Polygon, so nennen
wir U(R), wie schon verabredet, den von R berandeten in U(R,)
enthalten Fluchtbereich. Wir nennen dann R einspringend, wenn
U(R) nur einspringende Ecken und wenigstens eine wesentliche
Ecke hat. Hat dagegen U(R) genau eine, und zwar hohle, wesent-
liche Ecke, so nennen wir R ein hohles Eineck und bezeichnen
den an dieser Ecke auftretenden Winkel von U(R), der wie in
§ 18 gemessen wird, als den Eineckswinkel mit w(R). Ist R eine
geschlossene geodatische Linie, so nennen wir R glatt.

Mit x(¢t) bezeichnen wir die untere Grenze der Léngen aller
rektifizierbaren Schlingen RCU, unter der Nebenbedingung
a(R) <1%). a(t) ist also eine im Intervall 0 <t << co definierte
Funktion, die offenbar nicht zunimmt.

Wir zeigen, daf3 2(¢) im Definitionsintervall stetig, sogar von
beschranktem Differenzenquotienten ist. Seien némlich ¢ =0,
d >0, ¢ >0 beliebig vorgegeben. Dann konnen wir wegen der
Definition von «(#) eine rektifizierbare Schlinge R finden, so
daB a(R) <t-+d, s(R) < a(t+d)+ de. Wir bestimmen (was unter
Umstidnden auf mehrere Weisen geschehen kann) p(R), po(R, p),
F(R), wie oben verabredet. Die Linge von F(R)ist a(R) <¢+d.
Wir kénnen also auf F(R) von p = p(R) aus eine Teil-G-Strecke

D= p;)' (die auch auf einen Punkt zusammenschrumpfen darf) so

35) LKine entsprechende Funktion lieBe sich leicht auch fiir Fluchtgebiete er-
kliren; man hat dann statt a(R) eine Funktion z(R) zugrundezulegen, Verall-
gemeinerung der in der 6. Folgerung in § 11 eingefiihrten Funktion z( p) auf Punkt-
mengen; dann kann man wieder die untere Grenze 2’(f) der Langen aller rekti-
fizierbaren Giirtel R des Fluchtgebiets, mit der Nebenbedingung z(R) < ¢, ein-
fiithren. Der Verlauf der Funktion 2’(t) gibt eine quantitative Kennzeichnung des
Fluchtgebiets, die die qualitative Einteilung in Kelche und Schifte. wie sie in der
Einleitung und in § 18 gegeben wird, in sich enthilt.
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abtragen, da3 die Linge s(p/i)') von D héchstens d, und oy (p'R,)
hochstens ¢ betrdgt. Nunmehr betrachten wir die geschlossene
Kurve R’, die aus R und dem doppeltdurchlaufenen Bogen D
besteht. Da R’ sich (indem man D auf p zusammenzieht) in R
deformieren laf3t, und R in U nichtzusammenziehbar ist, so ist
auch R’ nichtzusammenziehbar, also eine Schlinge. Wegen p’ CR’,
ou(p'Ry) =1t, ist a(R')<t R’ ist rektifizierbar, und zwar ist
S(R'):S(R)—I—Qs(p/;)') = x(t+d) +d(2+¢). Andererseits ist defi-
nitionsgemal wegen a(R’) < ¢: s(R’')=a(t). Somit z(f) Za(t+d) +
d(2+¢). Da andererseits die Funktion @(¢) nicht zunimmt,
kénnen wir die letzte Ungleichung vervollstindigen zu

a(t+d) < a(t) < a(t+d) + d(2+¢).

Zichen wir iiberall #(¢) ab und dividieren durch d, so ergibt sich
nach leichter Umstellung:

Ozwz_

= 2 —e.
Da hierin ¢ beliebig klein sein darf, und (¢) nicht von ¢ abhiingt,
haben wir schlieBlich fiir den Differenzenquotienten von z(f) im
ganzen Definitionsbereich:

0 — 2.

v

Az
At

v

§ 15. Losung eines Minimumproblems. Das Problem lautet:
Ein Fluchtbereich U und eine Zahl t =0 gegeben. Eine rektifi-
zterbare Schlinge R = R(t) zu finden, mit a(R) <t und s(R)=ux(t).

Wegen der Bedeutung von z(f) kénnen wir das Problem auch
so formulieren:

Unter allen rektifizierbaren Schlingen R mit a(R) < t eine kiirzeste
2u finden.

Wir fithren die Aufgabe auf die Bestimmung gewisser G-
Strecken zuriick, indem wir zur universellen Uberlagerungsfliche
ubergehen; dabei werden bekanntlich geschlossne nicht zusammen-
ziehbare Kurven auf Bogen abgebildet, die verschiedene End-
punkte haben.

Sei also U der universelle Uberlagerungsbereich von U. Da U
dem abgeschlossenen von einem Breitenkreis berandeten Teil
eines Rotationszylinders homéomorph ist, so ist U einer eukli-
dischen Halbebene hom&omorph, die von einer (zur Halbebene
gerechneten) Geraden G berandet wird. Dabei entspricht der
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Geraden G der Rand R, von U. R, ist ein offner Bogen, der
R, unendlichoft uberlagert Als Uberlagerungsbereich eines voll-
stindigen Bereichs ist U nach § 12 ein vollstindiger Bereich.

Wir wollen hier einige Definitionen und einen Hilfssatz ein-
schalten, die fiir beliebige Uberlagerungsbereiche U beliebiger
geoditischer Bereiche U gelten. Zwei Punkte p, p’ von U nennen
wir dguivalent, wenn sie denselben Spurpunkt haben, aber nicht
zusammenfallen. Dann gilt folgender naheliegender

Hilfssatz: Sind p;, p; zwei Punkifolgen derart, daf p, dquivalent
p; fir alle i, und gilt p,—p, p;—p’, so ist p dquivalent p

Beweis: p;, p seien die Spurpunkte von p;, p- A sei eine G-
Kreisscheibe vom Mittelpunkt p in U. Dann gibt es nach der
Definition des Uberlagerungsbereichs (§ 12) eine G-Kreisscheibe
A um p in U, deren Spurpunkte A erfiillen, so daB die Beziehung
zwischen Punkt und Spurpunkt eine isometrische Abbildung
A — A bewirkt. Aus p,; — p folgt, daB3 fast alle p; in 4, also fast
alle p, in A liegen, und daB p; — p.

Nun sind nach Voraussetzung die p, auch die Spurpunkte der p;.
Bezeichnen wir also vorldufig den Spurpunkt von p’ mit p’, S0
folgt wie eben, weil p;—p’: p;—p’, also p’ =p; d.h. p, p’
haben denselben Spurpunkt. Um die Aquivalenz von p mit p’
zu zeigen, haben wir nur noch nachzuweisen, daB jene Punkte
nicht zusammenfallen. Fielen die beiden Punkte zusammen, so
gibe es wegen p¢—>p und p;—p ein 4, so daB p;C 4 und
p;CA. Da die Beziehung zwischen Punkt und Spurpunkt
eine isometrische, also insbesondere ein- emdeutlge Beziehung
zwischen 4 und A vermittelt, und da p;, p; denselben Spur-
punkt p,; haben, miilten p:» p; zusammenfallen, wihrend diese
Punkte doch als aquivalent, also verschieden, vorausgesetzt sind.

Dije Menge m CU der Spurpunkte einer Punktmenge m CU
wollen wir kurz die Spur von m nennen. Ein Bogen S C U, dessen
Endpunkte dquivalent sind, heife ein Hauptweg. Dann ist die
Spur von S eine geschlossene nicht zusammenziehbare Kurve
in U. Umgekehrt ist jede derartige Kurve auch Spur eines
Hauptwegs.

Nunmehr werde U wieder als der gegebene Fluchtbereich und
U als der universelle Uberlagerungsbereich von U angenommen.
Um die Vieldeutigkeit in der Beziehung zwischen Schlingen von U
und iiberlagernden Hauptwegen in U einzuschrianken, verfahren
wir folgendermalen. -

Zunichst sei R, ein in R, enthaltener Strahl, der R, genau
einmal iiberlagert. Ist jetzt R irgendeine Schlinge in U, so be-



124 Stefan Cohn-Vossen. [56]

stimmen wir p(R), po(R, p), F(R). Auf R, gibt es genau einen
Punkt p,, dessen Spur p, ist. Dann gibt es genau einen p, ent-
haltenden Bogen F CU, dessen Spur F(R) ist. Auf F gibt es
genau einen Punkt P “dessen Spur p(R) ist, und es glbt einen
(aber nicht nur einen) Hauptweg R, der p enthilt, und der alle
Punkte von R auller p genau einmal_l'iberlafgert wahrend p auBler
von p noch von dem andern, p dquivalenten Endpunkt p’ von
R iberlagert wird. Ist R rektifizierbar, so auch R, und dann
hat R gleiche Linge wie R.

Somit ist jeder rektifizierbaren Schlinge R in U ein ebenso
langer Hauptweg in U zugeordnet, dessen einer Endpunkt durch
einen Weg der Linge a(R) mit R, verbindbar ist. Ist umgekehrt
R cin Hauptweg dieser Art, so ist die Spur von R eine Schlinge,
die durch einen Weg der Linge a(R) mit R, verbindbar ist.
Unsere Minimumaufgabe ist daher folgender auf U beziiglichen
Aufgabe dquivalent: Unter allen relitifizierbaren Hauptwegen, deren
etner Endpunkt hichstens den Abstand t von R, hat, einen kiirzesten,
R(t), 2u finden. o
~ Die Hauptwege der angegebenen Konkurrenz wollen wir (R)
nennen. Die Lange von R(¢), also die untere Grenze der Langen
der Hauptwege (R), muB x(t) sein, denn wir haben gezeigt, daB
die Menge (R) der Spuren der Hauptwege (R) identisch ist mit
der Menge aller Schlingen mit a(R) < t. -

Wir betrachten nun eine Teilfolge (R;) aus (R) derart, daB
die Lingen aller R; hochstens s, = s(R,) betragen, und dafB
die Langen der (R;) gegen (t) konvergieren. Die Menge (R;) ist
nicht leer, denn die abgeschlossene Hiille von R, ist ein Hauf)tweg,
dessen beide Endpunkte den Abstand 0 <¢ von R, haben, und
der die Linge s, hat, da seine Spur R, ist, und R,, mit Ausnahme
eines Punkts, nur einfach von jenem Hauptweg tiberlagert wird.
Sind p;, p; die Endpunkte von R;, so sind diese Punktc fir alle
i paarweise dquivalent. Die Bezeichnung sei so gewihlt, daB p,
den Abstand < ¢ von R, hat. Da U vollstindig, und die Menge
(pis P's) beschrankt ist, ist diese Menge kompakt also gibt es
eine Teilfo]gc (L) (¥) und zwei Punkte p, p in U derart, daB3
Pr— Ps P = p’. Nach dem Hilfssatz sind p, p’ dquiv ivalent. Wegen
der Stetigkeit der Abstandsfunktion ist ov(pRy) =t. Da die
Liangen der R, cinerseits gegen a(¢) konvergieren, andererseits
= o (p,\p,\) sind, gilt «(t) = oc (pp’). Da U vollstindig, also

wegsam ist, gibt es eine G-Strecke pp = R(t) der Linge
oy(pp "y = a(t). Wie wir eben gezeigt haben, ist aber R(f) ein
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Hauptweg der Menge (R), also der Lange = 2(¢). Demnach hat
R(t) genau die Lange a(t), 16st also unser Minimumproblem
in U. Die Spur R(t) von R(t) ist eine Schlinge der Linge x(t)
und des Abstands <t von R,. R(t) ist also eine Lisung des zu
Anfang dieses § 15 formulierten Minimumproblems.

§ 16. Gestalt von R(t).

Satz 1: R(t) ist ein geoddtisch-polygonaler Giirtel.

Beweis: Als Spur der G-Strecke R(t) ist R(t) jedenfalls ein
geoditischer Streckenzug. R(t) hat als G-Strecke keinen Doppel-
punkt. Hatte also R(¢) einen mehrfachen Punkt, so konnte das
nur daher rithren, daB3 R(¢) ein Paar dquivalenter Punkte auller
den Endpunkten p, p’ enthalt.

Sei in diesem Fall (g;, ¢’;) eine Folge dquivalenter Punktepaare
auf R(t) derart, dal3 _ihl‘f—l Abstande, d.h. die Langen s; der von
jedem solchen Paar ausgeschnittenen Teil-G-Strecken von R(t),
gegen ihre untere Grenze s << z(t) streben; die Paare brauchen
nicht alle voneinander verschieden zu sein. Da R(¢) kompakt und
abgeschlossen ist, gibt es eine Teilfolge (k) C (i) und zwei Punkte

g, ¢’ auf R(t) derart daB ¢;—¢, g;—¢'. Dann ist s(qu') =53

zwischen g und ¢’ liegt also auf R(t) kein Paar dquivalenter

Punkte. Nach dem Hilfssatz aus § 15 sind aber ¢, ¢’ d4quivalent.
Der von ¢, ¢’ aus R(2) ausgeschmttene Teilbogen sei D. Die

Teil-G-Strecken pq bzw. q p von R(¢f) mégen B, B’ heillen.
Dann ist D ein Hauptweg und die Spur D von D eine in R(?)
enthaltene Schlinge, die den Spurpunkt ¢ von ¢, ¢ enthilt. Die
Spur der Endpunkte p, p’ von R(t) ist ein Punkt p von R(t),
fir den nach unsrer Konstruktion gilt: g, (pR,) <t. ¢ zerlegt
R(t) in die Schlinge D und zwei Teilbégen B, B’, die beide p
mit ¢ verbinden und die Spuren von B, B’ sind.

Wire a(D) <1, so wire D eine Schlinge der Linge < a(t) unter
der Nebenbedingung a(D) <, gegen die Minimaldefinition von
a(t). Also ist a(D) > ¢, insbesondere ist a(D) > 0, insbesondere
ist also ¢ ein innerer Punkt von U. Eine G-Kreisscheibe ) um den
Mittelpunkt ¢ ist demnach eine volle Kreisscheibe. Wir konnen
wegen ¢ # p die Kreisscheibe Q so klein wihlen, daBl p Q.
Die G-Kreisscheiben @, Q' in U, die Q isometrisch iiberlagern
und ¢, bzw. ¢’ als Mittelpunkte haben, sind ebenfalls Vollkreis-
scheiben. Der Durchschnitt X bzw. Y von B bzw. D mit @ ist
Je ein Radius von Q. Entsprechend seien X’ bzw. Y’ die Radien,
die Q' mit B’ bzw. D gemein hat. Sind X, X', Y, Y’ die Spuren

von X, X’ Y, Y, soist X bzw. X’ der Durchschnitt von @
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mit B bzw. mit B’, und Y, Y’ bilden den Durchschnitt von Q
mit D. X, X', Y, Y’ sind sdamtlich Radien von Q. Ich behaupte,
Y, Y’ fallen nicht zusammen. Andernfalls hitte namlich D Doppel-
punkte (in Q), also gibe es auf D ein von ¢, ¢’ verschiedenes
Paar iquivalenter Punkte, im Widerspruch zu unserer Kon-
struktion. Offenbar fillt X in die Verlingerung von Y, weil der
Streckenzug X + Y Teil der G-Strecke R(t), und weil g innerer
Punkt von U ist. Also fallt X in die Verlingerung von Y, also
nicht in die Verlangerung von Y".

Nun kann die aus B und B’ zusammengesetzte in R(¢) enthaltene
geschlossene Kurve K keine Schlinge sein, sonst wire diese
Schlinge kiirzer als R(t) und hitte (weil sie p enthélt) von R, einen
Abstand =1, gegen die Minimaleigenschaft von R(t). Also ist K
zusammenziehbar. Also erhalte ich eine Schlinge S, die sich mit
R(t) deckt, wenn ich von einer bestimmten Durchlaufung von
R(t) ausgehe, den Umlaufssin von D unverindert lasse, aber K
in entgegengesetzter Richtung durchlaufe, als es bei jener Durch-
laufung von R(t¢) geschah. Dann ist S namlich auf D zusammen-
ziehbar, weil K auf ¢ zusammenziehbar ist. Da D eine Schlinge
ist, so auch S. In S sto8t aber Y’ mit X aneinander, weil in R(£)
Y’ mit X’ aneinanderstoft und nach unsrer Verabredung B
mit B’, also X mit X’ vertauscht wird, wenn ich von R(t) zu S
iibergehe. Da nun, wie oben gezeigt, X nicht in die Verlangerung
von Y’ fallt, fallen beide Radien entweder zusammen oder be-
grenzen einen in Q enthaltenen hohlen Sektor. Sind in jedem
Fall 2, y' die von ¢ verschiedenen Endpunkte von X, bzw. Y’,
so liegt die (vielleicht punktférmige) Strecke Z = zy’ in Q und
ist kiirzer als der in Q auf Z zusammenziehbare Streckenzug
X +Y’. Ich erhalte also aus S eine kiirzere Schlinge Sy, wenn ich
den Streckenzug X + Y’ durch Z ersetze. Da aber p{ Q, und da
sich Sgnur in Q von S unterscheidet, wire p C S,, also: a(S,) <t,
§(Sp) < s(S) =a(t). Das widerspricht der Definition von a(¢).
Die Annahme, daf3 R(t¢) einen Doppelpunkt hat, fiihrt also auf
einen Widerspruch. R(t¢) ist ein Gurtel.

Wir beweisen nun, unter Benutzung der in § 14 eingefiihrten
Bezeichnungen:

Satz 2. R(t) ist entweder einspringend, oder glatt, oder ein
hohles Eineck.

Beweis: Sei R(t) weder einspringend noch glatt. Dann gibt
es eine Ecke p von R(t), die gegen U(R(t)) hohl ist. Also gibt
es einen in U, sogar in U(R(t)), enthaltenen hohlen Sektor S,
dessen Scheitel p ist, und dessen Begrenzung auf R(t) fallt.
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Ersetze ich die Begrenzung von S durch die kiirzere, in S ent-
haltene Verbindungsstrecke der von p verschiedenen Endpunkte
der Schenkel von S, so geht R(#) in eine kiirzere Schlinge P’
iiber. Wegen der Minimaleigenschaft von R(f) muf3 daher
a(R’) >t sein. Da sich R’ nur in S von R(t) unterscheidet,
muf} fir jeden auBerhalb S gelegenen Punkt ¢ C R (also ¢C R’)
gelten: gy(qRy) >t. Diese Ungleichung muf3 folglich fiir jeden
Punkt ¢ # p von R(t) gelten, denn zu jedem gegebenen solchen
Punkt kann ich S so klein wihlen, da3 ¢ S.

Insbesondere ist daher jeder Punkt ¢ #%p von R(¢) innerer
Punkt von U. Also ist jeder Punkt ¢ von R(t), der nicht mit den
Endpunkten p, p’ dieser G-Strecke Zusammenféllt, innerer Punkt
von U, also hat R(t) keinen Knickpunkt, also hat R(t) auler p
keine Ecke, ist daher in der Tat ein hohles Eineck.

Satz 8. Ist R(t) einspringend, so liegen alle wesentlichen Ecken
von R(t) auf R,.

Indirekter Beweis: p sei eine gegen U (R(t)) einspringende Ecke
von R(t), und p sei innerer Punkt von U. ¢ sei irgendein von p
verschiedener Punkt von R(¢). Dann gibt es eine ¢ nicht ent-
haltende in U enthaltene Kreisscheibe 4 um p als Mittelpunkt.
A wird durch R(f) in zwei Sektoren zerlegt. Der eine, S, ist
hohl, der andere, T, ist iiberstumpf und liegt in U (R(t)).

Wire oy (qR,) =1, so folgte wie beim vorigen Beweis die Exi-
stenz einer Schlinge R’, die kiirzer als R(Z) wére, sich nur in 4
von R(t) unterschiede, fiir die also wegen ¢ C R’ gilte: a(R') <1t.
Das widerspricht der Minimaldefinition von R(t). Jeder von p
verschiedene Punkt von R(¢) hat somit von R, einen Abstand
>t, insbesondere > 0; da auch p selbst innerer Punkt von U
ist, liegt R(¢) ganz im Inneren von U, zerlegt also U in den Flucht-
bereich U (R(t)) und einen von R(¢) und R berandeten Normal-
bereich N.

Ziehen wir nun F(R(t)) = F gemil § 14, so muB3 dieser geodi-
tische Bogen der Linge =<t? notwendig R(¢) im Punkt p treffen,
denn kein anderer Punkt von R(t) besitzt eine Verbindung der
Lange <t mit R,. Wie schon in § 14 ausgefiihrt, hat F keinen
Punkt auBler p mit R(f) gemein, liegt also entweder ganz in
U(R(t)), oder ganz in N, folglich ganz in N, da F einen Punkt
mit R, gemein hat, U(R(t)) dagegen nicht.

Der Durchschnitt von F mit 4 ist ein Radius X von 4. X liegt
innerhalb S, da 7" in U(R(t)) liegt. Da S hohl ist, mu3 von den
beiden Sektoren, in die S durch X zerlegt wird, der eine, er méoge

V heiBen, einen Winkel < g besitzen (vgl. § 4). Ist Y der von X
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verschiedene, auf R(t) liegende Schenkel von 17, und ist @ ein
von p verschiedener Punkt von X, also von F, so gibt es nach
§ 4 einen Punkt yCY derart, daB ay kiirzer ist als #p. Dann
erhalte ich aber eine Verbindung zwischen R, und R(?), die
kiirzer ist als F, wenn ich die in F enthaltene Strecke 2p durch ay
ersetze. Das widerspricht der Minimaleigenschaft von F.

Satz 4: Ist R(t) ein hohles Eineck, und ist w der gemdif § 14
bestimmte Eineckswinkel, so gibt es ein positives d derart, daf

(21) z(t+d) = a(t) — d cos $w.

Beweis: z sei die Ecke von R(i). Dann gibt es einen hohlen
Sektor V, des Scheitels z und des Winkels w, der in U, sogar in
U(R(t)), liegt, und dessen Schenkel X, Y auf R(¢) liegen. Wir
wenden auf V' das Verkiirzungsverfahren an, das am Schlu3 von
§ 4 angegeben ist. Seien also @, y zwei von z verschiedene Punkte,
so dal 2CX, yCY. Den auf der Begrenzung von V, also auf
R(t) verlaufenden Streckenzug xz + zy nenne ich S. Nach § 4 gibt
es in V einen Punkt 2’ 5 2 derart, daB, s(=2') =d > 0 gesetzt,
der in V verlaufende Streckenzug S’ = 2z’ 4 2’y um mindestens
d cos 3w kiirzer ist als S.

Da nun R(t) ein hohles Eineck ist, ist jeder von z verschiedene
Punkt von R(#) um mehr als ¢ von R, entfernt (vgl. den Beweis
von Satz 2); da andererseits a(R(t)) =t, so mull g (3R,) =1t (in
Wirklichkeit genau ==1t) sein. Also ist gy (3'Ry) =%+ d.

Nun betrachten wir die rektifizierbare Schlinge R’, die aus
R(t) entsteht, wenn ich S durch S’ ersetze. Wegen 2'C R’ ist
a(R')<i+d, also s(R') = a(t+d). Andererseits ist R’ infolge
der Ersetzung von S durch S’ um mindestens d cos }w gegeniiber
R(t) verkiirzt, also s(R’) < s(R(t)) —d cos 3w. Wegen s(R(t)) =a(t)
folgt (21) aus den letzten beiden Ungleichungen.

§ 17. Hauptsatz iiber Fluchtgebiete.

Er lautet:

In jedem Fluchigebiet gibt es zu jedem positiven & einen Giirtel
R, folgender Art: R, ist ein geoddtisches Polygon. Entweder ist
R, ein hohles Eineck, fiir dessen Winkel w gilt 0 <z — w = ¢, oder
R, st glatt oder einspringend. ’

Beweis: Zunichst wollen wir zeigen, daf es in einem beliebigen
Fluchtgebiet U’ einen Giirtel R, gibt, der ein geoditisches Poly-
gon ist; von den andern fiir R, geforderten Eigenschaften sehen
wir vorlaufig ab. Sei U’ irgendeine Uberlagerungsfliche von U’,
z.B. die zweiblittrige, die iibrigens U’ homéomorph ist. Dann
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gibt es zu einem beliebigen Punkt p CU’ genau zwei dquiva-
lente Punkte p, p’ in U’, deren Spurpunkt p ist. Nun ist U’ eine
Fliche, also ein éeodatlscher Bereich. Also gibt es nach § 7 einen
geodatischen Streckenzug R, der p in U’ mit p’ verbindet, also
ein Hauptweg ist. Gegebenenfalls durch_Fortlassung endlichvieler
geschlossener Teilstreckenziige kann ich R in einen doppel-
punktfreien Streckenzug R’ verwandeln. Gibt es auf R’ auBer
den Endpunkten p, p’ noch ein Paar dquivalenter Punkte, so
gibt es eine Folge von (nicht notwendig durchweg verschiedenen)
Paaren dquivalenter Punkte g¢;, ¢;, derart, daB die Lingen s;
der von den Paaren begrenzten Teilbogen von R’ gegen die
untere Grenze s der Lingen aller solchen Teilbogen, d.h. aller
in R enthaltenen Hauptwege, konvergieren. Wegen der Kom-
paktheit und Abgeschlossenheit von R’ gibt es eine Teilfolge
(k) C (2) und zwei Punkte ¢, ¢" auf R’ derart, da3 %> g7
Dann hat der von ¢, ¢’ begrenzte Teilbogen R, von R’ die Linge s,
enthilt also auBer hichstens den Endpunkten kein Paar dquiva-
lenter Punkte. Nach dem Hilfssatz aus § 15 sind aber die End-
punte g, ¢" von R, in der Tat dquivalent. Also ist die Spur R,
von R, ein Giirtel, und auBerdem ein geoditisches Polygon,
weil R, ein geoditischer Streckenzug.

Sei nun U = U(R,) der von R, berandete in U’ enthaltene
Fluchtbereich. z(f) sei beziiglich U gemal} § 14 definiert. Wir

betrachten zu unserm gegebenen positiven ¢ die Funktion

y(t) = (1) + %t. Mit «(z) ist auch y(¢) stetig fiir 0 < ¢ < co. Fiir

12(0)

t> =t ist wegen a(t)=0: y(¢)>y(0). Die untere

Grenze der Funktion y(f) kann also nur im Intervall 0 <t <¢,
approximiert werden. Wegen der Beschranktheit und Abgeschlos-
senheit dieses Intervalls und der Stetigkeit von y(¢) wird diese
untere Grenze fir ein 4, 0=<1t,<¢ erreicht, so dafl also fiir
alle 0 =t << o0: y(t) =y(f). Das gibt aber, wenn wir ¢t ={,-+d
(d =—1,) setzen, nach leichter Umrechnung:

de

(22) 2ty +d) Z alty) — L ™).

36) Herr H. Hopr teilte mir folgende Verallgemeinerung des hier angewandten
Prinzips mit: Sei M irgendein metrischer Raum, in dem das Kompaktheitspostulat
gilt: Jede beschrinkte Menge ist kompakt. Sei f(p) irgendeine stetige Ortsfunktion
der Punkte p C M, und sei f(p) nach unten beschriankt (in unserm Fall ist M die
Zahlenhalbgerade 0 <t < oo und f(p) = (1))

Behauptung: Es gibt in M zu jedem positiven ¢ einen Punkt p,, so daf fiir alle

9
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R(ty) hat die fur R, geforderten Eigenschaften. Jedenfalls ist
namlich R(t#,) nach § 16 einspringend, glatt oder ein hohles
Eineck. Liegt nun der letzte Fall vor, und bezeichnet wieder w
den Winkel von R(f,), so gibt es nach Satz 4, § 16, ein d > 0,
so daB3 (21) fir ¢ =1, gilt. Aus dieser Formel und (22) folgt

cos 1w < % Nun ist cos }w =sin }(z—w), und 0 < }(z—w)< ix.
Fiir jedes a im Intervall 0 <a < 1z gilt aber, wie leicht

o . € T—w
zu verifizieren, sina = $a. Also Y = cos tw = PR d.h.

O<am—wXe.

§ 18. Schaft, Kelch, eigentlicher Kelch.

g =0 sei die untere Grenze der Léngen aller rektifizierbaren
Girtel eines gegebenen Fluchtgebiets U’. Minimalfolge wollen
wir voriibergehend jede Folge rektifizierbarer Giirtel in U’ nennen,
deren Langen gegen g streben. Eine Minimalfolge nennen wir
beschriankt oder unbeschriankt, je nachdem es die Punktmenge
ist, die von allen Giirteln der Folge bedeckt wird. Wir definieren:

Ein Fluchtgebiet heifit ein Schaft, wenn in thm jede Minimal-
folge unbeschrdinkt ist.

Ein Fluchtgebiet heift ein Kelch, wenn es in thm eine beschrdinkte
Minimalfolge gibt.

Hiernach ist jedes Fluchtgebiet entweder ein Schaft oder ein
Kelch. Man kann aber Beispiele von Kelchen angeben, die Schifte
enthalten. Daher erweist sich noch die folgende Definition als
notwendig:

Ein Fluchigebiet heifit ein eigentlicher Kelch, wenn es keinen
Schaft enthdlt.

Jeder eigentliche Kelch ist also ein Kelch, und jedes in einem

von p, verschiedenen Punkte p C M gilt

f(p) — f(po)

o(ppo)
wo o(pp,) die Entfernung von p, p, im Sinn der Metrik von M ist.

Beweis: Man bilde fiir einen beliebigen Punkt p, C M die Funktion g(p) =
f(p)+eo(pp,). Dann ist mit f(p)auch g(p)stetig, und weil f(p)nach unten beschriinkt
ist, gibt es ein positives a, so daB im AuBlern der Kugel K: o(p;p) < a, also fiir
o(ppy) > a, gilt: g(p;) < g(p). Somit wird die untere Grenze von g(p) nur in K
approximiert. Nach dem Kompaktheitspostulat ist K, weil beschrinkt, kompakt.
Da auBlerdem g(p) stetig ist, gibt es einen Punkt p, C M, so daB fiir alle p C M:
8(p) = &(py)- Aus dieser Ungleichung erhilt man wegen der Definition von g(p)
die behauptete, wenn man noch die Dreiecksungleichung in der Form g(pp,) =
o(Pp1) — o(pop,) benutzt.

v
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eigentlichen Kelch enthaltene Fluchtgebiet ist ein eigentlicher
Kelch.

DaBB es nicht notig ist, einen entsprechenden Begriff des
,.eigentlichen” Schafts einzufiihren, lehrt folgender

Satz 1: Jedes tn einem Schaft enthaltene Fluchtgebiet ist ein
Schaft.

Beweis: U’ sei ein Schaft, V' ein in U’ enthaltenes Flucht-
gebiet. Die untere Grenze der Giirtellingen in U’ bzw. in V'
seien g, bzw. h. (R;) sei eine Minimalfolge von Giirteln in U’.
Wir diirfen annehmen, da3 die Léangen aller R, hochstens g +1
betragen.

Die Punktmenge M =U’—V" ist entweder leer, also I’ identisch
mit U’ und nichts zu beweisen, oder aber M ist nicht leer und
beschriankt, Gédbe es eine in (R;) enthaltene Minimalfolge (Rj)
derart, daf3 alle R; einen Punkt mit M gemein hitten, so wire
(Ry) eine beschrankte Minimalfolge und U’ kein Schaft. Da somit
fast alle R; in V' liegen, ist h < g. Ist also (S;) eine Minimal-
folge in V', so bilden die S;, die ja auch Girtel von U’ sind, auch
eine Minimalfolge in U’ (also ist g==h). Wére (S;) in V' beschrankt,
so auch in U’, also wire U’ kein Schaft. Jede Minimalfolge in V"
ist also unbeschrankt, d. h. V'’ ist ein Schaft.

Satz 2: In jedem Schaft gibt es einen geoddtisch-polygonalen
Giiirtel, der entweder glatt oder ein hohles Eineck ist.

Beweis: Auf dem Schaft U’ gibt es nach § 17 einen Flucht-
bereich U. Die Funktion z(¢) sei in Bezug auf U gemal3 § 14 erklart.
Wire fiir alle ¢ = 0: @(t) = x(0), so gébe es in U keine Schlinge,
erst recht keinen Giirtel, der kiirzer ware als R(0); R(0) wire,
unendlich oft gesetzt, eine beschriankte Minimalfolge fiir U’, im
Widerspruch dazu, daB3 U’ ein Schaft. Somit gibt es ein ¢ > 0,
so daB z(t) < x(0). Hatte R(t) einen Punkt mit dem Rand R,
von U gemein, so wire a(R(t)) =0, also s(R(t)) = z(t) =x(0) was
nicht stimmt. R(¢) hat also keinen Punkt mit R, gemein, ist also
nach Satz 2 und Satz 8, § 16, glatt oder ein hohles Eineck.

Satz 8. Auf jedem eigentlichen Kelch gibt es einen Girtel R
folgender Eigenschaft: R ist ein geoddtisches Polygon. Im Flucht-
bereich U(R) gibt es keinen kiirzeren Giirtel als R. R ist etnspringend
oder glatt.

Beweis: Auf dem gegebenen eigentlichen Kelch U’ gibt es
nach § 17 einen Fluchtbereich U. Das Innere V' von U ist ein in
U’ enthaltenes Fluchtgebiet, also ein Kelch. Es gibt also in V’
eine beschriankte Minimalfolge; somit gibt es ein #{,=0 derart,
daB fiir alle Giirtel R; jener Folge gilt: a(R;) = #,, also s(R;) = z(t,).
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Ist g die untere Grenze der Giirtellingen in V', so ist s(R;) — g,
also auch g = z({,); folglich gilt fiir alle Giirtel R(t): s(R(t)) =
x(t) =g =ua(t,). Fir t =1, ergibt sich z(t) =g = «(t,). Mithin
g = (fy), und wegen der Monotonitit von z(t): a(t)= x(f) fir
=

R(t,) hat die fiir R geforderten Eigenschaften. Zunéchst hat
R(t,) die Lange g, es gibt also keinen kiirzeren Giirtel in U(R).
Ferner ist R(t,) ein geodatisches Polygon. Wiare R(f,) weder ein-
springend noch glatt, so wiare R(f,) nach Satz 2, § 16, ein hohles
Eineck. Dann géabe es aber nach Satz 4, § 16, ein ¢ > {,, so da
a(t) << z(fy); was nicht stimmt.

Satz 4: Jedes Fluchtgebiet nichinegativer Gaufischer Krismmung
ist ein eigentlicher Kelch.

Wir kénnen den Satz auch so formulieren:

Satz 4": Auf jedem Schaft gibt es eine Stelle negativer Gaufscher
Kriimmung.

Beweis (fiir die Formulierung 4'): Wir unterscheiden, ob es
auf dem Schaft U’ ein hohles Eineck gibt oder nicht.

Annahme I: Es gibt in U’ ein hohles Eineck R,. w, sei der
Winkel von R,, gemill § 14 gemessen. Auf das Innere V' von
U(R,) wenden wir den Hauptsatz, § 17, an, und zwar fir
& = 3(n — w,). Der Giirtel R,, der die im Hauptsatz geforderten
Eigenschaften hat, berandet zusammen mit R, einen Normal-
bereich N, der einem abgeschlossenen von zwei konzentrischen
cuklidischen Kreisen berandeten ebenen Bereich homéomorph
ist. Es gilt also y(N) = 0. Wir bestimmen die Totalkrimmung
C(N) von N gemall (20) § 13. Dabei ist y(N) =0, X(R) =0 zu
setzen. w, bis w, seien die Winkel von R,, gemessen in N. Da
N und U(R,) zu verschiedenen Seiten von R, liegen, ist jede
wesentliche Ecke von R, gleichzeitig hohl gegen den einen Bereich
und einspringend gegen den andern. Ist also R, einspringend,
d.h. einspringend gegen U(R,), so sind alle Ecken von R, hohl

gegen N, sodaBl X (m—w;) > 0. Ist R, glatt, so ist jene Summe

1=1
leer. Ist endlich R, ein hohles, d.h. gegen U(R,) hohles, Eineck,
so ist n =1, und jene Summe hat den Wert:

T—w = — &= — t(m—w).

Somit folgt in allen fiir die Gestalt von R, méglichen Fallen
aus (20):

CN) = — (a—wp) — (— ba—wy)) = — ha—w,) <0.
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Also gibt es in N, also in U’ eine Stelle negativer Gaullscher
Krimmung.

Annahme II: Es gibt in U’ kein hohles Eineck. Dann gibt es
nach Satz 2 einen glatten Giirtel R,. Wir bilden die Funktion
z(t) fir den in U’ enthaltenen Fluchtbereich U = U(R,). Wie
beim Beweis von Satz 2 ergibt sich die Existenz eines positiven
t mit x(t) < @(0); weiter folgt wie beim Beweis von Satz 2, daB
R, = R(t) entweder ein hohles Eineck oder glatt, also nach unsrer
Annahme notwendig glatt ist.

Fir den von R, und R, berandeten, dem ebenen Kreisring
homéomorphen Normalbereich N finden wir diesmal nach (20),
weil der Rand von N keine wesentliche Ecke hat: C(N)=0.

Wir schlieen nun indirekt. Angenommen, es gebe in N keine
Stelle negativer GauBlscher Krimmung. Dann folgt aus C(N) =0,
daBl die GauBlsche Kriimmung in N identisch verschwindet, daf3
also N im Kleinen der euklidischen Ebene isometrisch ist. Wir
ziehen nun eine kiirzeste Verbindung F zwischen R; und Ryin N;
das geht, weil N ein Normalbereich ist und je ein Punkt p;C R;
(?=0,1) existiert, so daBl oy(pep1) = on(EoeR;). Weil N keine ein-
springende Ecke hat, ist I ein geodétischer Bogen. Wie beim
Beweis von Satz 8, § 16, schlieBt man, dall F keinen spitzen
Winkel mit R; bilden kann; F muf} also (wie auch aus bekannten
Satzen folgt) auf R, und R, senkrecht stehen. Schneide ich nun
N langs F auf, so entsteht ein einfachzusammenhéngender Bereich,
den ich in die euklidische Ebene abwickeln kann. Dabei geht
aber N, weil F, R, geoditische Linien sind und F auf den R;
senkrecht steht, in eine Rechtecksflache iiber. Zwei Gegen-
seiten dieses Rechtecks wiren mit den R, isometrisch, also
waren Ry, R, gleichlang, d.h. #(0) = #(¢), wahrend nach unsrer
Konstruktion #(0) > a(t).

(Eingegangen den 26. Mirz 1934.)



