COMPOSITIO MATHEMATICA

ALEXANDER KUROSCH

Kombinatorischer Aufbau der bikompakten
topologischen Riaume

Compositio Mathematica, tome 2 (1935), p. 471-476
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__ 2 471_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1935, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
/Ihttp://www.compositio.nl/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__471_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Kombinatorischer Aufbau der bikompakten
topologischen Raume

von

Alexander Kurosch
Moskau

1. Herr Alexandroff hat gezeigt ), daBl man jeden kompakten
metrisierbaren Raum mit Hilfe sogenannter Projektionsspektra
approximieren und somit mittels eines Limesprozesses aus den
elementaren Gebilden — den simplizialen Komplexen — er-
zeugen kann. Diese Erkenntnis gab die Moglichkeit, kombina-
torische Problemstellungen und Methoden auf metrische Rdume
zu iibertragen, und wurde zum Ausgangspunkt zahlreicher topo-
logischer Untersuchungen. In der vorliegenden Arbeit wird ge-
zeigt, dal die Voraussetzung des II. Abzihlbarkeitsaxiom (d.h.
der Metrisierbarkeit des Raumes) eine unnoétige Beschrankung
ist, und daBl auch jeder bikompakte topologische Raum?) auf dem-
selben Wege geometrisch konstruiert werden kann.

Die erste Redaktion dieser Arbeit stammt aus dem Jahre
1929—380. Thre jetzige vereinfachte Form konnte ich ihr dank
mehrerer Ratschlige meines Lehrers Prof. Alexandroff geben.

2. Eine unendliche Menge & von Komplexen K, 3) soll ein
Projektionsspektrum heilen, wenn fiir einige Paare K, Kg dieser
Komplexe simpliziale Abbildungen (etwa von Kg auf K ) gegeben
sind, die Projektionen heillen sollen und mit #(Kg, K,) oder kurz
7P bezeichnet werden. Wir werden den Komplex K, als Vor-
ginger, den Komplex Kpg als Nachfolger bezeichnen, K,<Kpg. Fir
jedes Simplex von Kg gibt es ein einziges Bild in K, ; jedes Sim-
plex von K, besitzt mindestens ein Urbild in Kg.

Die Projektionen sollen dabei folgenden Bedingungen I—IV
geniigen:

') P. ALEXANDROFF, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener
Mengen beliebiger Dimension [Ann. of Math. (2) 30 (1928), 101—187].
?) Siehe die Definition und die Eigenschaften der bikompakten Riume in

P. ALEXANDROFF und P. UrysoHN, Zur Theorie der topologischen Riume [Math.
Ann. 92 (1924), 258—266].

3) « durchliduft eine beliebige Indexmenge.
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I. Far je zwei Komplexe Ka,Kﬂ gibt es entweder keine,
oder nur eine Projektion n(Kpg, K,) und dann keine Projektion
(K, Kg).

II. Falls die Projektionen 73 und af (von K, auf Kz bzw.
Kg auf K,) vorliegen, so liegt auch die Projektion =, = ng(n’f})
von K, auf K, vor.

III. Zu je zwei Komplexen K., Kg gibt es einen gemein-
samen Nachfolger.

IV. Jeder Komplex K besitzt nur eine endliche Anzahl von
Vorgiangern. *)

3. Eine Menge S von Simplexen T, (mit T aus K, ) soll eine
Projektionsmenge heilen, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Zu je zwei Simplexen von S gibt es in S ein gemeinsames
Urbild.

(2) Fir jedes zu S gehérende Simplex T, von K gibt es einen
solchen Index g, dal K, <Ky ist, und daf3 eins von den Urbildern
von T, in Kg zu S gehort.

Aus (1) folgt, dal S hochstens ein Simplex aus jedem Komplex
enthilt, und daB, wenn Komplexe K, Kﬁ die zu S gehoérenden
Simplexe T, bzw. Ty enthalten und K,<Kjg ist, T, das Bild
von Ty sein mufB.

Man kann jedes Simplex 7T in eine Projektionsmenge ein-
schlieBen. Dazu geniigt es, Simplexe T\=T1,Ty,...,T,,...
zu wahlen, wo jedes T, ein Urbild von T, _; sein soll.

Wir werden sagen, daB3 die Projektionsmenge S von einer
anderen Projektionsmenge S* umfaft wird, wenn jeder Komplex,
der ein Simplex 7 von S enthilt, auch ein Simplex T* von S*
enthélt und dabei T eine (echte oder unechte) Seite von T* ist.

Wenn dabei keine echien Seiten auftreten, soll S ein Teil von S*
heilen 5).

4. HivrssaTtz. Es sei eine Menge A von Simplexen mit fol-
genden Eigenschaften gegeben:

(a) Mitjedem Simplex T enthdlt A auch alle Projektionen von T.

(b) Gehirt ein Simplex T von A zu einem Komplex K, so gehirt
mindestens ein Urbild von T in jedem Nachfolger von K auch zu A.

Dann gibt es eine Teilmenge A’ von A, die eine Projektions-
menge ist und durch alle Komplexe geht.

4) Die Menge R wird also durch unsere Projektionsvorschrift teilweise geordnet.
5) Man vergleiche diese Definition mit der entsprechenden Definition im
metrisierbaren Falle. P. ALEXANDROFF, a. a. O.1).
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Beweis. Jeder Komplex enthilt, nach (a) und (b), Simplexe
von A. Wir nehmen an, daB3 die Menge aller Komplexe will-
kiirlich wohlgeordnet ist, und bezeichnen mit 7, eins von den zu
A gehérenden Simplexen des Komplexes K;. Es seien die Simplexe
T, in den Komplexen K  fiir jede Ordnungszahl «, die kleiner
als eine gewisse Ordnungszahl § ist, schon gewahlt, und zwar so,
daB jede endliche Anzahl von diesen Simplexen ein gemeinsames
Urbild in A besitzt. Dann kann man Tg unter den zu 4 gehdrenden
Simplexen von Kg wéihlen.

Es sei in der Tat fiir jedes zu A gehoérende Simplex T% von
Kpg ein solches endliches System von frither gewéhlten Simplexen

(¢) Toi> Ty - v vs T“i(f)
gegeben, daBl es in A4 fir (¢) und T% kein gemeinsames Urbild
gibt. Die Vereinigungsmenge aller Systeme (¢) besitzt, nach
unserer Voraussetzung, ein gemeinsames zu A gehérendes Urbild
T’ von K'. In einem Komplex K’ — Nachfolger fir K’ und
Kp — gibt es ein ebenfalls zu A gehdrendes Urbild T fiir 77. Das
Bild von T in Kg ist ein Simplex T%, welches also mit dem
System (7) ein gemeinsames Urbild in 4 hat.

Man kann damit in jedem Komplex Kg ein Simplex Ty von
A so wihlen ,daB es fiir jede endliche Anzahl von diesen Simplexen
ein gemeinsames Urbild in 4 gibt. Die Menge {Tﬁ} ist, wie leicht
ersichtlich, eine Projektionsmenge.

5. Satz. Jede Projektionsmenge S ist ein Teil einer durch alle
Komplexe gehenden Projektionsmenge.

In jedem Komplex K gibt es mindestens ein solches Simplex,
das mit jedem Simplex von S ein gemeinsames Urbild hat. Kann
man in der Tat zu jedem Simplex T; von K ein solches Simplex
T, in S finden, daB T, und T kein gemeinsames Urbild besitzen,
so miissen, nach Definition der Projektionsmenge, alle Simplexe
T; ein gemeinsames Urbild 7" im Komplex K’, und dieses letztere
ein Urbild 7' in einem Nachfolger K’ von K’ und K haben.
Das Bild von 7" in K ist ein Simplex T, das also ein gemein-
sames Urbild mit entsprechendem T hat.

Wir werden Simplexe mit obenbezeichneter Eigenschaft aus-
gezeichnet nennen. In jedem Komplex, der ein Simplex von S
enthilt, ist dieses und nur dieses Simplex ausgezeichnet. Jedes
Bild eines ausgezeichneten Simplexes ist selbst ausgezeichnet.

Jedes ausgezeichnete Simplex T von K besitzt in jedem Nach-
folger K’ von K ausgezeichnete Urbilder. Gébe es in der Tat zu
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jedem Urbild T; von T(T; aus K') ein solches Simplex T von S,
daB 77 und T} kein gemeinsames Urbild haben, so muf3 ein ge-
meinsames Urbild 7* fiir alle 7;" und T in einem Nachfolger K*
von K’ existieren. Das Bild von T* in K’ ist eines der T; Wider-
spruch!

Die Menge A aller ausgezeichneten Simplexe erfiillt also die
Bedingungen des Hilfssatzes. Somit gibt es eine Projektions-
menge /', die eine Teilmenge von A ist und durch alle Komplexe
geht. Die Projektionsmenge S ist ein Teil von A'.

6. Die Projektionsmenge S soll eine Keite heillen, wenn es
keine andere Projektionsmenge S* gibt, von der S umfafit wird.

Jede Kette geht durch alle Komplexe des Spektrums. Jede
Projektionsmenge wird mindestens von einer Kette umfaft ¢).

Ein Projektionsspektrum soll ein Hausdorffsches Spektrum
heiflen, wenn es zu je zwei verschiedenen Ketten B’, B” minde-
stens einen solchen Komplex K gibt, dal3 die Simplexe von B’
und B” in K keine gemeinsame Seite haben.

7. Der Zweck dieser Betrachtungen ist folgender

Havurtsatz. Jedes Hausdorffsche Spektrum definiert einen
bikompakten Hausdorffschen Raum. Umgekehrt kann man jeden
Hausdorffschen bikompakten Raum durch ewn Hausdorffsches
Spektrum definieren.

Ein Spektrum & definiert folgendermaflen einen topologischen
Raum R*. Die Ketten des Spektrums sind Punkte des Raumes.
Die durch einen gegebenen Komplex K definierte Umgebung eines
Punktes & (= einer Kette By) ist die Menge aller jener Ketten,
deren Simplexe in K echte oder unechte Seiten vom Simplex
von B, sind.

Man iiberzeugt sich ohne Miihe, daBl die Umgebungsaxiome
A—D erfiillt sind. Ist das Spektrum ein Hausdorffsches, so ist
auch das Hausdorffsche Trennungsaxiom D’ erfiillt.

Der Raum R* ist bikompalkt. Es sei in der Tat in R* eine un-
endliche Punktmenge M von der Machtigkeit m gegeben. Jeder

8) Diese Behauptung kann man so beweisen. Ist die durch alle Komplexe
gehende Projektionsmenge S = S, keine Kette, so gibt es eine Projektionsmenge
S;, die S umfaflt. Es seien die Projektionsmengen Sy fiir alle Ordnungszahlen «,
die kleiner als eine gewisse Ordnungszahl f sind, schon gewihlt, und zwar so,
daB3 Sy von Sy’ bei a < o’ umfaflt wird. Ist § keine Limeszahl, so ist Sﬁ eine Sﬁ—l
umfassende Projektionsmenge. Ist aber § eine Limeszahl, so kann man zu jedem
Komplex K des Spektrums eine solche Ordnungszahl «, « < B, wihlen, dag} alle
Projektionsmengen Sy’ bei o’ > o dasselbe Simplex T in K enthalten. Diese
Simplexe T bilden eine Projektionsmenge, die wir als Sﬂ wihlen konnen.
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Komplex des Spektrums hat, infolge der Endlichkeit der Anzahl
seiner Simplexe, mindestens ein solches Simplex, welches in den
Ketten von Punkten einer Teilmenge von M derselben Méchtig-
keit m aufgeht. Diese Simplexe sollen ausgezeichnet heillen. Jedes
Bild eines ausgezeichneten Simplexes ist selbst ausgezeichnet;
mindestens eins von den Urbildern eines ausgezeichneten Sim-
plexes in jedem Komplexe ist ausgezeichnet.

Die Menge aller ausgezeichneten Simplexe befriedigt die Be-
dingungen des Hilfssatzes. Es gibt daher eine durch alle Kom-
plexe gehende Projektionsmenge, deren Simplexe ausgezeichnet
sind. Jede diese Projektionsmenge umfassende Kette definiert
einen Punkt von R*, dessen alle Umgebungen Teilmengen von
M von der Machtigkeit m enthalten.

8. Es sei ein bikompakter Hausdorffscher Raum R gegeben.
Wir betrachten alle endlichen Uberdeckungen des Raumes R,
deren Elemente abgeschlossene Mengen sind. Diese Elemente
sollen dabei die abgeschlossenen Hiillen paarweise fremder offener
Mengen sein; wir werden diese offenen Menge die Kerne der
Elemente der Uberdeckungen nennen.

Die Uberdeckung P, soll eine Unterteilung der Uberdeckung
P, heiBlen, wenn jedes Element von P, eine Teilmenge von einem,
und dabei, nach Definition der ﬁberdeckung, nur einem Element
von P, ist.

Zu jeder Uberdeckung P bilden wir ihren Nerv N(P): das ist
ein simplizialer Komplex, dessen Eckpunkte den Elementen der
Uberdeckung eineindeutig entsprechen; wenn k gegebene Ele-
mente einen nichtleeren Durchschnitt haben, so werden die
ihnen entsprechenden Eckpunkte zum Eckpunktgeriist eines
(k—1)-dimensionalen Simplexes gemacht. Ist P, eine Unter-
teilung von P;, so kann man auf eine ganz bestimmte Weise
eine simpliziale Abbildung — die Projektion — des Nervs N(P,)
auf den Nerv N(P,) festlegen: wenn ein Element E, von P, eine
Teilmenge des Elementes E; von P, ist, und wenn diesen Elemen-
ten die Eckpunkte a, bzw. a; zugeordnet sind, so soll a, das Bild
von a, sein.

Es ist leicht zu sehen, daf3 die Menge ® der Nerven unserer
Uberdeckungen mit den soeben definierten Projektionen ein
Projektionsspektrum bildet. Dabei kann man einen gemeinsamen
Nachfolger P, fiir zwei gegebene Uberdeckungen P,, P, so kon-
struieren: die Kerne der Elemente von P, sind nichtleere Durch-
schnitte der Kerne von P; und P,. Es bleibt also nur tbrig, zu
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zeigen, dall dieses Spektrum ein Hausdorffsches ist, und daB
es einen Raum R* definiert, der dem gegebenen Raum R homoo-
morph ist.

9. Es sei P eine beliebige Uberdeckung von R und 7T ein
Simplex von N(P). Den dem Simplex T entsprechenden Durch-
schnitt der Elemente von P werden wir den Trdger von T
nennen und F(T) bezeichnen. Ist 7' ein Urbild von T, so muf3
F(T')<F(T) sein. Daher ist der Durchschnitt jeder endlichen
Anzahl von Simplextrigern einer Projektionsmenge gewil3 nicht-
leer, so daB8, wegen der Bikompaktheit, der Durchschnitt der
Trager aller Simplexe jeder Projektionsmenge von Null ver-
schieden ist.

Es sei  ein beliebiger Punkt des Raumes R und P eine Uber-
deckung von R. Mit T, bezeichnen wir jenes Simplex von N(P),
das dem Durchschnitt aller den Punkt z enthaltenden Elemente
von P zugeordnet war. Die Menge B, = {T,} aller dieser Stmplexe
bildet eine Kette.

Ist, in der Tat, die ﬁberdeckung P’ eine gemeinsame Unter-
teilung der Uberdeckungen P’ und P”, so miissen die Bilder des
Simplexes T, bei den Projektionen z(N(P’’), N(P’)) und
a(N(P'""), N(P")) gewiB T, und T sein. Die Menge B, ist also,
da die durch alle Komplexe geht, eine Projektionsmenge.

Ist S eine Projektionsmenge unseres Spektrums, und gehért der
Punkt @ zum Durchschnitt der Triager aller Simplexe von S, so
wird S von B, umfat. Daraus folgt, daB alle Ketten des Spek-
trums sich unter den Projektionsmengen B, B,, ... befinden.

Wire B, keine Kette, so giabe es eine Kette B, die B, umfaf3t.
Zu den Punkten z, y gibt es aber Umgebungen U(z), U(y) mit
disjunkten abgeschlossenen Hiillen U (z), U(y) 7). Wéihlen wir
eine Uberdeckung P, zu der U(z) und U(y) als Elemente gehéren,
so haben die Simplexe von B, und B, in N(P) keine gemeinsame
Seite. B, ist also eine Kette. Gleichzeitig sehen wir, daB3 unser
Spektrum ein Hausdorffsches ist.

Zwischen den Punkteh der Riume R und R* gibt es also eine
eineindeutige Zuordnung. Um den Hauptsatz zu beweisen, bleibt
anr ibrig dee Aqu-iva’lenz der Umgebungssysteme dieser Rdume
zu zeigen, was ohne Schwierigkeiten err

ek e\‘ﬁ‘fhb‘%
GRENOBLE

(Eihgegangeh den 20 Mai 1934.)
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7) Da jeder bikompakte Hausdorffsche Raum ﬁgs L—iﬁi\



