COMPOSITIO MATHEMATICA

ALFRED LOEWY

Uber ein Integralsystem mit Stielt j esschen
Integralen, seine anschauliche Interpretation
und den Infinitesimalkalkiil fiir Matrizen

Compositio Mathematica, tome 2 (1935), p. 417-423
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__ 2 417_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1935, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

) V UMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__417_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Uber ein Integralsystem mit Stieltjesschen
Integralen, seine anschauliche Interpretation
und den Infinitesimalkalkiil fiir Matrizen

von
Alfred Loewy 1
Freiburg i. Br.

Gegenstand unserer Betrachtungen soll das folgende Integral-
system oder, wie wir schiarfer sagen wollen, das folgende lineare
unhomogene Integralsystem mit Stieltjesschen Integralen sein:

v =Cy +f Y1pu(@)dyy(2) +] Yo Pra(@)d ypo(@) + . .. +
+ [ Yuprn(@)d pra(@) + [ e:(@)doy(2)

Yo = Cy +f Y121 (@)d vy () +f Yo Paa(@)dypp(@) + - - . +

(1) . z

+ [ Yagan@d (@) + [ ox(@)doy(@)

Y= Cot [ 119m@)dv(@) + [ popaa@)dp,e@) + - . - +
a a

+ [ 4@y (@) + [ 0n(@)don(@)s
gesucht werden y;(z), yz(2), . . .. y,(x) als Losungen des Integral-
systems, die fiir # = a die Anfangswerte C,, C,, ..., C, anneh-
men. In unserem Integralsystem 1 sollen ¢, (z) und v, (2) fir
i,k=1,2,...,n im Intervalle von a < 2 =< b eindeutige stetige

Funktionen der reellen Veridnderlichen z sein; das Gleiche treffe
fir die zwei Systeme g;(2) und o,() von je n Funktionen zu.
Weiter sollen samtliche n? Funktionen y;(z) im angegebenen
Intervalle Funktionen von z von beschriankter Schwankung sein,
und von der namlichen Beschaffenheit seien auch die n Funk-

1 Verstorben am 25. Januar 1935.
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418 Alfred Loewy. [2]

tionen o;(z). Unter Cy, C,, ..., C, seien n feste Konstanten ver-
standen.

Die folgende anschauliche Betrachtung fiihrt zu dem obigen
Integralsystem: In der Zeit von a bis b (a<<b) werden n Mengen
beobachtet, die zur Zeit z, wobei a <2 <b ist, y(x), y(x),

. s Yo(@) betragen und zur Zeit x = a die vorgegebenen An-
fangswerte y,(a) = Cy, yy(a) = C,, . . ., y,(a) = C, Dbesitzen. In
der Zeit z, bis x,.;, wobei a < a,<<,., <b ist, erfahre die
k-te Menge y,(®,) (k=1,2,...,n) infolge der Einwirkung der
ersten Menge y;(%,) eine Anderung um

Z/l(wp)‘Pkl(wp)[TPkl(wp+1) — ’/’k1(wp)],
der zweiten Menge y,(z,) um

yz(wp)(pk2(wp)[wk2(wp+l) - 'sz(mp)]’ <o
der n-ten Menge ¥y, (,) um

yn(mp )‘Pkn(wp)[ 'rukn(wp +1) - 1)Uk:n(m]a )]

und weiter noch infolge eines fremden #uBeren Einflusses eine
Anderung um gx(@,) [0x(, ;) — 0x(2,)]. Mithin betrigt zur Zeit
2,,, der Wert der k-ten Menge:

Yr(@ps1) = Yu(@p) + yu(@p)Prr (@) Y11 (Tp 1) — via(@p) ] +
+ Yo @ )Pra(@p ) Yra(@pi1) — Wro(@p)] + -+ - +
+ Yl p)‘Pkn(wp)[’Pkn(mpﬂ) - %n(%)] +
+ 0k(p) 00 (@p11) — o3 (@) ]-

Wir teilen das Intervall von a bis # durch Einschieben von
Zwischenwerten z;, @y, ..., ,, #,41, ..., denken uns die Glei-
chung 2 fiir simtliche Teilintervalle hingeschrieben und erhalten
durch Summation, indem wir kontinuierliche Einwirkung
voraussetzen, mithin die Zeitintervalle z; —a, a, —2y,...,

T4y — Ty, - . . simtlich nach Null konvergieren lassen:

(2)

Y4(@) = ¥4(@) + [ 1100@)dvia(@) + [ 1epia@)dpa@) + . . . +

+ fxyn¢kn(m)dwkn(w) + r or(@)d oy ().

Ersetzt man die Anfangswerte y,(a) durch C;, und wahlt k=1,
2,...,1n, so hat man unser Ausgangsintegralsystem 1.

Man kann die Aufgabe auch folgendermaflen einkleiden: Wir
denken uns n Staaten, deren Einwohnerzahlen urspriinglich zur
Zeit a sich auf C,, C,, . . ., C, belaufen, und die gegenseitig durch
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Ein- und Auswanderung aufeinander einwirken. In der Zeit z, bis
x,.; wandere aus dem i¢-ten in den k-ten Staat die Personenzahl
yz(m )Pri(@p) Vri(®p11) — Pri(@,)] ein; dabei betrage innerhalb
des angegebenen Zeltintervalles x, bis x,,; die Gesamtzahl der
Auswanderungen aus dem k-ten Staate unter Beriicksichtigung
der Todesfille und Geburten: ¥ (2, )@ (@) Vir(@p11) — Vrr(@p)]-
Ferner erfahre der k-te Staat noch in der Zeit x, bis @, durch
andere fremde Einfliisse eine Bevolkerungsinderung um

Qk(wp)[ak(xp-i-l) - Gk(wp)]‘

Haben alle n% Funktionen y;;(z) firk, 7 =1, 2, ..., nim Inter-
dyi(2)
dx
Gleiches fiir die Existenz der Abgeleiteten der n Funktionen
ox(®) zu, so kann man bei unseren Integralgleichungen jedes

valle von a=< z < b stetige erste Abgeleitete , und trifft

T
Stieltjessche Integral f YuPri(2) dy(z) als gewohnliches Integral

fykqom(w) %”( )dw schreiben, und das Niamliche gilt auch

d
fur die Integrale f ox() -Uk(w)

de; dann erhialt man durch

Differentiation nach z das llneare unhomogene Differentialsystem:

dy.(x Ay () d @
YD) @) AT ) )

d d
ot @) ) g () 2L2)

Umgekehrt ist jedes lineare unhomogene Differentialsystem

dy(z)
dz

+

(k=1,2,...,n).

= Y1911 (€) + YoPr2(@) + - - - + Yu@rn(@) + 0x(@)
(k=1,2,...,n)

mit im Intervalle von a <2 <b stetigen Funktionen von =z
dquivalent mit dem Integralsystem

44(@) = Cy + [ mou@de + [ ppu@de + ... +

+ [ pupin(@)de + [ eul@)da.

Das urspriingliche Integralsystem 1 ist demnach eine Verallge-
meinerung des linearen unhomogenen Differentialsystems.

Die gegebene Interpretation des Integralsystems 1 fiihrt un-
mittelbar auf anschaulichem Wege zu einer Bestimmung seiner
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Integrale. Zu diesem Zwecke definieren wir die zwei Matrizen

Wy = || @ri@p) [¥rs(@p11) — Prs(@p)] + s || Bi=12,....,m),
wobei §,; das Kroneckersche Symbol mit den Werten 0 und 1
ist, je nachdem & und ¢ ungleich oder gleich sind, und

‘ Ql(mp)[al(wp+1) — Ul(wp)] 00...0
B — 1@2("%)[0’2(0101”1) - Uz(wpﬂ 00...0
P : : S
' Qn(wp)[an(mp+1) - Gn(wp)] 00...0
die abgesehen von der ersten Spalte lauter Nullen enthilt.
Weiter sei unter [y(z,)] diejenige Matrix verstanden, die in
der ersten Spalte die Elemente yi(z,), %2(®p), - .., y,(2,),
sonst nur Nullen besitzt. Dann sind die zur Zeit 2, auf Grund
der Formel 2 bestimmten GroBlen yj(z,.;) durch die Elemente
der ersten Spalte der Matrix [y(2,:1)] = @[p[y(wp)] + 9B, ge-
geben. Daher gewinnt man fortlaufend die Gleichungskette:

[y(z,)] = H[C]+B,

(8) 1 [y(z)] = %[1[y(w1)]+%1
[y(xpﬂ)]: mp[y(wp)]+%p'
Durch Einschieben von Zwischenwerten w, @y, . . ., 2,4, @,
zwischen a und @z, so dal a< <o, <... <2y <@, <@

und 2, =a, x,,; =@ gewdhlt werden, erhilt man, indem man,
wie es der kontinuierlichen Einwirkung entspricht, noch samtliche
Differenzen @, —a, 2y —ay, ..., @, —2, 4, &,.; — @, nach Null
konvergieren ldBt, durch die Gleichungskette 8 die Integrale
yi(@), yo(@), ..., y,(x) unseres Ausgangsintegralsystems 1, die
fir # = a die Anfangswerte C,, C,, ..., C, annehmen.

Im Falle, daB alle n Funktionen g,(z) verschwinden, lassen
sich die Zwischenwerte der Gleichungskette 3 einfach eliminieren,
und man erhélt das Integralsystem 1 in der iibersichtlichen
Form als Grenzwert eines Produktes von p-+2 Matrizen, némlich

lim ‘i[p QAIp_l ce QAII 9510[(3], wobei sich lim auf die Konvergenz aller
Differenzen 2, —a, @y — 2y, . . ., @y — X1, Tpyq — &, Nach Null
bezieht. In diesem Spezialfall hat man eine im Stieltjesschen
Sinne verallgemeinerte Volterra-Schlesingersche Integralmatrix?),

1) Wegen der Volterra-Schlesingerschen Integralmatrizen vgl. meinen Aufsatz
[Compositio Mathematica 1 (1934), 188—192]. Eine Ausdehnung der Volterra-
Schlesingerschen Integralmatrizen im Sinne von Stieltjes fiir den Fall n =1
findet sich in meiner Arbeit: Der Stieltjessche Integralbegriff und seine Ver-
wertung in der Versicherungsmathematik III [Blitter fiir Versicherungs-Mathe-
matik und verwandte Gebiete 2 (1932), 207]. Ein mir von der Redaktion des
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das heilt eine solche, die aus einer Volterraschen Integral-
matrix in der gleichen Art hervorgeht wie das Stieltjessche
Integral aus dem gewohnlichen. Liegt der spezielle Fall vor,
daB alle n? Funktionen ¢;.(z) gleich Null sind, so werden alle

Matrizen QAIO, §11, cee ﬁIp Einheitsmatrizen, und man erhélt daher
(k=p )
[y(z)] =[C] + lim i 2 %ki, also die Funktionen v,(z), ¥(),
k=0

.., Yo(z) als Stieltjessche Integrale, wie sie hier durch das
Integralsystem 1 unmittelbar gegeben sind.

Nachdem wir im Voraufgehenden die Existenz der n Funk-
tionen y;(2), ys(2), ..., y,(2) anschaulich plausibel gemacht
haben, fiigen wir fiir einen analytischen Beweis noch das Folgende
bei: C wihle man als gréBte der n Konstanten | Cy|, |C,],

, | Cn| und des Maximums der absoluten Betriige | o(z) |

(k=1,2,...,n) im Intervalle von a bis b. V,; sei die totale
Variation der Funktion vy, (z) im Intervalle von a bis b, das
heiit bei jeder Teilung a< o, <@y, < ... < 2,<b sei

lWik(ml)_wik(a)|+ l Yire(@2) — Wi (@) |+ et I %k(b)—%k(%)|§ Vi
V sei unter den n? GréBen V,, diejenige, die von keiner iiber-
troffen wird. M sei das Maximum unter den absoluten Betridgen
der n? stetigen Funktionen ¢ (2), wenn x das Intervall von
a bis b durchlauft. W, sei die totale Variation der Funktion o (2)
im Intervalle von a bis b, das heilt bei jeder Teilung

A< O < By oo <p<<b
sei

IGk(wl)‘—Uk(a |+ lak(m2)_0k ml)l . F |"lc(b)—0'k( )I =W,
Unter den n GroBen W, (k=1,2,...,n) sei W ihr Maximum.

Auf Grund der Gleichungskette 3 gewinnt man der Reihe nach
folgende Ungleichungen: Aus der ersten Gleichung von 3

| Z/k(%)l = C{1+M (l Yra (@) — wkl(a)|+ I Yra(@1) — sz(“)| +
| Prn (@) — wa(@) |) + | ox(@y) —ox(a)]}

k=n i=n k=n
§C{1+M(k2 2 |1Pki(x1)"1/’ki(a)|) + 2 |0'k(a71)—0'k(a)|}
1i=1
k=n1i=n

( DI X |1pk1('r1) _wkz(a) l) + z |Uk(w1)_"ak(a)i
< Ce k=11t=1 R
Jahrbuches iiber die Fortschritte der Mathematik iibertragenes Referat macht
mich nach Durchfiihrung der hier vorliegenden Untersuchungen bekannt mit
der Note von C. C. MorsiL, Sur lintégration des matrices [C. R. 195 (1932),
456], einem Aufsatz, der sich mit dem Nachweis der Existenz der Volterra-
Schesingerschen Integralmatrizen im Stieltjesschen Sinne beschiftigt.
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alsdann weiter unter Beachtung von
k=ni=n

( 3 2 | yul@)—yu(a) l) + 2 Idk(ml) —ai(a) |
C é Ce k=11i=1

aus der zweiten Gleichung von 3

k=ni=n
( z X "‘I’m(“&) Yre(@) |) + E |6k(wl) U'k(a)I
|yu(@s)| < Ce V=1t

N {l + M(l Wkl(wZ) _"pkl(wl) I + l 'Il’kz(wz) —'lpkg(wl)l 4+ ...+
+ !Wkn(wz —?/)kn(m1)| + |0k &y) — oy (@y) I}

k=ni=n

( z = |1I’kz(w1) Yii(a) l) + 2 |0'k(a31)‘0'k(a)|
_S_ Ce k=1 i=1 .

k=ni=n k=n
( z = Ifl’ki(“’z)—y’ki(wl) |\, + X lo'k(wz)“o'k(wl) l
.e k=11i= / k=1

k=ni=n
( 2 2 | yu@)—yue) | + | Yro(@g) —pri(2,) |)
Ce k=1 1i=1 .

IA

k=n

| o) —0w(a) | + ldk(wz) —0o(2y) I
1

I

. ek

und so weiter fortfahrend, schlieBlich aus der letzten Gleichung
von 3

k=ni=n

( P> _E !Wki(wl)'—'wki(a) | + .00+ |'I’ki(mzl+l)—1pkl'(wp) |)
| Yul@psr) | < Ce M=t i=2 :

k=n
2 |odz)—on(@) | + ... + | ox(@p41) —0w(®s) |
. gk=1

< Ce n2V+nW

Hiermit ist bewiesen: Teilt man das Intervall von a bis x irgend-
wie durch Einschieben von Zwischenwerten @y, @y, ..., Tp_q, Tp,
wahlt xy=a, x,., =ax und bestimmt die n Grifen y,(z,.1),
(k=1,2,..., n) mittels der Gleichungskette 3, so sind bet jeder
beliebigen Kinschiebung von xy, ,, ..., ®,_, x, die absoluten
Betrdge der n Griofen y,(w,.,) nach oben beschrinkt mit der oberen

Schranke Ce™V+"V  wund jeder der n Ausdriicke y(z,.,) besitzt
daher bei allen mdiglichen Einschiebungen von Zwischenwerten
Xy, gy« - ., Ty, T, eine obere Grenze y,(z). Das Weitere iiber die
Existenz der n Funktionen y,(2) als Limiten und ihre Eigen-
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schaften ist wie bei der Existenz des gewShnlichen beziehungs-
weise Stieltjesschen Integrals oder der Behandlung der Volterra-
Schlesingerschen Integralmatrizen ?) durchzufiihren.

2) Vgl. L. Schlesinger, Vorlesungen iibter lineare Differentialgleichungen,
Leipzig und Berlin [1908], 6 ff. sowie L. Schlesinger, Neue Grundlagen fiir
einen Infinitesimalkalkiil der Matrizen [Math. Zeitschr. 33 (1981), 85 ff.].

(Eingegangen den 28. Dezember 1933.)



