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Uber das Verhalten der Losungen einer Folge von
Differentialgleichungsproblemen, welche im Limes
ausarten

von

Yi-Why Tschen
z. 7. Kgbenhavn

EINLEITUNG.

Das Verhalten von Losungen einer Folge von Differential-
gleichungsproblemen, wenn die Probleme selbst von einem Para-
meter oder einem Index ¢ abhéngen und im Limes ¢ — co in ein
Problem niedrigerer Ordnung oder von anderem Typus ausarten,
ist von prinzipieller Bedeutung. In der folgenden Untersuchung
wird speziell folgende Frage behandelt: Wir haben eine Folge
von linearen, gewohnlichen Differentialgleichungen, deren Koeffi-
zienten gegen gewisse Grenzfunktionen konvergieren. Fir alle
Differentialgleichungen sollen dieselben Zusatzbedingungen (An-
fangswerte oder Randwerte) bestehen. Wenn die Grenz-Differen-
tialgleichung von niedrigerer Ordnung ist, konvergiert dann die
Folge der Losungen gegen die Losung der Grenz-Differential-
gleichung? Wir werden sehen, daf3 das nur bei gewissen Klassen
von Differentialgleichungen der Fall ist. Es handelt sich also
darum, zunichst fiir solche Klassen von Differentialgleichungen
die Konvergenz der Losungen zu zeigen. Andererseits kénnen die
Anfangsbedingungen oder die Randbedingungen der Loésungen,
falls diese konvergieren, nach dem Grenziibergang ¢ — oo nicht
samtlich erhalten bleiben, da die Manigfaltigkeit der Daten, die
man einem Differentialgleichungsproblem vorschreiben darf, um
so hoher ist, je hoher die Ordnung des Problems ist. Wir haben
also in der folgenden Untersuchung unser Augenmerk auch
darauf zu richten, wie sich die Zusatzbedingungen bei dem Grenz-
iibergang verhalten.

Im Kapitel I behandeln wir die Anfangswertprobleme. Es wird
der folgende Satz bewiesen. Vorgegeben sei eine Folge von
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linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen n-ter Ordnung:
a(@)u™ + By (@ 4 By(a)ur2 4 . ..+ By(@)u =0
i=1,2...

mit Koeffizienten, die in dem Intervall 0 < z < I stetig differen-
zierbar sind. Es soll fiir 0 <2 <1 gelten

a) o(x) >0 fir jedes 7

b) lim ayz) —>0
c) pi(x)>o0.

Die Losungsfolge w;(®) mit wu;(0)= A4,, u;(0) = A, ...,
u{» V(0)= A4, , konvergiert im Intervall 0 <z <1 gegen die
Lésung U(x) der Differentialgleichung

pUD + U2 .+ 8,U=0
mit U(0) = Ay, U'(0) =4y, ..., U?2(0)=A4,_,.
DaB die Bedingung pf,(z) > 0 fiir die Konvergenz von u,(x)
notwendig ist, sieht man an den einfachsten Beispielen leicht ein.
Im Kapitel II werden gewisse Randwertprobleme behandelt.
Unter anderem beweisen wir den folgenden einfachen Satz: Es
sei in dem Intervall 0 =z =1 eine Folge von Differentialglei-

chungen zweiter Ordnung
o’ + fi(@)u’ + By(z)u = f(e)

vorgegeben, wo «;, «,, ¢3, ... eine positive Zahlenfolge ist, die
mit wachsendem ¢ gegen Null strebt. Die Losungsfolge u,(z) mit
u;(0) = Ry, u;(l) = R, konvergiert gegen die Losung U(z) der
Gleichung

AU’ + BU = f(=).

Je nachdem g;(z) > 0 oder fi(z) < 0 im Intervall 0 < z <1 gilt,
nimmt U(x) den Wert U(l) = R; oder den Wert U(0) = R, an.

KAP. 1.
Die Anfangswertprobleme der linearen gewodhnlichen

Differentialgleichungen.

§ 1.

Es sei eine Folge linearer gewohnlicher Differentialgleichungen
n-ter Ordnung vorgegeben:
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(1) x(@pu™ 4 y(2)u™ D + By(@yun2 + . ..+ B (x) = fi(2)

(G=1,2...).
Uber die Koeffizientenfunktionen wollen wir folgende Voraus-
setzungen machen.

1) Fir jedes 7 ist «;(z) eine positive stetige Funktion, also
o;(z) >0 im Intervall 0 < o <I; ferner gilt lim o;(x) =0 fir
alle z aus 0 <2 < 1. i

2) Die von ¢ unabhingigen Koeffizienten f,(z), (), Bs(),
<« Bu(2) sind fiir 0 <@ <1 einmal stetig differenzierbar.

3) fi(z) ist stetig und gleichm#Big beschrinkt fir alle ¢ im
Intervall 0 <2 < 1.

Beim Grenziibergang ¢ — oo wird die Folge der Differential-
gleichungen unter diesen Voraussetzungen gegen eine Differen-
tialgleichung niederer Ordnung als n streben. Wir wollen hier
nur den Fall betrachten, daB die Grenzdifferentialgleichung genau
von (n—1)ter Ordnung ist; wir fordern dementsprechend von
dem Koeffizienten f,(x), daB er in 0 < # <[ nicht verschwindet.
Dann hat man zwei Fille zu unterscheiden: f,(z) >0 und
pi(z) < 0. Wir setzen voraus

4) fiz)>0fir o=

Fiir jede Differentialgleichuhng der Folge stellen wir uns ein
Anfangswertproblem. Die Anfangsdaten u;(0), w;(0), «; (0), .. .,
w{"~1(0) bilden dann n Zahlenfolgen. Von ihnen verlangen wir,
dal3 sie alle beschridnkte Folgen sind. Wir betrachten nun die
Folge der Losungen wu,(2), us(x), ug(), . . . zu den einzelnen An-
fangswertproblemen.

Behauptung. Die Folge u{*~V(z) ist in dem ganzen Intervall
0 <2 <! fir alle ¢ gleichmafig beschrankt.

Aus dieser Behauptung folgt dann die gleichméafige Beschriankt-
heit der Folgen wu,(x), w;(x), ..., w" ?(z) fir 0 <2 <1. Denn

u{" ¥ (z) 1aBt sich folgendermaBen durch «{" ! (z) darstellen:

uft =2 () =ufr=2(0) + [ uft=?(@)da
0

mit dem Anfangswert «?~%(0), der fiir alle ¢ gleichmiBig be-
schrankt ist. Analog schlieft man aus der Beschrianktheit von
w{®~?(2) auf die Beschrinktheit von »{*~® (2) u.s.f. Wir beweisen
nun unsere Behauptung iiber die Folge u{"~ V().

Beweis. Mit der positiven monoton wachsenden Funktion

TP, (x)
J‘ %dx
2) Ky(z) ="
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bilden wir den Integralausdruck

1 !
(®) 140) = o | iy Ko
0
und zeigen zunéchst, daB I;(z) im Intervall 0 <2 <1 gleich-
miaBig beschriankt ist fiir alle 7. Mit b, bezeichnen wir das Minimum

von fBi(z) in 0=z =1I Es ist also b, > 0. Dann ergibt sich
folgende einfache Abschiatzung !)

1 ﬁl(‘r)

bli(w) < K@) - o Kia)da
(4)
éK(ax) [Ki(z) — Ky (0)] <1;
daraus folgt
(5) I(z) < bi

Die Gleichung (1) wird nun durch o;(z) dividiert und mit
K,(z) multipliziert. Durch eine kleine Umformung ergibt sich

(6) ‘diz (K,Lu,fn 1)) —.:(xﬁzKu(’n—ﬂ —_ ﬂnKl u; +f1(m) (w).

Wir integrieren diese Gleichung von 0 bis # und bekommen

(7) wrV(x) = K-f —h Ku"ddz + ... +

0

F2 z (n—1)
1 —Ba 1 (=) u""1(0)
+ Z j p K,Luldﬂ') —|— EL f p K,Ld{L' + .

K, ()

Alle w{™(z) fir m <n —2 werden nun nach Taylor bis zur
(n—1)ten Ableitung von w;(z) entwickelt

(8) u(m) () = u(m)(o) + wu(m+1)(0) IS (n"—;::;? i"’ 2 0)+
._1~ N (n—1)  E\n—m—
+ <,Fm_2),f Wl () (5 — ) mE.

0
Wir setzen (8) in die rechte Seite von (7) ein. Diese zerfillt dann

1) Herrn F. ReruicH verdanke ich diese einfache Abschitzung. Ich habe
urspriinglich I;(2) durch die partielle Integration abgeschitzt, wobei ich schirfere
Voraussetzungen iiber das Verhalten von «;(z) bei ¢ — oo machen muflte.
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in zwei Teile; der eine enthélt nur die Integralausdriicke iiber
u{® Y (z), der andere dagegen — den wir mit R;(x) bezeichnen —
hingt nur von den Anfangsdaten und den Koeffizienten der
Differentialgleichung ab. Es ergibt sich namlich

(9) u§”“’(w)=11?f _é'“’Kif WV (&)déde + . . .+
0

i %
0

oy

1 x_ﬁn ® (n—1) (w_g)n—z
+I—<—J ‘ Kif wp=0(§) Tp dide + Ro),
0 0

wobei R,(z) folgenden Ausdruck darstellt

r—m—2

n-—2 (4 4
1 — MPn-m & —
(10) Ry(z) = Z Ki(w)f d K; ['”'éw(o) +o e % 2(0)J de +
m=0 0

oy

(TS uz=1(0)
R@ | o it Ry

0

+

Nach unserer Voraussetzung sind die Anfangsdaten fiir alle 4
gleichméafig beschrinkt. Folglich enthilt R () auller dem be-

u3™1(0)

schrinkten Glied %

lauter Integralausdriicke, die folgende

i@

Form besitzen

K(2) | o)
0

(11 | "L Ky (o)gi(e)da

wobei g;(z) eine stetige Funktion ist, die in 0 <z <1 fiir alle ¢
gleichméBig beschrankt bleibt. Es sei [g,-(w)' = g fur alle 7 (g ist
eine Konstante). Dann gilt nach (5) fir alle  aus 0= <1

L ("L g ogd
Kmfm 800

0

(12)

< gli@) =4

Folglich besitzt R;(z), als Summe von solchen Gliedern, eine von
¢ und @ unabhingige obere Schranke R.

Betrachten wir nun die Gleichung (9), aus der wir nun alle
weiteren Schliisse ziehen werden, in einem weiter unten noch
zu bestimmenden Intervall 0 < 2 < d mit d <! und nehmen
an, daB %" V(2) in diesem Inervall an der Stelle # = y,; das
Maximum annimmt. Dann laBt sich % Y (y;) nach (9) fol-
gendermaflen abschétzen
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1 il B, |
{K@,,)f deé‘d:v—{—...-{-

o]
Kf"f —| Jl+R.
0

u "V (y;)

)J
0
Daraus folgt, da 0 =y, =d gilt,

)| £ [0 b )J' 1l gpan .. 4

1
(n_l)'K (le f
0

Da die Koeffizienten By, f, ..., B, stetig sind, so liegen ihre
absoluten Betrige fiir alle z aus 0 = @ < [ unter einer oberen
Grenze B. Infolgedessen 146t sich jeder Integralausdruck auf der
rechten Seite von (14) nach (5) so abschéatzen — mit L;(x) sei
irgend ein solcher Ausdruck bezeichnet:

(18) |u" (Y )l

(n—2)!

(14)

m}—i—R.

1
(15) L) = | | B- 0@ - |
1
dabei ist Q(d) = T y=1,2,...,nund B die obere Schranke

der von ¢ unabhéngigen Koeffizienten der Differentialgleichungen.

Alle diese verschiedenen Q(d) haben folgende Eigenschaften
gemeinsam:

(16) a) Q(0)=0
b) Q(d) ist ein Polynom mit festem posi-

tiven Zahlkoeffizienten, die insbesondere von den Anfangsdaten

%;(0), w;(0), ..., u?"'(0) nicht abhingen. Aus (14) schlieBt
man dann

(17)

wp(y,) | = w00 | - P@) + R

wobei P(d) eine Summe von den verschiedenen Polynomen
Q(d) darstellt, und also auch die oben erwiahnten Eigenschaften

(16) a) und b) besitzt. Aus (17) ergibt sich:
mwww{l—ﬁPwﬁéR

Bestimmen wir nun die Intervallinge d so, da@3

(18)

(19) 1— 7 P(d) =6, wobei 0<6<1
1
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gilt (was moglich ist wegen (16)) so ist nach (18) zunichst be-
wiesen, daB im Intervall 0 < x < d die Folge u{"~"(x) gleich-
maBig beschrinkt ist. Mit %"~V (z) sind dann auch die Folgen
w2 (z), ut (@), - . ., us(2) fir 0 < 2 < d gleichmiaBig beschriankt.

Die obigen Uberlegungen gelten gewi3 auch, wenn wir statt
des Nullpunktes irgend einen anderen Punkt im Intervall
0=2z=1 als den Anfangspunkt mit den entsprechenden An-
fangsbedingungen nehmen.

Wir sehen also folgendes: Wissen wir von den n Folgen u;(z),
u;(z), . . ., u? " *(x), daB sie an einer bestimmten Stelle z = z,
n beschrinkte Zahlenfolgen bilden, so sind wir sicher, daB3 in dem
Intervall zop<2<zy,+d mit 2=, als dem Anfangspunkt
die n Folgen wu(), wy(z), ..., u? (x) selbst gleichmiBig be-
schriankt sind, wobei die Zahl d aus (19) zu bestimmen ist. Aus
(19) und (16) ergibt sich aber, daB3 die Zahl d gar nicht von den
Anfangsdaten abhéngt, sondern nur von den Maxima und Minima
von fi(2), (), . . ., B,(x) in Intervall 0 <2< 1. Wir kénnen
somit die Zahl d allein aus den Kentnissen iiber die Koeffizien-
ten der Differentialgleichungen (1) nach (19) bestimmen.

Wir teilen nun unser Intervall 0 < 2 <1 in m Teilintervalle
(0), (L), (Ll), - -+, (Uil = 1), von denen jedes hochstens die
Lange d besitzt. Aus der Beschrianktheit der Daten an der Stelle
z = 0 schlieBt man die Beschrinktheit der Folgen u;(z), u;(z),

.. u? Yx) in (0l;). Insbesondere bilden dann w,(L,), w;(L,), - . -,
u?~1(l;) n beschriankte Zahlenfolgen. Daraus ergibt sich wegen
l, — I, < d die Beschrinktheit von w,(x), w;(2), . . ., (" (x) fir
, = x =<1, SchlieBlich nach m Schritten gelangen wir zu der
Behauptung, daB die n Folgen w;(z), u;(x), . . ., u?"}(z) in dem
ganzen Intervall 0 < z < [ gleichmiBig beschrinkt bleiben.

§ 2.

Unter der Voraussetzung in § 1 wollen wir weiter untersuchens
wie sich die Folge /™ (x) verhélt. Dazu betrachten wir zunéichst
die Zahlenfolge u{™(0). Da die Differentialgleichungen (1) im
ganzen Intervall 0 < 2 <[ erfiillt sind, also insbesondere auch
in dem Punkt @ = 0, 148t sich «{™(0) durch die iibrigen Anfangs-
daten u,(0), (u;(0), ..., w{* "V (0) darstellen. Da diese, auBBer der
Bedingung, daB sie unterhalb einer Schranke liegen, sonst be-
liebig vorgegeben sind, wird %{”(0) im allgemeinen mit 7 — oo

wie o iiber alle Grenzen wachsen. Es ist also von vornherein
al

nicht zu erwarten, daB die Folge w{”(z) auch in dem ganzen
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Intervall gleichmaBig beschréinkt bleibt. Doch 148t sich folgende
Behauptung beweisen:

Behauptung: Die Folge w{™(z) ist in jedem Teilintervall
0 <e=a =1 gleichmaBig beschrinkt.

Beim Beweis sind folgende zwei weitere Voraussetzungen
erforderlich:

1) Die Konvergenz lim o;(2) =0 soll so gleichmiBig sein,

T—>w

daB3 im Intervall 0 < <1

Max o,(2) = 4,

(20) <M

Min o;(2) = a;
gilt. M ist eine positive Konstante unabhéngig von 1.
. . . . . . df; .
2) f; ist einmal stetig differenzierbar; die Folge E{? soll im

Intervall 0 < o <1 gleichméflig beschrénkt sein.
Bewets:  Aus (20) schlieit man zunéchst, daB 2)

1 1
— 0 fir o<e <]
(@) Ki(2) 450 -

(21)

gilt, durch folgende Abschiatzung im Intervall e <o <1:

_ zB, () .

bl
1 1 B 1 , ) a,(x) <é(_1“€—7ie)
os(@) Ky(z) N (@) ~oa; \4, ‘ ’
also
bl
(22) LR S S
a; (@) Ki(z) — A; )

b
_,

Da fiir 4 — oo %e 4 gegen Null strebt, ergibt sich aus (22)

die gleichméafBlige Konvergenz in (21).

Betrachten wir nun die Gleichung (7) und fithren auf deren
rechter Seite die partielle Intergration aus, indem wir K;(z) =
a, dK;

— d—einsetzen, so ergibt sich:
1 X

— ﬁ2 —_ ﬁn fi
23) ulV 4 2?4 ey — =
(28) w0 g A G —
_ [T (Peynes L
—K,»(w)f K*dz(ﬁlu" et gmT g ) de

0

N ) B2(0) (n—2 (o B.(0) . A
T x@ [u (0) + g O 4o g5 (0) =g |-

?) Mit —) bezeichnen wir die gleichmiBige Konvergenz. 25
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Setzt man nun

o B £
(24) Gy(z) = (ﬂl P a2,
(25) Hi= ;')7'*1(0) +ﬁ2( ) n 2(0) + +ﬂn(0) fi(())

A0 F(O)  Fi(0)’
so schlieBt man aus § 1 und aus der Voraussetzung iiber die
Folge %, daB die Folgen H; und G,(z) im Intervall 0 < o <1

glelchmaﬁlg beschrinkt sind. Ihre obere Grenzen seien von %
und @ unabhéngige Konstanten H und G. Aus der Identitit

ug")(w) (n 1) (n72) & _ji
Bu(®) b + 13 e Tt B By

und aus (23) ergibt sich fir »{(x) folgende Abschitzung:

(26)

)

ul{" (x) -1 1
Bi() = ax) K(x)

Nun ist nach (20)

(27) f |G; | Kida +

0

(«’v)K (ﬂﬂ)

x x
1 1 4; 1 1 M
. <t — K. -
(28) f K (x)de < ” Ki,[ . K dz < =
0

() Ky()
0

Es gilt also nach (27)

ug")(w)
Bu(@)
Aus (21) schlieBt man dann die gleichméiBige Beschranktheit
der Folge u{™(z) in jedem Teilintervall 0 <e<a <1
Zusammenfassend haben wir den folgenden Satz bewiesen:
Satz la: Uber die Koeffizienten einer Folge von Differential-
gleichungen

o (@)u™ + B(x)umV + .+ B (Ru=f;, i=12. ..,
machen wir folgende Voraussetzungen:
1) ai(z) >0, () >0 fir 0=,

2) lim o;(z) -0 fir jedes 2 aus 0= 2=,
i—>w
3) die Funktionenfolge f;(z) ist in 0= 2 =<1 gleichmiBig be-
schrankt.

(29) - + imK

Die Losungsfolge u;(z), deren Anfangswerte u;(0), u;(0), u; (0),
.., u?"1(0) beschrankte Zahlenfolgen sind, besitzt die Eigen-
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schaft, daB die n Folgen u;(z), u;(z), . . ., " '(2) in dem ganzen
Intervall 0 <z <1 gleichméBig beschréankt bleiben.

SaTz Ib: Setzt man noch voraus
Max o(2)

4) Min o, ()

<M fur 0 2,

df;

5) die Folge -

ist in 0= =<1 gleichméaBig beschrinkt,

wobei M eine von ¢ und z unabhingige Konstante ist, so besitzt
die Losungsfolge w,;(z) auBerdem noch die Eigenschaft, daB die

Folge u{(z) in jedem Teilintervall 0 < e¢< <1 gleichmiBig
beschrankt bleibt.

§ 3.

Unter den Voraussetzungen in § 1, § 2 betrachten wir nun
eine Folge von Differentialgleichungen

(80) a ™ - B 4 By By =,

deren inhomogener Teil f(z), eine stetig differenzierbare Funk-
tion, von ¢ unabhingig ist. Die Anfangswerte wu;(0), u;(0),
u; (0), ..., u? '(0) mégen nun von ¢ unabhingig und folgender-
mallen gegeben seien: w,(0) = A4,, u;(0) = A4;, u; (0) = 4,, ...,
u?"1(0) = 4,_;. Sie sind also insbesondere fiir alle ¢ gleichmiBig
beschrankt. Wir wenden den Satz I auf die Losungsfolge an.
Danach lassen sich n —1 Teilfolgen aus den n —1 Folgen
wi(@), uy(), . . ., ul () auswihlen, die in dem ganzen Intervall
0 = 2= gleichmaBig konvergieren. Wir kénnen dann weiter eine
Teilfolge aus 4™ (x) withlen, die in dem Teilintervall gleichmiBig
konvergiert. Insgesamt bekommen wir n Teilfolgen. Diese Teil-
folgen konvergieren in dem Teilintervall 0 <e< =1 gegen eine
Funktion U(z) und ihre n — 1 Ableitungen U'(z), U''(z), .. .,
Un-1(z). Machen wir nun den Grenziibergang ¢ — oo in (80) und
beachten dabei, daB w(z) in 0 < ¢ < <l gleichmaBig beschrankt
bleibt, so sehen wir, daB3 die Gleichung

(81) BU N (z) + BU™2(2) + . . . + BuU(2) = f(z)

in 0 <eZa=xl erfiillt ist. Da aber die n — 1 Teilfolgen aus
us (@), wy(x), . . ., ul %(x) sogar in dem ganzen Intervall konver-
gieren, miissen U(0) = 4,, U'(0) = A,, ..., U™ 20) = A4, _, sein.
Der Wert Un-1(0), der zunéchst nicht definiert ist, wird nun durch
die Stetigkeitsforderung Un-1(0) = lim U™"1(z) aus (81) eindeutig
bestimmt. x>0
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Da aber eine Loésung von (81) durch die Daten U(0) = 4,,
U'(0)=4,, ..., U2%0) = A,_, schon eindeutig bestimmt ist
und andererseits die Grenzfunktion U(z) von irgend einer Teil-
folge aus u,(z) die Anfangswerte 4y, A4, . . ., 4,_, annehmen muB,
so sind die Grenzfunktionen von den verschiedenen Teilfolgen
aus u,(x) nicht verschieden. Daraus folgt, dall die ganze Folge
u,(z) gegen U(z) konvergiert mit U(0) = A4, U’'(0) =44, ...,
Un2(0) = 4,,_,. Damit haben wir den

Satz II. Unter den Voraussetzungen in Satz I konvergiert
die Losungsfolge u,;(2) der Differentialgleichungen

w(@)u™ + Bi(z)u™ D + ...+ B (@)u=f(x), i=12..,
mit den Anfangswerten u;(0) = Ay, u;(0)= Ay, ..., u} " (0)=4,,
gegen die Losung U(ax) der Gleichung
Pr(@)Un=1 + Bo(@)Un—2 4. .. + B, (2)U = f(2)
mit U(0) = Ay, U'(0) = Ay, ..., U2(0)=4,_,.

Wegen der Anwendung im Kap. II der vorliegenden Arbeit
sei bemerkt, daBl man mit der obigen Methode folgende Verall-
gemeinerung von Satz I und Satz II beweisen kann:

Satz ITI. Satz I gilt auch dann, wenn statt (1) eine Folge

der Integro-Differentialgleichungen von folgender Art betrachtet
wird:

(82) o(@)u™ 4 By(@yuD + Bylzyu 4 . . . + B (2)u +
+ [ n@unD + yy@un 4 4y (eyudde +

x &
[ {@uey 4 a@un-» 1 14 (Euldédn = fya),

1=1,2,...

Sie unterscheiden sich von (1) dadurch, daB der linken Seite
von (1) noch Integralausdriicke iiber w"1(z), w"2%(a), ..., u(x)
hinzugefiigt sind, wobei die y;(@), ;(z), j = 1,2, ..., n, stetige
Funktionen in 0< 2<1 sind.

Satz IV. Die Losungsfolge der Integro-Differentialgleichun-
gen

(83) oy(@)u™ + Bi(z)u™V + ... 4 B (2)u +
x x &
+ [+ ywaa+ [ [ Ot 4 4 A deda—f
0 00

mit u;(0)=A4,, u;(0)=A4,, ..., up? 1(0)=A4,; konvergiert gegen
die Loésung U(z) der Integro-Differentialgleichung
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(84) pUD + pU2 B U+
- ok
+[ Uy Dot [ [ (WUD 4 44U dede = §
1) 00

mit U(0) = 4o, U'(0) =4,,...,U"20)=4,,.

Kap. II.

Die Randwertprobleme der linearen gewodhnlichen
Differentialgleichungen.

Uber die Koeffizienten einer Folge von linearen gewdhnlichen
Differentialgleichungen

(1) a4 Byt + Byl 4 .. 4 By(@)u =,

i=12..,
machen wir in diesem Kapitel folgende Voraussetzungen:

1) «; sei eine positive Konstante,
lim «; — 0,
1=
2) pi(x) sei zweimal stetig differenzierbar und
fi(x) >0 fir 0 =<1,

3) PB(@), Bs(x)s ..., By(2); f(z) seien einmal stetig differen-
zierbar.

Danach sind dann insbesondere die Voraussetzungen in Satz I
und Satz II (Kap. I) samtlich erfillt. Wir stellen nun fiir jede
Differentialgleichung der Folge (1) ein Randwertproblem; die
Werte an den beiden Randpunkten # =0 und # =l mégen von
1 unabhingig sein. Wir nehmen an, dafl zu diesem Randwertpro-
blem eine eindeutige Losung wu;(x) der i-ten Gleichung existiert.
Das Verhalten der Losungsfolge u,(z) soll untersucht werden.
Die n Fundamentallssungen der i-ten homogenen Gleichung

von (1) wollen wir mit fOu;, flu,, ..., f*u; bezeichnen. flu,
besitzt also die Eigenschaft

ar 0 fur A u

(. — 5 O — .

o S Wdemo =% O {1 fir A= p

Mit H,(x) bezeichnen wir die spezielle L6sung von (1) mit H,(0)=0,
H,0)=0, ..., H*Y(0)=0.

Durch die Vorgabe der Randwerte wird die Lésung u; auf eine
eindeutige Weise aus H; und den n Fundamentallosungen zu-
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sammengesetzt. «, ist also eine lineare Kombination von H,,
SOou;, flug, ..., f7%u,; und f71u; mit Koeffizienten, die ihrerseits
wieder von ¢ abhingen koénnen:

’Ll/,i == H’i + cgfoui + C,}flui + o o + C,?—lfn~1ui.

Die Untersuchung iiber das Verhalten der Folge w; bei dem
Grenziibergang 7—> c0 wird dann zuriickgefiihrt auf die Frage
nach dem Verhalten der Folgen H,; und cfflui, A=0,1,2,...,
n — 1. Solange die Zahlenfolgen ¢/ beschrinkt sind, kénnen wir
unseren Satz I auller auf die Loésungsfolge H,; auch direkt auf
die Folgen c/f*u, anwenden, da fu, feste Anfangsdaten haben.
Unsere spitere Uberlegung zeigt jedoch, daBl wir auch noch auf
die Losungsfolge folgender Art gefiihrt werden (mit b; wird
1 A©@

o

spiter immer die Zahl ——— bezeichnet)

a’) bifnﬁlui’
b)  by(f"Pu; — by f"uy).

Im Gegensatz zu den Losungsfolgen, die wir im Kap. I be-
handelt haben, sind diese beiden Folgen a und b Lésungen von
solchen Anfangswertproblemen, bei denen einige der vorgege-
benen Daten u;(0), ;(0), . . ., u?~(0) keine beschrinkte Zahlen-
folgen bilden. Betrachten wir zunichst die Folge a. Nach Satz
II konvergiert f»u, gegen Null. Indem wir f*»lu; mit dem
Faktor b; multiplizieren, zeigen wir in Satz V, daBl diese Folge
a doch gegen eine von Null verschiedene Funktion konvergiert
und zwar gegen f*-2U, wenn mit f*2U die (n—2)te Funda-
mentallosung der Differentialgleichung

(3) PLUE + BU 2 + BUm 2 ... +8,U =0
bezeichnet wird. Andererseits ist aber nach Satz II lim f»—2y, =
i—>o

= f»-2U. Daraus folgt, daB die Differenz der beiden Folgen
™2, und b;f"»'u; mit wachsendem ¢ gegen Null konvergiert.
Indem wir diese Differenz mit b; multiplizieren, bekommen wir
die Folge b. Die Konvergenz dieser Folge b gegen eine von Null
verschiedene Losung von (8) wird dann in Satz VI bewiesen. Die
Untersuchung in § 2, § 8 iiber die Randwertprobleme wird dann
auf Satz V und Satz VI zuriickgefiihrt.

§ 1. Zwei Hilfssitze.

a) Wegen der Anwendung in b behandeln wir gleich eine Folge
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der Integro-Differentialgleichungen von der Art:

(4)  wu™ + By(@yutnd 4 4B (2)u +
+ r{yz(w)un—Z + yy(@)un3+... + yn(m)u}dw =0,
1]

wobei die y;(2), j=2,8,...,n, stetige Funktionen im Inter-
vall 0 =2 <1 sind. Wir bezeichnen mit f»-lu, die (n—1)-te
Fundamentallésung der j-ten Gleichung von ( ) und unter-
suchen das Verhalten der Folge b;f*u,. Diese ist eine spezielle
Lésungsfolge u; von (4) mit ;(0) =0, u(0)=0, ..., u?~%0)=0,
up1(0) = b;. Wahrend wu,(0), u,(0),...,u?"2(0) fiir alle ¢ be-
schrinkt sind, bilden %{*~v(0) keine beschrinkte Folge. Diesem
Verhaltenvonu ("~ (z) in dem Anfangspunkt entsprechend beweisen
wir, da@ die (n—1) Folgen w,(x), ..., u? %(2) in dem ganzen Inter-
vall 0 <z <1, die beiden anderen Folgen u? !(2) und u?(x)
nur in jedem Teilintervall gleichméBig beschrinkt bleiben.

Um die Beschrianktheit der (n—1) Folgen u,(2), . . ., u?%(x)
in 0 <z <1 zu beweisen, geniigt es, dies fiir die Folge w?%(z)
zu zeigen. Wir integrieren die Gleichung (4) von 0 bis 2, es ergibt
sich unter Beriicksichtigung von %?*(0) = b;, u} %(0) =0 und
der Voraussetzung, daB «; eine Konstante ist, folgende Glei-
chung:

dp,

(5) ociu‘"—l) -+ ﬁlu(n—.‘%) 4+ Jx (ﬁ2un—2 —_ E;un—z +- ﬂaun—a + ...+ ,Bnu)daz +
0

o &
4 T a2+ = paun 4 .+ yau)déda = f,(0).
00

Da u; der Gleichung (4) geniigt, ist u; insbesondere auch eine
Losung von (5) mit den (n—1) Anfangsdaten u,(0) = 0, u;(0) =0,

., u?"2(0) =0. Wenden wir jetzt Satz III statt auf eine
Differenzialgleichung n-ter auf diese Differentialgleichung (5)
von (n—1)ter Ordnung an und beachten, dafl die Anfangs-
daten u;(0), u;(0),...,u’ 2(0) alle gleich Null sind, also ins-
besondere beschrinkte Zahlenfolgen bilden, so schlieBen wir dar-
aus auf die Beschrinktheit der Folgen w;(%), ui(®), . . ., u} " %(z)
in dem ganzen Intervall und der Folge «} '(z) in jedem Teil-
intervall 0 <e¢ <2 =<1!. (Insbesondere bilden also w;(e), w;(e),

.., u}"'(¢) m beschrinkte Zahlenfolgen fiir ¢ > 0.)

Wir schreiben nun (4) in der Form

() a4 @D L+ B =,
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T
mit f; = — f (ygu™%+ ...+ y,u)dz und betrachten (6) in einem

0
Teilintervall 0 <e =<2 <1. Da einerseits die Anfangsdaten
uy(e), wi(e), . . ., u? " (¢) beschriankt sind, andererseits sowohl f;
wie auch ZT; wegen der Beschranktheit von «? %(a), w?3(2),
o« o5 Uy(x) gleichméBig fiir alle ¢ beschriankt bleiben, so schlieBen
wir aus (6) nach Satz Ib die Beschrinktheit von «} in jedem
Teilintervall 0 <e 4+ & <a =<1l. ¢ und ¢ sind zwei beliebig
kleine positive Zahlen. Folglich ist «? in jedem Teilintervall
0 < ¢ =2 =1 gleichmiflig beschriankt.

Wir kénnen somit 1) (n—2)-Teilfolgen aus u;(z) w;(z), u; (2),
..., u? *(x) auswihlen, die in den ganzen Intervall 0 <z =<1
gleichméBig gegen eine Funktion U und ihre Ableitungen U’,
..., U3 konvergieren mit U(0)=U'(0)=...=U"3(0)=0,
2) zwei Teilfolgen %7 % und «?~' auswéhlen, die in jedem Teil-
intervall gegen U”2 und U”! konvergieren, wobei die Werte
U2(0) und U™ 1(0) zundchst unbekannt sind. Wir zeigen nun,
daB in jedem Teilintervall die Gleichung

(1) U+ BU 4 AU [ (U ..y U)da =0
0

besteht und lim U»-1(2) und lim U ”—2.(@") existieren.
x—>0

x—>0
Aus (5) folgtnach Satz IV, daB in jedem Teilintervall
0<e=a =1 die Integro-Differentialgleichung

Rl

(8) AU+ f (ﬂzU"‘z — 22U BUS ... 4 B,U) do +
b dx

x &
[ [ aUr2+ .. 4, U)dwde = py(0)
0 0

besteht. Indem man auf den beiden Seiten von (8) den Limes-
prozel3 @ — 0 durchfiihrt, schlieBt man daraus:
9) lim U"2z)=1.
x—>0

Durch die Differentiation (8) ergibt sich (7). Die Gleichung
(7) muB also in jedem Teilintervall 0 <& < 2 <1 erfiillt sein,
da die Gleichung (8) es tut und U"!(z) in diesem Intervall
existiert. Aus (7) folgt ferner

. Ba(0)
lim U Y(2) = — —.
z—>0 ( ) (@)
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Damit haben wir den

Sarz V. Die Losungsfolge u; der Integro-Differentialglei-
chungen

au™ + By(@)u D + .+ By +
+ [ 4 pu)de —o.
0

mit %;(0) =0, ..., u?"2(0) =0, u? '(0) = b; konvergiert gegen
die Losung U(z) der Gleichung

17
BUM 4 BU™2 4 ... 4 B,U + [ (U2 4 ...+, U)dz =0
0
mit
U(0)=0, U"(0)=0, ... , U»3(0)=0, U"3(0)=1, Un-1(0)=— 2
Es gilt also lim b;f*u; = f»2U.
T—>o0

Dabei bleiben die Folgen u;, u;, . . ., 4}~ ? in dem ganzen Inter-
vall, die Folge u?™!, u} in jedem Teilintervall 0 <e=a2 =1
gleichméBig beschrankt.

Bei der spiteren Untersuchung in § 2 iiber die Randwert-
probleme der Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden
wir diesen Satz nur fiir den besonderen Fall y,=y,=... =y, =0
anwenden.

b) Die Untersuchung der Losungsfolge b;(f" 2u;—b,f"u,;)
der homogenen Differentialgleichungen von (1)

(10) wa® - Bt 4 =0

1aBt sich durchfiihren mit Hilfe von Satz V. Diese Losungsfolge
ist nidmlich eine spezielle Losungsfolge von (10) mit %,(0) =0,
u;(0) =0, ..., u?73(0) = 0, u? %(0) = b;, up~'(0) = —bi. Inte-
griert man (10) von 0 bis z, so ergibt sich unter Beriicksichtigung
der Anfangsdaten folgende Gleichung

(11) Oti’ll/(n_l) ~+ ﬂlu(n—2) + yzu(n—%l) +
+ f x(yau”"” + Burt + . . . + Pou)de =
0

= (a1 + B2 +yum),_, =0
mit y, = — Bi, va=Ps — o 1+ BY-

Wir gehen jetzt von (11) aus und betrachten wu; als deren
Lésungsfolge mit u,(0)=0, u;(0)=0, ..., 47 3(0)=0, u?~2(0)=b,.
Wir wenden auf sie Satz V an. Danach konvergiert u; gegen
die Losung U der Gleichung
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(12) BU™ + U3 + [ (psUn=3 + fU4 + ... + B,U)dz =0
0

mit U(0) =0, ..., Un4(0) =0, U3(0) =1, Un-2(0) = _;(‘(‘)’)’
Dabei sind die Folgen w;, %y, . . ., w72 in dem ganzen Intervall,
die Folgen »?~2, 4?~! in jedem Teilintervall 0 <e <2 <1 gleich-
méifBig beschrankt.

Betrachtet man (10) in einem Teilintervall 0 <e=2 =<1 so
schlieBt man nach Satz Ib daraus auf die Beschrianktheit der
der Folge u{™ in jedem Teilintervall 0 <e+¢&' <2 =<1, da die
Daten u;(e), wi(e), . - ., u} " '(¢) beschrinkte Zahlenfolgen bilden.
Daraus folgt aber wieder die Beschrinktheit von 4{™ in jedem
Teilintervall 0 <e <2 <1. Wir koénnen somit Teilfolgen aus
up~ ! auswiahlen, die gegen Un-1 gleichmiBig in 0 <e<a <1
konvergieren. Folglich muf3 die Gleichung, die sich durch Diffe-
rentiation aus (12) ergibt,

(18) pU + BU 2 ...+ B,U=0,
in jedem Teilintervall erfiillt sein; und es ist U(0)=0, U’(0) = 0,

S UP0) =1, Un-(0) = — 2O,

Daraus folgt
(14)  lim by(fn=2u, — byfn-tu;) = fr-3y — 2
T—>o B1(0)
Sarz VI. Die Losungsfolge u,; der Differentialgleichungen
o™ + Bum=1  Bayn=2 L L Ba=0
mit ,(0)=0, u;(0)=0, ..., u""3(0)=0, u?~%(0)=b,, u?"1(0)=—b?
konvergiert gegen die Losung der Differentialgleichung
pUn~1 4 gU» 24 ... 4+8,U=0

fr-2U.

mit

U(0)=0, U(0)=0, ..., Ur4(0)=0, U"-5(0)=1, Un-3(0) = — .
Hierbei bleiben die Folgen w;, u; , . . ., 7~ ® in dem ganzen Inter-
vall 0 <=z <! und die Folgen u}7%, u?~' und u? in jedem

Teilintervall 0 < e < 2 <1 gleichméBig beschrénkt.

§ 2. Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Wir stellen fiir jede Gleichung aus einer Folge von Differential-
gleichungen zweiter Ordnung
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(15) au’’ + Bi(@)u + Bu = f, i=1,2...,
im Intervall 0 < 2 <1 das Randwertproblem
(16) %;(0) = Ry, u(l) = R;.

Die Zahlen R, und R, mégen von ¢ unabhéngig sein. Die Losung
u; setzt man nach der Bezeichnung in § 1 folgendermaflen zu-
sammen:

(17) wi(@) = H(x) + Ry fou; + ¢; flu,

dabei ergibt sich fir die Konstante ¢; aus der Randbedingung
u;(l) = R, der Wert

1 4

Pu) )

Nach Satz I sind die beiden Folgen H;(z) und fou,(z)firo <z <1
beschrénkt. Folglich bilden H,(l) und f°u,(l) zwei beschrankte
Zahlenfolgen. Da d; eine lineare Kombination aus H;(l), R, f%u,(l)
und der festen Zahl R, ist, mul3 die Folge d, auch beschrinkt
sein 3). Andererseits konvergiert nach Satz II flu;(!) mit ¢ — o0
gegen Null. Mit wachsendem ¢ wird also ¢; nach (18) beliebig
grof3.

Mit Hilfe von (18) und (17) wollen wir das Verhalten der
Losungsfolge w; untersuchen. Wir behaupten: u;(z) besitzt die
Eigenschaft ®), daB u;(z) in dem ganzen Intervall 0 <z <, die
erste und zweite Ableitung von wu;(z) in jedem Teilintervall
gleichmaBig fir alle ¢ beschriankt bleiben. Um das zu zeigen,
geniigt es nach (17) nachzuweisen, daB diese Eigenschaft den
Funktionen H,(z), R,f%u;(x) und ¢; flu,(¢) zukommt. Dall H,(z)
und RO f%,(z) diese Eigenschaft besitzen, folgt ohne weiteres aus
Satz I, da ihre Anfangsdaten feste Zahlen sind. Es bleibt also
nur iibrig, dieselbe Eigenschaft fiir die Folge ¢, flu;(x) zu zeigen.

Nach (18) 148t sich ¢;j'u; folgendermaflen darstellen

(18) ¢; =[R; — Hy(l) — Rofu;(1)]

1

(19) ¢ fluy(@) = dim * by fluy(@).

Nun gilt nach Satz V

(20) lim b, fluy(z) = f°U (),
i—>w®

3) Beim Beweis ist die Voraussetzung, dall R, und R, feste Zahlen seien, un-

wesentlich, man braucht nur zu verlangen, da3 ,(0) und u;(l) zwei beschrinkte
Zahlenfolgen bilden.
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wobei FO0U(z) die nullte Fundamentallssung der Differential -
gleichung

Bi(@)U’ + By(2)U = 0

darstellt. Diese Losung verschwindet bekanntlich an keiner Stelle

von z. Folglich ist FOU(l) 0. Die Zahlenfolge bi JTul_(l_)’ die
nach (20) gegen F}lﬁ konvergiert, ist also beschrinkt. Die

Folge c;f'u;(x) unterscheidet sich also nach (19) von der Losungs-
folge b,f'u; nur durch einen Faktor, der fiir alle i beschriankt
bleibt. Daraus schlieBen wir, daB3 ¢;flu; nach Satz V in dem
ganzen Intervall 0 <2 <1, ihre erste und zweite Ableitungen
in jedem Teilintervall 0 <e¢ <2 <1 gleichmiBig fiir alle 4 be-
schrinkt bleiben. Damit ist unsere Behauptung iiber u;(z) be-
wiesen.

Wegen der Beschrinktheit von u(z) und u; () in jedem Teil-
intervall 0 <& < # =<1 und der Beschrianktheit von u;(z) in dem
ganzen Intervall kénnen wir zwei Teilfolgen w,, w; auswihlen,
die in 0 <e =< <1 gleichmiBig gegen eine Funktion U(z) und
ihre erste Ableitung U’(z) konvergieren. Dabei geniigt U(a) fiir
0 <e<=a <! der Differentialgleichung

(21) BU" () + BU(2) = f(=)
mit U(l) = R;. Da durch die Bedingung U(l) = R, eine Losung
von (21) schon eindeutig bestimmt ist, konvergiert die ganze
Folge u; gegen U(z) von (21) mit U(l) = R,.

Ein Randwertproblem besitzt nun folgende Symmetrie: Wenn
man in den Differentialgleichungen (1) 2 durch y =1 — « ersetzt,
so entsteht aus einem Randwertproblem wieder ein solches.
Dabei dandern die Koeffizienten abwechselnd ihr Vorzeichen, und
die Randwerte an der Stelle x =0, bzw. # =1 gehen in die
Randwerte an der Stelle y =1 bzw. y = 0 iiber. Liege die Folge
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung vor

(22) xu” — py(@)u’ + By(x)u = f

mit dem Minuszeichen vor f;(z) und sei u,(x) die Losung der
i-ten Gleichung von (22) mit ,(0) = Ry, w;(I) = R,, dann ge-
niigt u;(I—y) = v;(y) als Funktion von y betrachtet, der i-ten
Gleichung von

d?v; dv;
(23) “ d + Bi(l—y) P Ba(l—y)o; = f(l—y)

mit v,(0) = R;, v;(I) = R,. Die Koeffizienten von (28) besitzen
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aber dieselben Eigenschaften wie die Koeffizienten von (15). Aus
unserer obigen Untersuchung kennen wir also das Verhalten der
Losungsfolge v;(y). Wegen v;(y) = u;(l—y) kennt man schlielich
auch das Verhalten der Lésungsfolge u,(z) von (22).
Zusammenfassend haben wir den folgenden Satz bewiesen:
Satz VII. Die Losungsfolge u;(z) der Differentialgleichungen

w4 B’ + B = f(a)
mit den fest vorgegebenen Randwerten
u(0) = Ry, u(l)=R,
konvergiert gegen eine Losung U(z) der Differentialgleichung
+ AU’ + U = fl=).

Je nachdem das Vorzeichen vor f,(z) positiv oder negativ ist,
erfiillt die Grenzfunktion U(z) die Bedingung

U(l)=R, oder U(0)=R,.

§ 3. Die Differentialgleichung vierter Ordnung.

Je nach den verschiedenen Formen der Randbedingungen, die
man einer Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung vor-
schreibt, setzt sich die Losung auf verschiedene Weise aus den
n Fundamentalldsungen zusammen. Infolgedessen kann man, um
das Verhalten der Losungsfolge zu untersuchen, jedes Randwert-
problem der Differentialgleichungen n-ter Ordnung, je nach seiner
Art fir sich allein behandeln. Dabei bleibt die Methode dieselbe,
das Problem zuriickzufiihren auf die Frage nach _dem Verhalten
der Fundamentallésungen. Im allgemeinen Fall (fiir eine Differen-
tialgleichung hoéherer Ordnung) mufl man weitergehende Sitze
zu Hilfe nehmen als die, die wir bereits in § 1 entwickelt haben.
Wir wollen uns aber im folgenden mit einem weiteren typischen
Beispiel von solchen Problemen begniigen, einem Randwert-
problem der Differentialgleichung vierter Ordnung.

Wir zeigen die Konvergenz der Losungsfolge u; der Differential-
gleichungen

(24) au® + fu® + B’ + pyu’ + fuu = f(x)
bei den Randwerten

u(0) =Ry, u(l) =R,
w(0)=R,, w()=R

gegen die Losung U(z) der Differentialgleichung

(25)
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(26) PU" + BU" + BU" + B,U = f(z)

mit U(0) = R,, U(l) = R, und U’(l) = R,. Dabei ist vorauszu-
setzen, dal die homogene Differentialgleichung von (26) keine
nicht triviale Losung zuléBt fiir die homogenen Randbedingungen
U()=U(l)=U’'(l)=0. Aus dieser Voraussetzung folgt dann,
daf3 die Determinante D %)

rruve flue

(27) D=|", L
fum oo

nicht verschwinden kann, denn sonst wiirde die Funktion
U(z) = f2U(z) frU’(1) — f1U(z) - f2U°(1)

emne solche nicht triviale Losung darstellen.
Die Losung u; von (24) setzt man wiederum zusammen aus
den Fundamentallésungen

(28) (@) = Hy(x) + Ry fou; + Ry flu; + ¢ fu; + dy fous;

dabei ergeben sich die Konstanten ¢; und d; aus der Randbedin-
gung in =1

[ e f2uy(l) + d; fou;(l) = 4,

J[cifzu;(l) +d, fu(l) = B,

wobei nach (28) und (25)

Ay = Ry, — Hy() — Rofouy(1) — Ry fu Q)

B, = R, — H(l) — Rofou(l) — R, fli(l)

(29)

w |

sind. Nach Satz I, angewendet auf die Losungsfolgen H (z)
Ry fou (@) und R, f'u;(z), ist jedes Glied auf der rechten Seite von
(80) fiir alle ¢ gleichmé&Big nach oben beschrankt. 4; und B;
bilden also zwei beschrankte Zahlenfolgen. Lést man nun (29)
nach ¢; und d; auf und setzt ihre Werte in den Ausdruck ¢; f2u; +
+ d; f3u; ein, so ergibt sich:

(81) c; f2u; 4 dy fPu; = AiEI;(%) + B, j;(_w)
mit

Fru () fPu(l)
(82) Di=|turny pouwy |2

4) f}‘u;,f}“U; bedeutet %fi‘%(m)’ %f;'U.
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frude)  foux)
(88) Eyz) =|" , oo s
fui)  fru)

ful)  frul)

34 F.(2) — )
(84) @) fudz)  foulz)

Nach (28) und (81) ist u,(z) eine lineare Kombination von H(z),
/ F; E;
Ry f%u;, R,f'u;, Fd@) und @

gleichméfBig beschrankt sind:

mit Koeffizienten, die fiir alle ¢

E ()
D;

F(x)
D,

(85) ;= H;+ Rofou; + Ry flu; + 4, + B;

Wollen wir nun beweisen, daB u; folgende Eigenschaft besitzt
»%;(z) und ihre erste Ableitung sind in dem ganzen Intervall
0 <z =1, ihre zweite, dritte und vierte Ableitung ist in jedem
Teilintervall 0 <e <2 =<1 gleichméBig beschrinkt”, so geniigt

es nach (25), diese Eigenschaft allein fiir die beiden Funktionen

i F
Eyx) und ()

i i

R’ flu, diese Eigenschaft bereits besitzen. Wir schreiben nun
0 01 g
jene beiden Funktionen in der Form

zu zeigen, da nach Satz I H,(z), R,f%; und

E) 1 1
86 =— —.b2E, (2),
(36) = WE)
F,; .
(87) @ _ 11 biF, (@)
D, b; D,

und wenden Satz IV und Satz I an. Danach folgt aus (32)

Fruil)  BYfPuy(l) — by frul(l)

() U
(88) lim 42D, = lim o) f ()»’

im0 i | S B — bR | ST U
also nach (27)
(89) lim bD, = — D.
1—>®

Da D = 0 ist, gilt

. 1 1 1
(40) lim — —
t—> 0 bi D, D

Die Zahlen —1; L auf der rechten Seiten von (86) und (87) bil-

bi D,
den also fiirt=1, 2, ... eine beschrinkte Folge. Um die oben
E. F.
erwihnte Eigenschaft fiir @ nd T® gy zeigen, geniigt es also,

i i
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dies fiir b2E,(®) und b2F,(z) zu tun, da diese sich nach (36) und

(87) von jenen nur durch einen beschrinkten Faktor iz L unter-
scheiden. Nun gilt z.B. nach (33) P

Frug@)  bifoulx) — b, foulz)

bz.E. - ’
(41) FO = Ly i —bomi

b2E (z) ist also eine lineare Kombination aus f%u;(z) und b2 f>u, —
— b; f?u; mit Koeffizienten, die nach (14) und Satz I fiir alle ¢
gleichmiBig beschrinkt sind. Folglich bleibt (nach Satz VI)
b’E,(x) mit ihrer ersten Ableitung in dem ganzen Intervall,
ihre zweiten, dritten und vierten Ableitungen jedoch in jedem
Teilintervall 0 <& <z <1 gleichmiBig fiir alle ¢ beschrankt.

Wir konnen somit Teilfolgen aus u; auswihlen, die in dem
ganzen Intervall, Teilfolgen aus ), , und u; ", die in jedem Teil-
intervall 0 <e <@ <! gleichmiBig konvergieren. Die Grenz-
funktion U und ihre Ableitungen U’, U” und U’ erfiillen in
jedem Teilintervall 0 <e =2 <1 die Gleichung

Pi(@)U"" + By(@)U"" + B3 (@)U’ + By(2)U = f(z)

mit U(0) = Ry, U(l) = R, und U’'(l) = R,.

Durch dieselbe Uberlegung wie am SchluB3 von § 2 sieht man
leicht ein, daB die Untersuchung der Lésungsfolge w;(z) der
Differentialgleichungen

(42) au® — Byu® + By’ + Bau’ + By = f(z)

mit dem Minuszeichen vor f;(z) bei den Randwertproblemen sich
zuriickfithren 148t auf das Verhalten der Lésungsfolge v;(y) =
= u;(l—y) der Differentialgleichungen

d*v; d3v; d%; dv;
(43) 11@4‘51@—3 +ﬂ2'd_yz“ﬁ3'§y—+ﬂ4vi =f.

Die Koeffizienten von (48) sehen nur insofern anders aus als die
in (24), als das Vorzeichen vor B;(z) veridndert ist. Aber wir haben
bei unserer Untersuchung iiber das Vorzeichen von fs(x) gar-
nichts vorausgesetzt. Wir koénnen somit unser Ergebnis auf die
Folge v;(y) iibertragen, also indirekt auf die Losungsfolge u;(z)
der Differentialgleichungen (42).

Zusammenfassend haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Sarz VIII. Die Losungsfolge u; der Differentialgleichungen

ozu® 4+ Biu® + Bu’ 4 Bau’ 4 Pyu = f(x)
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bei dem Randwertproblem
u(0) = R, u(l) =R,
w'(0) = R, w'(l) =R
konvergiert gegen die Losung U(z) der Differentialgleichung
+ AU + BU" + U + BU = f()

mit U(0) = R, und U(l) = R;. Je nachdem das Vorzeichen vor
B1(x) positiv oder negativ ist, erfiillt U(x) die Bedingung U’(l)=R,
oder U’(0) = R;. Beim Beweis ist vorausgesetzt, daBl die Dif-
ferentialgleichung von U(z) keine nichttriviale Lésung fiir die
homogenen Randbedingungen U(0) = U’(l) = U(l) = 0 oder
U()=U(l)=U'(0) =0 besitzt.

(Eingegangen den 12. Juli 1934.
Abgeiindert eingegangen den 10. September 1934.)



