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Uber den Giiltigkeitsbereich einer Ungleichung von
Darboux und ihrer Erweiterung, angewandt auf
Polynome

von

L. Tchakaloff

Sofia

1) Bekanntlich 148t sich der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung nicht unmittelbar auf komplexe Funktionen einer
reellen oder komplexen Verédnderlichen iibertragen. In seiner
klassischen Form
(1) J) —fla) = (b —a)f'(§) (a<&E<D)
ist er im allgemeinen auf solche Funktionen nicht mehr anwend-
bar — auch dann nicht, wenn man die Forderung fallen 146t, daB3 &
auf der Strecke a . . . b liegen soll. Ja, es gibt sogar ganze Funkti-
onen f(z), fiir welche die Gleichung (1) (bei passender Wahl der
Konstanten a und b) iiberhaupt fiir keinen komplexen Wert von
& befriedigt wird. Gehort aber f(z) zur Klasse C,, der ganzen
rationalen Funktionen vom Grade =< m mit beliebigen komplexen
Koeffizienten, so kann man einen nur von a, b und m abhéngigen
,,minimalen’> Bereich B, der komplexen Zahlenebene derart
abgrenzen, dafl jedem f(2) von C,, (mindestens) ein & aus B,
entspricht, welches (1) befriedigt. Es gilt ndmlich der bekannte
Satz von Grace-Heawood 2): Ist f(z) ein Polynom m-ten Grades
(m>1), so gibt es ein & des Kreisbereiches
a-+t+b

2

das der Gleichung (1) geniigt.
Vor mehr als einem halben Jahrhundert hat G. Darboux eine

x — g%[b—a|cotg%,

1) Die Ergebnisse dieser Arbeit, soweit sie den Mittelwertsatz von DarBoux
betreffen, habe ich ohne Beweise in den Verhandlungen des Internationalen
Mathematikerkongresses in Ziirich 1982, Bd. II, 66 veroffentlicht.

2) J. H. Grack. The zeros of a polynomial [Proceedings Cambridge Philos. Soc.
11 (1900—1902), 852—3856]. — P. J. HEAwoOD. Geometrical relations between
the roots of f(z) =0, f'(x) =0 [Quarterly Journal 38 (1907), 84—107].



(2] Uber den Giiltigkeitsbereich einer Ungleichung von Darboux. 363

wesentlich verschiedene Erweiterung des Mittelwertsatzes ins
Komplexe gegeben 3).

Es bedeute f(z) eine komplexe Funktion der reellen Verdnder-
lichen #, welche im Intervall a <2 <b stetig differenzierbar
ist; dann besagt der erwahnte Mittelwertsatz von Darboux, daB3
fiir mindestens ein & zwischen a und b die Ungleichung

(2) |f(b) —fla)| = f@|

besteht. Dieser Satz gibt aber keine genauere Auskunft iiber die
Lage von & auf der Strecke a...b. Was lifit sich nun tiber das
Variabilititsfeld von & aussagen, wenn etwa f(2) ein Polynom
von gegebenem Grade bedeutet? Die Beantwortung dieser Frage,
die ich gleich néher prézisieren werde, bildet den Gegenstand der
vorliegenden Mitteilung.

Fiithrt man die Ableitung ¢(z) = f'(z) ein, so nimmt die Un-
gliechung (2) die Gestalt an

(®) [ o@iz| < 6-a) |56

a

Da es dieselbe Mithe macht, wollen wir uns im folgenden mit der
allgemeineren Ungleichung beschéftigen

(4) \j 2)dy(@) | = | 9()| J vt

wobei wir unter y(x) eine nlcht abnehmende monotone Funktion
der reellen Veridnderlichen @ verstehen, welche so beschaffen ist,
daB3 die k 4 1 Stieltjesschen Integrale

I,,szw”dw(m), y=0,1,...,k

konvergieren. Wir machen aufBlerdem die Annahme, daBl y(z)
mindestens n = [g] -+ 1 Wachstumsstellen hat.

Es bedeute C, die Klasse der Polynome mit beliebigen kom-
plexen Koeffizienten und vom Grade = k. Offenbar haben die
beiden Seiten von (4) einen Sinn, wenn ¢(2) zu dieser Klasse
gehort. Wir stellen uns die Aufgabe, der Polynomklasse C, eine
Menge M, von reellen oder komplexen Zahlen mit folgenden
Eigenschaften zuzuordnen: 1) Einem jeden Polynom ¢(z) von

3) G. DarBoux. Sur les développements en série des fonctions d’une seule
variable. [Journ. de math. (3) 2 (1876), 291—312].
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C; entspricht mindestens ein & aus M, so dafl Ungleichung (4)
erfiillt ist. 2) Keiner echten Teilmenge von M, kommt die Eigen-
schaft 1 zu; anders ausgedriickt, wenn &, eine beliebige Zahl von
M, bedeutet, so gibt es ein Polynom ¢(2) der Klasse C, von der
Beschaffenheit, da3 die Ungleichung (4) fiir keinen von &, ver-
schiedenen und der Menge M, angehérigen Wert von & befriedigt
wird. Eine solche Menge M, nennen wir kurz eine Minimalmenge in
bezug auf die Klasse C, *). Es ist natiirlich von vornherein nicht
evident, ob eine solche Menge iiberhaupt existiert, da bekannt-
lich nicht jede Minimumsaufgabe eine Lésung besitzt.

§ 1.

Wir wollen untersuchen, ob es eine endliche (d.h. aus endlich
vielen Zahlen bestehende) Minimalmenge M, gibt. In dieser
Richtung beweisen wir an erster Stelle folgendes negative Er-
gebnis:

Sarz 1. Eine aus p Zahlen bestehende Menge {&,, &,, ..., &)}
kann nicht eine Minimalmenge in bezug auf C, darstellen, wenn

k.
<X
P=7 1St.
Zum Beweise nehmen wir an, dal die Zahlen &, ¢&,, ..., ¢,
eine Minimalmenge bilden, und daB3 p §§ ist. Man bilde die

Polynome
P(x) = (z—&)(@—&) ... (@—&), (@) =P(2)P(x),

wobei P (), wie iiblich, das konjugierte Polynom zu P(x2) bedeutet.
Da der Grad von ¢(x) hochstens gleich k ist, so miiflite Unglei-
chung (4) erfiillt sein, wenn man & durch ein passend gewahltes
&, ersetzt. Das ist aber nicht der Fall, da die linke Seite von
(4) positiv ist, widhrend die rechte fiur & = £, verschwindet.

Unseren weiteren Betrachtungen liegen die Eigenschaften einer
Kette von n + 1 Tschebyscheffschen Polynomen

(5) Py =c¢,, Py(x),..., P,(x)

zugrunde, welche der monotonen Funktion y(z) zugeordnet sind
und folgenden Bedingungen geniigen:

4) Diese Definition einer Minimalmenge M, bezieht sich auf die Ungleichung
(4), ist daher wesentlich verschieden von derjenigen, welche wir in einer anderen
Arbeit (Sur la structure des ensembles linéaires définis par une certaine propriété
minimale [Acta Math. 63 (1934),77—97]) eingefiihrt haben.
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1. Der Grad von P,(z) stimmt mit seinem Index » iiberein.
2. Der Koeffizient des hochsten Gliedes von P, (z) ist eine
vorgegebene positive Zahl C,.

3. fwPM(w)P,,(w)dw(m)zo fir u#v und p+v =<k

- 0

Durch diese drei Bedingungen sind die Polynome (5)
vollstdndig bestimmt mit Ausnahme von P,(x), wenn £k
gerade ist; in diesem Ausnahmefall kann namlich P, (z) durch
P, (x) + cP, i(x) ersetzt werden, unter ¢ eine ganz beliebige
komplexe Konstante verstanden. — Wir fiigen hier ohne Beweise
einige Eigenschaften der Polynome (5) hinzu, die sich leicht
aus ihrer Definition ableiten lassen.

a) Alle Polynome (5) sind reell mit etwaiger Ausnahme von
P, (x), und zwar wenn k gerade ist (k=2n—2); aber auch in
diesem Ausnahmefall 146t sich P, (x) derart bestimmen, daB alle
seine Koeffizienten reell sind, was wir im folgenden stets voraus-
setzen wollen.

b) | “P,(z)R(2)dy =0 fir jedes Polynom R(z) von nie-
derem —Grade als ».
¢) Fir jeden reellen Wert der Konstante ¢ hat das Polynom

P, (z)+cP,_,(2), y=2,...,n,
lauter reelle und einfache Nullstellen; zwischen zwei aufeinander-

folgenden Nullstellen dieses Polynoms liegt stets eine (und nur
eine) Nullstelle von P,_;(z).

d) Bedeuten a4, @,,...,, die Nullstellen von P, (z), so
P
besitzt die rationale Funktion —;_(L;c) die Partialbruchzerlegung
(2
P, (@) & 4,
P, (z) Z r— o,
r=1

mit positiven Residuen 4,.

Dies vorausgeschickt, unterscheiden wir weiter zwei Félle, je
nachdem % ungerade oder gerade ausfillt.

ERrsTER FaLrL: & ist ungerade (k=2n—1).

Dan = k—;r—] die kleinste ganze Zahl ist, welche % ubersteigt,

wollen wir hier untersuchen, ob es eine aus n Zahlen bestehende
Minimalmenge gibt. Bilden die Zahlen &, &,, ..., &, eine solche
Menge, so ist leicht einzusehen, daf3 das Polynom

P(2) = (x—&)(2—&) ... (2—¢&,)
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der Orthogonalititsbedingung

=]
() | P@R@dy—o
geniigt, wie man auch das Polynom R(z) vom Grade <n —1
wihlen mag. Wire namlich R(z) ein Polynom (n—1)-ten oder
niederen Grades, fir welches

ffmmR@m¢=z

von Null verschieden ist, so diirfte man in (4)

p(z) =AP(x)R(z) + 1
setzen, da der Grad dieses Polynoms hochstens gleich 2n — 1 ist.
Bei dieser Wahl von ¢(2) miiite also Ungleichung (4) befriedigt

werden, wenn man & durch ein passend gewihltes &, unserer n
Zahlen ersetzt. Dadurch geht aber Ungleichung (4) in

it [Cay=["ay

iiber, welche offenbar unmoglich ist.

Die Orthogonalititsbedingung (6) ist ebenfalls fiir ein beliebiges
Polynom R(x) vom Grade =mn —1 erfillt, wenn man P(z)
durch das Tschebyscheffsche Polynom P,(z) ersetzt. Daraus
schlieBt man in bekannter Weise, daBl P(z) und P,(x) sich
hochstens um einen konstanten Faktor unterscheiden kénnen, d.h.

P(z) = - P,(a).

Wir gelangen auf diese Weise zu dem Ergebnis, dal} eine aus n
Zahlen bestehende Minimalmenge (falls eine solche iiberhaupt
existiert) notwendig mit der Menge der Nullstellen von P, (z)
ubereinstimmt.

Dal3 diese Nullstellen &, &,, . .., &, tatsiachlich eine Minimal-
menge bilden, 148t sich folgendermaflen beweisen. Es sei ¢(z)
ein beliebiges Polynom vom Grade =< 2n — 1. Da die Differenz

n P,(z) \?
p) — Z 7(&) (@?s—);—@)

fir x =§&,, &, ..., &, verschwindet, so kénnen wir schreiben

M e =2 ) () T Pa@ R

r=1
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wobei der Grad des Polynoms R(z) héchstens gleich n — 1 ist.
Aus (7) folgt durch Integration

(8) [w"’(w)d"”'_’éB"p“’)’ B, — f‘”( (T—?)(I?T )2dw.

— ®

Bezeichnet man also mit | g(&,) | den groBten der Betrige

1¢(§1)I’ I‘P(Ez) |, ey ‘ (p(‘sn)l

und beachtet, daB3 die Koeffizienten B, positiv sind, so folgt
aus (8)

[ p(@yay

< |p(&)| X B,.

Formel (8) ist aber giiltig fiir jedes Polynom ¢(z) vom Grade
< 2n — 1. Sie liefert fir ¢(z) =1

n ®©
X B, = f dil),
r=1 —®

so daB3 die letzte Ungleichung in

[ wtp(w)dw' =|w(e)| [ av

—

iibergeht. Somit haben wir den Satz bewiesen:

Satz II. Es gibt nur eine aus n Zahlen bestehende Minimal-
menge in bezug auf die Polynomklasse Cy,_,; ihre Elemente stim-
men mit den Nullstellen des Tschebyscheffschen Polynoms P, (z)
iiberein.

ZwEITER FaLL: k ist gerade (k=2n—2=2).
k+2

2

Auch in diesem Falle stellt n =

die kleinste ganze Zahl
dar, welche gro3er als —;C— ist. Wir nehmen an, daB3 die n Zahlen

&, &, .. .&, eine Minimalmenge in bezug auf C,,_, bilden und ,
setzen wieder

P(z) = (2—§&)(@—§&) . . . (2—&,)-
Man beweist genau so wie im ersten Falle, dal die Gleichung

(9) jw P(z)R(z)dy =0

—

fir jedes Polynom R(z) vom Grade <n — 2 erfiillt sein mubB.
Gabe es namlich ein solches Polynom R(z), fiir welches
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fwP(w)R(:v)dtp — 2

von Null verschieden ist, so kénnte Ungleichung (4) nicht be-
stehen, wenn man ¢(z) durch 142 P(z) R(2) und £ durch irgend
eine der n Zahlen ¢, ersetzt.

Man bestimme nun die komplexen Konstanten @ und & derart,
dafl der Grad des Polynoms

P(@) —aP,(x) —bP, ,(z)°)
kleiner als n — 1 sei, und setze
R(w) = P(w) - aPn(w) - an—I(w)a
R(z) = P(z) —aP,(x) —bP,_(z)

Aus
[ P@R@dy=0, [ P,@)R@dy=0, [ P, (2)R(x)dy=0

leitet man leicht die Gleichung

fw R(2)R(x)dy = fw | R(z)|* dyp =0

— —

ab, welche erfordert, dal R(z) identisch verschwindet, d.h.
P(z) =aP,(x) +bP,_ (v (@ #0).

Die n Zahlen &, &, ..., &, stimmen also mit den Nullstellen
eines Polynoms der Form
(10) Q(z) = P,(x) +c P, 4(x)

iiberein, wo ¢ eine komplexe Konstante bedeutet. Ich behaupte
nun, daB die Gesamtheit dieser n Nullstellen keine Minimalmenge
bilden kann, wenn ¢ nicht reell ist. Der Beweis dafiir stiitzt sich
auf die Bemerkung, daB3 dann der imaginére Teil von ¢ entgegen-
gesetztes Vorzeichen mit dem imagindren Teil einer beliebigen
Nullstelle von (10) hat. Man kann namlich der Gleichung

Pn(m) + Canl(m) =0

die Form
P, () _ _1_
P,(x) ¢
geben oder, wenn man mit z,, ,, . .., 2, die (reellen und ein-

®) Pu(x) und P,_;(x) sind die letzten zwei Polynome der Tschebyscheffschen
Kette (3); ich erinnere ausdriicklich daran, daB sie beide reell sind.
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fachen) Nullstellen von P,(z) bezeichnet und die linke Seite
durch ihre Partialbruchzerlegung ersetzt,

A, 1
(11) Zm_x ——= (4, >0
r=1 T

Es sei @ = A -+ ¢ u eine beliebige Nullstelle von (10) und man setze
¢=a-+18. Der Vergleich der imaginiren Teilen der beiden
Seiten von (11) liefert

S B
Z‘ ﬂ——wr)“ru I

woraus erhellt, dal u und f entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Ist also der imaginire Teil von ¢ negativ bzw. positiv, so liegen
alle Nullstellen von (10) oberhalb bzw. unterhalb der reellen
Achse. Nehmen wir z.B. an, daBl J(¢) < 0 ist, dann hat jede der
Nullstellen &,,&,,...,&, von (10) einen positiven imaginéren
Teil:

& =a,+1b,, b,>0.
Es sei ¢ eine positive Zahl, die den Ungleichungen

2b,

12 P a——
( ) (ar_m0)2 + bi

r=1,2,...,n,

gentiigt, unter z, die Nullstelle des Tschebyscheffschen Polynoms
P,(x) verstanden. Wir betrachten die lineare Funktion

p(@) =1+ ’c—jﬂ(m) —1 fie(r—my),

welche gewi3 ein Polynom der Klasse C,,_, darstellt. Bei dieser
Wahl des Polynoms ¢(2) ist die Ungleichung

[ plw)ay [ =l o] [ ay

—

nie (d.h. fir kein &,) erfiillt, da sie dquivalent mit
1< |1+ te(ay—ay+ib,) |* = (1—eb,)? + e(a;— a,)?

ist und folglich einer der Ungleichungen (12) widerspricht. Damit

ist bewiesen, daB3 die Nullstellen des Polynoms (10) keine Minimal-

menge in bezug auf C,,_, bilden konnen, falls ¢ nicht reell ist.

Es sei nun ¢ eine reelle Konstante, und bezeichnen wir wieder

mit &, &, ..., &, die n (reellen und einfachen) Nullstellen von
24
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(10). Ist @(z) ein beliebiges Polynom der Klasse C,,_5, so stellt

die Differenz
< Q(z) 2
i) = 2, 9l (<m—s,>o'<5,>)

ebenfalls ein Polynom von C,,_, dar und zwar ein solches, das an
den Stellen &, &,, . . ., &, verschwindet. Man kann daher schreiben

0@
#(@) = Z«pf)((w 9 ) +ews),

wo S(z) ein Polynom (n—2)-ten oder niederen Grades bedeutet.
Mit Riicksicht auf die Orthogonalititseigenschaften von Q(z)
erhilt man daraus durch Integration

a3) [ oy = £ e, wo 4= [ (20 Yy,

Es sei gleich bemerkt, daB bei ¢(z) =1 diese Gleichung liefert
T4, = dy.
Nach (18) hat man fiir jedes Polynom @(z) der Klasse Cs, s

[ o@ay| <

— o

oder, wenn | ¢(&,)| den groBten der Betrige | ¢(&) |, | ¢(&2) |,
.| ¢(&,) | bedeutet,

f fp(w)dw‘ <|pE) |4, =] 9| [ ay.

Das Ergebnis der obigen Betrachtungen lafit sich wie folgt
zusammenfassen:

Sarz II1. Es gibt unendlich viele aus m Zahlen bestehende
Minimalmengen in bezug auf die Klasse Cy,_o. Dann und nur dann
bilden n Zahlen eine solche Minimalmenge, wenn sie mit den Null-
stellen eines Polynoms der Gestalt

Pn(w) + CPn—l(m)

itbereinstimmen; dabei bedeuten P,(x) und P,_,(z) die letzten zwet
Glieder der Tschebyscheffschen Kette (5) und c ist eine reelle, sonst
beliebige Konstante.
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§ 2.

In diesem Paragraphen wollen wir unter den speziellen Fillen,
die den verschiedenen Formen der monoton wachsenden Funktion
y(x) entsprechen, die wichtigsten vom Standpunkte der An-
wendungen aus betrachten.

1. Die Darbouxsche Formel.
Man definiere y(z) folgendermafen:

p(@) =a fir 2 <a,
pe)=a fir a2 =<bh,
p(x) =20 fur z >b.

Die Ungleichung (4) geht in (8) iiber, oder, wenn wir mit f(zx)
eine primitive Funktion von ¢(z) bezeichnen,

(2) | f(0) —fla)| = (0—a) | f'(£) |-

In diesem Falle hat das Tschebyscheffsche Polynom P, (z)
die Gestalt

dr
(14) Py(w) = 4= {(2—a)" (@—0)"}

und stimmt im wesentlichen mit dem n-ten Legendreschen Poly-

nom iiberein. Beriicksichtigen wir ferner, daB} f(z) = [(p(fl})dﬂ?

dann und nur dann zur Klasse Cy, gehért, wenn ¢(2) ein Polynom
der Klasse C,, ist, so geben uns die Sdtze IT und III genauere
Auskunft tiber die mogliche Wahl von & in der Darbouxschen
Formel (2), wenn es sich um ihre Anwendung auf komplexe
Polynome der Klasse C;.; handelt. Wir konnen namlich den Satz
aussprechen:

Satz IV. Bei ungeradem k (k=2n—1) entspricht jedem
Polynom f(x) der Klasse Cy,, mindestens eine Nullstelle & des durch
(14) definierten Polynoms P, (z), fiir welche die Ungleichung (2)
giltig ist. Ist dagegen k gerade (k=2n—2), so besitzt dieselbe
Eigenschaft mindestens eine der n Nullstellen des Polynoms

Q) = Py(z) + cP,y(),

wie man auch die reelle Konstante ¢ wihlen mag.

2. Verallgemeinerte Taylorsche Formel, angewandt auf Polynome
mit komplexen Koeffizienten.

Es seien a und b>a zwei reelle Konstanten und m eine natiir-
liche Zahl. Wird die Funktion y(z) durch die Gleichungen
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(b—a)™

fir z < a,

p(z) = —
(b_w)m

p(x) = — fir asax<b,

p(x) =0 fir  >b

definiert, so nimmt Formel (4) die Gestalt an

| b—a)m
(15) U p@)de| < m“!L|¢(§)|.

(ml

Ein beliebiges Polynom ¢(z) von C;, kann als die m-te Ableitung
eines entsprechenden Polynoms f(x) der Klasse C;,, betrachtet
werden und umgekehrt: die m-te Ableitung eines beliebigen
Polynoms von Cj,, gehort zu C,. Ersetzt man daher in (15)
@(x) durch f(™(z), so erhilt man leicht nach partieller Integration

die Formel
m-—

Z b a)rf(r) )! (b a) ]f(’m)(&) l

(16)

Sie ist éiqulvalent mit (15), bezieht sich aber auf Polynome f(z)
der Klasse Cj.,,-

Das Tschebyscheffsche Polynom P,(z) ist in diesem Falle
durch die Formel

(17) P,(x) = A,(@—b)~""1 ; ~{(@—a)" (z—b)" "1}
gegeben. Es gilt somit der

Satz V. Ist k ungerade (k=2n—1), so entspricht einem
beliebigen Polynom f(x) der Klasse C,,,, mindestens eine Null-
stelle & von (17), welche die Ungleichung (16) befriedigt; ist dagegen
k gerade (k=2n—2), so gilt dieselbe Ungleichung, wie man auch
das Polynom f(x) der Klasse C,,,,, wihlen mag, mindestens fiir eine
Nulistelle & des Polynoms

P, (z)+cP, (z) (¢ reell, sonst beliebig).

8. Trigonometrische Polynome.
Es sei

* o dt
v = | e

wobel m >1 eine natiirliche Zahl bedeutet. Dann nimmt Formel
(4) die Gestalt an
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J ity =lew [ = oo (000)

Der so gewihlten monoton wachsenden Funktion y(2) entspricht

eine (n+1)-gliedrige Tschebyscheffsche Kette (5), deren letzte
zwel Glieder mit

(18)

Pya(@) = {(w+z)"—(w—z)”} und P,() = ${(2+1)"+ (2—4)"}
iibereinstimmen. Die n Nullstellen des Polynoms

Q@) = Py(2) + ¢ P, ()
sind durch

(19) £ —cotg =V, 12 ... m,
n

gegeben, wenn man ¢ = cotg y, 0 <z <y setzt.

Nach den Satzen I und IIT des § 1 kénnen wir folgendes be-
haupten von der Klasse C,, , der algebraischen Polynome ¢(z)
vom Grade =< 2n — 2: 1. p komplexe Zahlen kénnen nicht eine
Minimalmenge in bezug auf C,,_, bilden, falls p kleiner als n ist;
2. dann und nur dann stellen die n Zahlen &, &,, ..., £, eine
Minimalmenge in bezug auf C,,_, dar, wenn sie mit den n Zahlen
(19) tibereinstimmen; y kann dabei eine ganz beliebige reelle
Zahl zwischen 0 und = bedeuten.

Wir wollen anderseits die Klasse D,,_, der trigonometrischen
Polynome

(20) T(0) =ay +a,cos 0 +bysin 0+ ... +
+a, 4 cos (n—1)0 +b,_;sin (n—1)6
von der (n—1)-ten oder niederen Ordnung mit belicbigen kom-

plexen Koeffizienten betrachten. Jedes Polynom dieser Klasse
geht durch die Substitution

(21) x = —cotg%

(@)
(@®+1)"1
@(z) ein algebraisches Polynom von # vom Grade < 2n — 2 dar-
stellt; ist umgekehrt ¢(z) ein beliebiges algebraisches Polynom,
dessen Grad 2n — 2 nicht iibersteigt, so verwandelt sich die

@(z)
(m2+1)n—1

in eine rationale Funktion der Form iiber, wobei

rationale Funktion mittels der Substitution (21) in
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ein trigonometrisches Polynom der Gestalt (20). Wir wollen
die komplexe Verdnderliche 6 der Einschrinkung unterwerfen,
daBl sie dem Streifen

(22) 0<R(O)<2x, 00,

angehéren soll. Nimmt man der GauBschen z-Ebene die beiden
Punkte = 41 weg, so stellt Gleichung (21) eine eindeutig
umkehrbare Beziehung zwischen der ,,punktierten’ z-Ebene und
dem obigen Streifen (22) der 6-Ebene fest.

Es sei nun ¢(z) ein algebraisches Polynom der Klasse C,,
und 7(8) das entsprechende trigonometrische Polynom. Dann
geht die Ungleichung (18) in

(28) :

| T(a)] n (2n—2
o pn-2 gam—2\ n—1
Sin —

fmT(e)de’ <

0

iiber, wobei o diejenige Zahl des Streifens (22) bedeutet, welche
durch die Gleichung &= — cotg % bestimmt ist. Den Null-
stellen (19) entsprechen durch die Substitution (21) die » Zahlen

2rm — 2
oc,=2n——h——y, r=1,2,....,n (0<y<m),

des Streifens (22); sie sind offenbar alle reell und bilden eine
arithmetische Progression mit der Differenz gny—z

Die Ergebnisse, die wir oben fiir die Klasse C,, 5 formuliert
haben, lassen sich unmittelbar auf die Klasse D,_; der trigono-
metrischen Polynome von der (n—1)-ten oder niederen Ordnung
iibertragen. Demnach konnen wir den Satz aussprechen:

Satz VI. Bedeuten oy, oy, ..., o, Zahlen des Streifens (22),
deren Anzahl kleiner als n ist, so gibt es stets ein trigonometrisches
Polynom T(0) der Klsase D, _;, so dafi Ungleichung (28) nicht
befriedigt ist, wenn man o durch irgend welche dieser Zahlen ersetzt.
Es lassen sich dagegen n Zahlen oy, oy, . . ., o, desselben Streifens
derart bestimmen, daf fiir ein beliebiges Polynom T(0) der Klasse
D,,_, die Ungleichung (28) befriedigt wird, wenn man darin o durch
ein passend gewdhltes o, dieser n Zahlen ersetzt; damit n komplexe
Zahlen diese Eigenschaft besitzen, ist es notwendig und hinreichend,
daf sie dem reellen Intervall 0 <0< 2m angehioren wund eine

, , , . . 27 .
arithmetische Progression mit der Differenz zn bilden.

Man gelangt zu wesentlich verschiedenen Ergebnissen, wenn
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man die Ungleichung (28) durch

fmT(O)dB

0

(24) <2xn|T(a)|

ersetzt. Wir verstehen wiederum unter einer Minimalmenge in
bezug auf die oben betrachtete Klasse D,,_; trigonometrischer
Polynome eine Zahlenmenge E, ; mit folgenden Eigenschaften:
1. einem beliebigen Polynom 7°(0) der Klasse D, ; entspricht
mindestens eine Zahl « der Menge E,_,, fiir welche Ungleichung
(24) befriedigt ist; 2. keiner echten Teilmenge von E,_; kommt
die Eigenschaft 1 zu.

Man erkennt zunéchst leicht, daB es keine aus p Zahlen be-
stehende Minimalmenge E, ; gibt, falls p kleiner als n ist.
Bilden namlich die p Zablen «;, a5, ..., «, eine solche Menge
und setzt man :

P(z) = (z—e™) ... (3—€®*), T*(0) =P (9P (e,

so kann offenbar die Ungleichung (24) nicht bestehen, wenn man
T(0) durch das Polynom p-ter Ordnung 7*(0) und « durch irgend
eine der Zahlen «, ersetzt.

Wir wollen ferner untersuchen, ob es eine aus n Zahlen beste-
hende Minimalmenge in bezug auf D, , gibt. Nehmen wir an,
daB die Zahlen o4, a5, . . ., , eine solche Menge bilden. Man sieht
leicht ein, daB das Produkt

n
P(eie) — (ei()__ eial) (eie_ ei“Z) . (eie__ eioc,,) =3 c, eivﬂ
‘ y=0
ein trigonometrisches Polynom darstellt, das zwar nicht zur
Klasse D,,_, gehort, verwandelt sich aber in ein Polynom dieser
Klasse, wenn man es mit e¢~%® multipliziert, unter 7 eine ganze
Zahl der Folge 1,2,..., n —1 verstanden. Folglich mu3 (24)
befriedigt werden, wenn man T(0) = P(¢®) e~ % setzt und «
durch eine passend gewiahlte der n Zahlen o, ersetzt. Dann ver-
schwindet aber die rechte Seite und fiir das Bestehen dieser Un-
gleichung ist erforderlich, daB

27 . .
[ P®ei®do=0, r=1,2,...,n—1,
0

dh.¢,=0firr=1,2,...,n—1 und
P(e) = ¢ 4 ¢,.

Die Zahlen ¢*@r (r=1,2,...,n) sind also die n Wurzeln der
binomischen Gleichung
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(25) 2"+ co=0 (cy #£0).
Ist umgekehrt c, eine von Null verschiedene komplexe Konstante,
und sind gy, 2,, . . ., %, die n Wurzeln der binomischen Gleichung
(25), so bilden die durch

eia’ =

r=1,2...,m,

bestimmten Zahlen «;, . .., «, eine Minimalmenge in bezug auf
die Klasse D,,_;. Der Beweis dafiir beruht auf der leicht verifizier-
baren Gleichung

1 (7 1 &
(26) s EAGL R E A
0
welche fiir jedes Polynom 7(0) der Klasse D,,_, giiltig ist. Aus (26)
folgt, wenn wir mit ] T(e) | den groBten (oder einen der groBten)
der Betriige | T(oy)|, | T(a3)]|, ..., | T(«,)| bezeichnen,

fmT(e)de'gzﬂ T(a,)].

0

Es gilt somit der

Sarz VILI. Es gibt keine aus m — 1 oder weniger Zahlen be-
stehende Minimalmenge in bezug auf die Klasse D,_;. Dann und
nur dann bilden die n Zahlen oy, oy, . . ., o, eine Minimalmenge
E,_, in bezug auf D,_,, wenn &%, €%, . . ., % die n Wurzeln
einer binomischen Gleichung (25) darstellen.

4. Die Cavalieri-Simpsonsche Formel, angewandt auf Polynome
mit komplexen Koeffizienten.

Besitzt die komplexe Funktion f(z) stetige Ableitungen bis
zur vierten Ordnung im Intervall —1<2=<1, so hat man
identisch ¢)

1 1
1 1
(@1) [ f@ydz =5 {F(=1) + 4(©) + 0} — 75 [ @@y de,
-1 -1
wobei u(z) = (1—|z])®(1+38|2|) fir —1<a2=<1.
Da die reelle Funktion u(z) stets = 0 ist, so kann man dem
letzten Gliede der Formel (27) die Form

2@ [u@ae =2 )

8) Vgl z.B. G. Peano, Residuo in Formula de quadratura Cavalieri-Simpson.
[Enseignement mathématique 18 (1916), 124—127].
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geben, wo | A | < 1 und ¢ eine reelle Zahl des Intervalls —1 <z <1
bedeutet.

Die allgemeinen Satze des ersten Paragraphen gestatten, die
Lage der Zahl & zu préazisieren, falls f(z) der Polynomklasse
Ch.a angehort. Zu dem Zwecke geniigt es, die Funktion w(x)
aullerhalb des Intervalls —1 <2 =<1 durch w(z)=0 zu er-
klaren und

(@)= [ w(t)d
zu setzen. Die entsprechende Tschebyscheffsche Folge wird dann
unendlich und beginnt mit

2 1

“ . p .
oy Dale) =a® — e,

Es sei f(x) ein beliebiges Polynom der Klasse C,,,,; dann gehort

fY(z) der Klasse C; an und fiir ¢(2) = f' (2) geht Ungleichung
(4) in

Py=1, P(z) =a, Py(z)=2*—

' V(@) u(z)de

¢V ! 4 v

=11 [ we)de =5 |17 |
-1

iiber; mit Riicksicht auf (27) 148t sie sich noch in der Form

(28)

wM——U n+mm+mﬂ | V(&) |

— 90
schreiben.

Den fritheren Festsetzungen gemif3 verstehen wir in diesem
Falle unter einer Minimalmenge M, eine Zahlenmenge mit fol-
genden Eigenschaften: 1. einem beliebigen Polynom f(z) der
Klasse C;,, entspricht mindestens eine Zahl & von M, welche
(28) befriedigt; 2. keine echte Teilmenge von M, besitzt die
Eigenschaft 1. Indem wir diese Definition vor Augen haben,
lassen sich die allgemeinen Sitze I, IT und III unmittelbar auf
den betrachteten speziellen Fall anwenden.

(Eingegangen den 12. Mai 1934.)



