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Ungleichungen fiir Polynome und trigonometrische
Polynome

von

J. G. van der Corput und G. Schaake

Groningen

Einleitung.

In dieser Arbeit werden Formen, gewohnliche Polynome, tri-
gonometrische Polynome und schlieBlich noch Laurentpolynome
behandelt.

Fangen wir an mit der Besprechung der Formen. Besitzt die

reelle n-dre Form mten Grades f(z,,...,,) die Eigenschaft,
daB fur alle reellen ,, ..., #, die Ungleichung
(1) ]f(:vl,...,wn)|§(mf—l—...#—mfb)%m

gilt, dann ist, wie wir in Satz 9 zeigen werden, die erste Polar-
form

2f of
515;0—1 "'+E”bmn
fir allereellen &, . . ., &,; @4, . .., absolut

=mE+...+8) 4. .. fa)ih,

Aus (1) leiten wir also fiir die erste Polarform eine obere Schran-
ke des Absolutwertes ab. Dasselbe tun wir in Satz 10 fiir die
Hessesche Determinante:

orf o2y
M? “ee 37137"
o ¥f

d, 0, Y

und in den Sétzen 14 und 15 fiir alle Polarformen von f.
Sind k mn-dre Formen m,ten Grades f,(2,..., ®,) gegeben
(x=1,2,....,k;1 <k =n)und bleibt Formel (1) giiltig, wenn
21
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f durch f,, und m durch m,, ersetzt werden, so finden wir in Satz 11
eine obere Schranke fiir die Norm der Funktionalmatrix

o, e,
L
w,

die Norm dieser Matrix ist die Quadratsumme aller in ihr enthal-
tenen k-reihigen Determinanten. Im Spezialfall k£ = » finden wir
in Satz 12 eine obere Schranke fiir den Absolutwert der Jacobi-
schen Determinante

woow
¢, T,
f fn
S;l—' e,

Merkwiirdig ist das folgende Resultat (vgl. Satz 6): Eine binire
Form mten Grades F(z, y), die firr jedes reelle Zahlenpaar (z, y)

absolut < (224y2)!™ ist, besitzt sogar die Eigenschaft
1 ([ dF dF\?
2 il YRR L L Ry g 2\m
o, y) + (V35 — 05g) = @+

Jetzt die Resultate iiber gewohnliche Polynome. Wie Herr
S. Bernstein ') bewiesen hat, gilt fiir ein reelles Polynom P(u),
das fiir jedes reelle w der Ungleichung

(2) | P(u)| < (1+ur)™
geniigt, die Eigenschaft, da fiir jedes reelle u
| P’ () | < m(14uz)m?

ist. Wir werden in Satz 4 beweisen, dal dann sogar

8)  (P'w)+ (mPu) — uP(u)? < mP(1furymt
ist. Satz 5 lehrt uns, wann in (8) das Gleichheitszeichen gilt, also
(4)  (P)*+ (mPu) — uP()? — m(14u2yn?

ist. Ist namlich P(x) das Polynom =+ (14u2)}™ (also m gerade),
oder ist P(u) identisch gleich dem reellen Teil von (a+14b) (u-+%)™

1) S. BERNSTEIN, Legons sur les propriétés extrémales [Paris, Gauthier-
Villars (1926)], p. 56.
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mit |a+ib| =1, so gilt Beziehung (4) fiir jedes u. Ist aber das
die Ungleichung (2) erfiillende Polynom P(u) nicht identisch
gleich dem reellen Teil von (a+ib)(u+4)™ mit |a+ib| =1, so
gilt (4) fiir ein reelles ¥ dann und nur dann, wenn in (2) das
Gleichheitszeichen gilt.

Ein reelles Polynom P(u), das fiir jedes reelle u der Unglei-
chung (2) geniigt, besitzt fiir jedes reelle u sogar die Eigenschaft

P2u) + (__—._(“2+2P )

(vergl. Satz 7).

In Satz 20 beweisen wir: Ist F(z) ein Polynom hiéchstens mten
Grades (dessen Koeffizienten nicht reell zu sein brauchen), dessen
Wert fiir jedes auf dem Einheitskreise E liegende z zu einer
konvexen Menge M gehort, dann besitzt jedes auf E liegende z

2
uP(u)) < (14-u2)"

die Eigenschaft, da3 der Punkt { = f(2) — % f'(z) der Menge M

angehort und vom Rande von M einen Abstand = Lf—(il be-
m

sitzt. Als Spezialfille finden wir u. a. die folgenden Resultate,
wobei f(z) ein Polynom hoéchstens mten Grades bezeichnet: Ist
f(2) auf E bestéandig absolut < 1, dann ist auf E stets

(5) &)~ @]+l @ st

Hat f(z) tiberall auf E einen reellen Teil Rf(z) <K, dann ist
auf E bestandig

© R(76) —Z @) + Sl @ K.

Auf entsprechende Weise leiten wir in Satz 24 auf E zwei
Schranken fiir arg (mf(z) — zf’(z)) ab, unter der Voraussetzung,
daB auf E zwei Schranken fiir arg f(z) gegeben sind. AuBlerdem
untersuchen wir noch, wann in den Ungleichungen (5) und (6)
und in den entsprechenden das genannte Argument betreffenden
Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt.

Jetzt kommen die Resultate iiber trigonometrische Polynome
an die Reihe. Herr S. Bernstein 2) hat fiir ein trigonometrisches
Polynom f(¢) hochstens mten Grades, das stets absolut <1 ist,
die Ungleichung

2) S. BERNSTEIN 1), 39. Vergl. M. Rirsz, Eine trigonometrische Interpola-
tionsformel und einige Ungleichungen fiir Polynome [Jahresbericht DMV 23
(1914), 354—368 (357)].
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| f (@) =m
abgeleitet; wir finden in Satz 8 die schiarfere Ungleichung
|7 @) =mV1—fo).
Fiir jedes trigonometrische Polynom f(g) héchstens mten Grades,
das stets absolut =1 ist, ist also sogar

< Z,

@) =) 15 ()

In Satz 16 beweisen wir:

Ist F(2y, Y15 -« .3 ®p» Y,,) eine reelle Form der Gestalt
Ay oo By + 2 Ty oo Ty Y+ WaZn @1 -+ B2y 1 Yim

d o O 1Y e YT GY1e e Yoo

wo 2, eine Summe von (ﬁ) Gliedern bezeichnet, z.B.

=@ By Ym Ty Y@t Y@y s
so nimmt F(cos ¢, sin ¢;;5...;cos ¢,,, sin ¢,,) seinen groBten
Absolutwert an fiir ein System von Werten ¢ =@y = ... =¢,,.

Man beachte, daBl dieser Satz nur ausgesprochen wird fiir
Formen gewisser Gestalt, nicht fiir beliebige trigonometrische
Formen, die in ¢, ..., ¢, symmetrisch sind. Denn bezeichnet
z.B. f(2y, Y15 @3, Yo; @3, y5) das Quadrat des Fliacheninhalts des
Dreiecks mit den Eckpunten (z,y;), (#a, %) und (@3, ys),
dann ist

cosp; sing, 1|2

Sf(cos @y, singy; cosg,, sing,; cosg,, sing;) =4 |cosp, sing, 1|,
cosp; singg; 1

und diese symmetrische Form nimmt ihren groBten Wert an,

nicht fir ein System mit <p1 = @, = @3, sondern fiir ein System

27
mit @; = @, + = @3 ‘l‘ ry

Satz 29 gibt uns die folgende analoge Eigenschaft fiir gewisse
trigonometrische Polynome:
Es werde fir p=1,2,...,r

FQ((pl, ce s Pn) :#?,Oawzlu cos (g1 + ... +@,) +
+ Z bWZHmn (14 -+ o)

gesetzt, wo a,, und b, reelle Zahlen bezeichnen. Ist w(u,,..., u,)

ou
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eine reelle Funktion der Variabeln u,, .. ., «,, die fiir alle reellen
Systeme (w4, ..., %,) definiert ist, gilt fiir jedes reelle ¢ die Un-
gleichung

o(Fy(@, ooy @)sooos Fp, ..o, 9) <K,

und bilden die Punkte (uq,...,%,) mit w(uy,...,u,) <K eine
konvexe Menge, so gilt firr jedes reelle System ¢y, ..., ¢, die
Ungleichung

w(Fl((pl, 2 T N (S tpm)) < K.

Wiahlt man r =1 und w(u) = u, so findet man: Gilt fiir das
trigonometrische Polynom héchstens mten Grades

S (m = (m .
F(p) :M{:O(N)Alu cos up +y§1(”)B'M sin ugp
fir jedes reelle ¢
| Fe) | =K,

so gilt fur alle reellen ¢, ..., ¢,

(7) | Z 4,2 cos(pr+...+¢,) + X B2, sin(pr+...+¢,) =K.
u=0 u=1

Hat dabei F(¢) nicht identisch die Gestalt
4,, cog me + B, sin me 4 4,,

so gilt, wie wir noch in Satz 30 beweisen werden, fir jedes reelle
System (@q, ..., ¢,), worin nicht alle ¢ untereinander gleich
sind, in (7) das Ungleichheitszeichen.
Wihlt man in Satz 29 dagegen r =2 und w(u;, ) = u3 + u3,
so bekommt man: Gilt fiir jedes reelle ¢
| Falg, ..oy @) +iFs(p, .. s 9)| =K,

so ist

(8) | Fy(@rs -+ o @) + i Falrs -« s o) | S K.

Ist es nicht moglich, zwei nicht beide verschwindende Konstanten
v, und p, zu finden, derart dal3

'ylFl((P’ ] <P) +'}/2F2((p, e ey ('U)
identisch gleich

acosme +bsinme + ¢

ist, so gilt (wiederum nach Satz 80) fiir jedes reelle System
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(@15 - -» ), Wo nicht alle ¢ untereinander gleich sind, in (8)
das Ungleichheitszeichen.

SchlieBlich noch eine kurze Bemerkung iiber Laurentpolynome
der Gestalt

m m
Lz, .. os2,) =2 a, X% .- - 3+ Db, Xz 'zt .. 2yt
u=0 p=1

wo die Koeffizienten a, und b, nicht reell zu sein brauchen. Die
Bemerkung von Satz 27 besagt, dal, wenn 2, 2,, . . ., g,, die Peri-
pherie des Einheitskreises durchlaufen, das Laurentpolynom seinen
gréfBten Absolutwert fiir ein System mit 2z, =2, =...=g%,
annimmt. Im Besonderen gilt dies natiirlich auch fiir gewohn-
liche Polynome. Ist das Polynom nicht identisch gleich

ap3y - .- 3y +ay, und liegen die Punkte z;,...,%, auf dem
Einheitskreise, so wird, wie aus Satz 28 hervorgeht, der maximale
Absolutwert nur angenommen fiir Systeme mit 2, =2, =...=x,.

Nachdem wir im Obigen einen Uberblick iiber die wichtigsten
Resultate dieser Arbeit gegeben haben, schlieBen wir diese Ein-
leitung mit einigen Bemerkungen iiber die Beweismethoden, die
hier Anwendung gefunden haben. Mit Riicksicht auf diese
Methoden zerfallt diese Abhandlung in zwei Teile. Der erste Teil
stiitzt sich auf Satz 1, der besagt, daB3, wenn das in cos ¢ und
sin ¢ homogene Polynom

P(p) =acos™ @ +mbcos™lpsing + ...
fiir jedes reelle ¢ absolut <1 ist, die Ungleichung a? + 5% <1
gilt. Mittels dieses Satzes und mittels der Tatsache, da3 die auf-
tretenden GroB3en wie Polarformen, Norm einer Funktionalmatrix
gewissen Transformationen gegeniiber invariant sind, leiten wir
die Satze 2, 3,..., 16 ab.

Der zweite Teil fangt mit Satz 17 an, der die folgende Identitat
enthilt: Es bezeichne X 2, . . . z, fiir 0 =< u = m die pte elementar-
symmetrische Funktion von 2,,...,2,, (also =1 fir g =0),
und es werde gesetzt

m
F(Ryy s 8m) = 2@, 02 ... 2y
u=0

(wo die Koeffizienten a, nicht reell zu sein brauchen) und
1S 1
A(Rys e e Bp) = — Z —Zg.. .5,

20

Dann gilt die Identitat
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P4 P4
F(2yyeny2y) = z )lm(—l,...,——m)F(p,...,p),
~ P /4

wo die Summe X erstreckt wird iiber die m verschiedenen Werte
D

von p=\/z1...zm.
AuBlerdem hat man

2 2m _
z/lm(;,...,?)_l.
»

Liegen 2y, 2,, . .., 3,, auf dem Einheitskreise mit 2,2, ...2,, =1,

dann ist nach Satz 18
Ap(B1s -+ 5 2,,) =0,
wo das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn
il
B =% =...=2, =¢e™ aA=sls=m—1)

ist.

Mittels dieser Identitit leiten wir die Satze 19, 20, ..., 30 ab.

Erster Teil.

Hivrssatz 1: Bezeichnet Q(¢) ein homogenes Polynom (m — 2 )ten
Grades in cos ¢ und sin ¢ mit reellen Koeffizienten und mit der
Eigenschaft, daf bei geeignet gewdhltem ¢, die 2m Ungleichungen

(9) (1 omt T 20 @shsm-1)

gelten, dann ist Q(¢) tdentisch gleich Null.

BewEis. Gilt in den 2m Ungleichungen (9) stets das Gleich-
heitszeichen, dann besitzt das homogene Polynom Q(p) (m — 2)ten
Grades im Intervall 0 < ¢ < 27 mindestens 2m Nullstellen, so
daB8 Q(¢) dann identisch verschwindet. Es geniigt also, einen
Widerspruch abzuleiten unter der Voraussetzung, daf3 in minde-
stens einer der Ungleichungen (9) das Ungleichheitszeichen gilt.
Bei geeignet gewdhltem A (0 <h < 2m — 1) ist dann

(—17 (w0 +22) >o.
Wird nun

(~100(p+ 90+ %) = ()
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gesetzt, dann ist G(¢) ein homogenes Polynom (m—2)ten Grades
in cos ¢ und sin ¢ mit

(10) G(0)>0 und (—1) G(%) >0 (1=l=2m—1).

Wegen
m—1 (2k+1)n
cosmo = C 11 sm( —I—-—-—)
i k=0 v 2m
ist
m—2 2k 41
H(p) = cosme — C I sin (¢+_~( 2; )”)

. T . T .
sin ((p——%) sin ((p—«}-%) k=1
ein homogenes Polynom (m—2)ten Grades in cos ¢ und sin ¢.

Fir jedes ¢ = % (1<1<2m —1;1+#m) ist der Nenner

sin ((p — ;77») sin ((p -+ %) positiv, so daB H(g) dann dasselbe

Vorzeichen wie cos mg, also wie (—1)" hat. Folglich ist
ln
—1)¢ — 0.
(11) (—1)'H ( )>

Wegen (10) ist es moglich, ein positives ¢ so zu wihlen, dall
G(0) +cH(0)>0
ist. Dann bezeichnet
F(p) =G(p) +eH(p)
ein homogenes Polynom (m—2)ten Grades in cos ¢ und sin ¢ mit
F(0)>0, also (—1)*F(n) = F(0)>0;

auBlerdem ist fiir 1 <I1<2m —1, l #m

ln ln ln)
1y _ 1 _ 1y hdd
( I)F( )_( l)G( )+( l)sH( >0
wegen (10) und (11). Hiermit ist allgemein bewiesen

(—1)"F(%)>0 0=k=2m—1),
so da3 F(p) sein Vorzeichen im Intervall 0 < ¢ < 27 mindestens
2m-mal wechselt, womit der Widerspruch gefunden ist, da F(¢)
eine Form (m—2)ten Grades in cos ¢ und sin ¢ bezeichnet.
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Satz 1: Ist das in cos ¢ und sin ¢ homogene reelle Polynom
P(p) =acos™p + mbcos™ e sing + ...

fur jedes reelle ¢ absolut <1, so ist a®+ b2 < 1. Gilt unter den ge-
nannten Voraussetzungen in der letzten Ungleichung das Gleich-
heitszeichen, so ist a = + 1, b =0, oder man hat identisch

(12) P(p) =acosme + bsinme.

BeEwErs: Wegen

cosme = cos™p — (ZL) cos™2psinfe + ...

und

i m-1g &i (m m-3 o gin3

SIn me = m cos @ sin ¢ — 3)cos psm® o+ ...
ist
(18) acos me + bsinmep — P(p) =sin?¢ - Q(¢),

wo Q(¢) eine Form (m—2)ten Grades in cos ¢ und sin ¢ bezeich-
net. Es bezeichne ¢, eine Zahl mit

(14) a cos me, + b sin me, = Va2 + b2.

Wire a2 4- b2 > 1, dann wiirde die Form Q(¢) (m—2)ten Grades
h
wegen (18) und |P(p)| =1 in den m Punkten ¢ = ¢y + Rn
(h=0,1,...,2m—1) abwechselnd positiv und negativ sein,
also im Intervall 0 =< ¢ << 27 mindestens 2m-mal ihr Vorzeichen
wechseln, und das ist unmoglich. Folglich ist a? + 52 <1.

Jetzt werden wir unter den Voraussetzungen von Satz 1 aus
a®+ b2 =1 und b # 0 ableiten, daBl P(p) identisch die in (12}
angegebene Gestalt hat.

Formel (14) verwandelt sich hier in

(15) acosmey,+ bsinme, =1.

Wegen a2-+b2 =1 und b #0 ist a % 4+ 1, also

’:Z¢o (mod %) (0=h<2m—1),

@0 +

somit

(16) sin? (%—i—%) >0 0==h<2m—1).

Aus (18) folgt dann fir h=0,1,...,2m —1
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(—1 sint (gu-+ 27 0 (g + %)

m
h . h hx
= (—l)h{acos m(«po —I—ﬁn) +bsin m(tpo—l- —7—:—) — P ((po+ ;l—)}
hx
—1— (1P P(p+ ) 20
wegen (15) und | P(¢)| < 1. Mit Riicksicht auf (16) folgt hieraus
(—l)hQ(%-}-%)go (0<h<=2m—1).

Hierin bezeichnet Q(¢) eine Form in cos ¢ und sin ¢ (m—2)ten
Grades, die also nach dem vorigen Hilfssatz identisch verschwin-
det. Aus (13) geht dann hervor, daB P(¢) die in (12) angegebene
Gestalt besitzt.

Satz 2: Bezeichnet f(X,Y) eine reelle bindre Form mlnr
Grades (m > 0), die fiir reelle X und Y stets einen Absolutwert

< (X24+Y2)¥" besitat, dann gilt fir reelle x,y, &€ und 3 die Un-
gleichung

(17) l gL nbf‘ <m(52+n2)% (w2_|_y2)%(m 1)

BeEwEels. Durch eine geeignet gewihlte (von z und y abhéngige)
orthogonale Transformation wird (z, y) iibergefiihrt in (z, y) mit

z=+Va*+y* und y=0.
Durch diese Transformation geht f(X, Y) iiber in F(X, Y) und
of 2f of f

die Polarform EB—X + 7 ﬁ in 5— + 7—=. Nach der Voraus-

setzung ist

| F(X,Y)| =| f(X, V)| < (X24T2)I" = (X2 T2)4",
also

| F(cos @, sing)| <1.
Hieraus folgt mit Riicksicht auf den vorigen Satz, wenn
FX,Y)=aX" +mbX" 'Y +...

gesetzt wird, die Ungleichung
(18) a? +b2<1.
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Wegen
o (F oy
F3e Ty T 2 57 o
—mz" (aE+b)

ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

d 9 —_m— —
o+ %_.3;’ =mz" " V(@0 E+r)

= m(m2+y2)’}("‘“1) \/(a2+b2)(52+n2),

so daB3 die Behauptung aus (18) folgt.
HivrssaTz 2: Ist

(19) f@, y) = + @+y)t"
oder ist f(x, y) gleich dem reellen Teil von
(A+iB)(z+iy)™ mit |A+iB| =1,
so st
df : (bf)2_ 2( 2 2\m—1
(20) () + () = mata4amm.

Umgekehrt, ist f(x,y) ein homogenes Polynom m'" Grades in
x und y, das stets (20) erfiillt, so ist entweder f(x,y) stets gleich
dem reellen Teil von (A-+iB)(ax+iy)™ mit |A+iB| =1, oder
[z, y) geniigt stets der Beziehung (19); im letzten Fall ist m natiir-
lich gerade.

Bewers. DafB3 (20) aus (19) folgt, ist klar. Ist f(z, y) gleich
dem reellen Teil von (A +iB)(z+iy)™ mit |A+iB| =1, so ist,
falls

|A+iB|=¢6*, & =rcos g, y=rsing
gesetzt wird,

f(x, y) =rmcos (mp+a),
so daB3 aus

S R e

olgt

(—g‘—;)z—l— (g_;)2: m2r2m-2sin? (me+ o) + m2r2m-2% cos? (me+-a) =
= m2r2m-2 = m2(a?4y?)"

dann gilt somit (20).
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Es sei schliefllich f(z, y) ein homogenes Polynom mter Grades
in # und y, das identisch (20) erfiillt. Wird # =7 cos ¢ und
y = rsin ¢ gesetzt, so ist

fx,y) =r"F(p),

wo F(p) ein homogenes Polynom mter Grades in cos ¢ und sin ¢
bezeichnet. Aus (21) und (20) folgt dann

mrim=3 F(g) 4 ym-2 F'3() = m2r2m-2,
also
(22) m? F¥(¢) + F'*(p) = m?,
somit
2m* F(p) F'(p) + 2 F'(p) F"(¢) = 0.
Hieraus folgt
F'(p) =0 oder m*F(p) + F"(¢) =0,
so daB3 entweder F(p) konstant, oder
(238) F(p) =A cosmep — Bsinmeg
ist. Ist F(p) konstant, dann ist wegen (22)
F(p)==+1,
so daB3 dann (19) gilt. Gilt (23), so folgt aus (22)
m?(A cosme — Bsinme)? + m2(— A sinme — B cos mep)® = m?,
also
A%+ B2 =1;
man hat dann
fl@, y) =r"(A cosmep — B sinme),

so daB} f(x, y) gleich dem reellen Teil von (4 -+¢B)(z+iy)™ mit
|A+iB| =1 ist.
Hiermit ist unser Hilfssatz bewiesen.

Satz 3: Erfillt die reelle bindre Form f(z,y) m'™ Grades
(m > 0) fiir jedes reelle Zahlenpaar x und y die Ungleichung

(24) | f@, y)| < (@2 +y2)P™,

so st

(25) (2—§)2+ (g—;)zé mA(a?ty?)™
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Ist f(x,y) = + (m2+y2)ém oder ist f(x,y) gleich dem reellen
Teil von (A+iB)(x+iy)™ mit |A+iB| =1, so gilt nach dem
vorigen Hilfssatz in (25) stets das Gleichheitszeichen. Umgekehrt, gilt
in (25) stets das Gleichheitszeichen, so ist die Form f(x, y) wiederum

nach dem wvorigen Hilfssalz) entweder gleich + (w2—{—y2)%m oder
gleich dem reellen Teil von (A-+iB)(@+iy)™ mit |A+iB|=1.

Ist f(x,y) mnicht identisch gleich dem reellen Teil wvon
(A+iB)(@+iy)™ mit |A+iB| =1, so gilt in (25) fir ein
reelles Zahlenpaar x und y das Gleichheitszeichen dann und nur
dann, wenn in (24) das Gleichheitszeichen gilt, abgesehen vom
Spezialfall m =1, z =y = 0.

Beweis: Dal} (25) aus (24) folgt, geht aus Satz 2, mit & = gg
und 5= g—gj—; angewendet, hervor. Wir dirfen also weiter an-
nehmen, daB f(z, y) nicht identisch gleich dem reellen Teil von
(A+iB)(@+iy)™ mit | A+iB| =1 ist.

Wird (2, y) so gewahlt, daB in (24) das Gleichheitszeichen gilt,
dann ist

ma(a )" = e, y) = (o 2 442

LR 4 ()]
= (""2+y2)i(a§) - (@) i
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Fallt (2, y) nicht
mit dem Koordinatenursprung zusammen, so folgt hieraus mit
Riicksicht auf (25), daB in (25) das Gleichheitszeichen gilt. Im
Spezialfall, dal (z, y) mit dem Koordinatenursprung zusammen-
fallt, ist es evident, daB fiir m >1 in (25) das Gleichheitszeichen
gilt. Hiermit ist bewiesen: gilt in (24) das Gleichheitszeichen,
so auch in (25), abgesehen vom im Satze genannten Spezialfall.
Wird jetzt umgekehrt (z, y) so gewahlt, daB in (25) das Gleich-
heitszeichen gilt, dann gilt auch, wie wir jetzt zeigen werden, in
(24) das Gleichheitszeichen. Dabei dirfen wir annehmen, da@3
(z, y) nicht mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt, da
sonst diese Behauptung evident ist. Durch eine geeignete von
2z und y abhédngige orthogonale Transformation geht (z, y) iiber
in (z,y) mit

z=Va*+y*>0 und y=0.

Durch diese Transformation wird (X, Y) in (X, Y) iibergefiihrt;
wird dann
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f(X,Y)=FX,Y)=aX" +mbX" "V +...

gesetzt, so ist

G+ G =S+ (5 ) L
B o R e o S
| = mA a0 (@t y?) "

Da in (25) das Gleichheitszeichen gilt, ist also a% 4 b2 = 1. Das
in cos @ und sin @ homogene Polynom mter Grades

_ m2(a2+b2)_‘52(m—1

F(cos @, sin @) =a cos™ P + mbcosm1Psind 4 ...

ist bestandig absolut <1, so daB3 wegen a2 + b2 =1 nach Satz 1
entweder a = -+ 1, oder identisch

F(cos @, sin ®) =acosm®P + bsinm®P

ist. Im letzten Fall wiire f(X, Y) = F(X, Y) identisch gleich dem
reellen Teil von (a — bi) (X +4iY)™; da eine orthogonale Trans-
formation angewendet ist, ist bei geeignet gewihltem reellem w

X +i¥ = (X 44Y),

so daf} in diesem Falle f(X, Y) identisch gleich dem reellen Teil
von (A+iB)(X+7Y)™ mit

A +iB = (a—ib)e™", also |A+iB| =|a—1ib| =1

wiare, in Widerspruch mit den Voraussetzungen. Folglich ist
a= +41; wegen

_m - —
ar :F(w9 ?/) :f(m’ y)
ist also

f(@,y) = + (@4y2)i™,

so daB in (24) das Gleichheitszeichen gilt. Hiermit ist alles
bewiesen.

Aus diesem Satz werden wir den folgenden Satz ableiten.
Satz 4. Ist P(u) ein reelles Polynom m™ Grades, und ist stets
(26) |P(u)] < (14u2)?™,
so 1ist bestandig

(27)  (P'(w)®+ (mP(u) — uP'(u))® = m*(1+u?)" "
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BeEMERKUNG. Insbesondere finden wir so das Resultat von
Herrn S. Bernstein

| P’ (u)]| < m(14-u2)tmD,

. @
Beweis. Wird v = ?/— gesetzt, wo y £ 0 ist, dann ist die

bindre Form mten Grades

1@ =ymp(2)

nach der Voraussetzung absolut < (wz—}—yz)*"‘, so daB nach dem

. . d d
vorigen Satz, mit & = S£ und 5 = 3—5 angewendet,
bf)z .(bf)2< PY o) 2\3(m—1)
(b—m + 3 = m?*(2*+y?) ,

somit

presr )+ morre(G) —mer )

< mz(wz_i_yz)é(m—l)_
Setzt man hier y =1, 2 = u, so findet man die Behauptung.

Satz 5. Ist P(u)= + (1+u2)™ oder ist P(u) gleich dem
reellen Teil von (a+bi)(u+i)™ mit |a+ib| =1, so gilt stets
Ungleichung (26) und ist bestindig

(28) (P'(w))® + (mP(u) — uP'(u))? =m*(14+u2)""

2

Bezeichnet P(u) ein Polynom in u, das stets der Ungleichung
(26) geniigt und nicht identisch gleich dem reellen Teil wvon
(a+b2) (u+i)™ mit la +bi| =1 1ist, dann gilt (28) fiir ein reelles
u dann und nur dann, wenn in (26) das Gleichheitszeichen gilt.

BeEwers. Ist P(u)= 4 (1 —l—uz)’l’m, so ist (26) evident, sogar
mit dem Gleichheitszeichen, und es ist
(P'(w))® + (mP(u) —u P (u))?

2
= m2(1+u2)" w24 {m(14u2)}™ — w2m(1 +u2)™ )
= m2(1+u2)" w2 4 m2(14-u2)™" = m2(14+u?)" 7,
so daf3 dann (28) gilt.

Ist P(u) gleich dem reellen Teil von (a4¢b) (u-47)™ mit
|a+ib| =1, so ist

|P(w)| £ | (@+bi) (uti)™| = (1-+u2)im,
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so dal3 auch dann (26) gilt; wird f(z, y) = y"‘P(—S) gesetzt, so ist

AW\ (df : x z\\*
29 (—) ( ) m— 1P( ) m m—lP(—)— m”P’(—) ,
29 \352) T5y) —\v )| T\my y) Y ”
so daB3 (28) aus Hilfssatz 2, mit # = u, y = 1 angewendet, folgt.
Wir diirfen also weiter annehmen, da8 P(u) ein Polynom
mten Grades in u bezeichnet, das stets der Ungleichung (26) ge-
niigt und nicht identisch gleich dem reellen Teil von (a—+¢b)(u—+<)™
mit [a-ib| =1 ist. Die bindre Form f(z,y) zy’”P<%) mten
Grades ist dann absolut < (22+y2)¥™
Gilt in (26) das Gleichheitszeichen, so ist nach Satz 8

bf)z (bf)z 2/ 2 9\ m—1

(80) (a + 3y =m*a*+y*) ",

so daBl dann (28) aus (29) (mit # = u, y = 1 angewendet) folgt.
Gilt umgekehrt (28), so ist wegen (29) (wiederum mit z = u,
y = 1 angewendet) (80) erfullt, so dal dann nach Satz 3 in (26)
das Gleichheitszeichen gilt.

Satz 6. Ist die reelle bindire Form m®*" Grades F(x,y) fir
jedes reelle System x und y absolut < (w2+y2)’%m, so ist sogar

1 VF\? m
P ) + (13 — o3 ) = @)™
BeEwzris. Nach Satz 3 ist
OF\' AFV s aymet
also

VF\?  [dF\?
{(ﬁ) + (by) [ (@*+y?) = mi@t 4y,
folglich

OF VF VF\? m
(35 43 )+(yb_m‘wb_y) =mA @4y

woraus die Behauptung wegen x%g + y% =m F(z, y) folgt.

Satz 7. Ist das reelle Polynom m'" Grades P(u) fiir jedes
reelle w absolut hichstens (1 +u2)’%m, so st fir jedes reelle u sogar

V P+ (P b)) s g’

m
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Beweis. Die bindre Form F(x, y):ymP(ﬁ) ist absolut
Y

< (w2+y2)%m, so daB3 der vorige Satz angewendet werden kann.
Hierbei ist:

WF WF @
y——az——zymP’(——)—mwy —IP( )—I—x2 m— 2P( ),
o oy Y y

so daB man die Behauptung findet, wenn man z =u, y=1
setzt.

Sarz 8. Ist

flo) = Za COS,WP—}—Eb sin ue
1=0

ein reelles goniometrisches Polynom hochstens mlen Grades, und ist
fiir alle reellen ¢

[flp)] =1

so st
|f' (@) = mV1—f¥(p).

VoRBEMERKUNG. Insbesondere erhalt man somit die bekannte
RieBsche Ungleichung

)| =m

Bewgeis. Man hat:
m
f(2y) = an/t(cosz v + sin? )" " cos 2uy
”:

m
+ X b, (cos® p + sin? p)" " Fsin 2uyp,
p=1

so daB f(2y) ein homogenes Polynom F(cos v, sin y) 2mten
Grades in cos y und sin p ist. Wird 2 = R cos y, y = Rsin yp
gesetzt, so ist

F(z, y) = R¥ F(cos p, sin y) = R*™f(2y)

eine binire Form 2mten Grades, die absolut =< (22 +4y2)™ ist
Nach Satz 6 (mit 2m statt m angewendet) ist dann sogar

1 VF YF
31 F? < (x24+y2)°™.
(31) @)+ o (V3 — 2 20) = )
Wegen
3F  dF . OF 3F  dF
Y ~E,Rsm1p —|——b—yRcoszp~ — (y_bw _w_by)
ist somit’

22
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VF bF VF ,
Yo —w = — = —2Rnf(2y),
x by dyp

so daB3 aus (31) folgt:
1
4m £2 . am £'2 < R4m
Rémfx(2y) + -4 Rim2(2y) < Rom,
also, wenn 2y durch ¢ ersetzt wird:

fHe) + 2f’2(<P)<1
Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 9. Ist die reelle n-dre Form f(zy, ..., x,) m*" Grades
fiir alle reellen a,, . .., x, absolut < (2} + ...+ mfz)*m, so erfiillt
die Polarform fiir alle reellen ¥y, . . ., Yps Ms - - -» Nn die Unglei-
chung

9
(82) ﬂlb_f +... +77nb—f
Y Yn

smmg+. . Al e+ )

Bewgis. Der Satz ist fiir n = 1 trivial und fiir n = 2 schon
in Satz 2 bewiesen, so daB wir n =8 annehmen diirfen. Durch
eine geeignet gewihlte von ¥, ..., Y, 7y, ..., 1, abhingige
orthogonale Transformation wird (yy,...,¥,) in (Y4, ...,Y,),
und (7, ..., 1,) in (Hy, ..., H,) Ubergefithrt mit

Y;=Y,=...=Y,=0; Hy=Hy=...=H,=

Durch diese Transformation gehen f(cvl, ...,x,) Uber in

F(X,,...,X,); f(yl, ey Yp) in F(Yy,...,Y,) und die Polar-

form % nvﬁ in H1 + Hy— o Nach Voraussetzung ist
v=1 %Yy Y, 7%

|F(Xys v X)) | = |f @y, -0y @)
<@ 4...+a)im= (X244 X"
also insbesondere
| F(X,y, X5, 0, ...,0)| =(X3+ X3
Nach Satz 2 ist also

VF m—
1by +szy <m(HI+HYH (Vi v Y

n ¥ n $(m—-1)
=m(21773) (Eyf,) ,
Y=

y=1

woraus die Behauptung von Satz 9 folgt.
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SATz 10. Erfillt die reelle n-dre Form f(x,, ..., ®,) m'" Grades
fiir alle reellen x,, . .., x, die Ungleichung

(33) lf @ )| = (@ ..o+ a2)Pm
so ist fiir jedes reelle System (x4, . . ., x,)

(311)24- ceo (Pi)2 =mPal+ ... fa2)™

day d, "
BEMERKUNGEN: 1. Insbesondere ist dann
)
of Sm@d4...4+ 22 _129 .. ).
dx,
2. Wendet man den obigen Satzmita; =1,2,=... =2, =0

auf
f@y,...,2)=aal+mZb,a" ‘o, +...
=2

an, so findet man, daf3 aus (33) folgt

A+ XhB<1.

=2

3. Aus (83) folgt:

1 d A\ 2 .
fz—}—?—n—zt,zk(ml—w f) S @B+ai+... +ad)

T k
Dmk Dwi

G=1,2..,n—1; k=2, ...,n;%<k).

Dies folgt aus Satz 10 auf eine Weise, die derjenigen, auf welche
Satz 6 aus Satz 3 hergeleitet wurde, ganz analog ist.

Bewers. Man leitet diesen Satz aus dem vorigen ab, indem

dof .
— el = 1 2 o« o n hlt-
man 7, o, (v , 2, , n) Wi
Sarz 11: Ist 1 < k < n, bezeichnen mq,...,m,; natiirliche
Zahlen, ist f,(@y, ..., a,) fir x=1,2,...,k eine reelle Form
mylen Grades, die fiir jedes reelle Zahlensystem x, ..., x, der
Ungleichung
(84) fe@rs o) | S @+ +a)™ (1=x=k)
geniigt, so hat die Funktionalmatriz
ofi A
dwy  d,
35) h e
A
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fiir alle reellen xy, ..., x, eine Norm
2 9/ 9 o\ M+ ... +my—k
=mi...mi(ad+...Fa2)" .

Bewers. Nach dem verallgemeinerten Hadamardschen Deter-
minantensatz ist die Norm der Matrix (85) hochstens

Nun ist nach Satz 10

kE n P 2 k o —
i 5 L) < Mme et a . a)™

x=1i=1\ 0&; %=1

Hieraus folgt der zu beweisende Satz.

Satz 12. Sind mq, ..., m, natiirliche Zahlen, und ist f,(xy, ..., x,)

fiur v=1,2,...,n eine reelle Form m,™ Grades, die fiir alle
reellen @, ...,x, absolut = (x}+ ...+ 22) My ot so st die
Jacobische Determinante

o

€, o,

3 +.ootm,—n

RERERE absolut§m1...mn(mi—i—...—l—mfb)ﬁ(ml ),

Ofn  fa

dy o dx,

Beweis. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorigen
Satz, mit k = n angewendet.
Sarz 18. Ist die reelle Form f(xy, ..., x,) mi" Grades fir

jedes reelle Zahlensystem (xy, ..., x,) absolut = (@ +.. A4a2)Pm,
so ist die Hessesche Determinante

2f 2f
dw? T day o,
1 —
............ absolut < (m —1)"m" (2% +. .. +xi)xzn(m 2)_
e2f ef
da, day dx,?

Beweis. Man wende zunichst die erste Bemerkung von Satz

of

10, und dann Satz 12 mit f,(z) =3 und m, =m — 1 an.
v
Satz 14. Ist die reelle Form f(xy,...,x,) m'" Grades fur
alle reellen x,,...,x, absolut < (a24...+a2) o co st fir

1=1,2,...,m —1 die l** Polarform
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(36 ( ? D)
) wllbm1+...+w1n§w_ . o

n

h)
(wllﬂ +.. _l_wln )f(wla---amn)
1

fiir jede Wahl der | + 1 reellen Systeme (x;,, ..., xy,) (1=A=1)
und (24, ..., x,) absolut

m! o,
= V(az%—l—...—l—wi)mlH(wil—l—...—l—win).
(m—1)! Pt
Beweils. Da dieser Satz fiir [ =1 schon in Satz 9 bewiesen
ist, diirfen wir I = 2 voraussetzen. Es sei der Satz fiir [ — 1 be-
wiesen und fiir /! zu beweisen. Dann ist:

(e b
“’113—%4--..—{—051”3—%)_”
d
(87) (fb’z—1,1ﬁ+ oy Lnys )f(ael, x,)
1
m! V PR ;
<l 2 2 .
= (m—l+1)' (m1++wn) 11:11(x}“1+"'+w}“")

Links steht der Absolutwert einer Form (m—1+41)*" Grades;
diese Form hat als erste Polarform eine Form, die gleich (36) ist.
Nach Satz 9 mit m — l41 statt m angewendet, hat (36) also
absolut genommen héchstens den Wert:

m! m—i
_—(m_l)!]/(wH R 13 (a8, +...28 ).

Hiermit ist Satz 14 bewiesen.

Sarz 15. Ist q(xy, ..., ®,) eine positiv definite quadratische

Form in x,...,x, und bezeichnet f(xy,...,x,) eine reelle
Form mtn Grades in z,,...,x,, die fir alle reellen , ..., @,
der Ungleichung

(38) (@ s@)| = (g(@ys - ooy 2,)) "

geniigt, so ist die (m—1)% Polarform von f:

(89) ( 2 b)
xn—b—w—l—f—...—i—wlnﬁ e

n
b h)
(“’m—l,lS;l +.. .+ wm—1,n$) fl@y .- a,)
n

fiir jede Wahl der m reellen Systeme (Zygs oo os @) A=p=m—1)
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und (xy, ..., x,) absolut

m—1
(40) gm!l/q(wl,...,wn) qu(wm,...,w )
I,t=.

BeispiEL mit m =38, n =2 und ¢(z,, ,) = 2% + x3: Ist be-
stindig

| aa® + 8baty + Beay? + dy? | < (@*+y?),
so ist stets
|aé Xa+b(EXy+Xan+alY)+e(EYy+XyntanY)+dnYy|
= V(@ +y?)(E+72)(X24Y?).

Beweis. Durch eine geeignet gewihlte lineare Transfor-
mation geht die positiv definite quadratische Form ¢(zy, . . ., 2,)
iiber in die Form X} -+ X2+4...4+ X2. Wird dann f(2y,...,2,)=
F(X;,...,X,) gesetzt, so nimmt (38) die Gestalt

[F(Xys oo, X)) | S (X2 4. ..+ X2)Im

an, so dall nach dem vorigen Satz, mit ! =m — 1 angewendet,
bestéandig

b A\
(X“a—XlJr”'JFX”ﬁ,)“'
d d
(41) (Xm_Llﬁ + ...+ Xm_mﬁ) F(X,,...,.X,)| =
1 n
m—1
m!V(X§+...+X3L) (x5, +...+X3,)
p=1

ist. Hieraus geht die Behauptung von Satz 15 hervor, da der
Absolutwert von (89) mit der linken Seite und der Ausdruck
(40) mit der rechten Seite von (41) iibereinstimmen.

Sarz 16. Ist F(2y, Y5 .. .5 Xy, Y,,) die reelle Form
Aoy o Ty 208y e By 1 YT B g @y v« By oY1 Y+ - - - T
U1 D1 Z1Ys -+ Y+ CuYy -+« Y
w0 E’u etne Summe von (2) Gliedern bezeichnet, z.B.:
2= Ty Ym T By e B Y1 By e Y1y e e s

so nimmt F(cos ¢y, SIN @15 .. .; COS @, Sin @,,) seinen groften Ab-
solutwert an fir ein System von Werten ¢, =@, =...=g@,,.
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Bewels. Wird
flz, y) = aga™ + (ZL) a @™y + ... +(m711) Ay 2y™ ! 4 a,,y™

gesetzt, so ist f(cos g, sin ¢) eine Funktion von ¢, die einen
maximalen Absolutwert M annimmt, so daB3 stets

(42) | f(cos @, sin @) | < M
und bei geeignet gewidhltem g
(48) | f (cos B, sin B) | = M

ist. Aus (42) folgt, daB stets
| f@, )| = M(a2y2)m

ist, so daB3 nach dem vorigen Satz

P s s 2wy | = ) T (@)
#.:
ist. Folglich ist
IF(cos @1, SIN @15 . . .5 €COS @, sin (pm)l =M,

so daB die linke Seite wegen (48) einen maximalen Wert annimmt
fir g, =¢,=...=¢, =24

Zweiter Teil.

Satz 17. Es bezeichne Xz, ... 3, fir 0= p=m die ute elementar-
symmetrische Funktion von z,, ..., 2, (also =1 fir p=20), und
es werde gesetzt

(44) F(3,cvvs2,) =2 @y 22«35

(wo die Koeffizienten a,, beliebig sind) und

m—1
1 1
(4!5) }.m(zl,...,zm):'a27221...211‘.
p=0 (u)
Dann gilt die Identitdt:
2 2
46 F(21,c0es%y,) = lm(—l,...,——@)F(,..., ,
(46)  F(z ) Z p o) Fws e p)
wo die Summe X erstreckt wird iiber die m verschiedenen Werte

»

m
von Pp="V2z...2%..
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Auferdem hat man:

(47) Zlm(%,...,%)zl.

Bewers. Fir jedes Paar ganzer Zahlen ¢ und y mit 0 <p < m,
0=u<m—1 ist

2Xp¢#=m, falls p=pu

» =mz; ...%, falls p=m, u=0,
=0 sonst.
Aus
F(p,....p) 1<
2 2 gl
. ~
=2 () 2 p**
0=0 D
folgt also
z_””_’j'o;"’_f’) —a, (") m, talls p 0,
und ’
Z%};;—'ﬂ — agm + a,mz, . . . 7, falls u—0.
p

Wir finden nun

2 2,
lm(—l,...,—"i)F
; ) =) Ep p)

1 Ble.-8
RIEgE e

11 F(p,...,p)
LTI
j R | m
~ Om(zzl...zﬂ).aﬂ(ﬂ)m
=0\ u
+%'(}T)'1.ammzl"'zm:F(zl"“’z’")’
0

womit unsere Identitit bewiesen ist.
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Waihlt man in dieser Identitdat F(z,, ..., 2,) identisch gleich
Eins, so findet man (47).

Hivrssatz 8. Ist 2% ...%,=1, so gilt fir die in (45)

definierten Funktionen A,(2;, ..., z,) die Beziechung
(48) Ap(Zis - - -s 2n)
1 m=1  m-3 _m=1?
:wzlm—l(zla""9zm—16)(a2 +62 +'--+G 2),
[

wo die Summe X erstreckt wird iiber die m — 1 verschiedenen Werte
m~1__ o
von 6=V B

Bewels. Wird in (46) m durch m — 1 ersetzt, so geht p iiber

m—1

1 o e .
in Vg ...2,,= =" Wenn wir die so abgeéinderte Identitiat auf

F(zysevvs Bp1) = An(15 - -+ 5 By_1s 2,,) anwenden, so finden wir
1 1

(49)  Ap(RB1s -« -5 Zm) = 2y (2105« « v 5 Bpea0) A L =5 o o o5 —, 20 ) -

- G c

. 1 .
Wegen (45), mit 2, =...=g, ;= - angewendet, ist
1 1 1

A‘m(?’?’ “ e !?’Zm)

_ 1 KN 1 m—1 (1 ),u m—-l) ( 1 )l‘"‘l. m—1
_Ezm(u)F +(/t—1 Il ¢
B=0\pu
(wo (™7}!) die Zahl Null bezeichnet)
1 m—1
=— 2 {(m —u)o~F+ pom™ H}
m=u=o
= 7—;—2{07"—1—}—207""2—{— vo. (m—1) +ma®+(m—1)0-1+ ... 4 o=m-D}

1 [t m=3 _m=1)?
=—{02+02 +...4+0 2},

m2

womit unser Hilfssatz bewiesen ist.

SATZ 18: Es seien 24, 2, - - . , %y, Punkte auf dem Einheitskreise
mit 2,2, . . . 2, = 1.
Dann ist

(50) An(Zes + s Z) = 0.
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Hierber ist

(51) An(Z15 oo 3y) =0
dann und nur dann, wenn
2mil
(52) g =2 =...=Z, =€m 1=l=m-—1)
ist. Auferdem hat man
(58) Am(21s - - -5 3y) =1
dann und nur dann, wenn
(54) =% =...=2,=1

1st.

Bewers. Wegen 4,(1)=1ist die Behauptung fiir m =1 evident,
so da3 wir m = 2 annehmen diirfen und voraussetzen koénnen,
daB} der zu beweisende Satz mit m — 1 statt m schon bewiesen ist.

Die Identitat (48) gibt nun sofort, daB3 stets (50) gilt, da

m—1 m—1

o + ...+ o 2 hier reell ist.
Gilt (52), dann ist wegen (45)

1 m— 1 27u’l,bvt 1 m—1 2milp
_ el m m m
An(Zes o ey 2y _mz(m ( _mze 0,
= Iu ”=0
so daBl dann (51) gilt. Gilt (54), dann folgt aus (45)

m—1

1 1

lm(zl,...,zm)z%—z——m—-(Z)zl.

pr=0 (ﬂ)

Es bleibt uns noch iibrig, Formel (52) aus (51) und Formel
(54) aus (53) abzuleiten. Wir diirfen annehmen, daB3 das fiir
m—1 statt m schon gelungen ist. Es werde zunécht angenommen,
daB3 (51) gilt. Fiir jedes ¢ mit

m—1 m—3 _m—1
(55) 06?2 +02 +...4+40 2 =0
ist o™ — 1 = 0. Bei gegebenem z,, gibt es also hichstens einen
m—1

Wert von o = V| 5, mit der Eigenschaft (55). Wir werden jetzt
zwel Fille unterscheiden:
m—1
1. Fir kein o = Vz, gilt (55). Dann sind die m — 1 in (48)
m—1 m—1

2
auftretenden Faktoren (0 2 +...40 2 ) alle positiv. Wegen
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(50) mit m — 1 statt m angewendet und (51) ist dann in jedem
Glied von (48)

Ap-1(3105 . o oy 2 410) =0,

so daf3 wir mindestens m—1 verschiedene Systeme (¢,, .
mit

- +s Cme1)

}’m-—l(clﬁ LR ] Cm—l) =0

finden. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es nur héchstens
m — 2 verschiedene Systeme mit dieser Eigenschaft. Dieser
Fall tritt also nicht auf.

m—1
2. Es gibt ein o, = V'z,, mit

m—1 m—1

(56) G 2 +...40a 2 =0.

Fiir die iibrigen in (48) auftretenden o ist dann wiederum

m—1 _m=1y2
(a 2 +...4+0 2 )
positiv. Wegen (50) (wiederum mit m — 1 statt m angewendet)
und (51) ist dann fir jedes in (48) vorkommende ¢ 5~ o,
An-1(3105 .« ., 8 10)=0.
Aus (47) (mit m — 1 statt m angewendet) folgt dann
(57) Ap—1(8100s « « « 5 Bp_10) = 1.
Wegen (56) ist

_2mil
go=€¢ ™ mit1=I=<m—1.

Aus (57) folgt mit Riicksicht auf die Induktionsvoraussetzung

210 =...=2%, 10,=1,
also
2mil
3 =R =...=Zf, 1=¢€™".
27l
Wegen 2;25...%,=1 ist dann auch g,=e ™, womit

bewiesen ist, dal (52) aus (51) folgt.
SchlieBlich werde vorausgesetzt, daB8 (53) gilt. Wegen (47)
und (50) ist dann

zm(il,...,z_m)zo
P P

m_
fir jedes p = V1 mit p % 1. Dann gilt (51), also auch (52),
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2 .
wenn z, durch “# ersetzt wird, also
2mih
B =8 =... =g, =pe™ A==h=m—1).
271l
Wire 2; #1, dann wire 2, =e¢ ™ mit 1=<1=<m —1, also

An(B1s o5 %) =0,
in Widerspruch mit (53). Folglich ist
% =8 =...=23,=1,

womit alles bewiesen ist.

Sarz 19. Ist f(z) ein Polynom hdichstens mb™ Grades, und
liegen =z und s auf dem Einheitskreise, so ist

(58) mf(%)—%f’(z)+8f'(2)=mzlm(% Lo p)f(p)

wo die Summe X erstreckt wird iiber die m verschiedenen Werte
g

von p =V gm-1s,
VORBEMERKUNG. Aus (47) folgt, daB die Summe der m Koef-

fizienten lm(_z_, cees i —) gleich 1 ist.
p p P
Nach Satz 18 sind diese Koeffizienten alle = 0, und sogar

positiv. wenn z s ist. Ist z=s, so ist der XKoeffizient

1,1,(5, cees —z—, i) mit p =z =ys gleich 1 und sind die m —1
p p P
tubrigen Koeffizienten alle gleich Null.

Bewris. Es werde
m

=2, o) #

gesetzt, so daB fir die in (44) d finierte Funktion F(2y, ..., %,)
die Beziehung

F(z,...,2) = f(z)
gilt. AuBlerdem hat man

m—1

F(z,...,%8) ='u20 a/"{(mu—l) 4 (Z% 1) ol—1g }
Safr) e Sal) e Safy e

f(z) — %f'(z) + ;;f’(z)-

I

||[\A3

Il
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Nach unserer Identitit (46) ist somit

mf(z) —3f'(3) +sf'R) =mF(z,...,%S)
=mz lm(%,..., —;—, %)F(p,...,p)
ISR

womit unser Satz bewiesen ist.

Hivrssatz 4. Hat das reelle trigonometrische Polynom hichstens
mln Grades F(p) fiir alle reellen ¢ ein konstantes Vorzeichen,
und ist

-2
F(%+u)=0 fir p=0,1,2,...,m—1,
m

so hat F(g) die Gestalt
a cos m + b sin me + ¢,
wo a, b und c¢ reelle Konstanten bezeichnen.

Bewers. Aus der Voraussetzung folgt, daB F(p) und F’'(¢)
< 27

in den m Punkten ¢, +,u verschwinden. Durch diese

Eigenschaft ist das trigonometrische Polynom F(p) mten Grades
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt, da jetzt
2m Nullpunkte bekannt sind. Da 1 — cos m(p—g¢,) die genannte
Eigenschaft besitzt, ist

F(p) = C(1—cos m(p—eq,)) = a cos me + b sin me -+ c.

Hivrssatz 5. Wird die Halbebene H begrenst durch eine Gerade
G, gehiren die Werte des Polynoms f(z) hichstens mtr Grades fiir
jedes auf dem Einheitskreise liegende z der Halbebene H an, und
liegen bei geeignet auf dem Einheitskreise gewdhltem z die m Punkte

f(p), wo p die m verschiedenen Werte von +/z bezeichnet, auf der
Geraden G, so hat f(z) die Gestalt

f(z) = Azm + B.
Bewekis. Durch eine geeignet gewihlte lineare Transformation
W=oaw-+pg (mit « £ 0)

geht die in der w-Ebene liegende Halbebene H iiber in die Halb-
ebene U =0, wo W = U+ 1V gesetzt wird.



350 J. G. van der Corput und G. Schaake. [30}

Die Funktion
af(z) + B
hat dann einen nicht-negativen reellen Teil, und in den m Punkten
p ist dieser reelle Teil gleich Null. Wird z =¢'?, z =% und

af(z) + B = F(p) + iK(p)

gesetzt, dann ist F(@) ein trigonometrisches Polynom in ¢
hochstens mten Grades, das = 0 ist und in den m Punkten
@o+2hn

T m
Nach dem vorigen Hilfssatz ist nun

(0 =h =m — 1) verschwindet.

F(p) =acosme + bsinme +c.
Hieraus geht hervor

K(p) =asinmep —bcosme +d,
also

«f(z) + p = (a—ib)z™ + ¢ + id.

Wegen « # 0 folgt hieraus, daB f(z) die angegebene Gestalt
besitzt.

Satz 20. Ist f(z) ein Polynom hichstens mi" Grades, dessen
Werte fiir jedes auf dem Einheitskreis E liegende z 2u einer konvexen
Menge M gehoren, so besitzt jedes auf E liegende = die Eigenschaft,
daf der Punkt { = f(z) — -;1 f'(3) der Menge M angehirt und vom
Rande R von M eine Entfernung = M

m
Hat das Polynom f(z) die Gestalt

f(z)y =4z + B,

wo B ein Punkt von M 1ist, dessen Abstand von R gerade gleich
| A | ist, dann ist fiir jedes z auf E die Entfernung des { von R

besitzt.

genau gleich %] F'(®)|. Hat f(z) nicht diese Gestalt, so hat

¢ von R dann und nur dann den Abstand % | f'(z) ], wenn f(z)

ein Randpunkt von M aist.

Beweis. Wir wenden Satz 19 an. Da fiir jedes in (58) auf-
tretende p der Punkt f(p) der konvexen Menge M angehort, folgt
aus Satz 19 mit der zugehoérigen Vorbemerkung, dafl auch

fz) — %f’(z) + %f’(z) dieser Menge angehért, und zwar fiir
jedes auf E liegende Punktepaar (z, s). Hieraus folgt, daB3 die
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konvexe Menge M den Kreis K enthélt mit dem Mittelpunkte
= f(z) — %f’(z) und mit dem Halbmesser —715 | f'(z)|; denn
durchliduft s den Einheitskreis, so durchlauft f(z) — % f(z) +
+ —% f'(2) die Peripherie des Kreises K. Hiermit ist bewiesen,
daB3 { der Menge M angehort und vom Rande R von M eine
Entfernung = % | f'(z) | besitzt.
Hat f(z) die Gestalt
f(g)=A4z™+ B,
wo B ein Punkt von M ist, dessen Abstand von R gerade gleich
| A ist, so ist
¢ =fz) — = (=) =B,
so da3 dann die Entfernung des { vom Rande R gerade gleich
|A|:—;— £/)] ist.

Wir diirfen also jetzt annehmen, daB f(z) diese Gestalt nicht
besitzt. Fiir jedes z auf E mit der Eigenschaft, daB f(z) ein Rand-

punkt von M ist, hat { = f(z) — % f'(z) von diesem Randpunkte
eine Entfernung = % | f'(2)|. Die Entfernuilg des { vom Rande
R, die nach dem Obigen nicht kleiner als — | f'(z) | sein kann,
ist also in diesem Falle gerade gleich % | f'(=)]-

Wir miissen nun noch unter der Voraussetzung, dal { von R
einen Abstand % | f'(z) | besitzt, beweisen, daBl f(z) ein Rand-
punkt von M ist. Bei geeignet gewédhltem auf E liegendem s ist
dann der Punkt f(z) — %f’(z)—}—%f’(z) ein Randpunkt w von M.
Dieser Randpunkt w kann nach Satz 19 auf die Gestalt

(59) 0=t 2 E) 1)

gebracht werden, wo die Summe erstreckt wird iiber die m Werte

m
von p =V zm-ls,
Es bezeichne G eine (eventuell die) durch w gehende Stiitz-
gerade von M. Wie unterscheiden jetzt zwei verschiedene Fille:
1. Es mogen die in (59) genannten Punkte f(p) alle auf der
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Stiitzgeraden G liegen. Fiir jedes z auf E gehort f(z) zu der Menge
M, also auch zu der durch G begrenzten Halbebene H, die M
enthilt. Nach Hilfssatz 5 hat f(z) dann die Gestalt f(z)=A4z™- B.
Nach unserer Voraussetzung ist es dann ausgeschlossen, dafl B
ein Punkt von M ist, dessen Entfernung von R gerade gleich

| A| ist. Der Punkt ¢ = f(z) ——-—f( fallt dann mit B zu-
sammen, und man hat 1 l f z)| =| 4], so daB dann ¢ vom

"()], also > f'(z)| besitzt.

Rande R eine Entfernung 75

Hiermit ist bewiesen, daf3 dleser Fall nicht auftrltt.

2. Esliegen die in (59) genannten Punkte f(p) nicht alle auf G.
Diese Punkte liegen alle in der Halbebene H. Wéren alle in (59)
auftretenden Koeffizienten lm(%, ey i, —S—) positiv, dann lige
der in (59) genannte Punkt w in der offenen Halbebene H, was
nicht der Fall ist, da w ein Punkt von G ist. Folglich ist wenig-

stens einer der Koeffizienten ).m(—;—, cees i ?) gleich Null, so

P’
daB nach Satz 18 die Beziehung z=s gilt. Nach unserer Annahme

ist der Punkt
J&) == '@) + — /() = f(2)

ein Randpunkt von M, womit alles bewiesen ist.

Die Satze 21, 22 ,28 und 24 sind Spezialfille des obigen Satzes.
In Satz 21 wihlen wir fiir M einen Kreis, dessen Mittelpunkt
mit dem Nullpunkt zusammenféllt, und in den drei iibrigen
Sétzen ist M eine Halbebene.

Satz 21: Ist f(z) ein Polynom hichstens mier Grades, das iiberall
auf dem Einheitskreise E einen Absolutwert < 1 besitzt, so ist auf E

(60) J&) == f @) | + Lirel =
Hat f(z) die Gestalt
(61) flzy =Az»+B mit |A|+|B|=1,

so gilt in (60) das Gleichheitszeichen fiir jedes =z auf E. Hat f(z)
nicht diese Gestalt, so gilt in (60) fir ein auf E liegendes z das
Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn | f(z) | =1 dst.
BeEMERKUNG: Insbesondere findet man das Rieszsche Ergebnis,
nach dem unter den genannten Voraussetzungen | f'(z) | <m ist.
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Beweis. Wir kénnen hier den vorigen Satz anwenden, wobei
M den Rand und das Innere des Einheitskreises E bezeichnet.

Der Punkt = f(z) — 7;— f'(2) gehort somit der Kreisfliche M

an, und hat vom Einheitskreis einen Abstand = El | f'(z) ], wo-
mit (60) bewiesen ist. m

Hat f(z) die in (61) angegebene Gestalt, so hat die linke Seite
von (60) den Wert | B| + |A| =1, so daB dann in (60) stets
das Gleichheitszeichen gilt. Hat f(z) diese Gestalt nicht, so gilt
nach dem vorigen Satz in (60) das Gleichheitszeichen dann und
nur dann, wenn f(z) ein Randpunkt von M, d.h. | f(z)| =1 ist.

Hiermit ist unser Satz bewiesen.

Satz 22. Ist f(z) ein Polynom hichstens mter Grades, dessen
reeller Teil NRf(z) auf dem Einheitskreise E bestindig < K 1st,
dann st auf E stets

@ (e @) e S K

Hat f(z) die Gestalt
fR)=Az"+ B mit |A| +RB =K,

so gilt in (62) fir jedes z auf E das Gleichheitszeichen. Hat f(2)
nicht diese Gestalt, so gilt fur ein auf E liegendes z das Gleichheits-
zeichen in (62) dann und nur dann, wenn Rf(z) = K 1st.

Beweis. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 20,
wenn M die Halbebene fiw < K bezeichnet.

Sarz 28. Ist f(z) ein Polynom hichstens mier Grades, dessen
reeller Teil auf dem Einheitskreise E bestindig = K 1ist, so ist
auf E stets

(63) R (1)~ ) | e | 2 K.

Hat f(z) die Gestalt
f(z) =Az»+B mit —|A4|+ RB=K,

so gilt in (68) fiir jedes z auf ‘E das Gleichheitszeichen. Hat f(z)
nicht diese Gestalt, dann gilt fir ein auf E liegendes z das Gleich-
heitszeichen in (63) dann und nur dann, wenn Rf(z) = K ist.

BeEweis. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 20,
wenn M die Halbebene Rw = K bezeichnet.

Satz 24. Es sei f(z) ein Polynom hichstens m'* Grades, das
23
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auf dem Einheitskreise E nirgends verschwindet und dort ein
Argument = K — % und <K + % besitat.

BEHAUPTUNGEN. 1. Fiir jedes z auf E ist mf(z) —2f’(2) #0 und
(64) | f'() | [ mf(z) —zf'(z)].

2. Bezeichnet w(z) den im Intervall 0 < w < z liegenden

. . 2
Winkel mit

|f'(2) ]
| mf(z) —=f () |’
so gilt auf E die Ungleichung
K —ow(zy = arg (mf(z) — 2f'(3)) = K + o(2).

8. Hat f(z) die Gestalt

(66) f(z) =Azm+Bmit|A| <| B| und arg B—arc cos IA;] =K,

(65) cos w(g) =

so ist iiberall auf E
(67) arg (mf(z) — zf'(z)) = K + o().

Hat f(z) nicht diese Gestalt, so gilt (67) fiir einen auf E liegen-
den Punkt z dann und nur dann, wenn arg f(2) = K + % st.

4. Hat f(2) die Gestalt
fz)=Az"+ B mit | A| <| B| und argB-{—arccosw =K,

| B
so st iiberall auf E
(68) arg (mf(z) — 2f'(2)) = K — o(3).
Hat f() nicht diese Gestalt, so gilt (68) fiir einen auf E liegenden

Punkt z dann und nur dann, wenn arg f(z) = K — % ist.

BEeEwzis. 1. Wir wenden Satz 20 an, wobei M die Halbebene be-
zeichnet, gebildet durch die Punkte z mit K — % <argz<=K-+ %
(den Nullpunkt rechnen wir noch zu M). Der genannte Satz
besagt, daBl der Punkt {=f(z) —— f (2) dieser Halbebene
angehért und vom Rande von M einen Abstand >——-| f'(z)| be-
sitzt. Hieraus folgt (64), da { vom Nullpunkt einen Abstand

f(z) — %f’(z) hat; wire mf(z) — zf’(2) = 0, so wire wegen (64)

f’(z) =0, also f(z) =0, was ausgeschlossen ist.
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2. Beim Beweis der zweiten Behauptung diirfen wir arg
{ # K annehmen. Der Kreis C mit dem Mittelpunkt ¢ und

dem Radius %{I f'(z)| gehort der Halbebene M an, so daB

durch den Nullpunkt zwei in M liegende Tangenten an C ge-
zogen werden konnen. Der Radiusvektor von ¢ bildet mit

diesen Tangenten einen Winkel gleich —;—t— — w(z), so daB die

Argumente der Beriihrungspunkte die Werte arg £ 4+ (— — w(z))
besitzen. Folglich ist

ag ¢+ (2 — o) SK + Zundargt — (3 — o) 2K - T,

womit die zweite Behauptung bewiesen ist.
8. Hat f(z) die in (66) angegebene Gestalt, so ist fiir jedes
auf E liegende z

mf(z) —zf'(z) =mB und |f'(z)]=m|4],

also | 4]

w(z) = arc cosl B|’
so dal3 aus (66) hervorgeht
arg (mf(z) —af'(z)) = arg B = o(z) + K,

woraus (67) folgt.
Es habe f(z) nicht die in (66) angegebene Gestalt. Ist

arg f(z) = —{— , so ist f(z) ein Randpunkt der Halbebene M,
so daB3 nach Satz 20 der Punkt ¢ vom Rande R dieser Halb-
ebene einen Abstand —I f'(z)| besitzt. Da die Verbindungs-
gerade von ¢ und f(z) die Linge —l f'(z)| hat, steht diese Ver-

bindungsgerade senkrecht auf dem Rande R der Halbebene.
Diese Verbindungsgerade bildet also mit diesem Rande und mit
dem Radiusvektor von { ein rechtwinkliges Dreieck, dessen

Winkel beim Nullpunkt g— —w(2) ist. Da f(z) das Argument
7

K+ g— hat, hat also { das Argument K 4 —723— — (—2— — w(z)) =
K 4 w(z).

Es sei jetzt umgekehrt gegeben, daB arg { = K + w(z) ist. Der
Abstand zwischen f(z) und dem Nullpunkt ist | { | sin o(z), so daB
(%) #0 ist. Der Abstand des { vom Rande von M ist | | cos w(z)=

1
_nTI f'(2)|. Nach Satz 20 ist f(z) dann ein Randpunkt von M,
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so daB3 arg f(z) = K + % ist. Wire arg f(z) =K — g, so fande
man (auf dieselbe Weise wie oben, mit K — % statt K | %)
arg { = K —w(z), was wegen w(z) =0 der Annahme arg { =

K + w(z) widerspricht. Folglich ist arg f(3) = K + %, womit die
dritte Behauptung bewiesen ist.

4. Der Beweis der vierten Behauptung ist analog dem der
dritten Behauptung.

Satz 25. Ist 0 = « §%, und bezeichnet f(z) ein Polynom

hichstens m™ Grades, dessen Argument auf dem Einheitskreise E
=L — o und <L+ « ist, so ist fir jedes auf E liegende z:

(69) |f'(2)| = |mf(z) —2f'(z) | sina.
Hierin gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn f(z) die Gestalt
fz) = Az + B
mit arg B =L und | A| =| B|sin o hat; hat f(z) diese Gestalt, so

gilt in (69) das Gleichheitszeichen fiir alle auf E liegende Punkte 2.

Beweis. Nach dem vorigen Satz, mit K + g =L 4+ « an-
gewendet, ist -

(710)  arg (mfz) —2f () S L+« — 5 + o),

WO
|f/(2)]
| mf(z) — 2f'(z)|

ist. Nach demselben Satz, mit K — —g— = L — « angewendet, ist

(%) = arc cos

(71) arg (mf(z) — zf'(z)) = L — oc—}—% — w(2).
Aus (70) und (71) folgt:
w(z) = —;i — a,

also
[f'(2)| = | mf(z) —2f"(2) | cos w(z)

< |mf(z) — zf'(z) | sin «

womit (69) bewiesen ist.
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Gilt in (69) das Gleichheitszeichen, so gilt auch in (70)
und (71) das Gleichheitszeichen. Hat f(z) nicht die Gestalt
Az™ + B, so findet man mittels des vorigen Satzes (wieder

mit K 4 % =L —a, bzw. K — —Z— =L + « angewendet), daB

arg f(z) = L — « und zugleich arg f(z) = L + « ist; hieraus wiirde
folgen « =0, so dal} das Argument von f(z) fir jedes auf E
liegende z den Wert L haben wiirde. Aber dann wire das Polynom
f(z) konstant und hétte also doch die Gestalt Az™ 4 B.

Wir finden somit, daB3, wenn in (69) das Gleichheitszeichen
gilt, f(z) die Gestalt Az™ 4 B hat. Dann ist

mf(z) —f'(z) =mB und [f'(z)|=m|A4],
so daB3 aus (69) (wo das Gleichheitszeichen gilt) folgt:

| A| =| B|sin o
Durchliauft 2 den Einheitskreis, so sind die extremen Werte
von arg (Az™+ B) gleich arg B + arc sin ;-%—} =arg B 4 «. Dieses

Argument ist nach dem vorigen Satz = L — « und <L + «,
so dal3 arg B = L ist. Hiermit ist alles bewiesen, da die SchluB3-
behauptung evident ist.

Satz 26. Es werde geseizt
m m
(72) Lz, s 2p) =2 a, X2y ... 8, + L b, Xzt ..z,
U=0 u=1
und es bezeichne 1,,(24, ..., 2,) die in (45) definierte Funktion.
Liegen die m Punkte z,, . . ., 2,, auf dem Einheitskreise E, so ist

P 2
(78)  L(zy, .- ., 2y) = Zam (—1, .. .,—)L(p, ceop),
> P P
wo die Summe X erstreckt wird iiber die m verschiedenen Werte
»
V0N p=\/z1...zm.

VorBEMERKUNG. Hier gilt dieselbe Vorbemerkung wie in
Satz 19.

BeEwgls. Wir konnen setzen:

1 1
L(zl,...,zm):F(zl,...,zm)—}—G(— ...,—),

b
% Zm

wo F und G geeignet gewihlte Polynome bezeichnen.
Nach unserer in Satz 17 abgeleiteten Identitit, mit G statt
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F angewendet, (mit G meinen wir die zu G konjugiert komplexe
Funktion) ist:

Gz, - - -, m)_ZA ( )G( o p)-

Ersetzt man hierin 7 durch — 1, so dndert sich die nach Satz 18

reelle Zahl 4, (%, ceey %’) nicht, so daB3 dann folgt:
(74)  G(zt, ... 2,Y) = Z 2 (—z—l—, e ﬁb) Gp,...,p),
1 m p m p p

da fiir ein auf E liegendes z die konjugiert komplexe Zahl zu z
den Wert z-1 hat.
Aus (74) und unserer Identitit (46) folgt die Behauptung.

Satz 27. Es sei L(zy,...,=z,) das in (72) definierte Laurent-
polynom, und es werde
(75) L(z,...,8)=1(r)

gesetzt. Gehort l(z) fiir jedes z auf dem Einheitskreise E einer
konvexen DMenge an, so gehirt fiir jedes System von auf E
liegenden Punkten 2,,2,,...,%, auch das Laurentpolynom
L(z,...,2,) dieser Menge M an.

BeEweis. Wir wenden den vorigen Satz an. Da fiir jedes in
(78) auftretende p die Zahl L(p,...,p)=1I(p) der konvexen
Menge M angehort, folgt aus Satz 26 mit der zugehérigen Vor-
bemerkung, daB auch L(z,, ..., z,) dieser Menge angehort.

SaTtz 28. Besitzt das Polynom
m
F(zy ooy zm) =2e, X% ... 3,
u=0

die Eigenschaft, daf fiir jedes auf dem Einheitskreise E liegende =
der Punkt F(z,...,2) einer konvexen Menge M angehirt, so
enthdlt diese Menge alle Punkte F(2,, ..., 2,), W0 2, ..., 2, be-
liebige Punkte auf E bezeichnen.

Ist F(2q,...,%,) nicht identisch gleich

Cpn21 e+« 8Bm+ Co»
und werden auf E die m Punkte 2,,...,%, so gewdhlt, daf
F(2g5...,23,) ¢in Randpunkt von M ist, so fallen die m Punkie

R1s + - -5 By, RUSAMMEN.

Beweis. Die erste Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 27.
Es werde jetzt angenommen, daB F(z,, ..., 2,) nicht iden-
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tisch gleich ¢,2,...2, + ¢ ist, und daBl auf E die m Punkte
21y« » =3 3, SO gewdhlt sind, daB3 F(z,,.. ., z,) ein Randpunkt r
von M ist. Es bezeichne G eine (eventuell die) durch r gehende
Stiitzgerade von M.

Wir unterscheiden zwei verschiedene Fille:

1. Es mogen die m in (46) auftretenden Punkte F(p, ..., p)
alle auf der Stiitzgeraden G liegen. Fiir jedes z auf E gehort
F(z, ..., 2)zu der Menge M, also auch zu der durch G begrenzten
abgeschlossenen Halbebene, die M enthilt. Nach Hilfssatz 5 hat
dann F(z,...,2) die Gestalt Az™ + B, also F(z,...,%,) die
Gestalt Az, ...z, + B, und dieses haben wir ausgeschlossen.

2. Es liegen die in (46) genannten Punkte F(p, ..., p) nicht
alle auf der Stiitzgeraden G. Diese Punkte liegen alle in der abge-
schlossenen Halbebene H. Wiren alle in (46) auftretende Koeffi-

zienten 4, (%, cen %”') positiv, so lige der Randpunkt

P4 2
r= > An J,...,—Q)F ey
Ep: (p o) F p)

von M in der offenen Halbebene H, was nicht der Fall ist. Folg-
lich ist wenigstens eine der m Zahlen Am(%, ceey %") gleich Null,
so daBl nach Satz 18 die m Werte 2, ..., g, zusammenfallen.
Hiermit ist alles bewiesen.
Satz 29. Es werde fir o=1,2,...,7
m
Folpss - o) = 2 g, Teos (g1 + -+ 9,)

+ Zbelquin(%—f— L +(py,)
p=1

gesetzt, wo a,, und by, reelle Zahlen bezeichnen. Ist w(uy, . . ., u,)
eine reelle Funktion der Variabeln u,, . . ., w,, die fir alle reellen
Systeme (uy, . . ., u,) definiert ist, gilt fiir jedes reelle ¢ die Un-
gleichung

w(Fl(zp, e s @)y Fp@yons, (p)) <K,

und bilden die Punkte (uy,...,u,) mit o(U,..., u,)= K eine
konvexe Menge M, so gilt fiir jedes reelle System (@y, . - ., ¢,,) die
Ungleichung:

(76) O(F1(@1s - s Pm)s -+ s Fol@rs - o o5 9m)) = K.
Beweis. Wir wenden die Identitit (46) von Satz 17 an (mit
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:eiq)@) und nehmen auf beiden Seiten den

Oy = gy — gy, 7,
reellen Teil. Setzen wir dabei * T % —l;n TP s, so finden
wir fir p=1,2,...,7r

(77) Fg((pl’ ces ) =

= i(¢1~3—‘ll'y~z> i(¢m~8~ﬂ'zﬂ)) w27 U2
;lm(e ., e mn F@(s—l— - e, S po” )

Die hier auftretenden Koeffizienten 4, sind nach Satz 18
alle = 0 und haben nach Formel (47) von Satz 17 eine Summe
gleich Eins.

Die konvexe Me;lge M enthédlt nach unserer Voraussetzung
die m Punkte:

ne2n - 27\ i u-2m <27
Fl(s +E = ek ) Fr(s+7,...,s+”—m—~
(w=0,1,...,m—1),

so dal3 mit Riicksicht auf (77) diese Menge auch stets den Punkt

Fyprs oo s @m)s o oo Frl@rs o oo @)
enthilt. Hieraus folgt die Ungleichung (76).

Satz 80. Sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillt,
besitzt die Funktion w(u,, . . ., u,) nirgends ein relatives Mazimum,
und ist es unmoglich, r reelle Konstanten v, ..., y,, von denen
wenigstens eine von Null verschieden ist, so zu bestimmen, daf
nmFilp,e.,9)+.o+9.F(p,...,p) tdentisch gleich a cosme
+ b sinme + ¢ ist, so gilt in (76) das Ungleichheitszeichen, wenn
die Zahlen ¢, . . ., ¢, nicht alle untereinander gleich sind.

Bewris. Unter der Annahme, daB3 in (76) das Gleichheits-
zeichen gilt fiir ein System (¢y, ..., ®,), wobei die ¢;, ..., ¢,
nicht alle untereinander gleich sind, werden wir einen Widerspruch
ableiten.

Nach dem vorigen Satz gehort der Punkt w mit den Koor-
dinaten F, (g1, ..., 9,) (e =1,2,...,r)zur konvexen Menge
M. Wiare w ein innerer Punkt von M, so wire in einer geeignet
gewahlten Umgebung von w

oty - u,) < K,

in Widerspruch mit der Voraussetzung, dal w(u,, . . ., %,) nirgends
ein relatives Maximum besitzt. Folglich ist w ein Randpunkt von
M. Im (¢, ..., %,)-Raum legen wir durch w eine (eventuell die)
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Stiitzhyperebene S von M; es sei H der durch S begrenzte
m-dimensionale Halbraum, der M enthalt.
Wir wenden wiederum die Identitdt (77) an. Die m Punkte

(78) (Fl(s+—:;—‘,...,s+%‘),..., F,(s+%,.,,,s+ﬂ)),

m

wo u das System 0,1,...,m — 1 durchliuft und s die Zahl
;11— (@1 + - .. + @,) bezeichnet, gehoren alle zur konvexen Menge

M, also zum abgeschlossener Halbraum H. AufBlerdem wissen wir
nach Satz 18, daB alle in der Identitit (77) vorkommenden
Koeffizienten 1,, hier positiv sind. Hieraus folgt: ligen die m
in (78) genannten Punkte nicht alle in der Stiitzhyperebene S,
so ldge der Punkt w im offenen Halbraum H. Aber das ist aus-
geschlossen, da w in S liegt. Folglich liegen die m in (78) erwahnten
Punkte alle in der Stitzhyperebene. Ist

7

Zyouy =19
0o=1
die Gleichung dieser Stiitzhyperebene, so ist somit, wenn
EygF@(‘Pa e @) — 0= F(p)
o=1

gesetzt wird, F(¢) ein trigonometrisches Polynom hdchstens
mten Grades, das ein festes Vorzeichen hat und in den m Punkten

s+ 27y (u=0,1,...,m—1) verschwindet. Nach Hilfssatz 4
m

hat F(¢) dann die Gestalt a cos me + b sin me + ¢ — 6, womit
der Widerspruch gefunden ist.

(Eingegangen den 4. Mai 1934.)



