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Uber transzendente P-adische Zahlen
yvon
Kurt Mahler

Groningen

Der schéne Gelfondsche Beweis, daf3 fiir zwei reelle oder kom-
plexe algebraische Zahlen « und 8, die von 0 und 1 verschieden

sind, der Logarithmen-Quotient l(())g; entweder rational oder
transzendent ist [C. R. Acad. Sci. URSS. 2 (1934), 1—6], macht
Gebrauch von funktionentheoretischen Satzen iiber den Zu-
sammenhang zwischen dem Wachstum und der Nullstellen-Anzahl
ganzer Funktionen in Kreisen um den Nullpunkt, die sich am
einfachsten aus dem Cauchyschen Integralsatz ergeben.

In der P-adischen Funktionentheorie steht einem ein Analogon
zum Cauchyschen Satz nicht mehr zur Verfiigung. Ich mochte
in der vorliegenden Arbeit zeigen, daf3 sich die Gelfondsche Beweis-
methode aber trotzdem auf den P-adischen Fall iibertragen 143t,
indem man geeignete Eigenschaften P-adischer analytischer
Funktionen heranzieht. Es wird so gezeigt:

,,»9¢i P eine natiirliche Primzahl, seien ferner o und f zwei von
0 und 1 verschiedene algebraische P-adische Zahlen mit

1

0<|oc~—l|P§1?, 0<[f—1|, =5

lo . ,
Wenn dann der Logarithmen-Quotient lg a algebraisch ist, so

ist er sogar eine rationale P-adische Zahl.”

Das 1. Kapitel bringt einen Hilfssatz iiber die Approximation
P-adischer algebraischer Zahlen; im 2. Kapitel werden die er-
wihnten P-adischen funktionentheoretischen Sitze hergeleitet,
und das 8. Kapitel bringt dann die Durchfiihrung des Transzen-
denzbeweises nach der Methode von Gelfond. —

Nachtréaglich ist mir der schone einfache Beweis von
[

og

Th. Schneider fiir die Transzendenz von

bekannt geworden.
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Auch dieser Beweis kann mit den Methoden dieser Arbeit auf das
P-adische Problem iibertragen werden.

1.

1. Sei P eine feste natiirliche Primzahl und bedeute
Ky, Olgy o v oy Oy

ein System von endlichvielen algebraischen P-adischen Zahlen.
Ein beliebiges Polynom

Nl Nt
Doy, ooy a) = X oo DAy 0t
hy=0 R
in diesen Zahlen mit ganzen rationalen Koeffizienten ist entweder
Null oder von positivem P-adischen Wert; im letzteren Fall
wollen wir hierfiir eine untere Schranke bestimmen, die abgesehen
von den Zahlen «, allein von den Gradzahlen

Ny, Ny, ..., N,
und dem Maximum
4= max (‘Ahl...htl)
h=0,1,..., N,
he=0,1,..., N

abhangt.

2. Da alle Zahlen o, algebraisch sind, so erzeugen sie einen
endlichen algebraischen Zahlkdrper K etwa vom Grad n; dieser
Korper 148t sich nach bekannten Sitzen auch durch eine einzige
algebraische P-adische Zahl { erzeugen, die ohne Einschrankung
ganz algebraisch sei und der im Korper der rationalen Zahlen
irreduziblen Gleichung

S =sg+$L+...+s8,"=0 (s2=1)

mit ganzen rationalen Koeffizienten geniige. Zur Abkiirzung
setzen wir:

s =max (|5, [si]s -0 [5,]).

Die Zahlen «, sind Polynome (n—1)-ten Grades in { von der
Form

_ %o +anl+.. .+ ag T

a

(r=1,2,...,1)
T™n

mit ganzen rationalen Koeffizienten

Qrgs Qgps - o oy Qg (t=1,2,..,1).
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Sei zur Abkiirzung
ay = max (I a‘tol’ | anl» cees | a‘tnl) (r=1,2,....1).

3. Werden in &(«y, ..., «,) die Zahlen «, durch ihre Aus-
driicke in der Zahl ¢ ersetzt, so wird

N, N N
Ap @t o0y Playg, ooy o) = P(O)
offenbar zu einem Polynom in { vom Grad
(n—1)(N,+Ny+...+N,)=N
mit ganzen rationalen Koeffizienten, etwa
YE)=Ag+A L+ ... +ANE.
Eine obere Schranke fir das Maximum
A =max (|Ay], |ALl,. -, |Ax])
bekommt man leicht durch folgende Majoranten-Rechnung, bei
der ¢ fiir den Augenblick als Unbestimmte aufzufassen ist:
Man hat
Ao+ an,C+ ... +a,, " T<<a, (1404 ..+,
App L (1L .. L),

und demnach
Y)Y < (Ny4+1) ... (N 41 Aay .. ap (L. . L
da P(oy, ..., a;) aus nur
(NyH1)(NyF1) - . (N +1)
Summanden besteht. Weiter ist gewil3
N+t N Nyt 4N

S ACAR R LA RLC W S EURUR N o B

Somit bekommt man die Majorante

)N1+...+N"

N, N1+---+-’V¢(

P(E) < (Ny+1) ... (N+1)Aay*...a'n
und folglich gilt die Ungleichung

1+¢+...4+2Y),
A= (NH1) ... (Nt_*_l)Aa;Vl o aj\l,nN1+...+,v¢.

4. Als Polynom in ¢ 148t sich ¥(¢) formal durch das Polynom
S(¢) teilen. Alsdann wird

P(8) = S(E)X(£) + O(L),

wobei
X(£), ©O(%)

zwei Polynome in ¢ mit ganzen rationalen Koeffizienten sind.
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Hiervon besitzt das zweite hochstens den Grad n — 1, ist also
von der Form

O) =39 +%HE+ ...+ 3,071
Setzt man
¢ =max (| %], | ], ... | Fpal)s
so folgt aus einem einfachen Hilfssatz, da die Ungleichung 1)
< A(2s8)Y

besteht; nach dem gefundenen Wert von A ist demnach
N N+...+N,

< (Ny+1)...(N+1)Aay ... a2s)'n
5. Wegen S({) =0 ist natiirlich
Gyt ... ap Doy, . .., a)) = P(L) = O().

Wir nehmen an, daf3 &(«,, ..., «;) nicht verschwindet; dann ist
also mindestens einer der Koeffizienten 9, nicht Null, und folg-
lich die Resultante R der beiden Polynome

S(¢) und 6()

auch von Null verschieden, weil S(¢) irreduzibel und von héherem
Grad als @(() ist. Da als Determinante geschrieben

Sgs Spyeeereceann , Sy
Sgs v neeeaann s 8n_18n )
n — 1 Zeilen
Sgeveerinaneeneen Sn
R=|9,06,...... , By
W s Bags B
n Zeilen
y -

ist, so besteht offenbar die Ungleichung

| R| < (2n+41)!sn-19n,
und wegen des Nichtverschwindens der ganzen rationalen Zahl
R ist somit

| R|, = {(2n41)! sn-1on}-1L.
Andrerseits gibt es in unserem Fall nach bekannten algebraischen
Sétzen zwei Polynome

S*(Z) und 6*(()

1) S. meine Arbeit: Zur Approximation algebraischer Zahlen I [Math. Ann.
107 (1932), 693], Hilfssatz 1.
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mit ganzen rationalen Koeffizienten, so daf identisch

S(2)S*(0) + 6(0) 0*(¢) = R,

also wegen S() =0

R
o) = )

ist. Nach Voraussetzung ist jedoch { eine ganze algebraische, also
erst recht ganze P-adische Zahl, und folglich

|o*(0) |, =1.
Demnach muf3 sein:
| 0)|,= | R|,={(2n+1)tsn- 19}
oder
IQ(C)IP = {(2n+1)!3n—1 (N, +1)... (Nz‘i‘l)AaIlvl ce a;v'(2s)Nan+"'+N.)n}—l
und wir erhalten das Endergebnis:
l@(al, e, oc,)|Pg
{@n+1)! smY((Ny+1)... (N +1)day* ... a; (2

Damit ist bewiesen:
Satz 1: Zu endlichvielen gegebenen algebraischen P-adischen

Yttty an} .

Zahlen oy, oy, . . ., o, existiert eine nur von ithnen abhdngige posi-
tive Konstante ¢ mit der folgenden Eigenschaft: Ist
N, N,

Doy, .y =2...2 A, 4 oc’f‘...ot,h'

h=0 k=0 M
ein beliebiges Polynom in den «, mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, so daf

A= max (|Ahlh2...h,')’
h=0,1,..., N,
7:Lt=°’l' ... N,

so ist entweder
Doy, .oy ay) =0,

oder es besteht die Ungleichung
| (D(ocl, « oy at)lpz {CN1+.“+N‘+1An}_1_

Dabei bezeichnet n den Grad des durch die Zahlen oy, oy, ..., o,
erzeugten algebratschen Zahlkirpers iiber dem Kirper der rationalen

Zahlen.
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6. Es moge erwdahnt werden, daB sich in dhnlicher Weise wie
in den letzten Paragraphen ein Analogon zu Satz 1 fiir reelle
oder komplexe Zahlen finden l48t, namlich:

Satz 2: Zu endlichvielen gegebenen algebraischen reellen oder
komplexen Zahlen o, oy, . . ., o; existiert eine nur von ihnen ab-
hdngige positive Konstante ¢ mit der folgenden FEigenschaft: Ist

D(0tyy oo vy 0ty) =
k

HH Muz

N, . .
1 t
DY Ahl...ht‘xl ceeoy
0 k=0

ein beliebiges Polynom in den o, mit ganzen rationalen Koeffi-
gienten, so daf

A= max (|4, )
n=0,1,..., N,
};Lt:(), 1 ’Nt

so ist entweder
Doy, ..., 00) =0,

oder es besteht die Ungleichung
| B(ay, - . ., “t)l > {CN1+...+N1+1An—1}-—1.

Dabei bedeutet n den Grad des durch die Zahlen oy, oy, ..., o

erzeugten algebraischen Zahlkorpers iiber dem Kirper der rationalen
Zahlen.

II1.

7. Sei P wie im vorigen Kapitel eine feste natiirliche Prim-
zahl. Eine Potenzreihe mit P-adischen Koeffizienten

f(@) = fo + friz + for® + foa® + . ..
heiBle der Kiirze halber eine ,,Normalreihe”’, wenn gleichzeitig
| fal,=1 fir h=0,1,2,...
und
Jm il =0

ist. Eine Normalreihe konvergiert demnach, wenn das Argument z
eine beliebige ganze P-adische Zahl ist. Ubrigens 148t sich offen-
bar jede P-adische Potenzreihe, die nicht allein im Nullpunkt
konvergiert, in eine Normalreihe {iberfithren, indem man sie und
ihr Argument mit einer geniigend hohen natiirlichen Potenz von
P multipliziert.
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8. Sei z, eine ganze P-adische Zahl. Nach dem P-adischen
Analogon zum Taylorschen Satz ist die Normalreihe f(z) gleich

1@) = = fula)@—a)",

wo zur Abkiirzung

" (g ©
Jr (o) _STm) z (Z)fhw{;‘" (k=0,1,2,...)
k! h—k
gesetzt ist und
¥z =k! X (,’;)fhw{,“" (k=012...)
h=k

die aufeinander folgenden Ableitungen von f(z) an der Stelle z,
bedeuten. Aus diesen Ausdriicken folgt sofort

| fu(®o)| , =1 fir k=0,1,2,...
und
lim | fy(2) |, = 0.
k—>o0

Die neue Potenzreihe
f@) = T fian) @ —au)"

in # — 7, ist demnach ebenfalls eine Normalreihe. Da sich aus
ihr durch eine erneute Anwendung des Taylorschen Satzes die
urspriingliche Reihe zuriickgewinnen 1a8t, so folgt also:

,» Wenn eine P-adische analytische Funktion in der Umgebung
eines beliebigen ganzen P-adischen Punktes durch eine Normal-
rethe darstellbar ist, so ist sie es auch in der Umgebung jedes anderen
ganzen P-adischen Punlktes.”

Aus diesem Grunde werde eine irgendwo durch eine Normal-
reihe definierbare Funktion kurz ,,Normalfunktion’ genannt; ihre
Potenzreihe in der Umgebung einer beliebigen ganzen P-adischen
Stelle ist alsdann eine Normalreihe.

9. Habe nun die Normalfunktion f(x) an der ganzen
P-adischen Stelle x =, eine Nullstelle mindestens von der
Ordnung d,, sei also

¥ (@) =0, d.h. fi(xy)) =0 fir k=0,1,...,d,—1.
Dann ist
f(2) = (@—ap) g(2),

wobei g(z) in der Umgebung von z = x, durch die Normalreihe
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g@) = 3 fulay) (@—ao)
k=d,

definiert wird und also selbst eine Normalfunktion darstellt.
Durch das Abspalten des der Nullstelle z, entsprechenden Faktors
(w—wu)d° entsteht somit aus der Normalfunktion f(z) eine neue
Normalfunktion g(z), so da3 sich dieses Verfahren wiederholen
1laBt. Auf diese Weise kommt man zu dem Ergebnis:

,» Wenn die Normalfunktion f(z) an den endlichvielen Stellen

Loy Ty oo vy Ty_y
Nullstellen mindestens von den Ordnungen

dy,dys ..., d,_,
hat, so ist

f@) = p@)h(@), ) ::{1: (2—ay)™,

mit einer Normalfunktion h(z). Dabei wird vorausgesetzt, daf die
Nullstellen zy, @y, - . -, @,_, sémilich ganze P-adische Zahlen sind.”

10. Mit einer Funktion f(z) sind auch ihre samtlichen Ablei-
tungen f'(z), f'(z), . . . Normalfunktionen, wie sich durch Diffe-
renzieren ihrer Potenzreihen ergibt. In jedem ganzen P-adischen
Punkt z ist alsdann demnach

|f*¥(@) |, =1 (k=0,1,2,...).

Diese Bemerkung und das Ergebnis des vorigen Paragraphen
fiihren zu einer oberen Abschitzung fiir den P-adischen Wert
von Normalfunktionen mit vielen Nullstellen, die wir fir die
Anwendungen im folgenden Kapitel benétigen.

Wir setzen voraus, dafl die Normalfunktion f(x) wieder an den
Stellen

Ly Tyy o ooy Ty_q

der Reihe nach mindestens von den Ordnungen
dy,dy, ..o d,_y
verschwindet, unterwerfen diese Nullstellen aber jetzt den Be-
dingungen
1

|xz‘P§“§ (A=0,1,...,v—1)

und setzen ferner voraus, daf}

2], =5

P=Tp
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sei. Alsdann ist nach 9
y—1
f@) =y@)h(@),  y(@) :lﬂ (z—a)%,
=0

mit einer Normalfunktion h(z). Durch k-maliges Differenzieren
folgt hieraus die Gleichung

k
fo(z) =3 (;) P (2) =9 (),
9=0
und nach der obigen Bemerkung die Ungleichung

|f@@)]|,= max (]y?(2)],).
g=0,1,....k

Andrerseits ist offenbar
d
() 2.201/;,- ad-i (@d=do+dy+ ... +d,_y),
i=
wobei die Koeffizienten y; den Ungleichungen
I%.ngp—" (i=0,1,2...,4
geniigen; ferner sind die Ableitungen gleich
d .
p®(z) = k! X (d;J) p,ad-i-k (k=0,1,2,...).
i=k
Wegen der Voraussetzung, daf8 der P-adische Wert von @ hoch-
stens gleich 1/P sei, ist demnach
I p® (z) IP < p~é-m (k=0,1,2....),

und somit bekommen wir das Ergebnis:
Satz 8: Die Normalfunktion f(x) verschwinde an den Stellen

Loy Lys e ooy By
der Rethe mach mindestens von den Ordnungen
dy,dyy oo osdy_y.

Es sei
]w , < l (A=0,1,...,v—1),
Me=p
und x geniige der Ungleichung
o], = 5
P— P

Wenn dann k = 0 eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet, so ist

| foa) |, = p(dotdit ot dy=k) oy 0.
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11. Das letzte Ergebnis entspricht den bekannten Ungleichun-
gen fiir den Absolutbetrag gewohnlicher analytischer Funktionen
mit einer groen Anzahl von Nullstellen. In komplexen Gebiet
lassen sich diese Formeln entweder dhnlich wie im Vorangehenden
mittels der Potenzreihen oder bequemer mittels der Cauchyschen
Integralformel herleiten. Wahrend es im P-adischen Fall ein so
kraftiges Hilfsmittel wie die Cauchyschen Integralsitze nicht
gibt, hat man hier den Vorteil, auf Grund der nicht- Archimed:-
schen Bewertung die Rechnungen unmittelbar von den Potenz-
reihen aus so viel leichter und genauer durchfiithren zu koénnen.

I1I.

12. Seien « und § zwei von Null und Eins verschiedene ganze
P-adische Zahlen mit

< 1 < 1
I“—llpzl_)" |ﬁ_]‘lP:?
und
loga = A, logp =B.
Alsdann ist
P2 fiisr P=2 P-2 fir P=2
< ’ < ’
°<|A'P={P—1 fir P=3, 0<IB|P:{P-1fﬁr Pxs,
und also
) h ) h
T __ Ax_Z(Aw) _ Bm_E(Bm)
of = e = , =e* =
n-o k! F noo h!
fir jede ganze P-adische Zahl definiert; denn es ist z.B.
s [ h
Al ity youst
A A s Al
R &

P—2

h
dh. <2 *fir P=2, <P P! fir P=38 (=0,12...).

Im Folgenden wird angenommen, daf3 die drei Zahlen

A
a’?ﬂsn:'—B—

gleichzeitig algebraisch sind. Der von ihnen erzeugte algebraische
Zahlkorper K sei vom Grad n, und es bedeute ¢ die positive Kon-
stante, die zu ihnen auf Grund von Satz 1 gehért. Indem man «
und S noétigenfalls vertauscht, darf man ohne Einschriankung
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voraussetzen, daf3

[nl,=1
und also
P-2 fiir P=2
< s
AL =181 = {75t =g
sei.

13. Bei den folgenden Uberlegungen treten Ausdriicke der
Form
N N
F(z) =X X Ay ot=fks
h=0 k=0
eines geeigneten Grades N mit ganzen rationalen Koeffizienten
4, auf, die Ungleichungen der Form

[ | =4 (b k=0,1,...,N)

mit einer geeigneten natiirlichen Zahl 4 geniigen; die Verinder-
liche  wird dabei als ganze P-adische Zahl vorausgesetzt. Als-
dann sind die einzelnen Summanden von F(z)

o’ l
App a2 fE =3 Ay, (hA_li_'kB) @
1=0 !

offenbar Normalfunktionen und also ist auch F(z) selbst eine
Normalfunktion. Fiir die wiederholten Ableitungen nach «
erhialt man

N N
Fh(z) =2 X Ap(hA+EB) oarzglr (1=0,1,2,...),

h=0k=0
oder auch

Fih(z) =B!'®,(x) (1=01,2...),
wenn zur Abkiirzung
N N
D)(x) =X X App(hy+k)torzglz  (1=0,1,2,...)

h=0k=0
gesetzt wird.

14. Es moge speziell z eine nichtnegative ganze rationale
Zahl sein. Die Ausdriicke

N N
D)(z) = 2 X Apy(hn+k) o= gr

h=0 k=0

sind dann ganze P-adische algebraische Zahlen. Wenn sie nicht
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verschwinden, so erlaubt Satz 1, fiir ihren P-adischen Wert eine
untere Schranke zu bestimmen.
Dazu beachten wir, dafl in Majorantenform

(hn+k) < N (1Y < @N)(14n+ .. . +7)
und also
N N
D (z) <X T AECN)YA 49+ ... +nf) ahzpee
h=0 k=0
ist; folglich wird
Nx Nz 1
D (x) < AZN) Z T X « B0,

r=08=0 {=0
und nach Satz 1 erhalten wir die Ungleichung

| @ () ng {cszJrH—lAn(?N)nl}“l’
es sei denn, daB3 @,(x) verschwindet. Setzt man

1
P X

| 8]

so folgt hieraus fiir die Funktionen F®(z) das Ergebnis:
Hivrssatz 1: Wenn der Ausdruck
N N

FO@) =3 3 A, (RA+kB)!ohaphe

h=0k=0
fiir nichtnegatives ganzes rationales x© und 1 nicht verschwindet, so
befriedigt sein P-adischer Wert die Ungleichung

l F‘”(w) IP > {62N1+I+10*1A"(2N)M}_1.

15. Als Funktion der natiirlichen Zahl N werde gesetzt :
N°l 1
T -
so dal} also
N2
<
Nl = log N

ist. Ferner werde die natiirliche Zahl 4 definiert durch
A =[N,
Es gibt offenbar mindestens
Z, = (8‘\'3/2)(‘\'71)2>6N7/2

verschiedene Funktionen
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N N
F(@) =% T dpotepee,

h=0 k=0
deren Koeffizienten 4;, nichtnegative ganze rationale Zahlen mit
0=4,,<4 (h,k=0,1,...,N)

sind. Jeder solchen Funktion werde ein System von r;r, nicht-
negativen ganzen rationalen Zahlen

F‘l)(w) (l=0, L, 2,...,,n—1 )
z =0,P,2P,...,(r,—1)P

durch die Bedingungen
0<FWP ()< Pr—1, | F(x) — F(l)(w)lp < p-¢
(l=0, 1, 2,..., n—1 )
x=0,P,2P,...,(r,—1)P
eindeutig zugeordnet; dabei bedeutet g die ganze rationale Zahl
mit
Py < Nl2logN < poti,

Es ist moglich, diese Forderungen zu erfillen, da alle Ausdriicke

1=0,1,2,..., ,—1
W (g L 2,
F®(2) (1:0,P,2P,...,(’rz—1)P)

ganze P-adische Zahlen sind.
Fiir die einzelne Zahl F®(z) gibt es genau P?¢ Moglichkeiten;
das Zahlsystem

=01 2,..., 1n,—1 )
) s s s s 1
F®(2) (;v:(), P,2P,..., (r,—1)P

hat also nur
2

Zy= P < (eN3/2 log N) logN __ eN’/z
Méoglichkeiten. Demnach ist
Zl > Z2 ’
und somit kénnen nach dem Schubfachprinzip die verschiedenen

Funktionen F(x) nicht zu lauter verschiedenen Zahlsystemen
F®(z) fithren. Unter ihnen gibt es also zwei verschiedene, etwa

N N
F*(JJ) :Z 2 Azkahrﬁkz
h=0k=0
und

N N
F**(z) =% ¥ Affatepe,

h=0k=0
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denen das gleiche Zahlsystem entspricht. Wird
N N

F*(z) — F**(2) = F(2) = X X Ao, A%, — AL = 4y,

h=0 k=0
gesetzt, so bestehen demnach die P-adischen Ungleichungen
=01 2,..., ,—1
| F(z)|, = P2 (2 —o0,P,2P,..., (r,——l)P\”
und ferner sind jetzt die Koeffizienten 4,, nicht alle gleich Null
und geniigen den Bedingungen
| Ap] <M (hk=0,1,...,N).
Wegen
P9 < Pe—N3/2 log N
laBt sich dies Ergebnis aussprechen in der Form:
HivrssaTz 2: Zu jeder natiirlichen Zahl N gibt es einen Ausdruck

N N
F(x) =X X Apgo=pr=,
h=0k=0
dessen Koeffizienten Ay, ganze rationale Zahlen sind, die micht
alle verschwinden und den Ungleichungen
IAhkléeNalz (h,k=0,1,...,N)

geniigen, wadhrend gleichzeitig die Bedingungen

" _N3h2log N (1:0, 1, 2,..., rn,—1 )
| EO()], < Pe 2 =0, P,2P,..., (r,—1)P

erfullt sind.

16. Wihrend nach dem letzten Hilfssatz

o NN (1=0.1, 2,0 1 )
| FO(z)|, < Pe @ =0,P,2P,...,(n—1)P

ist, hat man nach Hilfssatz 1 wegen

3
1< IN sz @ <N':p
og
die Abschitzungen
3 N2 N3z nﬁl_ﬂ -1
I F(l)(.[,) IP > { CzA ZPﬁLlog Nt c*¥10g N on. N2 (2N)logNi

falls die Zahlen F®(z) nicht verschwinden. Diese Ungleichungen
lassen sich fiir hinreichend groBles natiirliches N nur dann mit
einander in Einklang bringen, wenn
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1=0,1,2,..., r,—1
F(g) — (1 v L2, )
()=0 =0, P,2P, ..., (r,—1)P

ist. Somit folgt:
Hivrssatz 8:  Die durch Hilfssatz 2 bestimmie Funktion F(x)
hat fiir geniigend grofes natiirliches N an den r, Stellen

z=0, P, 2P, ..., (r,—1)P

je eine Nullstelle mindestens von der Ordnung r,.

17. Die Funktion F(2) ist nach 13 eine Normalfunktion, und
sie hat an r, Stellen z; = AP mit | x; |, <1/P je eine Nullstelle

mindestens von der Ordnung r,. Wir kénnen demnach Satz 3
anwenden und haben dann in der dortigen Bezeichnung

doy+dy+...+ d’rl =17,
Es folgt also, daB fiir jede nichtnegative ganze rationale Zahl

I mit
<[]
—L2
und fir jede P-adische Zahl x mit

2, =5

P=p
die Ungleichung

1"

IF(”(‘”){P§ P 2
erfillt ist.
Daraus ergibt sich insbesondere, wenn N geniigend gro3 und
also
717y N
2 élog N

v

ist:
Hivrssatz 4: Die durch Hilfssatz 2 bestimmte Funktion F(z)
erfillt fiir hinreichend grofes natiirliches N die Ungleichungen

__ N (lz(),l,‘z,...,slAl )
| FP(2)| , < P 3legN  \y _o, P 2P,..., (s,—1)P)°

wenn ur Abkirzung
Ry 3
s; =[N, s,=[N /4]
gesetzt wird.
18
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18. Im Gegensatz zum letzten Hilfssatz ist nach Hilfssatz 1
jede der s;s, Zahlen

1=0,1,2,..., 8—1
(l) ( ) 3 s ’ 1 )
F®(z) x=0,P,2P,...,(s,—1)P

entweder gleich Null, oder sie geniigt der Ungleichung
| F‘”(.r)] > {CzN’/4P+N7/4+1C*N7/4 N2 (2N)nN7’4}_1
P— b
da
1<N'l, z2<N'hp
ist. Diese beiden Aussagen lassen sich fiir geniigend groBes
natiirliches N nur dann miteinander in Einklang bringen, wenn
die Funktionswerte F®(z) sdamtlich verschwinden, und also
folgt:
Hivrssatz 5: Die durch Hilfssatz 2 bestimmte Funktion F(z)
hat fiir hinreichend grofes natiirliches N an allen s, Stellen

=0, P, 2P, ..., (s,—1)P

je eine Nullstelle mindestens von der Ordnung s,.

19. Auf das letzte Ergebnis wenden wir erneut Satz 8 an. Die
Summe der Ordnungen der Nullstellen
=0, P, 2P, ..., (s,—1)P
ist jetzt gleich
8185.
Wenn wir demnach insbesondere # =0 nehmen und uns auf
Ableitungen bis zur 2N?-ten Ordnung beschrianken, so folgt:

Hivrssatz 6: Die durch Hilfssatz 2 bestimmte Funktion F(x)
erfullt fir geniigend grofes natiirliches N die Ungleichungen

NSl2
| FO(0)], = prN-sn < p (t=0,1,...,2N%.

20. Im Gegensatz zum letzten Ergebnis ist nach Hilffssatz 1
jede der Zahlen

Fd(0) (t=0,1,...,2N%
entweder gleich Null, oder sie befriedigt die Ungleichung
| F”’(O)I > {02N2+1 CtzN’ enN3/2 (2N)2nN2}‘1'
p=

Diese beiden Aussagen sind fiir hinreichend groBes natiirliches N
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nur dann nicht im Widerspruch zu einander, wenn gleichzeitig
Fh0)=0 (1=0,1,...,2N%

ist, und somit gilt:
Hivrssatz 7: Sobald die natiirliche Zahl N hinreichend grof

ist, besitzt die durch Hilfssatz 2 bestimmie Funktion F(z) im Null-
punkt ¥ = 0 eine Nullstelle mindestens von der Ordnung 2N24-1.

21. Sei N schon so groB3, daf3
2N2 + 1= (N+1)?

ist; dann ist nach dem letzten Satz insbesondere
N N

FO0)=2X X A (hA+kBY =0 (@ =0,1,...(N+1)*—1).

h=0 k=0
Dies sind (N 1) homogene lineare Gleichungen mit P-adischen
Koeffizienten fiir die (N--1)% Groflen

Ak (h, k=0,1,...,N)

die nach Hilfssatz 2 nicht alle verschwinden. Da auch im
P-adischen die bekannten Séatze iiber lineare Gleichungen gelten,
so mul3 demnach die Determinante

hyk=0,1,...,N
| (hA+-EB)| (l=0, 1,...,(N+1)”~1)

dieses Gleichungssystems verschwinden, und da sie eine Vander-
mondesche Determinante ist, also gleich dem Differenzen-Produkt
der Zahlen

hA+kB (h7k=o’1)"'sN);
so sind diese Zahlen nicht alle von einander verschieden. Das ist

nur moglich, wenn A eine rationale Zahl ist, und wir haben

also bewiesen:

Haurtsatz: Sind o und f zwei algebraische P-adische Zahlen
mit
1 1

0<|a—1],=5, 0<|f-1], =5,
so ist der Quotient ihrer Logarithmen

log «
- log

entweder eine rationale oder eine transzendente P-adische Zahl.

1

(Eingegangen, den 7. Juli 1934.)



