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Gruppen mit hamiltonschem Kern
von

Reinhold Baer

Manchester

Das Ziel der folgenden Zeilen ist, das Strukturproblem für
Gruppen mit hamiltonschem Kern auf das entsprechende Problem
für Gruppen mit abelschem Kern zurückzuführen.
Wir benutzen hierbei durchgehend die Ergebnisse einer früheren

Arbeit 1) und die folgenden
BEZEICHNUNGEN:

6(@) = Kommutatorgruppe von G.
j{ (M) = Kern von G = Gesamtheit der Elemente aus @, die mit jeder Unter-

gruppe von ffi vertauschbar sind.

8(G) = Zentrum von G).

OP - zur Primzahl p gehôrige Primärkomponente von G,
- Gesamtheit der Elemente von 6), deren Ordnung eine Potenz von p ist.

X ... X 3 X ... == direktes Produkt der Gruppen %, ..., Ql, ....
n 3 = Durchschnitt von 91 und Q$.

{ ... } = von den eingeschlossenen Elementen oder Elementmengen erzeugte
Untergruppe.

DEFINITION: Ist @ eine Gruppe, so ist lt§( OE ) die Gesamtheit der
mit jedem Element von $ll( G) vertauschbaren Elemente.

Offenbar ist ?(?) ) eine Untergruppe von (S; da $ll(G) eine
charakteristische Untergruppe von @ ist, so ist auch ?(0) ) eine
charakteristische Untergruppe, also ein Normalteiler von 0153.

0152 sei im folgenden stets eine Gruppe mit hamiltonschem Kern.
Dann gilt: 

(1) a) alle Elemente aus 0152 haben endliche, nicht durch 8

teilbare Ordnung;
b) ist die Ordnung eines Elementes durch 4 teilbar, so hat es

die Form t - 1), wo f ein Element der Ordnung 4 aus St(ffl)2, b ein
Element aus 6( G) ist;

1 ) R. BAER, Der Kern, eine charakteristische Untergruppe [Compositio Math.
1 (1934), 254-283], zitiert mit K.



242

c ) die Ordnung eines Elementes aus Q) ist dann und nur dann
nicht durch 4 teilbar, wenn es zu lt§( OE ) gehôrt. - Insbesondere ist
also ?[?(?)] abelsch.

BEWEIS : Da 9«,I-) hamiltonsch ist, so folgt aus K., § 2, Satz 1,
daB G nur Elemente endlicher Ordnung enthält. 2013 Ist g # 1

irgend ein Element aus @, so ist Sf(0153)2  Sf[{Sf()2’ g}]
wegen K., § 1 (4), d.h. $t[(A(OE), g} ] ist hamiltonsch und

{sr (Q))2’ g} / Sf[ {( 0153)2, 911 ist zyklisch; also ist K., § 4, Satz 5 an-
wendbar, woraus sofort (a) folgt. Ebenso folgt hieraus sofort, dal3
jedes Element, dessen Ordnung nicht durch 4 teilbar ist, zu 3S(@)
gehôrt, woraus sich (b) ergibt. Ist schlieBlich g ein Element aus
G, dessen Ordnung durch 4 teilbar ist, so ist g = a b, wo a ein
Element der Ordnung 4 aus e«35)21 b eines aus S(@) ist. Es

gibt dann wegen K., FuBnote 1) ein Element b in S(@)2) das mit
a zusammen eine Quaternionenuntergruppe von g(O)2 erzeugt
und insbesondere die Relationen a2=b2, a4=== v4=== l, a-Iv a== v-l,
v-1 a {) == a-1 erfüllt, und wir erhalten:

d.h. ab ist nicht mit b vertauschbar, gehôrt also nicht zu lll( O ),
womit auch (c) bewiesen ist.

BEWEIS : Wegen ( 1 c ) ist S(@)2 n &#x3E;B( Q») die Gesamtheit der Ele-
menteder0rdnung2aus S(@); also ist OE[Si(05)]  (M)2 n 5B(M)
wegen K., § 4 (14) und 3[St«5)21 == e«5), n 3(05) wegen K.,
FuBnote 1). Weiter folgt B[ (M )2J  3( M) aus ( 1 b ). - Ist

schlie13lich 5 ein Element aus 8( G ), so ist seine Ordnung wegen
( 1 b ) zusammen mit der Tatsache, da13 Sf( @)2 eine Quaternionen-
untergruppe enthâlt, nicht durch 4 teilbar, also B( M)  (M)
wegen (le), also 2(M)  3[(@)J. Ist umgekehrt 6 ein Element
aus 8[lll( G)], g ein beliebiges Element aus G, so ist 6 mit g ver-
tauschbar, wenn g in ?(?) enthalten ist. Ist g nicht in 5B( M)
enthalten, so hat g wegen (1 b) und (c) die Form f b, wo 
ein Element der Ordnung 4 aus e(0)21 b eines aus 3S(@) ist.
Dann ist à mit f nach Definition von lll(G), mit b als Ele-

ment aus vertauschbar, gehôrt also zu 3(0152), d.h.

8 ( OE ) = 8 [ lll ( OE ) ] .
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BEWEIS: Nach K., § 1 (4) ist Sé[lll(OE)] &#x3E; Sé( OE) n S(@). Ist

1 irgendein Element aus $t[lll(OE)], so haben wir also nur zu

zeigen, daB Ï in ?(0) enthalten ist, und hierfür ist, wegen K.,
§ 1 (8) hinreichend zu zeigen, daB t jedes nicht in 3S(@) enthaltene
Element g aus @ in eine Potenz transformiert. Jedes derartige
Element g hat aber wegen (1b) und (c) die Form a b, wo a ein
Element der Ordnung 4 aus Sù(O),, b eines aus 3S(@) ist. Die

Ordnung n von b ist dann wegen ( 1 c ) nicht durch 4 teilbar.
Dann wird

1-1 g t f-1 a b t = a f-1 b f, da jedes Element aus ?( @ ) mit jedem
aus SS(@) vertauschbar ist,

ab’, wo 1 zu n teilerfremd ist, da b aus ist.

Fall 1 : n ist ungerade; dann sind 4 und n teilerfremd, und
es gibt Zahlen r, s, so daB t - 1 = 4r - sn wird. Dann wird:

(a v)1+4r == a1+4r v1+4r, da a aus b aus lll( OE) ist,
a b = a bl, da 4 die Ordnung von a, n die von b ist,

- f-1 ab f.

Fall 2: n ist gerade; dann ist n = 2m, wo m ungerade ist,
und da 1 und n teilerfremd sind, so ist auch 1 ungerade, d.h.
1 - 1 =- 2q. Da m und 2 teilerfremd sind, so gibt es Zahlen r
und s, so dal3 q = 2r - m s und also l - 1 -4r-ns wird.
Dann wird

womit alles bewiesen ist.

(4) a. OE /6 ( G ) ist direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 2.

b. Qj entsteht aus ll§( OE) durch Adjunktion zweier Elemente
a und b, die folgende Relationen erfüllen:

a2 = b2 ist ein Element der Ordnung 2 aus OE[$%( G)] ,

Dies folgt aus (1 ) - (3 ) unter Berücksichtigung von K., Fu13-
note 1 ), wenn man als Elemente a, b irgend zwei Erzeugende
einer in St( G )2 enthaltenen Quaternionengruppe wahlt.

SATZ 1: Dann und nur dann existiert zu einer gegebenen Gruppe
S) eine Gruppe 0-5 derart, daB Sû(6-4) hamiltonsch u&#x3E;nd lll( G) = Sj
ist, wenn
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1 ) die Elemente aus S) sâmtlich endliche, nicht durch 4 teilbare
Ordnung haben,

2) 8(jj ) Elemente der Ordnung 2 enthâlt.
BE’VEIS: Die Notwendigkeit der Bedingung 1 folgt aus (le),

die der Bedingung 2 aus (2) und aus (4b).
Seien also die Bedingungen 1 und 2 erfüllt und 3 ein Element

der Ordnung 2 aus 8(§). Dann sei G eine Gruppe, die aus
durch Adjunktion zweier Elemente a und b entsteht, die mit
S) durch die folgenden Relationen verknüpft sind:

Die Vertrâglichkeit dieser Relationen folgt daraus, daB 6 Element
aus 8(jj) ist.

Da à ein Element der Ordnung 2 ist, so erzeugen die Elemente
a und b eine Untergruppe von (S vom Quaternionentyp.
Wir zeigen:
a und b sind in S ((S) enthalten.
Aus Symmetriegründen genügt es, dies für a zu beweisen. -

Ist g irgend ein Element aus ?, so lâ13t es sich stets auf eine der
folgenden Formen bringen:

4, a 1), fi 1), ab 1) mit 4 aus 5).
Wegen K., § 1 (8) genügt es zu zeigen [da ja offenbar alle

Elemente aus G endliche Ordnung haben], daB a jedes Element
aus @ in eine Potenz transformiert. Dies ist klar für Elemente
der Form 4 und a 1), da a mit diesen vertauschbar ist. Weiter ist

Fall 1: Die Ordnung h von 4 ist ungerade.
Dann wird

(Ó 1) )1+2h == Ól+2h 1)1+2h == Ó31), da b die Ordnung 4 hat und

Fall 2: Die Ordnung h von 4 ist gerade.
Wegen Bedingung 1 wird dann h == 2(1+2n), und wir erhalten:

Analog zeigt man, daB
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Damit ist gezeigt, daB a und also auch b zu Sl,( Q») gehbren,
d.h. ist hamiltonsch.
Wegen (lc ) und Bedingung 1 ist lll(G); ist g nicht ini

enthalten, so hat es die Form a%, b 1), a b 4 mit 4 in S) und also
eine durch 4 teilbare Ordnung, gehört also wegen (1 c ) nicht zu
%(OE), d.h. es ist lt§(OE) = jj.

Gezeigt ist auch der
ZUSATZ: Es sei fll eine Untergruppe der Gruppe #. Dann und

nur dann existiert eine Gruppe Q) mit hamiltonschem Kern derart,
dass lll(OE) = Sj und OE[$ll(G) ] = flE ist, wenn

1) die Elemente aus § sâmtlich endliche, nicht durch 4 teilbare

Ordnung haben,
2) fll ein Zyklus der Ordnung 2 aus 8«J) ist.

SATZ 2: Zwei Gruppen Q)(1) und Q)2) mit hamiltonschern Kern
sind dann und nur dann [einstufig] isomorph, wenn es eine iso-
morphe Abbildung von &#x3E;E(Q)(1») au f lt§ ( OE  2 &#x3E; ) gibt, die 0152[s:f(M(1»)]
in OE [ 9 ( G  2 &#x3E; ) ] über führt.

BEWEIS : Die Notwendigkeit der Bedingung folgt daraus, daB
lt§(OE) und 0152[ s:f( Qj) ] gruppeninvariant definierte Untergruppen
von 0153 sind.

Sei also oc eine OE[Sé(G1»] in OE[Û(W(2»] überführende iso-

morphe Abbildung von S(OE1» auf lll(G2». Weiter seien a(i),
b(i) zwei eine Quaternionenuntergruppe von g(Qi(i» erzeugende
Elemente. Dann läßt sich jedes Element aus (Mi) auf eine und

nur eine Weise auf die Form:

bringen, und wir definieren:

Da oc eine umkehrbar eindeutige Abbildung von &#x3E;{5( Q)(1») auf

(@(2») ist, so ist auch P eine umkehrbar eindeutige Abbildung
von W(l) auf Q)(2); da « ein Isomorphismus ist, der wegen K.,
§ 4 (14) und wegen unserer Bedingung

erfüllt, so ist P ein gesuchter Isomorphismus von OE1&#x3E; auf Qj(2).

Gezeigt ist auch der
ZUSATZ 1: Jede in OE[Si(3(2»] überführende iso-

morphe Abbildung von (0152(l)) auf lll ( G ) liif3t sich [auf mannig-
fache Weise] zu einer isomorphen Abbildung von Gi&#x3E; auf @(2)
erweitern.
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Nennt man zwei Elemente der Gruppe 2t isotyp in 2I, wenn
sie durch einen Automorphismus von 2t ineinander überführbar
sind, so folgt aus dem Zusatz zu Satz 1 und Satz 2 der

ZUSATZ 2: ISI # eine Gruppe, deren Elemente endliche, nicht
durch 4 teilbare Ordnung haben, so gibt es zu jeder Klasse in
isotyper Elemente der Ordnung 2 aus 8( l§j) eine und im wesent-
lichen nur eine Gruppe 0152 derart, daß $l/(OE) hamiltonsch und

%§( G) = % ist, wâhrend zu verschiedenen Klassen wesentlich ver-
schiedene Gruppen G dieser Art gehôren.
Bedenkt man, daB eine Gruppe, deren sâmtliche Elemente die

Ordnung 2 haben, direktes Produkt von Zyklen der Ordnung 2
ist - denn wegen 1 = ( g y ) = g yg-l y-1 ist eine solche Gruppe
abelsch -, daB jede Untergruppe einer solchen Gruppe direkter
Faktor ist, daf3 also alle Elemente e 1 in einer solchen Gruppe
isotyp sind, so folgt der
ZUSATZ 3: Ist (55 eine Primârgruppe mit hamiltonschem Kern,

so ist G = $l/( G ) 2) und man erhiilt also genau alle Primiirgruppen
mit hamiltonscheni Kern als direktes Produkt einer Quaternionen-
gruppe mit einer beliebigen Anzahl von Zyklen der Ordnung 2.

Ist 0153 eine Gruppe mit hamiltonschem Kern, so ist im Allge-
meinen die Struktur von 0153 nicht allein durch die Struktur von

lll(G) bestimmt. Um dies zu zeigen, genügt es wegen Zusatz 2
eine Gruppe D zu konstruieren, deren Elemente endliche, nicht
durch 4 teilbare Ordnung haben, und deren Zentrum verschiedene
Klassen von in SJ isotypen Elementen der Ordnung 2. enthâlt.
Ein Beispiel einer solchen Gruppe ist die Gruppe SJ mit den

Erzeugenden:
Relationen:

Dann ist 2 ( Sj) = {u, (b tu )1+2n}, und u und ( b Y )1+2n sind nicht
isotyp in Sj.

2) Hieraus folgt insbesondere, daB die Behauptung von K, § 4, Satz 5 für allé

Gruppen mit hamiltonschem Kern richtig bleibt, die als direktes Produkt ihrer

Primarkomponenten darstellbar sind.

(Eingegangen den 24. Mai 1934.)


