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Gruppen mit hamiltonschem Kern

von

Reinhold Baer

Manchester

Das Ziel der folgenden Zeilen ist, das Strukturproblem fiir
Gruppen mit hamiltonschem Kern auf das entsprechende Problem
fiir Gruppen mit abelschem Kern zuriickzufiihren.

Wir benutzen hierbei durchgehend die Ergebnisse einer fritheren
Arbeit 1) und die folgenden

BEZEICHNUNGEN:

€(®) = Kommutatorgruppe von .

R(®) = Kern von & = Gesamtheit der Elemente aus &, die mit jeder Unter-
gruppe von & vertauschbar sind.

3(®) = Zentrum von .

@1, = zur Primzahl p gehérige Primérkomponente von &,
= Gesamtheit der Elemente von , deren Ordnung eine Potenz von p ist.
AX ... xXB X ...=direktes Produkt der Gruppen %,..., B,....
A M B = Durchschnitt von A und B.
{.. .} = von den eingeschlossenen Elementen oder Elementmengen erzeugte
Untergruppe.

DEFINITION: Ist & eine Gruppe, so ist BL(®) die Gesamtheit der
mit jedem Element von K(®), vertauschbaren Elemente.

Offenbar ist B(®) eine Untergruppe von &; da K(&), eine
charakteristische Untergruppe von @ ist, so ist auch B(®) eine
charakteristische Untergruppe, also ein Normalteiler von &.

® sei im folgenden stets eine Gruppe mit hamiltonschem Kern.
Dann gilt:

(1) a) alle Elemente aus & haben endliche, nicht durch 8
teilbare Ordnung;
b) st die Ordnung eines Elementes durch 4 teilbar, so hat es
die Form ¥t - v, wo tein Element der Ordnung + aus $(®),, b ein
Element aus B(®) ist;

!) R. BaeRr, Der Kern, eine charakteristische Untergruppe [Compositio Math.
1 (1984), 254—283], zitiert mit K.
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242 Reinhold Baer. 2]

c) die Ordnung eines Elementes aus ® ist dann und nur dann
nicht durch 4 teilbar, wenn es zu B(®) gehort. — Insbesondere ist
also R[B(S)] abelsch.

BeEwels: Da &(®) hamiltonsch ist, so folgt aus K., § 2, Satz 1,
dal & nur Elemente endlicher Ordnung enthialt. — Ist g#1
irgend ein Element aus ®, so ist &(®), < & {R(S),, g}]
wegen K., § 1 (4), d.h. R[{®(®),, g}] ist hamiltonsch und
{R(®),, a}/R[{R(®),, g}] ist zyklisch; also ist K., § 4, Satz 5 an-
wendbar, woraus sofort (a) folgt. Ebenso folgt hieraus sofort, dal
jedes Element, dessen Ordnung nicht durch 4 teilbar ist, zu B(®)
gehort, woraus sich (b) ergibt. Ist schlieflich gein Element aus
®, dessen Ordnung durch 4 teilbar ist, so ist g = ab, wo a ein
Element der Ordnung 4 aus f(®),, b eines aus B(G) ist. Es
gibt dann wegen K., Fuflnote!) ein Element b in §(®),, das mit
a zusammen eine Quaternionenuntergruppe von £(®), erzeugt
und insbesondere die Relationen a2=52, aqt=0b%=1, alba=0b"1,
b—1ab=a?! erfiillt, und wir erhalten:

b-lapb = a1y, da v in B(G), b in K(G),,
F#ab,

d.h. ab ist nicht mit b vertauschbar, gehort also nicht zu B(®),
womit auch (c) bewiesen ist.

(2) C[R(®)] =R(®), N B(®) = Gesamtheit der Elemente der
Ordnung 2 aus K(©®)
= 8[9(@)2]
= 3(8) = 3[B(®)].

Beweis: Wegen (1c) ist £(®), N B(®) die Gesamtheit der Ele-
mente der Ordnung 2 aus ®(®); alsoist E[R(G)] < R(®), N B(S)
wegen K., § 4 (14) und 3[S(®),] =R(G), N B(®) wegen K.,
FuBnote 1). Weiter folgt 3[ ®(®),] < 3(®) aus (1b). — Ist
schlieBlich 3 ein Element aus 3(®), so ist seine Ordnung wegen
(1b) zusammen mit der Tatsache, dal £(®), eine Quaternionen-
untergruppe enthilt, nicht durch 4 teilbar, also 3(®) < B(®)
wegen (1c), also 3(®) < 3[B(®)]. Ist umgekehrt 3 ein Element
aus 8[B(®)], g ein beliebiges Element aus ®, so ist 3 mit g ver-
tauschbar, wenn g in B(®) enthalten ist. Ist g nicht in B(S)
enthalten, so hat g wegen (1b) und (¢) die Form fp, wo f
ein Element der Ordnung 4 aus ®(®),, b eines aus B(®) ist.
Dann ist 3 mit f nach Definition von B(®), mit b als Ele-
ment aus 3[B(®)] vertauschbar, gehort also zu 3(®), d.h.

3(®) = 3[B(G)].
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(3) R(G) N B(®) = K[B(G)].
Bewers: Nach K., § 1 (4) ist R[B(®)] = ®(G) n V(). Ist

f irgendein Element aus &[B(®)], so haben wir also nur zu
zeigen, daB3 ¥ in ®(®) enthalten ist, und hierfir ist, wegen K.,
§ 1 (8) hinreichend zu zeigen, daf fjedes nicht in BL(®) enthaltene
Element g aus ® in eine Potenz transformiert. Jedes derartige
Element g hat aber wegen (1b) und (c) die Form a - b, wo a ein
Element der Ordnung 4 aus K(®),, b eines aus B() ist. Die
Ordnung n von b ist dann wegen (1c) nicht durch 4 teilbar.
Dann wird

Flgt=flabf=ath{ da jedes Element aus &(®), mit jedem
aus B(®) vertauschbar ist,
= abl, wo l zu n teilerfremd ist, da b aus B(G) ist.

Fall 1: = ist ungerade; dann sind 4 und 7 teilerfremd, und
es gibt Zahlen r, s, so dal I —1 = 4r — sn wird. Dann wird:

(ab)+4r = ql+4 ph1+4 da a aus R(),, b aus B[(O) ist,
= ab¥s" = qbl, da 4 die Ordnung von a, n die von b ist,
= Flabt.

Fall 2: n ist gerade; dann ist n = 2m, wo m ungerade ist,
und da ! und n teilerfremd sind, so ist auch ! ungerade, d.h.
l—1=2¢. Da m und 2 teilerfremd sind, so gibt es Zahlen r
und s, so daB ¢=2r —ms und also | —1=4r —ns wird.
Dann wird

(ab)1+4r = ql+arplar — qplins
=ab!= fFlabf,
womit alles bewiesen ist.

(4) a. ®/B(®) ist direktes Produkt zweter Zyklen der Ordnung 2.
b. & entsteht aus B(®) durch Adjunktion zweier Elemente
a und b, die folgende Relationen erfiillen:

a? = b2 ist ein Element der Ordnung 2 aus C[R(®)],
aba1bh1 = qa? = b2,
ab=>ba, bb=10Db fir jedes b aus B.

Dies folgt aus (1)—(8) unter Beriicksichtigung von K., Fuf}-
note 1), wenn man als Elemente a, b irgend zwei Erzeugende
einer in §(®)? enthaltenen Quaternionengruppe wihlt.

Satz 1: Dann und nur dann existiert zu einer gegebenen Gruppe
9 eine Gruppe & derart, daff R(®) hamiltonsch und B(G) =H

ist, wenn
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1) die Elemente aus 9 samilich endliche, nicht durch 4 teilbare
Ordnung haben,

2) B(D) Elemente der Ordnung 2 enthdlt.

BewEels: Die Notwendigkeit der Bedingung 1 folgt aus (1c),
die der Bedingung 2 aus (2) und aus (4b).

Seien also die Bedingungen 1 und 2 erfiillt und 3 ein Element
der Ordnung 2 aus 3(9). Dann sei & eine Gruppe, die aus 9
durch Adjunktion zweier Elemente a und b entsteht, die mit
$ durch die folgenden Relationen verkniipft sind:

a2 =b2=aqaba1b1=3

g?); gg} fir jedes Y aus 9.
Die Vertraglichkeit dieser Relationen folgt daraus, dafl 3 Element
aus 3(9) ist.

Da 3 ein Element der Ordnung 2 ist, so erzeugen die Elemente
a und b eine Untergruppe von & vom Quaternionentyp.

Wir zeigen:

a und b sind in K(®) enthalten.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, dies fir a zu beweisen. —
Ist g irgend ein Element aus &, so 1aBt es sich stets auf eine der
folgenden Formen bringen:

b, ah, bh, abh mit § aus .

Wegen K., § 1 (8) geniigt es zu zeigen [da ja offenbar alle
Elemente aus & endliche Ordnung haben], daB3 a jedes Element
aus & in eine Potenz transformiert. Dies ist klar fiir Elemente
der Form Y und aY), da a mit diesen vertauschbar ist. Weiter ist

a'bha = albalh = b-1h = b3}.
Fall 1: Die Ordnung 2 von } ist ungerade.

Dann wird

(bp)+2h = pi+2hfhi+2k — p3f) da b die Ordnung 4 hat und
2h = 2 mod 4 ist,
=albha.
Fall 2: Die Ordnung k von Y ist gerade.
Wegen Bedingung 1 wird dann - = 2(1+2n), und wir erhalten:
(bb)1+h — bl+hbl+h — b3b
=a-1lbha.
Analog zeigt man, daf3

(ab h)+22, falls h ungerade ist,
-1 — 7
a-tabha = { (abh)+", falls h gerade ist.
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Damit ist gezeigt, daB a und also auch b zu §(®) gehoren,
d.h. ®(®) ist hamiltonsch.

Wegen (1c) und Bedingung 1 ist § < B(®); ist g nicht in
enthalten, so hat es die Form aY), b}), abh) mit §) in H und also
eine durch 4 teilbare Ordnung, gehort also wegen (lc) nicht zu
B(®), d.h. es ist L(G) = 9.

Gezeigt ist auch der

Zusarz: Es sei B eine Untergruppe der Gruppe ©. Dann und
nur dann existiert eine Gruppe & mit hamiltonschem Kern derart,
dass B(G) =9 und C[R(G)] =B ist, wenn

1) die Elemente aus $ sdmilich endliche, micht durch 4 teilbare
Ordnung haben,

2) B ein Zyklus der Ordnung 2 aus 3(D) ist.

Sarz 2: Zwet Gruppen &N und &2 mit hamiltonschem Kern
sind dann und nur dann [einstufig] isomorph, wenn es eine iso-
morphe Abbildung von B(GYV) auf B(G®@) gibt, die C[R(GD)]
in C[R(G®)] uberfiihrt.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt daraus, daf3
B(®) und E[R(G)] gruppeninvariant definierte Untergruppen
von & sind.

Sei also « eine G[R(GY)] in E[RK(G®)] uberfilhrende iso-
morphe Abbildung von L(G®) auf B[(G). Weiter seien a®),
b zwei eine Quaternionenuntergruppe von R(®®) erzeugende
Elemente. Dann la8t sich jedes Element aus &® auf eine und
nur eine Weise auf die Form:

a®7p@spy mit r, s =0,1 und b aus B[(G?)
bringen, und wir definieren:
B(aVrpMsp) = a7 hDsg ().
Da o« eine umkehrbar eindeutige Abbildung von R¥(®) auf
B(G?) ist, so ist auch B eine umkehrbar eindeutige Abbildung

von W auf G®; da o ein Isomorphismus ist, der wegen K.,
§ 4 (14) und wegen unserer Bedingung

2(a02) = (H12) = o (aD h12] = a@2 — pD2 — (g2 p(D))?
erfiillt, so ist B ein gesuchter Isomorphismus von & auf @@,
Gezeigt ist auch der
Zusatz 1: Jede C[R(GV)] in C[R(G®@)] diberfiihrende iso-
morphe Abbildung von B(GN) auf B(G?) lGt sich [auf mannig-

fache Weise] zu einer isomorphen Abbildung von &0 aquf G®
erweitern.



246 Reinhold Baer. [61

Nennt man zwei Elemente der Gruppe U isotyp in %A, wenn
sie durch einen Automorphismus von U ineinander iberfithrbar
sind, so folgt aus dem Zusatz zu Satz 1 und Satz 2 der

Zusatz 2: Ist © eine Gruppe, deren Elemente endliche, nicht
durch 4 teilbare Ordnung haben, so gibt es zu jeder Klasse in $
isotyper Elemente der Ordnung 2 aus 3(9) eine und im wesent-
lichen nur eine Gruppe & derart, daf 8(®) hamiltonsch und
B(®) =9 ist, wihrend zu verschiedenen Klassen wesentlich ver-
schiedene Gruppen & dieser Art gehoren.

Bedenkt man, daB3 eine Gruppe, deren samtliche Elemente die
Ordnung 2 haben, direktes Produkt von Zyklen der Ordnung 2
ist — denn wegen 1 = (zh))2=rhz1y! ist eine solche Gruppe
abelsch —, daB3 jede Untergruppe einer solchen Gruppe direkter
Faktor ist, daf also alle Elemente 1 in einer solchen Gruppe
isotyp sind, so folgt der

Zusatz 8: Ist & eine Primdrgruppe mit hamiltonschem Kern,
s0 ist @ = R(®) 2) und man erhdlt also genaw alle Primdrgruppen
mit hamiltonschem Kern als direktes Produkt einer Quaternionen-
gruppe mit einer beliebigen Anzahl von Zyklen der Ordnung 2.

Ist & eine Gruppe mit hamiltonschem Kern, so ist im Allge-
meinen die Struktur von & nicht allein durch die Struktur von
B(®) bestimmt. Um dies zu zeigen, geniigt es wegen Zusatz 2
eine Gruppe 9 zu konstruieren, deren Elemente endliche, nicht
durch 4 teilbare Ordnung haben, und deren Zentrum verschiedene
Klassen von in 9 isotypen Elementen der Ordnung 2.enthilt.
Ein Beispiel einer solchen Gruppe ist die Gruppe $ mit den

Erzeugenden: u, b, w und den
Relationen:  u? = p2 =12 =1, (bip)21+2) =1 mit n>0,
up = bu, uw =iou.
Dann ist 3(9) = {u, (vbw)*2"}, und u und (bw)*2* sind nicht
isotyp in 9.

2) Hieraus folgt insbesondere, da8 die Behauptung von K, § 4, Satz 5 fiir alle
Gruppen mit hamiltonschem Kern richtig bleibt, die als direktes Produkt ihrer
Primiirkomponenten darstellbar sind.

(Eingegangen den 24. Mai 1934.)



