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Sur la connexité locale d’ordre supérieur
par

Eduard éech

Brno

Ce Mémoire est divisé en deux chapitres. Dans le premier je
donne un bref exposé de la théorie de I’homologie dans un espace
quelconque, en supposant que les coefficients appartiennent &
un groupe abélien additif complétement arbitraire!). Je me sers
beaucoup de mon Mémoire Théorie générale de I'homologie dans
un espace quelconque [Fund. Math. 19 (1932), 149—188], cité:
HomoLogIE. Je voudrais attirer l’attention du lecteur sur le
théoréme du n° 11 qui exprime en toute généralité le lien entre
homologie et homotopie. On pourrait utiliser ce théoréme (et
ceux donnés dans HoMoLoGIE) pour démontrer les propriétés
combinatoires de I’espace euclidien sans faire usage de polyédres.

Dans le second chapitre je m’occupe de la connexité locale
d’ordre supérieur, définie moyennant I’homologie 2). La con-
nexité locale d’ordre 0 ne différe guere (v. n°. 15) de la connexité
locale au sens classique. Apres avoir donné la définition (n°. 138),
j’expose une série de critéres pour la connexité locale d’ordre
supérieur. Les corollaires des n°. 85 et 87, ne contenant expli-
citement aucune notion combinatoire, sont intéressants parce
qu’ils donnent une localisation des deux théorémes classiques de
JANISZEWSKI 3).

Dans un Mémoire qui fera suite & celui-ci, j’étudierai en parti-
culier les espaces bicompacts partout localement connexes
d’ordres 0, 1, ..., n. En ce qui concerne les cycles de dimension
n, ces espaces sont une généralisation naturelle des polyedres.

1) Cf. P. ALexanDpro¥F, Uber die Urysohnschen Konstanten [Fundamenta
20 (1933), 144—150 (141)].

2) Cette notion n’est pas nouvelle (voir P. ALEXANDROFF [Annals of Math.
30 (1929), note 63 au bas de la page 181]); néanmoins elle ne semble pas avoir

.
3) Sur les coupures du plan faites par les continus. [Prace Matem. -- Fiz.
26 (1918)]. Il existe une autre localisation de ces théorémes, que je publierai ailleurs.

été étudiée jusqu’a présent. Nt
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I.

1. Soit R un espace topologique (HomoLocik, III, 1). Nous
aurons souvent l’occasion de supposer que R satisfasse & I'un
des axiomes de séparation que voici:

1.1. (Aaxiome de M. Hausdorff): a et b étant deux points de
R distinets 'un de D'autre, il existe des ensembles ouverts U
et V tels que aeU, beV, UV =0.

1.2. (Régularité de R): U étant un entourage?) de aeR, il
existe un entourage V de a tel que VCU.

1.3. (Normalité de R): F et @ étant deux ensembles fermés
tels que F@ =0, il existe des ensembles ouverts U et V tels que
FCU, oCV, UV =o0.

1.4. (Normalité compléte de R): Soit S un sous-ensemble
arbitraire de R; soient P et () deux ensembles ouverts dans S
et tels que PQ = 0: alors il existe des ensembles U et V ouverts
dans R et tels que PCU, QCV, UV =0.

Chacun de ces axiomes est plus fort que les précédents. Chaque
espace méirique satisfait & l'axiome 1.4. Les exiomes 1.1, 1.2
et 1.4 sont héréditaires: chaque sous-ensemble S d’un espace R
satisfaisant a4 ces axiomes les vérifie lui-méme. L’espace R satis-
fait & 1.4 si et seulement si cet espace satisfait héréditairement
a 1.8.

2. Soit R un espace complétement normal. Soit S un sous-
ensemble arbitraire de R. Soit V, un sous-ensemble ouvert de S;
soit U un sous-ensemble ouwvert de R; soit VoCU. Il existe un
sous-ensemble V ouvert de R tel que VCU, Vo= SV, SV,=SV.

Démonstration. Les ensembles V, et S — ¥, sont ouverts dans
S ct Vo(S—V,) = 0. D’apres 1.4 il existe des ensembles G et H
ouverts dans R et tels que V,CG, S — VoCH, GH =0. H étant
ouvert, on a GH = 0. L’ensemble V, étant ouvert dans S, il
existe un ensemble K ouvert dans R et tel que V, = SK. Posons
V =UGK. Alors SV=SK. UG=V,. UG=V,. Comme V,CV,
on a SV,CSV. Comme S—V,CH, GH=0, VCG, on a
(S—V,)V =0, d’ou SV CSV,. Donc SV,= SV.

3. L’espace R s’appelle bicompact s’il satisfait a 1.1 et si de
chaque famille d’ensembles ouverts recouvrant R on peut extraire
une famille finie recouvrant R.

4) Un entourage d’un point ou d’un sous-ensemble est un ensemble ouvert
contenant le point ou le sous-ensemble considéré.
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Chaque espace bicompact est normal. Un 'sous-ensemble S d’un
espace bicompact R est bicompact si et seulement s’il est fermé
dans R. Un espace mélrique R est bicompact si et seulement
s’il est compact, c’est-a-dire si chaque suite de points de R con-
tient une suite partielle convergente.

4. Soit R un espace topologique quelconque. Soit n = — 1,
0,1, 2,.... Nous dirons®) que dim R =< n, si chaque réseau %)
1l dans R possede un affinement (HomorocIe II, 9) B d’ordre 7)
<n.

5. A et B étant deux ensembles quelconques, on désigne par
A x B T’ensemble de tous les couples ordonnés (a, b), ol aeAd,
be B. Supposons que 4 et B soient des espaces topologiques.
M étant un sous-ensemble arbitraire de 4 X B, on dit que M
est ouvert dans 4 X B si, (a, b) étant un point quelconque de
M, il existe un entourage U de a dans A4 et un entourage V de
b dans B tels que U x V' C M. On voit sans peine que 4 X B est
en vertu de cette définition un espace topologique.

Si U est un réseau dans A4 et si B est un réseau dans B, ’en-
semble U X B de tous les U XV, ou U et V parcourent respecti-
vement tous les sommets de 1l et de B, est évidemment un
réseau dans 4 X B.

6. Sotent A et B deux espaces bicompacts. Soit 3 un réseau
dans A X B. Il existe un réseau 1 dans A et un réseauw B dans
B tels que U X B soit un affinement de 3.

Démonstration. Soit a un point de 4. Pour chaque be B il existe
un sommet Z(a,b) de 3 tel que (a,b)eZ(a,b). L’ensemble
Z(a, b) étant ouvert dans A X B, il existe un entourage P(a, b)
de @ dans A et un entourage Q(a,b) de b dans B tels que
P(a, b) x Q(a, b)C Z(a, b). Les ensembles Q(a, b) sont ouverts
dans B et X Q(a, b) = B. L’espace B étant bicompact, il existe

beB
des points b, 1, by 95 - - > by ke de B en nombre fini tels que
®(a) ={Q(a, b, 1), Qa, by2),---» Qa, b, 1)} est un réseau
dans B. Posons

k(a)
U(a) = 11 P(a, b, ;).
=1

7

3) Cf. éasopis pro pést. mat. a fys. 62 (1933), 277 —291.

6) Les réseaux considérés dans ce Mémoire sont tous de réseaux ouverts (Ho-
moLoGIE III, 2).

7) L’ordre du réseau 3 est la dimension maxima d’un ®-simplexe (HOMOLOGIE
II, 2).
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Les ensembles U(a) sont ouverts dans 4 et X U(a) = A. L’espace
a€d
A étant bicompact, il existe des points a;, a5, ..., a; de 4 en

nombre fini tels que W= {U(a;), U(a,), . . ., U(a,)} est un réseau
dans A. Soit B un réseau dans B qui soit un affinement simul-
tané de tous les réseaux &(a;) (1 <¢=~h). Alors U X B est un
réseau dans A X B. Soit U(a;) XV un sommet arbitraire de
U x B. Il suffit de prouver qu’il existe un point be B tel que
U(a;) xV CZ(a, b). Le réseau B étant un affinement de G(a,), il
existe un indice j (1 =7 =< k(a;)) tel que VCQ(a;, b, ;). Or on
a U(a;)C P(a;, b, ;). Done '

U(a;) XV C P(a,, ba'.,j) X Q(a;, bai,j)C Z(a;, ba,.,j)-

7. Un espace topologique R est dit conneze si une décompo-
sition R=U+V, ou U et V sont des sous-ensembles ouverts et
non vides, ne peut avoir lieu que si UV #0

Un sous-ensemble connexe maximé d’un espace R s’appelle
une composante de R. Chaque point ae R appartient & une et a
une seule composante de R.

Deux points a et b de I’espace R sont dits séparés dans R, s’il
existe une décomposition R =U + V, ou U et V sont des sous-
ensembles ouverts de R tels que aeU, belV, UV = 0. Un sous-
ensemble Q de R s’appelle une gquasicomposanie de R, s’il est
maximé (saturé) relativement & la propriété suivante: deux de
ses points ne sont jamais séparés dans R. Chaque point aeR
appartient & une quasicomposante de R et & une seule.

Chaque composante de R fait partie d’une quasicomposante
de R. Si le nombre total de quasicomposantes de R est fini, ou
bien si ’espace R est bicompact, les quasicomposantes son?
identiques avec les composantes.

8. Soient A4 et B deux espaces topologiques. Soit f une fonction
(univoque) définie dans A, dont les valeurs soient des points
de B. On dit que la fonction f est continue si, U étant un sous-
ensemble ouvert de f(A4)C B, ’ensemble f~1(U) de tous les ze A
tels que f(2)eU est ouvert dans A.

Si I’espace A est bicompact, I’espace f(A) I'est aussi pourvu
que B satisfasse & I'axiome de M. Hausdorff (1.1).

9. (@ désigne ’ensemble de tous les nombres entiers. i désigne
I’ensemble de tous les nombres rationnels.

Un groupe abélien additif contenant au moins deux éléments
sera appelé un domaine. € et R sont donc des domaines particuliers.
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10. Soit R un espace topologique. Soit Z la famille de tous
les réseaux ouverts dans R. Dans HomoLogiE II j’ai développé
une théorie de ’homologie dans R #) en supposant que les coeffi-
cients dans les cycles et dans les homologies appartiennent au
domaine . Toute la théorie reste d’ailleurs valable quand on
remplace R par le domaine des entiers réduits mod m, ot m =2,
3,...; v. HomoroGIE V, 1.

Or soit ® un domaine completement arbitraire. On voit sans
peine que tout le contenu de HomorogIE II, 1—15 se transporte
textuellement au cas ol on remplace R par D. Pour plus de charté,
j’introduirai les termes: (n, 11)-chaine du domaine ® (HoMoLOGIE
II, 8) et (n, U)-cycle (absolu ou relatif?)) du domaine ® (Ho-
MoLoGIE II, 7) pour indiquer que les coefficients appartiennent
a d.

Ajoutons les deux remarques suivantes:

10.1. C»(11) étant une (n, 11)-chaine du domaine € et r étant
un élément de D, on peut former la chaine r C*(11) du domaine D.
Si C*(1)CA (Homorocie II, 5), on a aussi rC*(11)CA4. Si
cr(l) - I'-1(11) (HomorociE II, 4), on a aussi rC*(Ul) -
rI'm-1(1) ete.

10.2. C°(l) = Zr U ¢tant une (0, 11)-chaine du domaine 9,
je pose J[C°(1)] —27’ €D. Si C°(N)v0, on a J[CO(1)] =0.

Soit B un afflnement de 1; soit w = Pr (B, 1) (HomorocIE 11,
10 et 11); soit C°(W) une (0, B)-chaine du domaine D; alors
J[7zCO(B)] = JCO(B).

Comme dans HomoLrocie II, 20, on définit les (n, R)-cycles
(absolus ou relatifs?)) du domaine ®. Nous convenons d’écrire
simplement C™ (p. ex.) au lieu de {C*(11)}: donc C™ est 'ensemble
de tous les C»(11) attachés aux réseaux 1.

Si I'° est un (0, R)-cycle absolu du domaine 9D, on voit sans
peine que I’élément r = J[I'°(11)] de D est indépendant du choix
du réseau U; je pose r = J(I'°).

11. Prémisses: 1° R et T sont des espaces bicompacts,

20 o et B sont deux points de T non séparés (v. 7) Pun de Uautre
dans T,

8% S est un sous-ensemble fermé de R,

49 f est une fonction continue définie dans S x T,

8) La famille Z y était beaucoup plus générale; mais nous avons déja signalé
que, dans ce Mémoire, nous nous servirons exclusivement de réseaux ouverts.
?) Tous les cycles considérés dans ce Mémoire sont absolus.
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5° f(SxT)=MCR,

6° f(x, o) = @ pour chaque z€S,

7° f(S, B) = S*,

80 U est un réseau dans R.

Conclusion: Il existe un affinement B de WU jouissant de la
propriété suivante: Soit k=0,1,2,.... Soit x="Pr (B, N). Soit
T%(B) un (k, B)-cycle dans S d’un domaine D quelconque. 11 existe
un (k, W)-cycle A*(1) dans S* du domaine D tel que mI™*(11)co
A¥(1) dans M.

Démonstration. Considérons le réseau M1l dans M (HoMOLOGIE
III, 4). U étant un sommet de U tel que MU # 0, I’ensemble
JHMU) est (v.8) un sous-ensemble ouvert de S x T; tous les
SUMU) (Uell, MU +0) constituent un réseau 3 dans S x T.
D’apres 6, il existe un réseau W dans S et un réseau ¥ dans T
tels que W X T soit un affinement de 3; soit ¢ = Pr (W x T, 3).
Les points «, feT n’étant pas séparés dans T, il existe (Homo-
LogiE III, 18) des sommets 7, (0 <i¢=<n) de T tels que aeTy,
peT,, T, T, #0 (1=i=n)

Soit W un sommet quelconque de W. Alors Z = (W X T,)
est un sommet de 3. D’apres la définition de 3, il existe un
sommet U = y; W de U tel que f(W xXT,)C f(Z) = MU. Comme
aeTl,, d’aprés 11.6 on a W =f(W xa)C f(WxT,)CMU, d’ou
W CSU, car WCS. 1l en résulte que le réseau W est un affi-
nement de S U et qu’il existe une projection 7; = Pr (B, SN) telle
que ;W =S. y W, My W =f(Z), ol Z = (W xT,).

Chaque We® étant un ensemble ouvert dans S et contenu
dans myW = SU, ou U = y,W, on peut y attacher un ensemble
V = y,W ouvert dans R et tel que W=SV, VCU. L’ensemble

R— % 9w, W CR — S est fermé dans R et par suite bicompact.
Wel

Il en résulte qu’on peut le recouvrir par un nombre fini d’ensem-
bles V" ouverts dans R, chaque 7’ étant contenu dans un ensemble
de la forme U — S, ou Ue Il. En ajoutant ces ensembles V' aux
ensembles V = y,W, o We2B, on obtient un affinement B de N
tel que SB = W. On voit qu’il existe une projection = = Pr (B, N)
telle que wy,W = y,W pour chaque WeR.

Ceci étant, rangeons tous les sommets de % dans une suite
finie bien déterminée

Wo, Wy oooy W

Soit (W,,, Wy, ..., W,,) un (k, B)-simplexe; on peut supposer
que vy < ¥ <...<<w,. Pour 1 <7=<mn posons 1)

10) Cf. Homorocie II, 12.
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Py (W, Wy, ..., W, ) =
k
:lEO( l)h(WvoX Tigs oo s Wy XToy, W, x Ty, W, xT),

en convenant que chaque symbole dont les sommets ne sont
pas tous distincts I'un de l'autre signifie zéro. Donc

P’L.““(Wvo, Wy,ooo, W,,k)
est une (k, WX T)-chaine. Si
CHB) =2 b, .y (W Wis oo, W)
est une (k, W, )-chaine du domaine D, posons
PEACH®)] = Sy, PSH (W, W, ... W,).
Pour 0 <7 =n posons
QB =2 by, (W, X Ty ..., W,y XT,);

c’est done une (k, WX T)-chaine du domaine L. On démontre
sans peine!l) que pour 1=:i=<n

(1) P[CHB)] > Q[CH(W)] —
— 0, [CH(B)] — PEFCHW)] ).

Or soit I'*(B) un (k, B)-cycle dans S du domaine D. Comme
SB = W, on a (Homorogie III, 7)

SI'*(B) = Ea,, v rgWop Wysooes W, ),
() I*B)=ZXa,, . (W, W, ...9W,).
D’apreés (1) on a pour 1=i1=<n
PEFI[STH(RB)] — Q[STHB)] — QF_,[ST*R)],
car I'*(B) — 0, d’ou ST'*(BV) — 0. Donc
Qi [STH(B)] oo 24, [STH(B)],

d’ont

(3) @QE[STH(B)] o g2 [STH(B)].

Posons Z, = (W, xT,), Z,=e(W,xT,). Alors (3) s’écrit
Zay, . (Lo 2y, Zy)oBay, (2,7, 2,).

11) V. S. Lerscurrz [Topology, 11, 8].
12) Pour k = 0 on doit poser P}[FCo()] = 0.
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Comme f(8) = MU, on en déduit sans peine que

Sy . o [[(Z)f(Z,) - £(Z,)]
et Ta,, L [f(Zs, 2y e Z,)]

sont des (k, M U,)-cycles du domaine ® homologues I'un a
Pautre. En posant f(Z,)= MU,, f(Z,) = MU, U,ll, U,ell,
on voit que

(4) Zavo’vl...vk (U'yo, lea e ey ka) o
Eavovl...vk (U;o’ U;lg oo ey U;,k) dans M,

les deux membres étant des (&, 11)-cycles du domaine ® dans M.
Comme Z,=@(W,xXT,), ona f(Z,)=Myp,W,, douU,=y, W, =
ap,W,. On en déduit en vertu de (2) que

(5) Sa,, . (Uys Uy, U,) =al5B).

Comme BeT,, Z,OW,xT,, on a
k k
(Sxp)- 1 Z, DLW, x 0,
h=0 " p=0 *

k
d’ou S*.I1U, 0 d’aprés 11.7, car U, Df(Z,). Donc
h=0

(6) W) =3d,, (U, Uy, s Up)

est situé dans S*. Or il résulte de (4), (5) et (6) que nI"*(B)
4¥(1) dans M, c. q. f. d.

12. Soit R un espace complétement normal. Soient ¢ et v deux
sous-ensembles fermés de R. Soit L un réseauw donné dans R. 11
existe un affinement B de U jouissant de la propriété suivante: St
une (k, B)-chaine (k=0,1,2,...) dun domaine D arbitraire est
située dans @ et dans vy, elle est aussi située dans @yp.

Démonstration. Soit (Homorocie III, 23) W un affinement
de U régulier par rapport & @yp. Soit L le réseau déduit de W de
la maniére suivante: Chaque sommet W de 2B tel que Woyp £0
passe inaltéré du réseau W dans le réseau B; au contraire, au
lieu de chaque sommet W de W tel que Woyp = 0, T possede les
deux sommets W —¢@ et W — y.

Ceci étant, soit C*¥(B) C e, C*¥(B) Cyp et soit (Vy, V1,..., V) un

k k

simplexe de C¥(B), ona ¢ IIV;5£0 £y 11V, dott oV, 40 #£yV,.
i=0 i=0

D’apres la définition méme de B, il en résulte que ypV,; #0
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et que V,;e . Le réseau W étant régulier par rapport & ¢y, on
k

a ppllV,#0, c.q.f. d.
i=0

II.

13. Soit @ un point donné d’un espace R. Soit k =0,1,2,....
Soit D un domaine donné. Nous dirons que R est localement
connexe d’ordre k relativement & ® au point a, si chaque entourage
P de a contient un entourage Q de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau 1 posseéde un affinement B tel que, si
I'*(%B) est un (k, B)-cycle dans Q0 dudomaine D (etsi J[I'°(B)]= 0
dans le cas k =0), on a nl'"*(B)~ 0 dans P, ou = = Pr (B, 1).

Le choix de la projection z est indifférent d’aprés HoMoLoGIE
II, 12. On voit sans peine que, W étant un affinement arbitraire
de B et I'(W) étant un (k, W)-cycle dans Q du domaine D
(aveec J[I(W)] =0 si k=0), on a a'I'*(W)~ 0 dans P, ou
7 = Pr (B, N).

14. Soit R un espace complétement normal. Soit S un sous-
ensemble fermé de R. Soit aeS. Soit k=0,1,2,.... Soit ® un
domaine quelconque. Pour que S soit localement connexe d’ordre k
relativement & D au point a, il faut et il suffit que chaque entourage
P de a dans R contienne un entourage Q de a dans R jouissant de
la propriété sutvante: Chaque réseau 1l dans R posséde un affine-
ment B tel que, st I'*(B) est un (k, B)-cycle du domaine D dans
SQ (avec J[T'(B)] =0 si k=0), on a al™(B)~0 dans SP,
oiv ® = Pr (B, N).

Démonstration. 1. La condition est nécessaire. Soit P un
entourage de a dans R, de maniére que Py= SP est un entourage
de @ dans S. S étant localement connexe d’ordre k relativement
4 D au point a, il existe un entourage Q,C P, de a dans S jouis-
sant de la propriété indiquée au no. 18. D’apres 2 il existe un
entourage Q C P de a dans R tel que SQ = Q,, SQ = Q,. Soit Ul
un réseau dans R, de maniére que 11, = Sl (HomorocIk 111, 4)
est un réseau dans S. Déterminons un affinement B, de U,
d’apreés 18. On voit sans peine qu’il existe un affinement B de
U tel que SB® =RB,. Soit # = Pr (B, N). On en déduit d’une
maniére évidente la projection 7y, = Pr (B,, U,). Or soit I'*(V)
un (k, B)-cycle dans SQ = (Q, du domaine ®. Evidemment
yE(B,) =S . I'*(BV) (HomorocIk III, 7) est un (k, B,y)-cycle dans
Qo du domaine D (et J [y%(B,)] =0si k = 0). D’apres la définition
de %, il existe une (k-+1, Uy)-chaine c¥+1(B;) du domaine D
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dans P, C SP telle que c¢*+1(1l)) — mypk(By) = S - al*(B). 1l existe
evidemment une (k-41, )-chaine C¥+1(11) du domaine ® dans
SP telle que c*+1(ll,) = S - Ck+1(1N), d’ou Ck+1(11) — zT'*(B).

II. La condition est suffisante. Supposons la remplie. Soit P,
un entourage de a dans S. D’apres 2, il existe un entourage P de a
dans R tel que SP = P,, SP = P,. Déterminons I’entourage Q C P
de a dans R d’apres notre condition et posons @y = SQ, de maniére
que Q, est un entourage de a dans S contenu dans P,. Or soit
1, un réseau dans S. 1l existe un réseau 1l dans R tel que ly=S1.
Déterminons un affinement LB de Il d’aprés notre condition et
posons B, = SB. Soit n = Pr (B, 1), ce qui détermine la projec-
tion 7, = Pr (By, Uy). Soit y*(B,) un (r, B,)-cycle dans @, CSQ
du domaine D (avec J[y°(B,)] =0 si k = 0). Il existe évidem-
ment un (k, B)-cycle I'*(B) dans SQ du domaine D tel que
yE(By) = S - T'*(B); si k=0 on a J[I'%(B)] = 0. D’apres notre
condition, il existe une (k41, U’)-chaine C*¥+}(11)CSP du do-
maine D telle que Ck+1(Ul) — #l'*(B). Evidemment S - C¥+1(11)
est une (k+1, Ug)-chaine dans SP = P, du domaine D et
S C¥ (1) — S - al'%(B) = myy*(B,).

15. La connexité locale d’ordre O est indépendante du domaine
D en vertu du théoréme suivant, valable pour chaque domaine D:

L’espace R est localement connexe d’ordre O relativement & D au
point a si et seulement si chaque entourage P de a contient un
entourage () de a tel que Uensemble Q fait partie d’une seule quasi-
composante de P.

Démonstration. Soient P et ( des entourages de a tels que
QCP. 11 suffit de prouver que, si Q fait partie d’une seule
quasicomposante de P et dans ce cas seulement, chaque réseau
1 possede un affinement B tel que zI°(B)~ 0 dans P, ou
7z =Pr (B, 1), pour chaque (0, B)-cycle I'°(B) dans Q du domaine
D tel que J[I'°(B)] = 0.

Supposons en premier liew que Q fasse partie d’une seule quasi-
composante de P. Soit I'°(l1) ~2r U;, o 7,eD, Er =0,

i=1

U;ell, U;0 #0. 11 suffit de prouver que (1) 0 dans P.
De51gnons par U I’ensemble de tous les sommets U de 1 tels qu’i 1
existe une suite U;, ..., U, de sommets de 11 satisfaisant aux
conditions U; =U,, U, =U, U;_,U; #0 (2<i=<h), U,P #0
(1 =7 =h). Désignons par B l’ensemble de tous les sommets
U de U pour lesquels UP # 0, mais non Uell. Soient respec-
tivement A et B la somme de tous les éléments de % et de 9B.
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Alors P = AP + BP, les deux termes de la somme étant sans
point commun et ouverts dans P. Comme ( fait partie d’une
seule quasicomposante de P, on a AQ =0 ou bien BQ = 0.
Or 0 == U,0 C AQ; donc BQ =o. Cela signifie que Uell, UQ # 0

entraine Uell, d’ou E( i1s ;)aE(U U, ,)=U, -U;=

U —U,, donc Umljr dans P pour Uell UQ # 0. Donc on a
pour 1 £i<a:U; — U, 0 dans P, d’ou r,(U;—U;)~ 0 dans

Pet IN)=% »,U,=2Xr,(U;—U,)~ 0 dans P, c.q.f. d.
ot !

Supposons en second liew que chaque réseau 1l possede un
affinement B tel que #l(B)~ 0 dans P, ou == Pr (B, ),
pour chaque (0, B)-cycle I'(B) dans Q du domaine T tel que
J[I"°(%8)] = 0. On doit prouver que Q fait partie d’une seule quasi-
composante de P. Supposons le contraire. Alors P=A4 + B, ou A
et B sont des ensembles ouverts dans P et tels que AQ # 0 % BQ,
AB=0. Soient U, et U, des ensembles ouverts dans R et tels
que A = U,P, B=U,P. Les trois ensembles U,, U, et R — P
constituent un réseau U dans R. Soit B Paffinement de 1 jouis-
sant de la propriété énoncée plus haut. Comme AQ # 0 % BQ,
il existe deux sommets V, ct V, de B tels que V;4Q # 0 # V,BQ.
Soit reD, r 5£ 0. Alors I'(B) =rB, — rYB, est un (0, B)-cycle dans
Q du domaine D et J[I"(B)] = 0. Donc zI"(B) 0 dans P, ou
a="Pr (B, 1). Or V,4 #0, UyAd=0=(R—P)A. Donc nV,=U, et
on voit pareillement que 7V, = U,. Done nl'%(B) =rU; —rU, # 0.
D’autre part zI'°(®) ~ 0 dans P, donc il existe unc (1, 11)-chaine
C'(1) dans P du domaine D telle que C}(11) — #I'%(B), d’ou
CY(11) #£0. C’est une contradiction, car on voit sans peine qu’il
n’existe aucune (1, U)-chaine #0 dans P.

16. Si R est localement connexe d’ordre k relativement a € au
point a, R Uest aussi relativement a R.

Démonstration. Soit I'*(B)un (k, B)-cycle dans Q du domaine R
(avee J[I'(B)] =0si k =0). Il existe un nombre ne€, n =0
tel que nI™*(B) est un (k, V)-cycle du domaine €. Donc il existe
une (k+1,1)-chaine Ck+1(11) dans P du domaine € telle que

CE(N) — an I'¥(BV). Alors — C“l(ll) est une (k+1, l)-chaine
dans P du domaine R telle que —C"+1(11) — x I'*(B).
17. Soit k=1,2,8,.... Si R est au point a localement con-

nexe d'ordres k et k—1 relativement a €, alors R est au point a
localement connexe d’ordre k relativement a un domaine ® arbitraire.
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Démonstration. Soit P, un entourage donné de a¢. Comme R
est localement connexe d’ordre k relativement & € au point a,
il existe un entourage P, C P; de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau 1, possede un affinement 1, tel que,
si I'*(1,) est un (k, U,)-cycle dans P, du domaine & on a
715, T'%(0,) o 0 dans P;, ott 7y, = Pr (11, 11;). Comme R est locale-
ment connexe d’ordre k — 1 relativement & € au point a, il existe
un entourage P;C P, de a jouissant de la propriété suivante:
Chaque réseau U, possede un affinement 1, tel que, si I'*-1(11,)
est un (k—1, 11;)-cycle dans P; du domaine € (avec J[I(11;)=0]
si k=1), on a 7y, ["*-1(11,) ~ 0 dans P,, ou my, = Pr (U, 1,). Il
suffit de prouver que, si A¥(;) est un (k, U;)-cycle dans P, du
domaine D, on a my7gA%(1;) 0 dans P,.

Pour h=Fk et pour h=Fk — 1 soit 2, ’ensemble de toutes
les (h, 1,)-chaines dans P, du domaine €. £, posséde une base,
c’est-a-dire qu’il existe des éléments C%(11,), Ci(U1,), . . ., Cgh(lla)
de 2, en nombre fini tels qu’a chaque élément C*(U,;) de
£, on puisse faire correspondre biunivoquement des entiers

%
ays .50, tels que CMUlg) = Y a,CH1,) 8). La base C}(11,)
i=1 :
(1 =£7=<a;) n'est déterminée qu’a une substitution linéaire
unimodulaire ) pres. Il existe des entiers 7, (1 =i = o,

,CE1(1,) pour 1 <4< o,

Fye—y
1=j<a,_,) tels que CiHU,) - X,

j=1
On sait15) qu’il est possible de ]choisir les deux bases C¥(11,)
(1=i=a) et C¥1(l,) (1 =j=o_,) de manitre que tous les
éléments de la matrice (7;;) soient nuls, exceptéles f [0 = =
min (ay, o_;)] éléments 711 = 71, Moy = s, - - -, Ngg = 775 '¢). On
aura donc

Ci(Ug) — n,CEk'(U3) pour 1 =i =f (n;¢C, n;#0)
et
Cf(lla) — 0 pour B4 1=<1=q

On voit sans peine que C¥ ') -0 (1<i=<f)et, sik=1
aussi J[CY(U;)] =0 (1=i=B).

13) P, ex. tous les (h, 11;)-simplexes dont le noyau rencontre P, constituent une
telle base.

14) C’est-a-dire une substitution linéaire dont les coefficients sont des entiers
et dont le déterminant est égal a -+ 1.

18) V. p. ex. S. LersceETZz [Topology, 27 et 37].

18) On peut supposer que chacun des entiers Ny -+ 7g est un diviseur des
précédants, mais cela est ici sans importance.
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Or soit A%(11;) un (k, U,)-cycle dans P, du domaine ®. On
voit sans peine qu’il existe des éléments r; de P tels que

oy B

A*(;) = Xr;C¥(1,). Comme A¥(1;) — 0, on a X #,7,C*~1(11;) =o0.
i=1 i=1

On en déduit aisément que

(1) 7;7;=0 pour 1 <i=<p.

Pour f+1<i<q, on a C¥U,)CP,, C¥1l;) - 0. Donc il
existe des (k-+1, U;)-chaines H¥*'(l1,) dans P, du domaine &
telles que

(2) HI;_H(H]) ‘*“2175326‘1'0(113) BH1=i= o).

Pour 1 <i<p, on a Ct"1(I,)CP,, Ck"YU;) >0;si k=1,
on a encore J[CIU,;)] =0. Donc il existe des (k, Ug)-chaines
D%,) dans P, du domaine € telles que D¥(11,) — 7, C¥~7(11,).
Done 7, C¥(U,) — %, D%(11,) sont des (k, U,)-cycles dans P, du
domaine €. Donc il existe des (k-1, 11,)-chaines H¥*1(1l,) dans
P, du domaine € telles que

(3) Hi‘tﬂ(uﬂ g 7t217t32C:f(113) - niﬂle?(uz) (1=1=8).
D’apres (1), (2) et (8) on a

G O
'riHi‘Hl(ul) —> Ty Ty 2 riC’f(ll:,) = 70y, 750 A*(Uy).
i=1 i=1

Donc 7, 75 4%(11;) © 0 dans P, c.q.f. d.

18. Soit k=0,1, 2, .... L’espace R est localement connexe
d’ordre k relativement @ R au point a st et seulement si chaque
entourage P de a contient un entourage Q de a tel que, si I'* est
un (k, R)-cycle dans Q du domaine R [avec J(I'°) = 0 dans le cas
k=0], on a I'*~0 dans P.

Démonstration. 1. La condition est suffisante. Supposons-la
vérifide. Soit U un réseau donné. Soit L un affinement de U
normal relativement aux cycles absolus dans () du domaine R
(HomorociE II, 15 et 16). Soit I'*(B) un (k, B)-cycle dans Q
du domaine R (avec J[I'°(B)] =0 si k=0). On doit prouver que
aI'*(B)~ 0 dans P, oit # = Pr (B, U). Or il existe (HoMOLOGIE
I1, 28) un (k, R)-cycle absolu C* dans Q tel que C¥(1) = n'¥(B).
(Dans le cas k=0 on a J(C°) = J[I'°(B)] =0.) D’aprés notre
condition, on a C*¥~0 dans P, dou al*(B)= Ck¥U)~0
dans P.

II. La condition est nécessaire. Supposons que R soit loca-
lement connexe d’ordre k relativement & R au point a. Soit P
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un entourage de a. Déterminons un entourage Q C P de a d’apres
18. Soit I'* un (k, R)-cycle dans Q du domaine R (avec J(I'°) =0
si k=0). Soit 1l un réseau arbitraire. On doit prouver que I'*(11)co 0
dans P. Or il existe un affinement B de U tel que wI'*(B) 0
dans P, ot z = Pr (%, ). Comme #l™*(B) > I'*(1) dans Q C P
(Homorogik 11, 20) il en résulte que I'*(11) 0 dans P, c. q. f. d.

19. Soit R un espace topologique. Soit SCM CR. Nous
dirons 17) que S est contractible dans M, s’il existe: un espace
bicompact T, deux points « et § de T non séparés dans 7 et une
fonction continue f définie dans S X7 et telle que

1° f(SXxT)C M;

20 f(x, ) = pour chaque weS;

3% f(z, ) = c pour chaque zeS, ou ¢ est un point fixe de M.

Soit ae R. Nous dirons ®) que R est localement contractible au
point a, si chaque entourage P de a contient un entourage Q
de a tel que Q soit contractible dans P.

Le cas le plus important est celui ou T est un intervalle de
nombres réels.

20. Evidemment un espace euclidien est partout localement
contractible. Plus généralement, soit R un sous-ensemble d’un
espace euclidien; soit ae R, 6 > 0; supposons que si 2 est un point
de R distant de @ de moins de J, le segment ax fasse partie de R;
alors R est évidemment localement connexe au point a. En parti-
culier, un sous-ensemble convexe d’un espace euclidien est partout
localement contractible.

21. Soit R un espace bicompact localement contractible au point a.
Soit ;. =0,1,2,.... Soit D un domaine quelconque. R est locale-
ment connexe d’ordre k relativement ¢ D auw point a.

Démonstration. Soit P un entourage donné de a. Soit Q C P
un entourage de a tel que ( soit contractible dans P. Gardons
les notations de 19 (en y posant S=0, M = P). Soit Il un réseau
donné. Déterminons en un affinement LB d’apres 11; soit & =
Pr (B, N). Soit I'*(W) un (k, B)-cycle dans S du domaine D;
si k=0, soit J[ I"(B)] = 0. D’apres 11, il existe un (k, U)-cycle
A*¥(11) dans S* du domaine D tel que zI*(B)c A¥(1l) dans
P (d’ou J[4°(1)] =0 si k=0). Or I’ensemble S* se réduisant au
point ¢, on a A¥(11) >0 dans S*, d’ou n I'*(BV)~0 dans P.

17) Cf. K. Borsuk [Fund. Math. 19 (1932), 235 (no. 23)].
%) Cf. Borstk [l.c., 236 (no. 26)].
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22. Soit dim R=n(=0,1,2,...). Sottk=n+1,n+2,....
Alors R est partout localement connexe d’ordre k relativement a un
domaine D quelconque.

Démonstration. Soit P un entourage de ae R. Soit Ul un réseau
donné. Comme dim R < k, il existe un affinement L de 11 d’ordre
< k. Soit I'¥*(B) un (k, B)-cycle dans P du domaine D. Il suffit
de prouver que I'*(8)~0 dans P. Or on a méme I'*(B) =0,
car l'ordre B est < k.

23. Prémisses: 1° a est un point de Uespace R,

20 Z est un entourage de a,

3 dimR=n(=0,1,2,...),

4° D est un domaine donné,

5° chaque réseau W posséde un affinement B tel que, st I'"(B)
est un (n, B)-cycle dans Z du domaine D (avec J[I'(B)] =0 si
n=0), on a xI"(B)~0, ot n = Pr (L, N).

Conclusion: R est localement connexe d’ordre n relativement d
D au point a.

Démonstration. Soit P un entourage donné de a. Posons
Q = PZ. Soit U1; un réseau donné. D’apres 8° et 4° il existe un
affinement 11, de U, tel que I'ordre de 1, soit < n. Déterminons
un affinement U; de U, d’aprés 5° Soit =y = Pr (I, IN),
Mgy = Pr (U3, Up). Soit I'*(ll;) un (n, U,)-cycle dans Q du do-
maine ®; si n =0, soit J[I'%(B)] = 0. Il suffit de prouver que
Moy 3o I (U3) 0 dans P. D’apres 5° il existe une (n+1, Uy)-
chaine C»+1(l,) du domaine D telle que C*+1(1l,) — g I'*(U3).
Comme ordre de 11, est =<n, on a C**+1(11,)=0. Donc 74, I"™(113)=0,
d’ott 7y 75, I'(U3) = O et par suite 7wy 7e I'm(Uz) 0 dans P.

24. Soit dim R <n(=0,1,2,...). St R est au point a
localement connexe d’ordre n relativement & R Dest aussi relative-
ment d ©.

Démonstration. Soit P un entourage de a. Il existe un entourage
Q C P de a jouissant de la propriété dun®. 18, ot k =mn, D= R.
Soit 11; un réseau donné. Soit 1, un affinement de 11, d’ordre
= n. Déterminons D'affinement ; de U, d’aprés 18. Soit m,; =
Pr (1,, ,), 7y = Pr (U, U,). Soit I'™(U;) un (n, U;)-cycle dans
P du domaine €. Comme I'*(ll;) peut aussi étre considéré comme
un (n, U;)-cycle du domaine R, il existe une (n--1, 11,)-chaine
C*+1(1l,) du domaine R telle que C**+(U,) — 75, I'*(U1;). Comme
Pordre de U, est < n, on a C**(11,) = 0, d’o0 7=y I'™(U;) =0 et
par suite m, gz I'(1;) 0 dans P.
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25. Prémisses: 1° R est un espace régulier,

20 dim R<n(=0,1,2,...),

8% le n'*™ nombre de Beiti?®) de R est fini.

Conclusion: R est partout localement connexe d’ordre n relati-
vement & (.

Démonstration. D’apres 8° il existe des (n, R)-cycles C?(1=i<m;
m=0,1,2,...) du domaine R tels que chaque (n, R)-cycle

m m
du domaine R soit ~ X r,Cl(r;eR), tandis que X r,Clco0
i=1 i=1
(r;eR) entraine que r, = ... =7, = 0. On voit sans peine qu’il
m
existe un réseau 1, tel que X r,C?(1;) 0 (r;¢R) entraine que
i=1
r=...=r,=0. Soit acR. D’apres 24 il suffit de prouver que R
est localement connexe d’ordre n relativement a R au point a.
Soit U, un sommet de U, tel que aeU, D’aprés 1° il existe un
entourage Z de a tel que ZCU,. Soit U, un réseau arbitraire-
ment donné. Les deux ensembles ouverts U, et R—Z constituent
un réseau ¥. Soit U, un affinement simultané des réseaux U,
U; et . Soit (Homorocie II, 16) 1; un affinement de 1,
normal relativement aux cycles absolus. Soit =y, = Pr (115, W,),
7y = Pr (U, W), 759 =Pr (1, U;). Comme U, est un affinement
de ¥, on voit sans peine que I’on peut choisir 7y, de maniere que
750U, = U, pour chaque sommet U, de 1, tel que ZU, % 0. Soit
I'"(11,) un (n, U;)-cycle dans Z du domaine R; soit J[I'°(11;)]=0
si m»=0. D’aprés 238 il suffit de prouver que 7y g, I'*(ll;) 0.
D’apres Homovrocie II, 28 il existe un (n, R)-cycle C” tel que
Cm(U,) = g I'™(U;). Il existe des nombres r;eR tels que
m m
CreoXr,Cr, dou C*U)co X7,CPU,). Or on a C*(lly)~
i=1 i=1

T C(Uy) > 1oq7t5, ™ (115). Comme I'(11,) C Z, ona 7y, I'(114) C Z.
En tenant compte du choix de m,, on voit sans peine que

Mg Tge I'™( U3) = 0. Done C*(Uy) 0, d’out 2 r,C*(,) o 0. D’apres
i=1

le choix de 1, il en résulte que r, =...=7r, =0,douC" >0
et par suite C*(ll;) 0. Or C*(U,)co 7y C*(Uy) o 7y g I (U3),
d’olt 7y 75 I'™(U;) &0, c. q.f. d.

26. Soit R, Uespace euclidien a n dimensions (n=1,2, 3, ...).
Soit S un sous-ensemble fermé de R,. Soit D un domaine quel-
conque. S est partout localement connexe d’ordre n relativement a D.

13) Défini dans Homovrocie II, 20.
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Démonstration. Soit aeS. Soit P une sphére ouverte dans R,
de centre a. Soit 11, un réseau dans SP. Soit U un réseau dans P
tel que SP -1 = 11, (HomovrocIe 111, 5). D’apres 20 et 21, P est
localement connexe d’ordre n relativement & D au point a. Done
il existe un entourage Q C P de a dans R et un affinement &
des U tels que #al"™(V)~ 0 dans P, ou n = Pr (B, 1), pour
chaque (n, ¥)-cycle I'*(B) dans Q du domaine D. On peut sup-
poser que lordre de ¥ soit < n. Soit B, = SP - 8B, de maniere
que B, est un affinement de 1, La projection = définit une
projection m, = Pr (B, Uy).

Ceci étant, soit y"(%B,) un (n, By)-cycle dans SQ du domaine 2.
1l existe (HomovrogIE III, 8) un (n, B)-cycle I'*(B) dans SQ du
domaine D tel que SP - I'*(B) = y*(LB,). On a zI'"(B) ~ 0 dans P;
Pordre de & étant =n, on a donc zl™(B) = 0, d’olt 7yy™(B,) =
S al(B) =0. Donc SP, et par suite aussi S, est localement
connexe d’ordre n relativement & D au point ¢ en vertu de 23.

27. Prémisses: 1° R est un espace complétement normal,

20 S est un sous-ensemble fermé de R,

8% a est un point de S,

4 dmR=n+1 (n=0,1,2,...),

50 D est un domaine donné,

6% R est localement connexe d’ordre n relativement @ D au
point a,

7° H est un entourage de a dans R,

8% chaque réseau N dans R posséde un affinement B tel que
a1 (B)~ 0, ot w = Pr (B, N), pour chaque (n + 1, B)-cycle
Ir»+y(R) dans (S+H) du domaine D,

90  Z, est un entourage de a dans S,

10° chaque réseau 1, dans S posséde un affinement B, tel que
Toy™(Bg) 0, oit my = Pr (By, Uy), pour chaque (n, By)-cycle
y™(DB,) dans Z, du domaine D (tel que J[y°(By)] =0 si n=0).

Concluston: S est localement connexe d’ordre n relativement a
D au point a.

Démonstration. Soit P un entourage donné de ¢ dans R. D’apres
6% et 7° il existe un entourage Q C PH de a dans R jouissant
de la propriété suivante: chaque réseau 1l dans R possede un
affinement f11 tel que, si I'*(f1) est un (n, fU)-cycle dans Q
du domaine ® (avec J[I(f11)] =0 si n=0), on a xl"*(f11) 0
dans PH, ou = = Pr (B, N).

Soit U; un réseau arbitraire dans R. Déterminons un affine-
ment U, de W, d’aprés 12, en y posant ¢ =S, y» = P. D’aprés

2
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49 il existe un affinement 11; de 11, d’ordre < n+ 1. Déterminons
un affinement U, de U; d’apres 8% Posons Uy = SU, (Homo-
1oGIE III, 4). Déterminons un affinement B, de U, d’apres 10°.
On voit sans peine qu’il existe un affinement 1; de U, tel que
SU, =By. Posons U, =fU;. Soit 7y = Pr (U, U;), ..., 7g =
Pr (Ug, U;), 74 = 715 759, - - .. La projection ng, détermine d’une
maniere évidente une projection 7y =Pr (%5, Ily) =Pr (SU;, SU,).

Soit I'*(1l5) un (n, Ug)-cycle dans SQZ du domaine D (tel que
J[I°(Wg)] =0 si n=0). D’aprés 14 il suffit de prouver que
7 I'"(Ug) 0 dans SP. Comme I'm(1ly) CSQZ CQ et comme
U =fU;, on a mel'(lg) >0 dans PH. Donc il existe une
(n+1, U;)-chaine Cn+(ll;) dans PH du domaine D telle que
C**+1 (1) > s I'™(11;). Comme I'(11;) CSQZ C SZ=2Z, et comme
LBy = SU;, py*(By) = S mgs I (Ug) (v. Homorocie III, 7) est un
(n, By)-cycle dans Z, du domaine ®. D’apres la définition de By,
il existe donc une (n41, Uy)-chaine d*+1(ll;) du domaine D
telle que d**+1(U,) — mey™(By) = S - 7y I (Ug). 1l existe évidem-
ment une (n+1,U,)-chaine D»+1(11,) dans S du domaine D
telle que D»+(l,) — mg I'*(g). Or on a aussi 7y Cr+i(1;) —
—7g I'(Ug). Donc my C*+1(U) — D7+4(11,) est un (n+1, U,)-
cycle dans S 4+ PH CS + H du domaine ®. D’apres la définition
de U,, on a m;C*+1(10,) — mys D+1(1,) o 0. Donc il existe une
(n+2, U;)-chaine K7+2(U,) telle que K»+2(1;) — m5,Cn Y (U5) —
ntis D*+1(11,). Comme Pordre de U, est < n+-1, ona Kn+2(l1,) = 0,
dou 7w, CrH(ll;) = myg D*+1(1,) et par suite m;Cr+H(U;) =
7, D7 +1(11,). Or Cn+1(U;) C PH C P, D*+(11,) C S, de maniére que
la (n+1, 1,)-chaine 75 Cn+1(ll;) est située et dans P et dans S.
D’apres la définition de 1, il en résulte que 7;,Cn+1(U;) C SP, d’out
75, Cr1(U;) C SP. Or C*+1(U5)" — sl (Ug), d’ott 75, C+1(U5) —
7™ (Ug). Done mg I'™(Ug) 0 dans SP, c.q.f. d.

28. Prémisses: 1° R est un espace complétement normal,

20 S est un sous-ensemble fermé de R,

8% a est un point de S,

4 dmR=n+1 (n=0,1,2,...),

5% R est localement connexe d’ordre n relativement d € au point a,

6% H est un entourage de a dans R,

7°  chaque (n+1, R)-cycle dans (S+H) du domaine R est ~ 0
dans R,

80 Z, est un entourage de a dans S,

9° chaque (n, S)-cycle dans Z, du domaine R est o~ 0 dans S.

Conclusion: S est localement connexe d’ordre n relativement 4 €
au point a.
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Démonstration. 1 étant un réseau arbitraire dans R, soit 8
un affinement de 11 normal relativement aux cycles absolus
dans (S4+H), soit = = Pr (B, U). Si I'*+(B) est un (n+1, B)-
cycle dans (S+H) du domaine R, d’apres HomorociE II, 28
il existe un (n+1, R)-cycle C*+! dans (S+H) du domaine R
tel que C**'(N) = =l'+}(B); d’aprées 7° on a C**+*1eo0, d’ou
7 l'm11(B) o 0. II en résulte que la prémisse 8° du théoreme 26
est vérifiée pour ® = R. Pareillement on voit que la prémisse 10°
du méme théoréme est vérifiée pour D = R. Donc toutes les
prémisses du théoreme 26 sont vérifiées pour D==9R, et la prémisse
60 est vérifiée méme pour D = €.

Ceci étant, la démonstration est presque la méme que celle du
théoréme cité. I'™(llg) et C»+1(1l;) sont maintenant des chaines
du domaine ¢, tandis que D"+1(1l,) et K»+%(ll;) appartiennent
au domaine R.

29. Soit R, ., Pespace euclidien a n + 1 dimensions (n =0,
1,2,...). Soit S un sous-ensemble fermé de R, ,,. Soit a un point
de S. Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit locale-
ment connexe d’ordre n relativement o € (ou, ce qui est ici la méme
chose, relativement @ R) au point a est qu’il existe uu entourage Z de a
dans R, ,, tel qu’aucune composante de R, ,—S ne soit contenue
dans Z.

Démonstration. On voit sans peine que ’on peut supposer
S borné.

I. Supposons que S soit au point a localement connexe d’ordre
n relativement a R (v.16). D’apres 18 il existe un entourage Z de
a dans R, ,, tel que chaque (n, S)-cycle dans SZ du domaine R
soit «v 0. Supposons par impossible qu’il existe une composante
K de R,.;—S telle que K C Z. Evidemment K est aussi une
composante de R, ;,—SZ. Soit beK, ceR, ;—(S+Z). Les points
b et ¢ appartenant & deux composantes différentes de R, ,—SZ,
il résulte du théoreme de dualité qu’il existe un (n, R)-cycle
I' dans SZ du domaine R enlacé (verschlungen) avec le (0, R)-
cycle {b} —{c} (Homorocie III, 12). Donec, si T est un sous-
ensemble fermé et borné de R, ., tel que /™~ 0 dans 7T, on a
beT ou bien ceT. Il en résulte que I'™ n’est pas ~ 0 dans S.
Donc le (n, S)-cycle S- I'* (Homorocie III, 10) dans SZ du
domaine R n’est pas ~ 0, ce qui est une contradiction.

II. Supposons qu’il existe un entourage Z de a dans R, , tel
qu’aucune composante de R,.;—S ne soit contenue dans Z.
Soient Q, H des spheres ouvertes de centre a telles que Q C Z,
SCH. Posons Z, = SQ. On voit sans peine que les prémisses du



20 Eduard Cech. 1201

théoréme 28, sauf peut-étre 9°, sont toutes vérifiées 2); il reste a
prouver que la prémisse 9° I'est aussi. Supposons le contraire.
Alors il existe (cf. Homorocie III, 11) un (n, R)-cycle I'* du
domaine R dans SQ, qui n’est pas ~ 0 dans S. Comme I'” n’est
pas «~ 0 dans S, il résulte du théoreme de dualité qu’il existe
deux points b, et b, dans R, , — S tels que I'" soit enlacé avec
{b,} — (by}. Soient K, et K, les composantes de R, , — S telles que
beK,, b,eK,. D’aprés notre supposition, il existe des points
K, —Z,, coe Ky—Z. Comme les deux points b, et ¢, appartien-
nent a la méme composante K, de R, ., — S, le cycle I'"CS
n’est pas enlacé avec {b;} — {¢;}. De méme on voit que I n’est
pas enlacé avee {b,} —{c,}. Done I'" est enlacé avec

{1} — {ba} + {e} — {01} + {bo} — {ca} = {er} — {ea}.
Done si I'"~0 dans T, T étant un sous-ensemble fermé et borné
de R,.;, on a ¢;eT ou ceT. Il y a contradiction, car I'"™ o0
dans Q C Z, tandis que ni ¢, ni ¢, n’appartiennent & Z.

30. Soit R, Uespace euclidien a n dimensions (n=1,2,38,...)
complété par le point a Uinfini. Soit S un sous-ensemble fermé de
R, Soit 0=k=n—1, h=n—k—1. Soit aeS. Une condition
nécessaire et suffisante pour que S soit localement connexe d’ordre k
relativement a N aw point a est que chaque entourage P de a dans R,
contienne un entourage Q) de a dans R, jouissant de la propriété
sutvante: st y* est un h-cycle polyédral du domaine R dans R,—SP
(avec J(y°) =0 si h =0), on a y"*~0 dans R, —SQ. %)

Démonstration. On peut supposer S borné.

I. Supposons que S soit localement connexe d’ordre & relative-
ment & R au point a. Soit P un entourage de a dans R,. 1l existe
(v. 18 et HomorocIE III, 11) un entourage Q C P de a dans R,
jouissant de la propriété suivante: Si I'* est un (k, R, )-cycle
dans SQ du domaine R (avec J(I®)=0si k=0), ona I'*~0
dans SP. Supposons par impossible qu’il existe un h-cycle poly-
édral y» du domaine R dans R,—SP (avec J(y°)=0 si h=0)
tel que y» ne soit pas ~0 dans R, — SQ. Comme y* C R, — SQ
et " n’est pas 0 dans R,, — SQ, il résulte du théoreme de dualité
qu’il existe un (k, R,)-cycle I'* dans SQ du domaine R (tel que
J(I'") =0 si k=0) enlacé avec p*. C’est une contradiction,
car I'*~0 dans SP, y*»CR,, — SP.

20) Pour démontrer la prémisse 7°, on peut se servir de 11 (cf. 20). De la méme
maniére on peut démontrer I'homologie I'" o0 0 dans Q, utilisée plus tard.

21) La (h+1)-chaine polvédrale ¢c*+1— p*, c*+1 C R, —SQ peut passer par le
point a l'infini de R,.
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II. Supposons que chaque entourage P de a contienne un
entourage ( tel que y*~0 dans R, — SQ pour chaque h-cycle
polyédral y*C R, — SP du domaine R (avec J(°) = 0 si h = 0).
Soit I'* un (k, R,)-cycle dans SQ du domaine R (avec J(I'°) =0
si k=0). On doit prouver que I'*~0 dans SP. Dans le cas
contraire, il résulte du théoréme de dualité qu’il existe un k-cycle
polyédral y*C R, —SP du domaine R (tel que J(y°) =0 si
h = 0) enlacé avec I'*., C’est une contradiction, car y" ~0 dans
R, —SQ, I'*CSQ.

31. Soit S un sous-ensemble fermé du plan. Soit aeS. Une
condition mécessaire et suffisante pour que S soit localement con-
nexe d’ordre 0 (v. 15) au point a est que chaque entourage P de a
(dans le plan) contienne un entourage Q de a jouissant de la propriété
sutvante: Si I est un polygone qui ne rencontre pas SP, SQ est
contenu entiérement dans Uintérieur ou entiérement dans Uextérieur
de II.

C’est un cas particulier de 30.

32. Soit R un espace complétement normal. Soit R = A + B,
les ensembles A et B étant fermés dans R. Soit k =0,1,2,....
Soit D un domaine quelconque. Soit ae AB. Si R et AB sont locale-
ment connexes d’ordre % relativement d D au point a, A et B le
sont aussi *%).

Démonstration. 11 suffit de prouver que A est localement
connexe d’ordre k relativement & ® au point a. Soit P, un en-
tourage donné de a (dans R). Comme A B est localement connexe
d’ordre k relativement a ® au point a, d’aprés 14 il existe un
entourage P, C P, de a jouissant de la propriété suivante: Chaque
réseau U (dans R) possede un affinement f1 tel que #I™%(f11) ~ 0
dans ABP,, ou m = Pr (fU,1), pour chaque (k,fU)-cycle
I'*(f1) dans ABP, (avec J[I'°(f11)] =0sik=0). Comme R est
localement connexe d’ordre % relativement & ® au point a, il
existe un entourage P, C P, de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau 1l possede un affinement gll tel que
aI*(gll)~0 dans P,, ou & = Pr (gll, 1), pour chaque (k, gll)-
cycle I'*(gll) dans P, (avec J[I'%(gll)] =0 si k=0).

Soit U, un réseau arbitrairement donné (dans R). Soit I, = f1,.
Déterminons un affinement U; de U, d’apreés 12, en y posant
¢ =AP,, y= BP,. Soit I, = gll;. Soit 7y = Pr (U, 1), ...,
7y = Pr (Uy, Ug), 75 = 7ty 705, - - o

22) Un cas particulier de ce théoréme a été établi par M™¢ St. N1kopyyM |FFund.
Math. 12 (1928), 240—243].
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Ceci étant, soit I'¥(1l,) un (k, 1,)-cycle dans AP, du domaine
D (avee J[I'°(11,)] =0 si k =0). D’apres 14, il suffit de prouver
que 7, I'*() 0 dans AP,. Comme I'*(1,)CAP,C P, et
comme U, = gll;, on a 7, I'*(U,)~0 dans P,. Donc il existe
une (k-1, U;)-chaine C¥+1(11;) dans P, du domaine D telle que
Ck+1(1ly) — 74y [*(1,). Comme P, = AP, + BP,, on peut poser
CH¥(1L,) =CE(1,) — CE (1), 0 CE(IL,) C A P, CE¥ (L) C B,
Posons A*(11;) = FCE™'(11,), de maniére que A%(U;) est un
(k, U3)-cycle dans BP, du domaine ® (avec J[4°(l;)]=0 si
k=0). Comme A¥(W,)=FC¥"*(1,)—m, I'¥(U,), C¥T1(U,)CAP,,
Ir'!(1,) CAP,CAP,, on a aussi Ak(ll;)C AP,. D’apres la
définition de U, il en résulte que @y, A%(1;) C ABP,. Comme
U, =fU,;, on a my; 4%(ll;) >0 dans ABP,. Donc il existe une
(k+1, Uy)-chaine D¥+1(1,) dans ABP; du domaine D telle que
Di+1(Wy) —> 71gy A¥(Ug) = F 75, €571 (1L,). Comme CF (1) —C5 (1)
— myal* (W), on a 71, CF 7 (U,) — DF+1 (W) — 7y (1) Or C¥F (1)
CAP,CAP,, D¥+(1,) CABP,C AP,. Donc my,I'*(1,) 0 dans
AP, c.q.f.d.

33. Soit R, Uespace euclidien & n dimensions (n=1, 2., 8, ...).
Sotent A et B deux sous-ensembles fermés de R,. Soit acAB.
S§’il existe un entourage de a me contenant aucune composante ni
de R,—(A+B) ni de R,—AB, alors il existe un entourage de a
ne contenant aucune composante de R,—A ni de R,—B.

En vertu de 29, c’est un cas particulier de 82.

34. Prémisses: 1° R est un espace complétement normal;

20 A et B sont des sous-ensembles fermés de R;

38 R=A+B,

4° a est un point de AB,

50 D est un domaine donné,

6 k=0,1,2, ...,

70 R est localement connexe d’ordre k -+ 1 relativement a D
au point a,

8% A et B sont localement connexes d’ordre k relativement @ D
au point a.

Conclusion: AB est localement connexe d’ordre k relativement
a D au point a.

Démonstration. Supposons le contraire. D’apres 14 il existe un
entourage (dans R) P de a jouissant de la propriété suivante:
Q C P étant un entourage de a, il existe un réseau 1(Q) (dans R)
tel qu’on puisse attacher & chaque affinement 8 de U(Q) un
(k, B)-cycle I'¥(B) (avec J[I'°(B)] =0 si k=0) dans ABQ du
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domaine ® tel que #I'*(B), ou = = Pr[LB, U(Q)], ne soit pas
~0 dans ABP. D’aprés 7° il existe un entourage G C P de a
jouissant de la propriété suivante: chaque réseau U possede un
affinement f,11 tel que, si 4%+1( f,1) est un (k+1, foll)-cycle dans
G du domaine D, on a A*+1( f,11) 0 dans P, ouz="Pr (f, U, ).
D’apres 29, 8° et 14 il existe des entourages @; et O, contenus dans
G et jouissant de la propriété suivante: chaque réseau 1l possede
des affinements f,ll et f,1 tels que #'I*(f;ll)c>0 dans AG,
ot o' =Pr (f,11, ), pour chaque (k, f;11)-cycle I'*(f,1) dans AQ,
du domaine D (avec J[I"°(f,11)]=0 si k=0) et que z""I"*(f, ) 0
dans BG, ou =z’ = Pr (f;,l1,U), pour chaque (k,f,11)-cycle
I'*(f,11) dans BQ, du domaine ® (avec J[I'°(f,1)] = 0sik =0).

Posons Q = Q;0,, U, =U(Q). Déterminons un affinement U,
de 1, d’aprés 12, en y posant p = AP, y=BP. Posons W, =f,11;,
U, =f,ll,, U,=fll,. Soit U; un affinement simultané des réseaux
U, et U,. Soit myy= Pr (U, Uy), 7y =Pr (U,, ), 7, =Pr (U;, Uy)
(1=8, 4, 5), 75 = Pr (U5, 1;) (=38, 4).

Comme Uy=U(Q), il existe un (k, U;)-cycle I'*(1l;) dans
ABQ du domaine ® (avec J[I(;)] =0 si k = 0) tel que
1071 sp I*(115) m’est pas ~0 dans ABP. Comme ABQ C AQ,,
nss % (15) est un (k, U,)-cycle)- dans AQ, du domaine D (avee
J[75s(U5)] =051k =0). Comme Uz =f;11,, on a g m* (1) 0
dans AG. Donc (Homorocit II, 12) m,l'*(ll;) 0 dans AG.
Pareillement on voit que 7z, %(1;) ~ 0 dans BG. Donc il existe
des (k+1,U,)-chaines C5¥*1(11,) CAG et CE*1(11,) C BG telles que
FC¥™(U,) = FCE*1(1,) = m,,T'%(11,). Done C¥H(11,)—CE+1(11,) est
un (k+1, U )-cycle dans G du domaine ®. Comme U, = f,1,, il
existe une (k-+2, 11;)-chaine ®*+2(11;) C P telle que

(*) DEFEW,) — 75, CFF3(Up) — 7y CEF2(1).

Comme R=A+ B, on peut poser DFF2())=Dr+2(11,)—DE+2(1,),
ou Di**(1L;)CAP, D*2(1,)C BP. D’aprés (*) on peut poser
EFR(,) = 7y, CYH2(W,) — FDEP3(W,) = 7y, CEP2 () — FDRHA(I,).
Comme C§*3(1;,) CAGCAP, Di+2(11,) C AP, ona Ex+1(1;) CAP.
On voit de méme que E*+(1l;) C BP. D’aprés 12 on a done
E*+1(;) C ABP. Or FEF+Y(I,) = 7y FCY™ (U,) = myy 5l (Us);
done 7y 75l *(115) 0 dans ABP, d’ott mymy, 7, '*(15) 0 dans
ABP, ce qui est une contradiction.

35. Prémisses: 1° R, est U'espace euclidien a n dimensions
(n=1,2,8,...),
20 A et B sont des sous-ensembles fermés de R, ,
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8% g est un point de AB,

40 4l existe un entourage de a ne contenant aucune composante
ni de R,—A4 ni de R, — B.

Conclusion: Il existe un entourage de a ne contenant aucune com-
posante de R, — AB.

En vertu de 26 et 29, c’est un cas particulier de 34.

36. Prémisses: 1° A et B sont des sous-ensembles fermés du
plan R,,

20 @ est un point de AB,

3% 4l existe un entourage de a ne contenant aucune composante
de R,—(A4+B),

40 les ensembles A et B sont localement connexes d’ordre 0 (v. 15)
au point a. ¢

Conclusion: L’ensemble AB est localement connexe d’ordre O
au point a.

En vertu de 29, c’est un cas particulier de 34.

37. Prémisses: 1° R est un espace complétement normal,

20 A et B sont des sous-ensembles fermés de R,

8 R=A+4B,

4% a est un point de ADB,

3 D est un domaine donné,

6 k=0,1,2,...,

70 A et B sont localement connexes d’ordre k -+ 1 relativement
a D au point a,

8% AB est localement connexe d’ordre k relativement & D au
point a.

Conclusion: R est localement connexe d’ordre k + 1 relattvement
a D au point a.

Démonstration. Supposons le contraire. Alors il existe un en-
tourage P de a jouissant de la propriété suivante: Q C P étant
un entourage de a, il existe un réseaull(Q)tel qu’on puisse attacher
a chaque affinement 8 de N(Q) un (k+1, B)-cycle I'*+1(B) dans
Q du domaine D tel que aI'*+1(B), out z =Pr [V, N(Q)], ne soit
pas o~ 0 dans P. D’apres 1°, 29, 7° et 14 il existe des entourages
G,C Pet G,C P de a jouissant de la propriété suivante: chaque
réseau 1l possede des affinements f; U et f,1 tels que 7’5 +1(f;11) 00
dans AP, ou a’=Pr (f,I,1), pour chaque (k-1,f,1)-cycle
rs=1(f,11) dans AG, du domaine D, et que z''I*+1(f,11) 0
dans BP, ou a'’ = Pr (f,1, U), pour chaque (k+1, f,11)-cycle
re+1( f,11) dans BG, du domaine ®. Posons G, = G;G,. D’apres
8° et 14 il existe un entourage @ C G, de a jouissant de la propriété
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suivante: chaque réseau U possede un affinement f,11 tel que
al®*(f;l)>0 dans ABG,, ou = =Pr (f,l1,1), pour chaque
(k, fs)-cycle I'¥(f,11) dans ABQ du domaine D (tel que
JI'o(f;0)] =0 si k=0).

Posons Uy, = W(Q), U, = f; 1y, U, = f,,. Soit 1 un affinement
simultané des réseaux 11, et U,. Posons U, = f,11,. Déterminons
un affinement U; de U, d’aprés 12, ou nous posons ¢ = AQ,
yp=BQ. Soit z;; =Pr (5, U;) (¢=0,1, 2, 3, 4), xy;=Pr(U,, ;)
(j=0,1,2).

Comme U, = U(Q), il existe un (k+1, U;)-cycle I'*+1(1l;) dans
Q du domaine D tel que m5I"*+1(1l;) ne soit pas ~0 dans P.
D’apres 8% peut poser I'*Fl(lL) = C¥+1(U,) — CE*Y(1L;), ol
C¥1(U,) C 4Q, CEFY(11,) C BQ. Comme I'*+1(ll;) — 0, on peut
poser

FCIIHI(HE)) = FC]2C+1(115) = Ak(us)-

On a A*(lly) C AD, A*(l,)C BY, d’ou Ak(11,) C ABD d’apres 12.
Donc 7, A¥(Uy) est un (k, U,)-cycle dans A BQ du domaine D
(et J[m;4°(5)] =0 si k=0). Comme U, = f;115, il existe une
(k+1, Uy)-chaine Dk+1(ll,) dans A BG, du domaine D telle que
DEA(W,) —» mgy ARW,). Alors @, CEH(IL) — gy DEH(I) est un
(-1, 1,)-cycle dans AG,C AG, du domaine D et 7, CET1(1,)—
75 DE+L(1,) est un (k-+1, Uy)-cycle dans BG,C BG, du domaine
D. Comme U, = fi U, et Uy = f,11,, il existe des (k+2, U,)-chaines
EET2(1))CAP et EF2(11)) C BP du domaine D telles que

EfT2 (1) — 750 C¥ 11 () — g9 DFF1(U,),
Eé’”(llo) - ﬂsoclzcﬂ(us) — 7y DF (W),
d’ou
EFT2(U,)— E;Hz(uo) — 750 CYH(Ug) — 750 C5 1 (U5) = ol 1 (Uy).
Done mg,l*+1(1l;) ~ 0 dans P, ce qui est une contradiction.

38. Prémisses: 1° A et B sont des sous-ensembles fermés du
plan R,,

20 q est un point de AB,

3% 4l eaxiste un entourage de a ne contenant aucune composanie
ni de R,—A ni de R,— B,

4%  AB est localement connexe d’ordre 0 (v. 15) au point a.

Conclusion: Il existe un entourage de a ne contenant aucune
composante de R,— (A+B).

En vertu de 29, c’est un cas particulier de 37.

(Rec¢u, le 6 septembre 1933.)



