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Sur la connexité locale d’ordre supérieur
par

Eduard Cech

Brno

Ce Mémoire est divisé en deux chapitres. Dans le premier je
donne un bref exposé de la théorie de l’homologie dans un espace
quelconque, en supposant que les coefficients appartiennent à
un groupe abélien additif complètement arbitraire 1). Je me sers
beaucoup de mon Mémoire Théorie générale de l’homologie dans
un espace quelconque [Fund. Math. 19 (1932), 149-188], cité:
HOMOLOGIE. Je voudrais attirer l’attention du lecteur sur le

théorème du n° 11 qui exprime en toute généralité le lien entre
homologie et homotopie. On pourrait utiliser ce théorème (et
ceux donnés dans HOMOLOGIE) pour démontrer les propriétés
combinatoires de l’espace euclidien sans faire usage de polyèdres.
Dans le second chapitre je m’occupe de la connexité locale

d’ordre supérieur, définie moyennant l’homologie 2). La con-

nexité locale d’ordre 0 ne diffère guère (v. n°. 15) de la connexité
locale au sens classique. Après avoir donné la définition (n°. 13),
j’expose une série de critères pour la connexité locale d’ordre
supérieur. Les corollaires des nos. 35 et 37, ne contenant expli-
citement aucune notion combinatoire, sont intéressants parce

qu’ils donnent une localisation des deux théorèmes classiques de
JANISZEWSKI 3).
Dans un Mémoire qui fera suite à celui-ci, j’étudierai en parti-

culier les espaces bicompacts partout localement connexes

d’ordres 0, 1, ..., n. En ce qui concerne les cycles de dimension
n, ces espaces sont une généralisation naturelle des polyèdres.

1) Cf. P. ALEXANDROFF, Über die Urysohnschen Konstanten [Fundamenta
20 (1933), 144-150 (141)].

2) Cette notion n’est pas nouvelle (voir P. ALEXANDROFF [Annals of Math.
30 (1929), note 63 au bas de la page 181]); néanmoins elle ne semble pas avoir
été étudiée jusqu’à présent. 

3) Sur les coupures du plan faites par les continus. [Prace Matem. -- Fiz.
26 (1913)]. Il existe une autre localisation de ces théorèmes, que je publierai ailleurs. t
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1. Soit R un espace topologique (HOMOLOGIE, III, 1 ). Nous
aurons souvent l’occasion de supposer que R satisfasse à l’un
des axiomes de séparation que voici:

1.1. (Axiome de M. Hausdorff): a et b étant deux points de
R distincts l’un de l’autre, il existe des ensembles ouverts U

et V tels que ae U, bE V, UV = 0.
1.2. (Régularité de R): U étant un entourage 4) de aE R, il

existe un entourage V de a tel que V C U.
1.3. (Normalité de R): F et 0 étant deux ensembles fermés

tels que FOE = 0, il existe des ensembles ouverts U et V tels que

1.4. (Normalité complète de R): Soit S un sous-ensemble
arbitraire de R; soient P et Q deux ensembles ouverts dans S
et tels que PQ = 0: alors il existe des ensembles U et V ouverts
dans R et tels que P C U , QCV, UV=0.

Chacun de ces axiomes est plus fort que les précédents. Chaque
espace métrique satisfait à l’axiome 1.4. Les exiomes 1.1, 1.2

et 1.4 sont héréditaires: chaque sous-ensemble S d’un espace R
satisfaisant à ces axiomes les vérifie lui-même. L’espace R satis-
fait à 1.4 si et seulement si cet espace satisfait héréditairement
à 1.3.

2. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-
ensemble arbitraire de R. Soit Vo un sous-ensemble ouvert de S;
soit U un sous-ensemble ouvert de R; soit Vo CU. Il existe un

sous-ensemble V ouvert de R tel que V C U, Vo = SV, SVO = SV.
Démonstration. Les ensembles Vo et S - Tlo sont ouverts dans

S et Vo(S-Vo) = 0. D’après 1.4 il existe des ensembles G et H

ouverts dans R et tels que V. C G, S - Vo C H, GH = 0 . H étant
ouvert, on a GH = o. L’ensemble Vo étant ouvert dans S, il

existe un ensemble K ouvert dans R et tel que Vo = SK. Posons
V === UGK. Alors SV = SK. UG = Vo . UG = Vo . Comme Tlo C V,
on a SVoCSV. Comme S-VoCH, GH = 0 , VCG, on a

(S - VO) V = 0, d’où SFGSFo. Donc SVo = SV.

3. L’espace R s’appelle bicompact s’il satisfait à 1.1 et si de
chaque famille d’ensembles ouverts recouvrant R on peut extraire
une famille finie recouvrant R.

4) Un entourage d’un point ou d’un sous-ensemble est un ensemble ouvert
contenant le point ou le sous-ensemble considéré.
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Chaque espace bicompact est normal. Un sous-ensemble S d’un
espace bicompact R est bicompact si et seulement s’il est fermé
dans R. Un espace métrique R est bicompact si et seulement
s’il est compact, c’est-à-dire si chaque suite de points de R con-
tient une suite partielle convergente.

4. Soit R un espace topologique quelconque. Soit n = - 1 ,
0, 1, 2, .... Nous dirons5) que dim R  n, si chaque réseau 6)
U dans R possède un affinement (HOMOLOGIE II, 9) lll d’ordre ? )
 n.

5. A et B étant deux ensembles quelconques, on désigne par
A X B l’ensemble de tous les couples ordonnés (a, b), où aeA,
ben. Supposons que A et B soient des espaces topologiques.
M étant un sous-ensemble arbitraire de A X B, on dit que M
est ouvert dans A X B si, (a, b) étant un point quelconque de
M, il existe un entourage U de a dans A et un entourage V de
b dans B tels que U X V C M. On voit sans peine que A X B est
en vertu de cette définition un espace topologique.

Si U est un réseau dans A et si B est un réseau dans B, l’en-
semble U X lll de tous les U X V, où U et V parcourent respecti-
vement tous les sommets de U et de B, est évidemment un
réseau dans A X B.

6. Soient A et B deux espaces bicompacts. Soit 3 un réseau
dans A x B. Il existe un réseau U dans A et un réseau Q3 dans
B tels que U X Q3 soit un affinement de 3.

Démonstration. Soit a un point de A. Pour chaque b E B il existe
un sommet Z(a, b) de B tel que (a, b ) E Z(a, b ). L’ensemble

Z(a, b ) étant ouvert dans A X B, il existe un entourage P(a, b)
de a dans A et un entourage Q(a, b) de b dans B tels que

P(a, b) X Q(a, b ) C Z(a, b). Les ensembles Q(a, b ) sont ouverts
dans B et L Q(a, b) = B. L’espace B étant bicompact, il existe

bEB

des points ba,1, ba, 2’ ..., ba,k(ay de B en nombre fini tels que

@(a) == {Q(a, ba,l), Q(a, ba,2), ..., Q(a, ba,k(a)} est un réseau

dans B. Posons

5) Cf. Casopis pro pést. mat. a fys. 62 (1933), 277 - 291.
6) Les réseaux considérés dans ce Mémoire sont tous de réseaux ouverts (Ho-

MOLOGIE III, 2).
7) L’ordre du réseau S est la dimension maxima d’un B-simplexe (HOMOLOGIE

II, 2).
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Les ensembles U (a ) sont ouverts dans A et E U (a ) = A. L’espace
aEA

A étant bicompact, il existe des points al , a2 , ... , ah de A en
nombre fini tels que U = f U(al), U (a2)’ ..., U(ah)} est un réseau
dans A. Soit ? un réseau dans B qui soit un affinement simul-
tané de tous les réseaux B(ai) (1  i  h). Alors U X B est un
réseau dans A X B. Soit U(a2) X Tj un sommet arbitraire de
U x B. Il suffit de prouver qu’il existe un point bE B tel que
U(ai) x V C Z(a, b ). Le réseau ? étant un affinement de B (ai) , il

existe un indice i (1 ik(ai)) tel que VCQ(ai’ ba.,j). Or on
a U(ai) C P(ai’ ha., j). Donc 

7. Un espace topologique R est dit connexe si une décompo-
sition R = U + V,. où U et TT sont des sous-ensembles ouverts et
non vides, ne peut avoir lieu que si UV ~ 0
Un sous-ensemble connexe maximé d’un espace R s’appelle

une composante de R. Chaque point aE R appartient à une et à
une seule composante de R.
Deux points a et b de l’espace R sont dits séparés dans R, s’il

existe une décomposition R = U -E- V, où U et V sont des sous-
ensembles ouverts de R tels que aE U, bE V, UTl = 0. Un sous-

ensemble Q de R s’appelle une quasicomposante de R, s’il est

maximé (saturé) relativement à la propriété suivante: deux de
ses points ne sont jamais séparés dans R. Chaque point aE R
appartient à une quasicomposante de R et à une seule.

Chaque composante de R fait partie d’une quasicomposante
de R. Si le nombre total de quasicomposantes de R est fini, ou
bien si l’espace R est bicompact, les quasicomposantes son’

identiques avec les composantes.

8. Soient A et B deux espaces topologiques. Soit f une fonction
(univoque) définie dans A, dont les valeurs soient des points
de B. On dit que la fonction f est continue si, U étant un sous-
ensemble ouvert de f(A) C B, l’ensemble f-1(U) de tous les xE A
tels que f(x),e U est ouvert dans A.

Si l’espace A est bicompact, l’espace f(A) l’est aussi pourvu
que B satisfasse à l’axiome de M. Hausdorff (1.1).

9. F désigne l’ensemble de tous les nombres entiers. 9t désigne
l’ensemble de tous les nombres rationnels.
Un groupe abélien additif contenant au moins deux éléments

sera appelé un domaine. F et ? sont donc des domaines particuliers.
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10. Soit R un espace topologique. Soit Z la famille de tous
les réseaux ouverts dans R. Dans HOMOLOGIE II j’ai développé
une théorie de l’homologie dans R 8) en supposant que les coeffi-
cients dans les cycles et dans les homologies appartiennent au
domaine 9L Toute la théorie reste d’ailleurs valable quand on
remplace 9î par le domaine des entiers réduits mod m, où m = 2,
3,... ; ; V. HOMOLOGIE V, 1.

Or soit T) un domaine complètement arbitraire. On voit sans
peine que tout le contenu de HOMOLOGIE II, 1-15 se transporte
textuellement au cas où on remplace 91 par D. Pour plus de charté,
j’introduirai les termes: (n, U)-chaîne du domaine D (HOMOLOGIE
II, 3) et (n, U)-cycle (absolu ou relatif 9 )) du domaine T (Ho-
MOLOGIE II, 7) pour indiquer que les coefficients appartiennent
à Z. 

Ajoutons les deux remarques suivantes:
10.1. cn(U) étant une (n, U)-chaîne du domaine OE et r étant

un élément de ill, on peut former la chaîne rCn(U) du domaine Z.
Si cn(U) C A (HOMOLOGIE II, 5), on a aussi rCn(U) C A. Si

Cn(n) _ rn-l(U) (HOMOLOGIE II, 4), on a aussi rC7l(U) -
rrn-l(U) etc.

k

10.2. C°(U) riui étant une (0, U)-chaîne du domaine "D,
i k

je pose J[c°(U)] = £ r;e%. Si CO(U)NO, on a J[c°(U)] = 0.
1

Soit 58 un affinement de U; soit n = Pr (B, U) (HOMOLOGIE II,
10 et 11); soit CO(B) une (0, B)-chaîne du domaine D; alors

J[x C°(* )] = JC°(* )..
Comme dans HOMOLOGIE II, 20, on définit les (n, R)-cycles

(absolus ou relatifs 9)) du domaine ill. Nous convenons d’écrire

simplement Cn (p. ex.) au lieu de {cn(U)}: donc Cn est l’ensemble
de tous les Cn(U) attachés aux réseaux U.

Si ro est un (0, R)-cycle absolu du domaine Q, on voit sans
peine que l’élément r = J[FO(U)] de D est indépendant du choix
du réseau U; je pose r = J(rO).

11. Prémisses: 1 ° R et T sont des espaces bicompacts,
2° oc et fl sont deux points de T non séparés (v. 7) l’un de l’autre

dans T,
3" S est un sous-ensemble fermé de R,
4° f est une fonction continue définie dans S X T,

8) La famille Z y était beaucoup plus générale; mais nous avons déjà signalé
que, dans ce Mémoire, nous nous servirons exclusivement de réseaux ouverts.

9) Tous les cycles considérés dans ce Mémoire sont absolus.
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50 f (S x T) =- M C R,
6° f (x, a) = x pour chaque xeS,
7° j ( S, fJ) == 5*,
8° U est un réseau dans R.

Conclusion: Il existe un affinement B de U jouissant de la

propriété suivante: Soit k = 0, 1, 2, .... Soit n = Pr (B, U). Soit
0393k(B) un (k, B)- cycle dans S d’un domaine ’Z quelconque. Il existe
un (k, U)-cycle ~k(U) dans S * du domaine D tel que 03C00393k(U) C’0
¿jk(U) dans M.

Démonstration. Considérons le réseau MU dans M (HoMOLOGIE
III, 4 ). U étant un sommet de U tel que MU = 0, l’ensemble

f-’(MU) est (v. 8) un sous-ensemble ouvert de S X T; tous les

f-1 (MU) (U EU, MU * 0) constituent un réseau 8 dans S X T.
D’après 6, il existe un réseau S8 dans S et un réseau Z dans T
tels que % x Z soit un affinement de 8; soit 99 = Pr (SB X 2;, 8 ).
Les points oc, flET n’étant pas séparés dans T, il existe (HOMO-
LOGIE III, 13) des sommets Ti (0  i  n) de Z tels que aETo,
PETn’ Ti-lTi*O (1  2  n).

Soit W un sommet quelconque de BB. Alors Z = gg(W x TO)
est un sommet de 8. D’après la définition de ,8, il existe un
sommet U = 03C81W de U tel que f( W X To) C f (Z) = MU. Comme
rlwETo, d’après 11.6 on a W == f (W x a) C f (W x T.) C MU, d’où

W C S U, car W C S. Il en résulte que le réseau B est un affi-
nement de S U et qu’il existe une projection nI = Pr (SB, SU) telle
que JlI1ïV==S. viw , MV,W = f (Z), où Z==cp(WxTo).

Chaque WE B étant un ensemble ouvert dans S et contenu
dans .nI W == SU, où U = 1JJl W, on peut y attacher un ensemble
V == 1JJ2W ouvert dans R et tel que W == SV, V C U. L’ensemble
R - 03A3 1JJ2 W C R - S est fermé dans R et par suite bicompact.

WE’!B

Il en résulte qu’on peut le recouvrir par un nombre fini d’ensem-
bles V’ ouverts dans R, chaque V’ étant contenu dans un ensemble
de la forme U - S, où UE U. En ajoutant ces ensembles V’ aux
ensembles V = 1JJ2W, où WE U, on obtient un affinement ’8 de U
tel que SB = SB. On voit qu’il existe une projection = Pr (B, U)
telle que n1p2 W = 1JJI W pour chaque We SB.

Ceci étant, rangeons tous les sommets de e dans une suite
finie bien déterminée

Soit (Wpo’ WPl’ ..., WVk) un (k, B)-simplexe; on peut supposer
que v.  vL  ...  Vk8 Pour 1 i  n posons 10) 

10) Cf. HOMOLOGIE 1I, 12.
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en convenant que chaque symbole dont les sommets ne sont

pas tous distincts l’un de l’autre signifie zéro. Donc

est une (k, 38 X I-chaîne. Si

est une (k, Bk)-chaîne du domaine ’Z, posons

Pour 0  i  n posons

c’est donc une (k, ex Z)-chaîne du domaine S). On démontre
sans peine 11 ) que pour 1  i  n

Or soit 0393k(B) un (k, B)-cycle dans S du domaine D. Comme
SB = S8, on a (HOMOLOGIE III, 7)

D’après (1) on a pour 1  i  n

car 0393k(B) --&#x3E; 0, d’où S0393k(B) ~ 0. Donc

d’où

Posons Zv===cp(WvxTo), Z’ - gg(W,, &#x3E; T,,). Alors (3) s’écrit

’ij V. S. LEFSCHRTZ [Topology, II, 8].
12) Pour k = 0 on doit poser P’[FCO(-!£,)] = u.
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Comme f(8) ==MU, on en déduit sans peine que

sont des (k, MUk)-cycles du domaine D homologues l’un à

l’autre. En posant f (Zv) = MUv, f (Zv) = MU’ , UvEU, U,’ ,E il,
on voit que

les deux membres étant des (k, U)-cycles du domaine ’Z dans M.
Comme Zv == qJ(Wv X To), on a f(Zv) == M ’lJl1 Wv, d’où U, = y, W, =
n’lJl2 W v. On en déduit en vertu de (2) que

Comme fJ E Tn, Z’ , D W V X Tn, on a

d’où d’après 11.7, car U’ , Df (Z,). Donc

est situé dans S*. Or il résulte de (4), (5) et (6) que 03C00393k(B) ~
4k(U) dans M, c. q. f. d.

12. Soit R un espace complètement normal. Soient p et 03C8 deux

sous-ensembles fermés de R. Soit U un réseau donné dans R. Il

existe un affinement B de il jouissant de la propriété suivante: Si
une (k , B)-chaine (k = 0, 1, 2, ... ) d’un domaine D arbitraire est
située dans cp et dans 1jJ, elle est aussi située dans ~03C8.

Démonstration. Soit (HOMOLOGIE III, 23) B un affinement
de U régulier par rapport à ~03C8. Soit B le réseau déduit de U de
la manière suivante : Chaque sommet W de e tel que Wcp1p ~ 0
passe inaltéré du réseau U dans le réseau B; au contraire, au
lieu de chaque sommet W de U tel que W CP1p = 0, BB possède les
deux sommets W - 99 et W - 03C8.

Ceci étant, soit Ck(B) C ~, Ck(B) C 1p et soit (Vo, VI, ..., Vk) un
k k

simplexe de Ck(B), on a ~ II Vi *0 * 03C8 Vi, d’où ÇVj # 0 # 1pVi.
i=0 i=0 

i

D’après la définition même de B, il en résulte que CP1pVi ~ 0
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et que ViE B. Le réseau 38 étant régulier par rapport à ~03C8, on

a

II.

13. Soit a un point donné d’un espace R. Soit k = 0, 1, 2,
Soit Q un domaine donné. Nous dirons que R est localement
connexe d’ordre k relativement à 1) au point a, si chaque entourage
P de a contient un entourage Q de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau U possède un affinement B tel que, si

0393k(B) est un (k, B)-cycle dans Q du domaine D (et si J[ T° (lll ) ] = 0
dans , le cas k = 0), on a 03C00393k(B) ~ 0 dans P, où n = Pr (B, U).
Le choix de la projection est indifférent d’après HOMOLOGIE

II, 12. On voit sans peine que, S8 étant un affinement arbitraire
de ? et rk(U) étant un (k, U)-cycle dans Q du domaine ’Z
(avec J[FO(U)] - 0 si k - 0), on a nlrk(U)-C--) 0 dans P, où
n’ == Pr (B, U).

14. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-
ensemble fermé de R. Soit a E S. Soit k = 0, 1, 2, .... Soit ’Z un
domaine quelconque. Pour que S soit localement connexe d’ordre k
relativement à 1) au point a, il faut et il suffit que chaque entourage
P de a dans R contienne un entourage Q de a dans R jouissant de
la propriété suivante: Chaque réseau U dans R possède un affine-
ment B tel que, si 0393k(B) est un (k, B)-cycle du domaine D dans
SQ (avec J [ T°(ll§ ) ] = 0 si k = 0) , on a 03C00393k (B) ~ 0 dans SP,
où n = Pr (B, U).

Démonstration. 1. La condition est nécessaire. Soit P un

entourage de a dans R, de manière que Po = SP est un entourage
de a dans S. S étant localement connexe d’ordre k relativement

à ’Z au point a, il existe un entourage Qo C Po de a dans S jouis-
sant de la propriété indiquée au no. 13. D’après 2 il existe un

entourage Q C P de a dans R tel que SQ = Qo, SQ = Q°. Soit U
un réseau dans R, de manière que llo = SU (HOMOLOGIE III, 4)
est un réseau dans S. Déterminons un affinement ?0 de 110
d’après 13. On voit sans peine qu’il existe un affinement 3S de
U tel que Sll§ = B0. Soit n = Pr (B, U). On en déduit d’une
manière évidente la projection = Pr (?0, Uo). Or soit 0393k(B)
un (k, B)-cycle dans SQ = Qo du domaine 1). Evidemment

y_k(B°) = S . 0393k(B) (HOMOLOGIE III, 7) est un (k, B0)-cycle dans
Qo du domaine D (et J [y°(ll§o )] = 0 si k = 0) . D’après la définition
de B0 il existe une (k+1, Uo)-chaîne ck+1 (B0) du domaine Q
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dans Po C SP telle que ck+l(llo) --&#x3E; 03C00yk(B0) = S _ xTk(ll@ ). Il existe
evidemment une (k+i, U)-chaîne Ck+1(11) du domaine S) dans
SP telle que Ck+1(UO) = S. Ck+l(U ), d’où Ck+1(11) - xTk(*).

II. La condition est suffisante. Supposons la remplie. Soit P°
un entourage de a dans S. D’après 2, il existe un entourage P de a
dans R tel que SP = Po, SP = Po. Déterminons l’entourage Q C P
de a dans R d’après notre condition et posons Qo = SQ, de manière
que Qo est un entourage de a dans S contenu dans Po. Or soit
Uo un réseau dans S. Il existe un réseau U dans R tel que Uo = SU.
Déterminons un affinement ? de U d’après notre condition et
posons B0 = SB. Soit n = Pr (B, U), ce qui détermine la projec-
tion no = Pr (So, UO). Soit yk(o) un (r, 8o)-,cycle dans Qo C ,SQ
du domaine Z (avec ,T Cyo ( o ) = 0 si k = 0). Il existe évidem-
ment un (k, B ) -cycle rk(B ) dans SQ du domaine Q tel que
yk(Bo) = S rk(B); si k = 0 on a J[ro(B)] = 0. D’après notre
condition, il existe une (k+1, U’)-chaîne Ck+1(U) C SP du do-
maine S telle que Ck+1(U) -+ xTk(* ). Evidemment S. Ck+1(U)
est une (k+1, Uo)-chaîne dans SP =Po du domaine Z et

S Ck +1 (11) --&#x3E; S. JtTk(s ) = noyk(}8o).

15. La connexité locale d’ordre 0 est indépendante du domaine
T en vertu du théorème suivant, valable pour chaque domaine Z:

L’espace R est localement connexe d’ordre 0 relativement à 7) au
point a si et seulement si chaque entourage P de a contient un
entourage Q de a tel que l’ensemble Q fait partie d’une seule quasi-
composante de P.

Démonstration. Soient P et Q des entourages de a tels que
Q C P. Il suffit de prouver que, si Q fait partie d’une seule
quasicomposante de P et dans ce cas seulement, chaque réseau
U possède un affinement ? tel que xT°(ll§) oe 0 dans P, où
jr = Pr (B, U), pour chaque (0, *)-cy&#x26;e rO(B) dans Q du domaine
D tel que J[ rO{}8) ] = 0.
Supposons en premier lieu que Q fasse partie d’une seule quasi-

composante de P. Soit où

ViEU, UiQ =j:. o. Il suffit de prouver que T°(U) c,,, 0 dans P.
Désignons par 9t l’ensemble de tous les sommets U de U tels qu’i 1
existe une suite Ui , ... , Uh de sommets de U satisfaisant aux
conditions Uz = Ul, Uh = U, U;-l U; =j:. 0 (2  i  h ), U)P # 0
(1  i :s; h). Désignons par %S l’ensemble de tous les sommets
U de U pour lesquels UP =/ 0, mais non U EU. Soient respec-
tivement A et B la somme de tous les éléments de 5H et de B.
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Alors P = A P + BP, les deux termes de la somme étant sans
point commun et ouverts dans P. Comme Q fait partie d’une
.seule quasicomposante de P, on a AQ = 0 ou bien BQ = 0.
Or o # U1Q C AQ; donc BQ = 0. Cela signifie que UEU, us¿ *- 0

entraîne UeU, d’où
1

U - Ul , donc U co U, dans P pour U EU, UQ =F 0. Donc on a

pour 1  i  a : U2 - UIC"’-1 0 dans P, d’où ri(Ui-U1) ce 0 dans
_ 

ce x

P et 1ll(U) = S î-i Ui - 1 1"i(Ui-U1) 00 0 dans P, c. q. f. d.
i=l i=l

Supposons en second lieu que chaque réseau U possède un
affinement 8 tel que c-,D 0 dans P, où n = Pr (lll, U),
pour chaque (0, B)-cycle T0(B) dans Q du domaine % tel que
J[ T°(ll§ )] = 0. on doit prouver que Q fait partie d’une seule quasi-
.composante de P. Supposons le contraire. Alors P = A -f- B, où A
et B sont des ensembles ouverts dans P et tels que AQ = 0 "* BQ,
AB=0. Soient U1 et U2 des ensembles ouverts dans R et tels
que A = U1P , B = U2P. Les trois ensembles UI, U2 et R - P
constituent un réseau U dans R. Soit B l’affinement de U jouis-
sant de la propriété énoncée plus haut. Comme AQ *- 0 = BQ,
il existe deux sommets V, et V2 de 93 tels que V1AQ *- 0 = V2BQ.
Soit r e Z, i- :É 0. Alors T°(lll ) = rllli - rlll est un (0, B )-cycle dans
Q du domaine S et J[ -PO(e)] = o. Donc nFO(5e) co 0 dans P, où
n = Pr (S, U). Or VA :A 0, U2A = O=(R-P)A. Donc nV1 = VI et
on voit pareillement que -rV2 = U2. Donc yrjT(S) == !7i 2013 ’ 0.
D’autre part -rI’0(1) 00 0 dans P, donc il existe une (1, U)-chaîne
C1(U) dans P du domaine ’Z telle que C1(u.) - yrro(S), d’où

,C1 (U. ) =/ 0. C’est une contradiction, car on voit sans peine qu’il
n’existe aucune (1, U)-chaîne -=F 0 dans P.

16. Si R est localement connexe d’ordre k relativement à 0152 au

point a, R l’est aussi relativement a 9î.
Démonstration. Soit Tk (* ) un (k, 93)-cycle dans Q du domaine ffi

(avec J[FO(?B)] = 0 si k ====0). Il existe un nombre ne0152, n *0
tel que nrk() est un (L», B)-cycle du domaine OE. Donc il existe
une (k+1, U)-chaîne Ck+l(U) dans P du domaine OE telle que

Ck+1(U) -+ nnrk(93). Alors Ck+1(11) ) est une (k+l, U)-chaîne
- n l

dans P du domaine 91 telle que n 1 CI* +1 ( U) r k (8).n

17. Soit = 1, 2, 3, .... Si R est au point a localement con-
nexe d’ordres k et k - 1 relativement a 0152, alors R est au point a
localement connexe d’ord re 1- relativeinent à un domaine D arbitraire.
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Démonstration. Soit P1 un entourage donné de a. Comme R
est localement connexe d’ordre k relativement à OE au point a,
il existe un entourage P2 C Pl de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau U1 possède un affinement U2 tel que,
si Tk(U2) est un (k, U2)-cycle dans P2 du domaine OE on a

n21Tk(U2) -, 0 dans P1, où Z21 = Pr (U2, U1). Comme R est locale-
ment connexe d’ordre k - 1 relativement à OE au point a, il existe
un entourage Ps C P2 de a jouissant de la propriété suivante:
Chaque réseau U2 possède un affinement Us tel que, si Tk-1( U3)
est un (k-1, U,)-cycle dans P3 du domaine OE (avec J[F"(U3)=Ol
si k = 1) , on a nS2rk-1(Us) ex&#x3E; 0 dans P2 , , où 1tS2 = Pr (U3, U2). Il
suffit de prouver que, si A k (U3) est un (k, U3)-cycle dans P3 du
domaine 1), on a 1t211tS2L1k(Us) ex&#x3E; 0 dans Pl.
Pour h = k et pour h === 1(; - 1 soit Qh l’ensemble de toutes

les (h, Il,)-chaînes dans P3 du domaine 0152. Qh possède une base,
c’est-à-dire qu’il existe des éléments C"(U3), C 2 ( 3 ), , C£ (Ug)
de Qh en nombre fini tels qu’à chaque élément Ch(Ua) de

h on puisse faire correspondre biunivoquement des entiers
ah

a,l, a OCh tels que Ch(Us) = Xl a,C/(lt ) 13 ). La base C;(Us)
" 

i=l ,

(1  i  (Xh) n’est déterminée qu’à une substitution linéaire

unimodulaire 14) près. Il existe des entiers lîij (1  i OCk,
ak-l

1 i (Xk-l) tels que Ci k(U3) ni!C-1(U3) pour 1 i  (Xk.
j=1

On sait 15 ) qu’il est possible de choisir les deux bases Cf(U3)
(1  i  (lk) et C 3’- 1 (U3 ) (1  i  ak-1) de manière que tous les
éléments de la matrice (nij) soient nuls, excepté les B [0  fJ 
min (Élk (lk-1)] éléments n11 = îîl, lÎ22 = n2, ... nBB = r(316). On
aura donc

et

On voit sans peine que C(Ug) -+ 0 (1  i  et, si k = 1,

aussi J[C(U3)J = 0 (1  i  fJ).

13) P. ex. tous les (h, U )-simplexes dont le noyau rencontre P3 constituent une
telle base.

14) C’est-à-dire une substitution linéaire dont les coefficients sont des entiers

et dont le déterminant est égal à -4- 1.
15) V. p. ex. S. LEFSCHETZ [Topology, 27 et 37].
16) On peut supposer que chacun des entiers 1Jt’ ...,?JfJ est un diviseur des

précédants, mais cela est ici sans importance.
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Or soit L1k(U3) un (k, U3)-cycle dans P3 du domaine D. On
voit sans peine qu’il existe des éléments ri de D tels que

ak p

L1k(Us) == ri Cf(Us). Comme L1k(Us) -&#x3E; 0, on a 1 niri C-] (Us) = 0.
i=l i=i

On en déduit aisément que

Pour fJ + 1 i OCk’ on a Ck (u3 ) C P3 , C(Us) --* o. Donc il

existe des (k+1, U1)-chaînes H+1(U1) dans P1 du domaine @
telles que

Pour liB, on a C-l(US)CPs, C-l(US)-*O; sik==l,
on a encore J[C(Us)J === o. Donc il existe des (k, Us)-chaînes
D(U2) dans P2 du domaine @ telles que D§(lt) -&#x3E; x Cf/ (tl).
Donc nS2Ci(US) -l]iDi(U2) sont des (k, U2)-cycles dans P2 du
domaine OE. Donc il existe des (k+1, U1)-chaînes H+1(U1) dans
P1 du domaine @ telles que

D’après (1), (2) et (3) on a

Donc 7l217lS2L1k(Us) ~ 0 dans P, c. q. f. d.

18. Soit k = 0, 1, 2, .... L’espace R est localement connexe
d’ordre k relativement à 9î au point a si et seulement si chaque
entourage P de a contient un entourage Q de a tel que, si Tk est

un (k, R)-cycle dans Q du domaine 9î [avec J( T°) = 0 dans le cas
k = 0], on a Tk ce 0 dans P.

Démonstration. 1. La condition est suffisante. Supposons-la
vérifiée. Soit U un réseau donné. Soit B un affinement de U
normal relativement aux cycles absolus dans Q du domaine 9t
(HOMOLOGIE II, 15 et 16). Soit Tk(fl%) un (k, lll)-cycle dans Q
du domaine 9î (avec J [ T°(lll )] = 0 si k = 0). On doit prouver que
7l Tk(%) ce 0 dans P, où n = Pr (%, U). Or il existe ( HOMO LO GIE
II, 28) un (k, R)-cycle absolu Ck dans Q tel que Ck(U) = xTk(lll ).
(Dans le cas k=o on a J ( C° ) = J[T°(lll)] = 0.) D’après notre
condition, on a Ckoeo dans P, d’où xTk(lll) = Ck(U)oeo
dans P.

II. La condition est nécessaire. Supposons que R soit loca-
lement connexe d’ordre k relativement à 9î au point a. Soit P
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un entourage de a. Déterminons un entourage Q C P de a d’après
13. Soit Tk un (k, R)-cycle dans Q du domaine ? (avec J( T° ) = 0
si k=O). Soit U un réseau arbitraire. On doit prouver querk(U)CB.) 0
dans P. Or il existe un affinement ? de 11 tel que :n;rk() ex&#x3E; 0
dans P, où n = Pr (S, U). Comme nTk(&#x3E;B) ex&#x3E; rk(U) dans Q C P
(HOMOLOGIE, II, 20) il en résulte que rk(U) ce 0 dans P, c. q. f. d.

19. Soit R un espace topologique. Soit SeM C R. Nous

dirons 17) que S est contractible dans 1B;1, s’il existe: un espace

bicompact T, deux points oc et fl de T non séparés dans T et une
fonction continue f définie dans S X T et telle que

1° f(S X T) C M;
2° f(x, oc) = x pour chaque XE S;
3° f(x, P) - c pour chaque xeS, où c est un point fixe de M.
Soit aE R. Nous dirons 18) que R est localement contractible au

point a, si chaque entourage P de a contient un entourage Q
de a tel que Q soit contractible dans P.
Le cas le plus important est celui où T est un intervalle de

nombres réels.

20. Evidemment un espace euclidien est partout localement

contractible. Plus généralement, soit R un sous-ensemble d’un

espace euclidien; soit aE R, c5 &#x3E; 0; supposons que si x est un point
de R distant de a de moins de ô, le segment a x fasse partie de R;
alors R est évidemment localement connexe au point a. En parti-
culier, un sous-ensemble convexe d’un espace euclidien est partout
localement contractible.

21. Soit R un espace bicompact localement contractible au point a.
Soit le = 0, 1, 2, .... Soit ’Z un domaine quelconque. R est locale-
ment connexe d’ordre k relativement à ’Z au point a.

Démonstration. Soit P un entourage donné de a. Soit Q C P’
un entourage de a tel que Q soit contractible dans P. Gardons
les notations de 19 (en y posant S = Q, M=P). Soit U un réseau
donné. Déterminons en un affinement 3S d’après 11; soit x =

Pr (S, U). Soit rk(B) un (k, S)-cycle dans S du domaine D;
si k = 0, soit J[TO(e)] = 0. D’après 11, il existe un (k, U)-cycle
Ak(U) dans S* du domaine D tel que :n; rk() -"’.) Llk(U} dans
P (d’où J[AO(U)] = 0 si k = 0). Or l’ensemble S* se réduisant au
point c, on a A k (U) cD 0 dans S*, d’où :n;rk()-"’.)o dans P.

17) Cf. K. BORSUK [Fund. Math. 19 (1932), 235 (no. 23)].
18) Cf. BORSUK [l.c., 236 (no. 26)].
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22. Soit dim R  n (==0,1,2,...). Soitk==n+l, n + 2, ....
Alors R est partout localement connexe d’ordre k relativement à un
domaine T quelconque.

Démonstration. Soit P un entourage de aE R. Soit U un réseau

donné. Comme dim R  k, il existe un affinement S de U d’ordre
 k. Soit rk(}B) un (k, B )-cycle dans P du domaine D). Il suffit
de prouver que rk(fB)  0 dans P. Or on a même rk(}B) == 0,
car l’ordre ? est  k.

23. Prémisses: 1 ° a est un point de l’espace R,
20 Z est un entourage de a,
3° dim R  n (== 0, l, 2, ...),
4° ,s est un domaine donné,
5° chaque réseau U possède un affinement B tel que, si rn(e)

est un (n, B )-cycle dans Z du domaine Z (avec J[T"(lll)] = o si
n = 0), on a nrn()(X)o, oli Jc = Pr (B, U).

Conclusion: R est localement connexe d’ordre n relativement à

S) au point a.
Démonstration. Soit P un entourage donné de a. Posons

Q = PZ. Soit U1 un réseau donné. D’après 3° et 4° il existe un

affinement U2 de Ut tel que l’ordre de U2 soit  n. Déterminons

un affinement U3 de ’U2 d’après 5°. Soit n21 = Pr (112, Ki),
3tS2 = Pr (Us, U2). Soit Fn(Ua) un (n, Us)-cycle dans Q du do-
maine S); si n = 0, soit J[ FO(}B) ] = 0. Il suffit de prouver que

J’l21J’lS2rn(u3)(X)0 dans P. D’après 5° il existe une (n+1, U2)-
chaîne Cn+1 (1.2 ) du domaine T telle que C"+1(Hj) --&#x3E; n.F?’(U3)-
Comme l’ordre de U2 est  n, on a Cn +1 (U2) =-= 0. Donc Jt’s2Tn(u3)===0,
d’où Jt’21na2Fn(Us)==0 et par suite e2l n32 Fn (11,) cD 0 dans P.

24. Soit dim Rn(==0,1,2,...). Si R est au point a
localement connexe d’ordre n relativement à 9î l’est aussi relative-

ment à 0152.
Démonstration. Soit P un entourage de a. Il existe un entourage

Q C P de a jouissant de la propriété du n°. 13, où k = n, T) = 9î.
Soit U1 un réseau donné. Soit U2 un affinement de U1 d’ordre
 n. Déterminons l’affinement U3 de U2 d’après 13. Soit n21 =
Pr (U2, Ui), n32 = Pr (U3, U2)’ Soit P-(U3) un (n, U3)-cycle dans
P du domaine OE. Comme Tn(U3) peut aussi être considéré comme
un (n, U3)-cycle du domaine R, il existe une (n+1 , 112)-chaîne
Cn+’(U-2) du domaine 91 telle que Cn+l(U2) -&#x3E; 32 rn(us). Comme
l’ordre de U2 est  n, on a Cn +1 (U2) == o, d’où Jt’32Fn(Us) = o et
par suite n21 n32 rn (Ua) ~ 0 dans P.
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25. Prémisses: 1 ° R est un espace régulier,
20 dimRn(==0,1,2,...),
311 le niéme nombre de Betti’9) de R est fini.
Conclusion: R est partout localement connexe d’ordre n relati-

vement à 0152.
Démonstration. D’après 3° il existe des (n, R)-cycles Cf(l im;

m = 0 , 1, 2 , ... ) du domaine ? tels que chaque (n, R )-cycle
m m

du domaine 9Î soit c,,) ri C’(riE 9î), tandis que ri C, -, 0
i=1 i=l 

i

(ri,e 9î) entraîne que r1 = ... = r m = 0. On voit sans peine qu’il
m

existe un réseau Uo tel que 1 ri Cî (Uo) ~ 0 (ri E R) entraîne que
i=l 

i i

ri =... = r m = 0. Soit aER. D’après 24 il suffit de prouver que R
est localement connexe d’ordre n relativement à 8t au point a.
Soit Uo un sommet de Uo tel que aEUo. D’aprés 10 il existe un

entourage Z de a tel que Z C U°. Soit U1 un réseau arbitraire-
ment donné. Les deux ensembles ouverts U° et R - Z constituent
un réseau I. Soit U2 un affinement simultané des réseaux Uo,
U1 et £. Soit (HOMOLOGIE II, 16) U3 un affinement de U2
normal relativement aux cycles absolus. Soit n32 = Pr (U3., ’LT.2 ),
Jl21 == Pl’ (U2, U1), n20 = Pr (U2, , UO)- Comme U2 est un affinement
de I on voit sans peine que l’on peut choisir n20 de manière que
Jt20U2 = Uo pour chaque sommet U2 de U2 tel que ZU2 ::/=- 0. Soit

Tn(u3) un (n, U3)-cycle dans Z du domaine 9î; soit J[ rO( Us) ] =--O
si n = o. D’après 23 il suffit de prouver que n21n32 Tn(u3) N 0.
D’après HOMOLOGIE II, 28 il existe un (n, R)-cycle Cn tel que
Cn (U2) = n32 rn(U3). Il existe des nombres riE9î tels que

m m

Cn (’..) L ri Cf, d’où Cn(Uo) ce £ r Cfi (U). Or on a cn(Uo) 
j=j i=l 

_ _

n20 Cn (U2) n20nS2rn(US). Comme rn(us) c Z, on a n32 F-(U3) C Z.
En tenant compte du choix de n20, on voit sans peine que

m

Jt20nS2 rn( u3) = o. Donc Cn(Uo) (X)’O, d’où 1 ri Cf(Uo) ~ 0. D’après
i=1

le choix de Uo, il en résulte que r, = ... = r m = 0, d’où Cn N 0
et par suite cn(U1) ~ 0. Or Cn(U1) C-’D Jt21Cn(U2) (X) n21Jt32 rn(U3),
d’où Jt21 %32 Tn(U3) ~ 0, c. q. f. d.

26. Soit Rn l’espace euclidien à n dimensions (n =1, 2, 3, ... ).
Soit S un sous-ensemble fermé de Rn. Soit D un domaine quel-
conque. 5’ est partout localement connexe d’ordre n relativement à D.

19) Défini dans HOMOLOGIE II, 20.
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Démonstration. Soit aE S. Soit P une sphère ouverte dans Rn
de centre a. Soit Uo un réseau dans SP. Soit U un réseau dans P
tel que S-P - U = Uo (HOMOLOGIE III, 5 ). D’après 20 et 21, P est
localement connexe d’ordre n relativement à i) au point a. Donc
il existe un entourage Q C P de a dans R et un affinement ll§
des U tels que n_pn(8) C,,) 0 dans P, où n = Pr (B, U), pour
chaque (n, lll)-cycle T?i(%) dans Q du domaine D. On peut sup-
poser que l’ordre de Q5 soit ç n. Soit B0 = SP . B, de manière
que Bo est un affinement de lio. La projection 7l définit une
projection no = Pr (lllo, Uo).

Ceci étant, soit yn(?So) Un (n, lllo)-eycle dans SQ du domaine SD.
Il existe (HOMOLOGIE III, 8) un (n, §l@)-cycle rn(&#x3E;B) dans SQ du
domaine D tel que SP T"(ll§ ) = y"(ll§o). On a xTn(ll§ ) 0V 0 dans P;
l’ordre de ?B étant  n, on a donc JtT"(ll§) = 0, d’où :TloynUBo) =
S - JtT"(lll) = 0. Donc SP, et par suite aussi S, est localement
connexe d’ordre n relativement à D au point et en vertu de 23.

27. Prérnisses: 10 R est un espace complètement normal,-
20 .S est un sous-ensemble fermé de R,
30 a est un point de S,
4° dim R  n + i (n=0,1,2, ... ) ,
50 D est un domaine donné,
6° R est locale1nent connexe d’ ordl’e n relativement à SD au

point a,
70 H est un entourage de a dans R,
8° chaque réseau U dans R possède un affinement B tel que

nT"+1(lll ) cJ 0, où n = Pr (B , U), pour chaque (n + l, B )-cycle
T"+1(ll§) dans (S+H) du domaine ’Z,

go Zo est un entourage de a dans S,
10° chaque réseau Uo dans S possède un affinement Bo tel que

nov"(Bo) ce 0, où, -to = Pr (Bo , UO), pour chaque (n, bo)-cycley"(lllo) dans 2 oû, domaine % (tel que J[y°(lllo)] = 0 si n = 0) -
Conclusion: S est localement connexe d’ordre n relativement à

1) au point a.

.Démonstration. Soit P un entourage donné de a dans R. D’après
60 et 70 il existe un entourage Q C PH de a dans R jouissant
de la propriété suivante: chaque réseau U dans R possède un
affinement f u tel que, si rn{fU} est un (n, f U)-cycle dans Q
du domaine D (avec J[T°( flt)] = 0 si n=0) , on a nT’i( fU) ~0
dans PH, où n = Pr (B , U).

Soit U, un réseau arbitraire dans R. Déterminons un affine-
ment U, de U, d’après 12, en y posant q; = S, y - P. D’après

2
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4° il existe un affinement U3 de U2, d’ordre  n + 1. Déterminons
un affinement U4 de U3 d’après 8°. Posons Uo = SU4 (HOMO-
LOGIE III, 4). Déterminons un affinement Bo de Uo d’après 10°.
On voit sans peine qu’il existe un affinement Us de U4 tel que
SU5 = Bo . Posons U6 = , fUs. Soit Jl21 = Pr (U2’ U1), ..., Jl6S =
Pr (U6, U5), n31 = Jl21JlS2’ .... · La projection n54 détermine d’une
manière évidente une projection n. = Pr (?so, DO) = Pr (SUs, SU4).

Soit Iln(U.) un (n, U6)-cycle dans SQZ du domaine 1 (tel que
J[FO(116) ] = 0 si n = 0). D’après 14 il suffit de prouver que
n6l Fn(U6) c,.D 0 dans SP. Comme Fn(U6) C SQ Z C Q et comme
ll.s = fUs, on a n6Srn (U6) 0 dans PH. Donc il existe une

(n+l, U5)-chaîne Cn+l(U5) dans PH du domaine S) telle que
Cn+l(U5) -&#x3E; n6Srn(U6). · Comme Tn(U6) C SQZ C SZ=Zo et comme
Bo = S U5, y"(ll%o) = S. n65 rn(U.) (v. HOMOLOGIE 111, 7) est un
(n, ll§o)-cycle dans Zo du domaine Z. D’après la définition de ll§o,
il existe donc une (n+1, 11o)-chaîne dn+1(Uo) du domaine
telle que dn+l(Uo) -+ noy"(%§) = S - n64 rn(U6). · Il existe évidem-
ment une (n+1, U4)-chaîne Dn+l(U4) dans S du domaine
telle que Dn+1(U4) -+ J’l64Fn(U6). Or on a aussi nu Cn +1 (U.5) --&#x3E;
n64 In(U.). Donc n.,4 Cn+l(U.) - Dn+l(U4) est un (n+l, U4)-
cycle dans S + PH C S + H du domaine D. D’après la définition
de U4, on a Z., Cn +1(U5) - J’l43Dn+l(U4) ~ 0. Donc il existe une

(n+2, U3)-chaîne Kn+2(Ua) telle que Kn+2(U3) n53Cn+l(U5) -
n4, Dn+l (U4). Comme l’ordre de Us est  n+l, on a Kn+2(Us) = 0,
d’où n,13 Cn+l (U5) .--- Jl4sDn+1(U4) et par suite nS2Cn+l( Us) =
n42Dn+1(U4). Or C-+’(U5) C PH C P, D-+’(U4) C S, de manière que
la (n+i , 112)-chaîne n52Cn+’(U.,) est située et dans P et dans S.
D’après la définition de U2, il en résulte que nS2Cn+l(Us) C SP, d’où
J’lSI cn+1(Us) C SP. Or cn+1(Us)n --&#x3E; n6Srn(U6), d’où n5lCn+l(U5) -+
Jl61Fn(U6). Donc Jl61Fn(u6) ~ 0 dans SP, c. q. f. d.

28. Prémisses: 10 R est un espace complètement normal,
20 S est un sous-ensemble fermé de R,
8° a est un point de S,
4° dimRn+l (n=0,1,2,...),
5° R est localement connexe d’ordre n relativement à, OE au point a,
6° H est un entourage de a dans R,
70 chaque (n+ 1 , R )-cycle dans (S+FI) du domaine 9t est N 0

dans R,
80 Zo est un entourage de a dans S,
9° chaque (n, S)-cycle dans 20 du domaine 9î est ci 0 dans S.
Conclusion: S est localement connexe d’ordre n relativement à OE

au point a.
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Démonstration. U étant un réseau arbitraire dans R, soit B
un affinement de U normal relativement aux cycles absolus
dans (S-E-H ), soit n = Pr (B , U ). Si Fn+’(8) est un (n+1, B)-
cycle dans (S +H) du domaine 8t, d’après HOMOLOGIE II, 28
il existe un (n+1, R)-cycle Cn+1 dans (S+R) du domaine 8t
tel que Cn+l(U) = xT"+1(%); d’après 70 on a C"+loe 0, d’où

c,,D 0. Il en résulte que la prémisse 8° du théorème 26
est vérifiée pour T = R. Pareillement on voit que la prémisse 10°
du même théorème est vérifiée pour D = 9î. Donc toutes les

prémisses du théorème 26 sont vérifiées pour D=R, et la prémisse
6° est vérifiée même pour D = OE.

Ceci étant, la démonstration est presque la même que celle du
théorème cité. Fn(U6) et cn+l(Us) sont maintenant des chaînes
du domaine OE, tandis que Dn+1(U4) et Kn+2(U3) appartiennent
au domaine 9î.

29. Soit Rn+1 l’espace euclidien a n + 1 dimensions (n= 0,
1, 2, ...). Soit S un sous-ensemble fermé de Rn+1. Soit a un point
de S. Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit locale-
ment connexe d’ordre n relativement à 0152 (ou, ce qui est ici la même
chose, relativement à 9î) au point a est qu’il existe uu entourage Z de a
dans Rn+1 tel qu’aucune composante de Rn+1 - S ne soit contenue
dans Z.

Démonstration. On voit sans peine que l’on peut supposer
S borné.

I. Supposons que S soit au point a localement connexe d’ordre
n relativement à 8t (v. 16). D’après 18 il existe un entourage Z de
a dans Rn+1 tel que chaque (n, S)-cycle dans SZ du domaine 9t
soit 0. Supposons par impossible qu’il existe une composante
K de Rn+ 1- S telle que K C Z. Evidemment K est aussi une
composante de R.+l-S-7. Soit bEK, cERn+1-(S+Z). Les points
b et c appartenant à deux composantes différentes de Rn+1- SZ,
il résulte du théorème de dualité qu’il existe un (n, R)-cycle
rn dans SZ du domaine ? enlacé (verschlungen) avec le (0, R)-
cycle {b} -{c} (HOMOLOGIE III, 12). Donc, si T est un sous-

ensemble fermé et borné de Rn+1 tel que I’n ce 0 dans T, on a
bE T ou bien cE T. Il en résulte que In n’est pas ~ 0 dans S.
Donc le (n, S)-cycle S Fn (HOMOLOGIE III, 10) dans SZ du
domaine ? n’est pas ci 0, ce qui est une contradiction.

II. Supposons qu’il existe un entourage Z de a dans Rn+1 tel
qu’aucune composante de Rn+ 1 - S ne soit contenue dans Z.

Soient Q, H des sphères ouvertes de centre a telles que Q C Z,
S C H. Posons Zo = SQ. On voit sans peine que les prémisses du
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théorème 28, sauf peut-être 9°, sont toutes vérifiées’20); il reste à

prouver que la prémisse 9° l’est aussi. Supposons le contraire.
Alors il existe (cf. HOMOLOGIE III, 11 ) un (n, R )-cycle Tn du
domaine 9î dans SQ, qui n’est pas co 0 dans S. Comme hn- n’est
pas c,,.D 0 dans S, il résulte du théorème de dualité qu’il existe
deux points b1 et b2 dans Rn.1 - S tels que hn soit enlacé avec
{b1}-{b2}. Soient Kx et K2 les composantes de Rn+1 -S telles que
b1EK1, b2EK2. D’après notre supposition, il existe des points
C1EK1-ZV C2EK2-Z. Comme les deux points b1 et cl appartien-
nent à la même composante KI de Rn + 1 - S, le cycle Tn C S
n’est pas enlacé avec {b1} - {C1}. De même on voit que Tn n’est
pas enlacé avec {b2} - {C2}. Donc FI’ est enlacé avec

Donc si FI, c-.D 0 dans T, T étant un sous-ensemble fermé et borné
de Rn + 1, on a ClET ou C2E T. Il y a contradiction, car Tn~ 0
dans Q C Z, tandis que ni CI ni c2 n’appartiennent à Z.

30. Soit Rn l’espace euclidien à n dimensions (n =1, 2, 3, ... )
complété par le point à l’infini. Soit S un sous-ensemble fermé de
Rn. Soit o  k  n - 1 , h = n - k - 1. Soit aE S. Une condition
nécessaire et suffisante pour que S soit localement connexe d’ordre k
relativement à R au point a est que chaque entourage P de a dans Rn
contienne un entourage Q de a dans Rn jouissant de la propriété
suivante : si yli est un h-cycle polyédral du domaine 9î dans Rn - SP
(avec J(yO) = 0 si h = 0), on a yh ~ 0 dans Rn - Sr¿. 21)
Démonstration. On peut supposer S borné.
I. Supposons que S soit localement connexe d’oidre k relative-

ment à 9î au point a. Soit P un entourage de a dans Rn. Il existe
(v. 18 et HOMOLOGIE III, 11 ) un entourage Q C P de a dans Rn,
jouissant de la propriété suivante: Si rk est un (le, Rn)-cycle
dans SQ du domaine 9t (avec J(TO) - 0 si k = 0), on a Tk~O
dans SP,. Supposons par impossible qu’il existe un h-cycle poly-
édral yh du domaine ? dans Rn-SP (avec J(yO) =0 si h = 0)
tel que y h ne soit pas ~ 0 dans R n - SQ. Comme yh C R n - SQ
et y h n’est pas c-,) 0 dans Rn - SQ, il résulte du théorème de dualité

qu’il existe un (k, Rn)-cycle rk dans SQ du domaine 9t (tel que
J(TO) = 0 si k - 0) enlacé avec yh. C’est une contradiction,
car Tk ~ 0 dans SP, yh C Rn - SP.

20) Pour démontrer la prémisse 70, on peut se servir de 11 (cf. 20). De la même
manière on peut démontrer l’homologie rn 0e 0 dans Q, utilisée plus tard.

21) ) La (h+1 )-chaîne polvédrale eh+’ --&#x3E; -yh, Ch+l C Rn - SQ peut passer par le
point à l’infini de Rn.
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II. Supposons que chaque entourage P de a contienne un
entourage Q tel que yh ~ 0 dans Rn - SQ pour chaque h-cycle
polyédral yh C R n - SP du domaine 9î (avec J(yO) = 0 si h = 0).
Soit rk un (k, Rn)-cycle dans SQ du domaine ? (avec J(TO) =0
si k = 0). On doit prouver que rk co 0 dans SP. Dans le cas

contraire, il résulte du théorème de dualité qu’il existe un h-cycle
polyédral yh C Rn - SP du domaine 9î (tel que J(yO) == 0 si

h= 0) enlacé avec Fk. C’est une contradiction, car y, ce 0 dans
Rn-SQ, rkcsQ.

31. Soit S un sous-ensemble fermé du plan. Soit aES. Une

condition nécessaire et snf fisante pour que S soit localement con-
n exe d’ordre 0 (v. 15) au point a est que chaque entourage P de a
(dans le plan) contienne un entourage Q de a jouissant de la propriété
suivante: Si II est un polygone qui ne rencontre pas SP, SQ est
contenu entièrement dans l’intérieur ou entièrement dans l’extérieur
de H.

C’est un cas particulier de 30.

32. Soit R un espace complètement normal. Soit R = A + B,
les ensembles A et B étant fermés dans R. Soit k = 0, 1, 2, ....
Soit 1) un domaine quelconque. Soit ae AB. Si R et A B sont locale-
ment connexes d’ordre k relativement à Z au point a, A et B le

sont aussi 22 ).
Démonstration. Il suffit de prouver que A est localenient

connexe d’ordre k relativement à T) au point a. Soit Pl un en-
tourage donné de a (dans R ). Comme A B est localement connexe
d’ordre k relativement à D au point a, d’après 14 il existe un

entourage P2 C Pl de a jouissant de la propriété suivante: Chaque
réseau U (dans R ) possède un affinement f U tel que nFk{fU) ~ 0
dans A BPl , où n = Pr (f U, 11), pour chaque (k, f U)-cycle
FkCfl1) dans ABP2 (avec J[FOCfU)] ==0 si k==O). Comme R est
localement connexe d’ordre k relativement à D au point a, il

existe un entourage Pl C P2 de a jouissant de la propriété
suivante: Chaque réseau U possède un affinement g11 tel que
n Fk(g11) 00 0 dans P2, où n = Pr (gU, U), pour cllaque (k, gU)-
cycle rk(gU) dans P3 (avec J[FO(gU)] === 0 si k = 0).

Soit U, un réseau arbitrairement donné (dans R ). Soit 112 === fUI.
Déterminons un affinement U3 de U2 d’après 12, en y posant
q; = AP2’ 11’ = BP2. Soit Ul - gU3. Soit n21 = Pr (U2, U1), ... ,
n43 = Pr (U4, U.3), - -’r3. =-- n21 nS2’ .... .

22) Un cas particulier de ce théorème a été établi par Mme ST. XiKODYM Fund.
Alath. 12 (1928), 240-243].
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33. Soit Rn l’espace euclidien à n dimensions (n = 1, 2., 3, ... ).
Soient A et B deux sous-ensembles fermés de R n. Soit aE A B.
S’il existe un entourage de a ne contenant aucune composante ni
de Rn-(A+B) ni de R n - A B, alors il existe un entourage de a
ne contenant aucune composante de Rn-A ni de Rn-B.
En vertu de 29, c’est un cas particulier de 32.

34. Prémisses : 1 ° R est un espace complètement normal;
2° A et B sont des sous-ensembles fermés de R;
3° R=A+B,
4° a est un point de A B,
50 D est un domaine donné,
6° k = 0, 1, 2, ...,

70 R est localement connexe d’ordre k + 1 relativement à 1)
au point a,

80 A et B sont localement connexes d’ordre k relativement à D
au point a.

Conclusion: AB est localement connexe d’ordre k relativement

à ’Z au point a.
Démonstration. Supposons le contraire. D’après 14 il existe un

entourage (dans R) P de a jouissant de la propriété suivante:
Q C P étant un entourage de a, il existe un réseau U(Q) (dans R)
tel qu’on puisse attacher à chaque affinement B de U(Q) un
(k, B)-cycle Tk(lll ) (avec J[T°(%§ )] = 0 si k = 0) dans ABQ du
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domaine D) tel que nrk(fB), où n == Pr [S, U(Ç)], ne soit pas
1:’.)0 dans A BP. D’après 70 il existe un entourage G C P de a

jouissant de la propriété suivante: chaque réseau U possède un
affinement foU tel que, si ¿jk+I(fol1) est un (k+i, foU)-cycle dans
C du domaine D, on a nL1k+1(foU) C".:&#x3E; 0 dans P, où n = Pr (fo U, U).
D’après 2°, 8° et 14 il existe des entourages QI et Q2 contenus dans
G et jouissant de la propriété suivante: chaque réseau U possède
des affinements fiU et f2ll tels que n’Fk(f1 U) ’-’.) 0 dans AÙ,
où n’ = Pr ( f1U , U ), pour chaque (k,f1U)-cycle Tk( fiU ) dans AQl
du domaine D (avec J[rO(f1U)]==0 si k==O) et que n"rk(f2U)C".:&#x3E;0
dans BG, où n" == Pr (f2U, U), pour chaque (k,f2U)-cycle
rk(f2U) dans BQ2 du domaine D (avecJ[FO(f2U)]==Osik==0).

Posons Q = Q1 Q2, 110 == U( Q). Déterminons un affinement Ul
de 110 d’après 12, en y posant q;==AP, 1jJ==BP. Posons U2=foU1,
Us = fI U2, U4 = f2 U2. Soit Us un affinement simultané des réseaux
Us et U4. Soitn10==Pr (U1, U0), &#x3E; n21==Pr (1z.2,1.) i2 =Pr (1Z2,1)
(i=3, 4, 5), nSj = Pr (Us, U,) (?=3, 4).
Comme Uo = U(Q), il existe un (k, Us)-cycle rk(Us) dans

ABQ du domaine ,D (avec J[FO(Us)] == 0 si k = o) tel que

nlOn2lnS2rk(Us) n’est pas evO dans A .BP. Comme ABQCAQl’
nssrk(Us) est un (k, U3)-cycle)- dans AQI du domaine S (avec
J[ nS3rO(US)] = 0 si k = 0). Comme U3 ==11 U2, on a nS2nS3rk(Us) ~ 0
dans AG. Donc (HOMOLOGIE II, 12) nS2rk(Us) ev 0 dans AG.
Pareillement on voit que nS2rk(Us) ’-’.) 0 dans BG. Donc il existe
des (k+l, U2 )-Chaînes C§j+1(U) C AG et Cfj+(ll ) C BG telles que
FC+1(U2) = FC+1(U2) = L5 rk(u5). Donc C§/+1 (a ) - Cfj+ (ll ) est
un (k+1, U2)-cycle dans G du domaine D). Comme U2 = foU1, il
existe une (k+2, U1)-Chaîne Tk+2(Ui) c P telle que

Comme R == A + B, on peut poser Dk+2(U1) == D 1 k+2(U 1) -D k+2(Ul), 2
où D k+2(Ul) 1 C A P, D 2 k+2(U 1) C BP. D’après (*) on peut poser
E k+1(11 1) == n2l Ck+2(ll 1 1) - FDk+2(U ) - ’Jl Ck+2(U) - FDk+2(U )
Comme Ck + 2 (Il )CA?;CAP, D k+2(Ul) C AP, on a Ek+l(U1) CAP.
On voit de même que Ek+1(Ui) C BP. D’après 12 on a donc
Ek+1(U1)C ABP. Or FEk+l(U1) === ’Jl21FC+1(U2) == ’Jl21’Jl52rk(U5);
donc ninTk(U) ~ 0 dans ABF, d’où nlo n2l n52_rk (U,) , 0 dans
A BP, ce qui est une contradiction.

35. Prémisses: 1 ° R n est l’espace euclidien à n dimensions
(n=1 , 2, 3, ... ),

20 A et B sont des sous-ensembles fermés de R,.,
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3° a est un point de 4 B,
4° il existe un entourage de a ne contenant aucune composante

ni de Rn-A ni de Rn-B.
Conclusion: Il existe un entourage de a ne contenant aucune com-

posante de R n - A B .
En vertu de 26 et 29, c’est un cas particulier de 34.

36. Prémisses : 10 A et B sont des sous-ensembles fermés du
plan R2,

2° a est un point de A B ,
3° il existe un entourage de a ne contenant aucune composante

de R2 - (A + B),
4° les ensembles A et B sont localement connexes d’ordre 0 (v. 15)

au point a. A

Conclusion: L’ensemble AB est localement connexe d’ordre 0

au point a.
En vertu de 29, c’est un cas particulier de 34.

37. Prémisses: 1° R est un espace complètement normal,
2° A et B sont des sous-ensembles fermés de R,
30 R = A+B,
40 a est un point de A B,
50 D est un domaine donné,
60 k = 0, 1, 2, ...,
70 A et B sont localement connexes d’ordre k + 1 relativement

à D au point a,
80 A B est localement connexe d’ordre k relativement à ’Z au

point a.
Conclusion: R est localement connexe d’ordre k + 1 relativement

à D au point a.
Démonstration. Supposons le contraire. Alors il existe un en-

tourage P de a jouissant de la propriété suivante: Q C Pétant
un entourage de a, il existe un réseau U(Q) tel qu’on puisse attacher
à chaque affinement 58 de U(Q) un (k+l, ?g)-cycle rk+1() dans
Q du domaine D tel que nTk+1(lll), où Jt = Pr [* , U(Q)J, ne soit
pas ce 0 dans P. D’après 10, 2°, 70 et 14 il existe des entourages
G1 C P et G2 C P de a jouissant de la propriété suivante : chaque
réseau U possède des affinementsfu etf2U tels que n’rk+1(f1 U)000
dans A P, où n’==Pr (f1U, U), pour chaque (k + i , fiU )-cycle
rk+1(fl U) dans A GI du domaine il, et que n"rk+1(f2U) 00 0
dans BP, où n" = Pr (f2U, U), pour chaque (k + 1, f2U)-cycle
rk+l(f21t) dans BG2 du domaine D Posons Go = G1 G2. D’après
S’0 et 14 il existe un entourage Q C Go de a jouissant de la propriété
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suivante: chaque réseau U possède un affinement f3U tel que
nFk(fsU) 0V 0 dans AB10, où n=Pr(f3U,U), pour chaque
(k,ls11)-cycle rk(f3U) dans ABQ du domaine T (tel que
J [ [’0 (1 sU) ] == 0 si k == 0) .

Posons Uo = U( Q), U1 = fI Uo, U2 = f2 Uo. Soit U3 un affinement
simultané des réseaux UI et ’L’t.2. Posons U4 =f3U,. Déterminons
un affinement U5 de U4 d’après 12, où nous posons cp = AQ,
"1’= BQ. Soit Jt5i == Pr (U5, U i) (i = 0, 1, 2, 3, 4), nSj = Pr (U3, Uj)
(j == 0, l, 2).
Comme U0 = U(Q), il existe un (k+l, U5)-cycle rk+1(Us) dans
Q du domaine S) tel que 7tsork+l( U5) ne soit pas oo o dans P.
D’après 3° peut poser Tk+1(U 5) = Ck-1-1 1 (115) _ Ck 2 --l- 1 (115 )’ où

Ck+l 1 (u5) C A , Ck+l 2 (115) C BQ. Comme rk+l(Us) -&#x3E; 0, on peut
poser

On a ¿Jk(Us) C AQ, ¿Jk(Us) C BQ, d’où ¿Jk(Us) C ABQ d’après 12.
Donc Jt54¿Jk(Us) est un (k, U4)-cycle dans A BQ du domaine D
(et J[ Jt54L10(US) ] = 0 si k = 0). Comme U4 =sUs, il existe une
(k+l, Us)-chaîne Dk+l(US) dans A BGO du domaine % telle que
Dk+1(US) --7 7t5S¿Jk(Us). Alors JlSl C+l(US) - nS1Dk+1(Us) est un

(k+1, U1)-cycle dans AGoCAG1 du domaine 3) et n52C+l(Us)-
nS2Dk+1(Us) est un (&#x26;+l,U2)-cycIe dans BGoC BG1 du domaine
D. Comme UI = fillo et U2 ===f2l1o, il existe des (k+2, Uo)-chaînes
E+2(UO) C AP et E+2(UO) C BF du domaine 2) telles que

d’où

Donc nsork+l(Us) ~ o dans P, ce qui est une contradiction.

38. Prémisses: 10 A et B sont des sous-ensembles fermés du
plan R2 ,

2° a est un point de A B,
3° il existe un entourage de a ne contenant aucune composante

ni de R2 - A ni de R2-B,
40 A B est localement connexe d’ordre 0 (v. 15 ) au point a.
C’onclus2on: Il existe un entourage de a ne con.tenant aucune

composante de R2- (A+B).
En vertu de 29, c’est un cas particulier de 37.

(Recu, le 6 septembre 1933. )


