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Eine relativgeometrische Erweiterung der
affinen Flachentheorie *)

von

Rudolf Witt
Greifswald

Eine das Verhiltnis zweier Flichen kennzeichnende Differen-
tialgeometrie, deren simultane Invarianten und Kovarianten
durch das Verhiltnis metrischer GroBen ausgedriickt werden
koénnen, ist die relative Differentialgeometrie (Relativ-Geometrie,
R-G) von E. Miller!). Fragen iiber das Bestimmtsein einer
Fliche durch gewisse metrische, z.B. Kriimmungseigenschaften
ordnen sich ihr auf natiirliche Weise ein. Dagegen scheinen ihr
entsprechende Probleme der affinen Differentialgeometrie (Affin-
geometrie, A-G) nicht zugénglich zu sein. In der vorliegenden
Arbeit wird deshalb eine simultane Affingeometrie zweier Flachen
(Relative Affingeometrie, R-A-G) entwickelt, deren Invarianten
und Kovarianten durch das Verhéltnis affiner Gréen bestimmt
sind, mit deren Hilfe z.B. die bisher unerledigt gebliebene Frage
nach der Bestimmung einer Fliache durch ihre Affinentfernungen
von einem festen Punkt gelost werden kann.

Im § 1 wird noch einmal®) das Grundformelsystem der R-A-G
entwickelt. Den wesentlichen Inhalt der Arbeit bilden dann das
Formenproblem (§ 2), die R-A-Minimalflachen (§ 8) und Kenn-
zeichnungen der R-A-Sphiren im Kleinen (§ 4, 2) und im Grofen
(§ 4, 8).

Wir hoffen aulerdem, mit den folgenden Ausfithrungen einen
tieferen Einblick in die Beziehungen der drei Differentialgeometrien
(R-G, A-G, R-A-G) zu gewidhren. Es sei darauf aufmerksam
gemacht, dall unter diesem neuen Gesichtspunkt die A-G als
Spezialfall der R-A-G erscheint, und daB sich die Giiltigkeit der
den hier behandelten analogen Satze der R-G durch eine geringe
Abidnderung der hier gewahlten Beweisfithrung ergibt.

*) Greifswalder Dissertation.

1) Vergl. z.B. E. MULLER, Relative Minimalflichen [Monatshefte f. Math. und
Phys. 31 (1921), 3—19].
la) 'W. Siiss [Proceedings Imperial Academy Tokyo 4 (1928), 38 ff.].
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§ 1. Grundlagen der R-A4-G.

1. Die Grundformen der R-A-G. Die Urflache g(u!, 42) und
die konvex gedachte Eichfliche e(u!, u?) seien derart durch
parallele (nach innen gerichtete) Normalen des Einheitsvektors &
zugeordnet, daB3 sie in entsprechenden Punkten gleiche Para-
meterwerte haben. Aus der Affinentfernung Q(u!, w?)1)2?) der
Eichfliche e vom Ursprung und dem kontravarianten Vektor X
der affinen Differentialgeometrie 3) bilden wir den kontravari-
anten Vektor

1 B=—,
(1) 3 0
der an seine Stelle treten wird. Mit Hilfe des Vektors 3 definieren
wir die Koeffizienten einer quadratischen (¢) und einer kubischen
Differentialform (y), diec uns als metrische Fundamentalformen
dienen werden

9%

(2) Vik:W'()):)’ki:—EiSk:“Ek&
und
(8) %t L B s

worin I, die kovariante Ableitung des Vektors ¢ nach der qua-
dratischen Grundform v, bedeutet; wegen des Lemmas von
Ricei erhalten wir:

(4) g = — L B1= — L B1= it = T3 -
Man errechnet:

(5) %y =

¥z _il:bykz MW b)’ik] 3
dut duk dut 2 Lowt  dwk o dl]’

v und o, sind invariant gegeniiber der engeren affinen Gruppe
und symmetrisch in allen Indices. Nun ist durch die drei Glei-
chungen

(6) h3=1  §3;=0 §;3=0
eindeutig der Vektor §) bestimmt, falls (3 3, 3,)7 0 ist. SchlieBen

wir von nun an Torsen von der Betrachtung aus, so ist diese
Bedingung erfillt.

1) In der A-G ist Q= “Ilf‘R(n”‘&, worin R(c) die Gauflsche Kriimmung
der Eichfliche bedeutet.

2) Vergl. W. BrascHKE, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, Berlin
1923, im folgenden als B II zitiert, § 41.

3) Hier und im folgenden benutzen wir durchgingig die Bezeichnungen von B II.

49 BII, § 58.
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2. Die Ableitungsgleichungen. Wegen des Bestehens der Glei-
chung (§z,1,) = Q2| det 7’¢k|1} sind Yy, £;, L, drei linear unabhingige
Vektoren. Es gilt daher ein Ansatz der Form: r; =a,}r, + b,h;
mit (4) und (6) folgt

(7) Tir = %% &+ Vach
und hieraus
(8) h=3y* 1 — 3oz,

Triagt man den Vektor § vom Ursprung aus ab, so erhilt man
eine Fliache, die infolge (6) sowohl der Flache g als auch e durch
parallele Normalen zugeordnet ist. Es gilt daher

(9) b =pitss

darin ist

(10) Bir=—0:8r =D 8= —0x8: =1 Bir = B>
wie die kovariante Ableitung der letzten Gleichungen unter (6)
zeigt.

Als Ableitungsgleichung fiir 8 errechnet man damit:

(11) Bir=— %431+ B 3-

8. Zusammenhang der R-A-G mit der A-G. Die Grundformen
der R-A-G hingen mit den Grundformen der A-G eng zusammen.
Es gelten die Beziehungen

(12) Yik IG—QUC, also y*=Q - G,

und mit der Abkiirzung

(13) b,

folgt

(19) s (Aur+ HOumi+ Guret Gurl).

Aus der Apolaritidtsbeziehung der A-G und aus (12) und (14)
sehen wir, dal3

(15) “gzzyik“ik1:271:2[10g Ql:-

An Stelle der Apolaritdtsbedingung in der A-G tritt hier also
die ,,Kompatibilitiatsbedingung” (15) der R-A-G. Aus Gleichung
(15) folgt: Die Grundformen y,du‘du* und o, du*du*du’ sind
dann und nur dann apolar, wenn die Eichflache eine (eigentliche)
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Affinsphire mit dem ,,Mittelpunkt” im Ursprung ist. Die Grund-
formen der R-A-G und der A-G sind identisch gleich, wenn diese
Eichflache noch der weiteren Bedingung, Einheitsaffinsphire zu
sein, genligt. Fiir die Einheitskugel und das Einheitsellipsoid mit
dem Mittelpunkt im Ursprung als Eichfldche stimmt die R-A-G
mit der A-G iiberein. Die A-G im Kleinen kann auch als R-A-G
in bezug auf eine Einheitsaffinsphire mit dem ,,Mittelpunkt”
im Ursprung aufgefaflt werden. Den Zusammenhang der R-A-
Normalen §) mit der Affinnormalen Y erhalten wir, wenn wir von
dem Ansatz Y =al + b'y; ausgehen. Durch skalare Multipli-
kation mit 3 folgt nach (13):

(16) h=0Q -y—7g,.

Wir sehen, dal h =1y fir Q=1 wird. Der Vektor fj ist also
eine naturgeméifle Verallgemeinerung des Affinnormalvektors.

4. Die Integrierbarkeiisbedingungen. Die Gleichungen (7) sind
bei gegebenem y,;, ;;; ein System partieller linearer Differential-
gleichungen fiir den Vektor r(u!, u?). Notwendige Bedingung fiir
die Losbarkeit des Systems ist das Bestehen der Integrierbar-
keitsbedingungen

(A7) 04prk = %ikpr — %irp e T (%ikn Epiy — %ipn Spsp )Y+ Vit Brp — VirBrp

die sich in bekannter Weise fiir den Riemannschen Kriimmungs-
tensor 0,,,, der Form y, ableiten lassen. Entsprechend folgt
als Integrierbarkeitsbedingung fiir die Gleichungen (9) aus
i = (BL . + B &l )t, + P b durch Subtrahieren von b, und Uber-
schieben mit y,,:

(18) Bipe — Brp,i + %ip Bt — %1 87 =0.
5. Einige Invarianten der R-A-G. Die Krimmung der Form ¢
0=—1%04v*y?" und die Verallgemeinerung der Pickschen

Invariante der A-G ¢ = % «;;,,2"* sind invariant gegeniiber Para-
metertransformationen und raumtreuen Affinitdten. Dasselbe
gilt fiir A=27;77und y = — 4B%. Aus spiter ersichtlichem Grunde
nennen wir die Invariante y mittlere R-A-Kriimmung. Zwischen
diesen vier Invarianten besteht die einfache Beziehung

(19) y=0-4+ A—t,

die man durch Uberschieben der Gleichung (17) mit y* y?" erhilt.
Nach (19) ist die mittlere R-A-Kriimmung aus den Koeffizienten
der Grundformen bestimmt. Daher 148t sich der Tensor f;; allein
durch die MaBtensoren ausdriicken. Bilden wir mit Hilfe der

-
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Gleichung (17) 4 & + €pi,rk» SO erhalten wir mit Verwendung
der Rechengesetze fiir den Riemannschen Kriimmungstensor:
0= 2(“ikp,r - ‘xirp,k) + yikﬂrp - yirﬂkp + ypkaBri - yprﬁki -

Durch Uberschieben mit y* folgt daraus, falls wir zur Ab-
kiirzung den symmetrischen Tensor °)

(20) Con = oy, b 2Ty
einfithren
(21) Bir=—vurx +Cir -
Setzen wir diesen Tensor in (9) ein, so erhalten wir:
(22) he=—xr:+ 1 -

Durch Vorgabe der Grundformen sind die Koeffizienten der
Tangentenvektoren g, in dieser Gleichung bestimmt. Die In-
tegrierbarkeitsbedingungen fir §; in der Form (22) errechnen
wir zu:

(23) Xr= “rk!ckl - Clﬁ,k - 25’,6‘7]; ’ r=1,2.

6. Die Kriimmungstheorie der R-A-G. Die Krimmungstheorie
entwickeln wir als R-G von g beziiglich —1Y) als Relativkriim-
mungsbild. Eine Kurve auf einer Fliche nennen wir R-A-Kriim-
mungslinie, wenn die lings der Kurve gezogenen R-A-Normalen
h der Fliche eine Torse bilden. Fiir diese als Parameterlinien

erhalten wir eine der Rodrigueschen Formel entsprechende
Beziehung

(24) L+ 00 =0, i=12

und nennen g; R-A-Hauptkriimmungsradius. Gleichzeitig er-

1 1 .
gibt sich aus (9) 2=pi=0, pi=——, fp3=—— und somit
0 02
25 =141 l_}_i .
(25) X Py =3
21 02

weshalb wir die Invariante y mittlere R-A-Kriimmung nennen.
Weiter fiithren wir die R-A-Kriimmung ein:

1 det 8,5
= =
(26) 0,70y detyy
% = y2+ det CF.

Ist mindestens cine der beiden Flachen 1, § elliptisch gekriimmt,

~

(¥)
(H

= det g =

s

~l

%) T4 ist als zweite kovariante Ableitung des Skalars log Q symmetrisch.

28
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so sind die R-A-Kriimmungslinien reell. Falls reelle R-A-Kriim-
mungslinien auf ¢ moglich sind, ist nach (26):

(27) det ¥ =x—y2 < 0.

§ 2. Das Formenproblem.

Alle Fliachen, die durch raumtreuaffine Transformation, die
gleichzeitig auf die Eichflache ausgeiibt wird, auseinander her-
vorgehen, haben die gleichen R-A-Grundformen. Daf} es nun unter
diesen keine Fliche gibt, die durch Transformation einer allge-
meineren als der engeren affinen Gruppe aus einer von ihnen
hervorgeht, dariiber gibt der folgende Satz Aufschlu3, der im-
plizite enthalt, dal durch die Grundformen alle Eigenschaften
der Fliache bestimmt sind:

»,Durch die quadratische Grundform ¢ =y, dutdu* mit nicht
verschwindender Diskriminante und die kubische Grundform
Y = o, dutdudu’ der R-A-Differentialgeometrie ist eine Fliche
¢ bis auf raumtreue Affinititen cindeutig bestimmt und eine
Funktion Q(u!, u?) gegeben, die aufgefaBt werden kann als
Affinentfernung einer Eichfliche vom Ursprung, falls y** o, =
2(log @), ist und die Integrierbarkeitsbedingungen

x,:arkl&'“—clf’k——2C’:‘rk 3 T = 1,2,

erfillt sind, darinist y =0+ 4 —14 (vergl. (19), (23)).”

Das Differentialgleichungssystem, durch das die Flichen g
und e wie angegeben bestimmt sind, ist:
or
U, -
9 L 1 1 .
buk:(Fik+ %) L+ v h (k=12

20

dut

gi

(28)

= — x5+ Ltk

Dies lineare partielle Differentialgleichungssystem ist voll-
standig integrierbar ¢). Die Integrierbarkeitsbedingung der ersten
Gleichung ist wegen der Symmetrie der Ma@3tensoren erfiillt, die
der zweiten Gleichung ist das Bestehen der dritten, die der dritten
ist wegen (28) erfiillt. Zu jedem System von Anfangswerten gibt
es also eine und nur eine Losung. Das System (28) kénnen wir
uns fiir die drei Komponenten von g und §) aufgeschrieben denken.

¢) Vergl. z.B. B II, erste und zweite Auflage § 50.
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Fiir die beliebig wéhlbaren Anfangswerte der Parameter (u}, u2)
und der einer Komponente z, h: 2y=1 (2,1)y=(24:)y =5k, =0
habe das System (28) die triviale Lésung: =1 z,,=,=h=0.

Drei linear unabhingige Losungen: w;(u!, u?), h;(u', u?),
i=1, 2, 3, seien jetzt vorgegeben; ihre Determinante:
hy hy kg
(@1) 1 (29) 41 (23) 41
(®1) 2 (®2) y2 (®3) 2
verschwindet also an der Stelle (uy, uy2) nicht und daher auch
nicht die 4-reihige Determinante der Losungen z;, h; und der
trivialen Loésung, so dall wir jede weitere Losung a(ul!, u?),
h(u', u?) in der Form darstellen koénnen:
(29) ‘w=01x1+czw2+c3w3—l—c4 )

i h=cyhy +cohy+c3hy

Da das Differentialgleichungssystem (28) fiir die Funktionen

x;, h; erfiillt ist, erhalten wir fir

24
dul

A = = (h @, x,)

= (himulwuz) + (h(wul)iwuﬁ) + (hxul(‘ruﬂ)i) =

1 h)
= (I +ak) -4 :(m;(wl'}’lé) +27i) -4

dh o, . .
s (@)= =) und nach einer kleinen
¥ dut

(hier bedeutet: h; =

du
Umformung mit Hilfe von (18)

24 A4 d 02ly[4
vut— gyt 2wl
und finden schlieBlich durch Integration

(30) A=C-Q%-|y|3,

worin C eine von null verschiedene Konstante ist, da A(u}, u3) #0
und Q%*(ug, u?)|y,|t #0 sind.

Da das Differentialgleichungssystem fiir alle drei Komponenten
der betrachteten Vektoren das gleiche ist und sich alle Losungen
homogen linear durch die linear unabhingigen Loésungen dar-
stellen lassen, so folgt auch fiir die iibrigen Komponenten einc
der Gleichung (29) entsprechende Beziehung (allerdings mit
anderen Konstanten, wie die noch folgende Beziehung (32)
dartun wird). Demnach ist die allgemeine Lésung von der Gestalt

31 t=ax; + b, +cx;+ 0
(31) B — ahy+ Bhy+chy
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worin a, b, ¢, b konstante Vektoren sind. Fiir diese allgemeinste

Loésung (81) mufl aber noch (§z; gz):Qﬂy]% erfiillt sein:
(h21 ) = (abe) - 4,

also:

(32) (abe) - C=1.

Werden die konstanten Vektoren dieser Bedingung entsprechend
gewihlt, so ist jede solche Fliache r(u!, u?), wie sie durch (31)
gegeben ist, Lésung von (28) und hat, wie wir aus (28) ablesen,
Yir und a;,; zu MaBtensoren der R-A-G 7).

§ 3. Relativaffinminimalfldichen.

Als néchstes bestimmen wir eine notwendige Bedingung fiir
R-A-Minimalflachen. Dazu definieren wir als R-A-Oberfliache
das Doppelintegral:

(38) o =[[(hz, ;) durduz.
Den Begriff der R-A-Minimalfldche fassen wir hier so, daf3
t R-A-Minimalfliche beziiglich e ist, wenn die R-A-Oberfliche
einen stationdren Wert hat bei Variation von g, aber festem e 8).
Wir machen den Ansatz
I=r+pu+qn +nh
worin  p=ep(ul, u?), q=eq(ut,u?), n=cn(ul, u?)
und ¢ eine kleine Zahl ist. Damit ¢ der Eichfliche ¢ wieder durch
gleiche Parameterwerte in Punkten paralleler Normalen zuge-
ordnet ist, mul3
L=+ Pl + Py +qske + gL + ) +nb;=Diy,
sein. Das fiihrt zu folgender Bedingung mit Benutzung der
Ableitungsgleichungen, §1, 2
0=pyii+qVe +1n; =12
da wir Torsen von der Betrachtung ausgeschlossen haben,
wird also (det y; £ 0):
p=—v'n;,  g=—y¥n,.
Wihlen wir die Funktion n(u!, u?) ganz beliebig, dann sind
durch n diec Funktionen p und ¢ bereits bestimmt. Wenn die

7) Diesen Beweis konnen wir ohne Schwierigkeiten auf die R-G iibertragen
und den entsprechenden Satz (Anfang des § 2) behaupten.
8) Eine andere Art von Minimalflichen ergibe sich bei Variation von ¢ bei

festem 1.
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Nachbarfliche ¢ der Eichfliche e durch ;cgieiche Parameterwerte
in Punkten paralleler Normalen zugeordnet sein soll, dann sind
also durch die Variation in Richtung der R-A-Normalen die
tangentialen Variationen schon fest gelegt, und wir finden jetzt:
(34) T=g—y%n;1+nh,

(83) L=+ [npf —nff —ntodf]y,.

Mit diesem Ansatz gehen wir in das R-A-Oberflichenintegral
der Nachbarfliche ¢ in der Gestalt

(36) o= [[oV|det (zu 2 L)l dut du?

) ) dw

ein und bilden ow = —:l .
del,_

Die Affinentfernung @ wird von der Variation der Flache g
nicht erfal3t, denn die Eichfliche e sollte bei der Variation von g
fest bleiben. Dem Punkt r der Nachbarfliche, der aus ¢ nach
Gleichung (84) hervorgeht, und dem Punkt g ist aber vermoge
(85) derselbe Wert der Affinentfernung Q der Eichfliche zuge-
ordnet. Wir entwickeln die Gréen des Integranden in Potenz-
reihen von ¢

(87)  Ta=tatel.. .15, + [nBu — g — nlayy 19 +-€2[. . ]
mit (35),und (87) erhalten wir
Ay = (Lirkaks) :(&'ik +el.. gy + [nBiy— nge — nlogy ] h4e2(...),
1, + [npf —nt —fnlaf‘l]gﬂ +e?. . .],
Lo+ [l —nf —nlolt]r, +e[. . .]) ,

also mit Verwendung der Gleichungen § 1, 6

A= Ay — [2ny +n} 420t ] Ay + [nﬂik“nik — o] (DL %) +e°(- . 0).

Wir rechnen leicht nach, da3 z.B,

Baa A11(H L1 L2) = ¥*2 By (det Ay) ist,

damit erhalten wir fir
det Ay, = (det Ay)[1 —6ny —Byikp, —6yikn;r, +e2...]
und endlich:
dw = QV/ det A, dut du? =
= \“/m (1 —dnyg— fv¥Fng — dyiknT, +e2(. . .)] Qdutdul.



438 Rudolf Witt. [10]

Die Extremalen der Variation der R-A-Oberfliche erhalten
wir aus dw =0 (n=en)

(8) o =—4f[[ng+dy*ng +y*nm]do —o.

_ Es sei ¢ ein Flichenstiick mit dem geschlossenen Rand .
z habe diesen Rand mit ¢ gemeinsam, dann erhalten wir aus der
Gleichung (34):

oo = ™ Rand ™~ 0,
Aus (35) ersehen wir dann, daB die Flichen r und z lings
des Randes R gleiche Tangentenebenen haben.
Die Greensche Formel

ffGikwikadet G dut du? = (ﬁ p{ GV det Gy du? —
—G%gp,V det Gydut } — ff pG* @y Vdet Gy dut du?

gilt fiir beliebige Tensoren G, falls ihre Diskriminante nicht
identisch verschwindet und ¢;; die kovariante Ableitung von ¢
nach der Grundform G, du’du* bedeutet. Es ist dann:

J' f yn; T, 02V | y| dutdu? = } f f Y* (02 V|| dutdu? =
- ¢ 0*{y¥in, \/I_y—lduz —y2in, \/Mdul} —
R Ly - —
— %“. Q2yikn, V| y| duldu?.
Statt (88) erhalten wir somit:

do = —%ffﬁxdw —3 ¢ Q[ y¥in,V|y| dut — y2in,V|y|dut] =0.
R

n; ist auf dem Rande R null,  ist auf der Fliche ganz beliebig,
als Extremalen unseres Variationsproblems erhalten wir also die
Flachen mit y=0°9).

Aus Gleich . . K@), ..

us Gleichung (27) » — 2 < 0 folgt mit (26) A—m. die
R-A-Minimalfliche r und ihr R-A-Kriimmungsbild f haben
GaufBlsche Kriimmung entgegengesetzten Vorzeichens.

?) Die R-A-Minimalflichen sind mit den Relativminimalfléichen von A. DuscHEK
[Sitzungsberichte Akad. Wien (IIa) 135 (1926), 1—8] nicht identisch falls wir R-G
beziiglich — f) als Eichfliche treiben, denn bei Variation von r wird die,,Eich-
fliche §” (ndamlich der R-G) automatisch variiert und bleibt nicht fest, wie es
bei den Relativminimalflichen verlangt wird. Es besteht daher das der A-G iqui-
valente Problem: welche Relativminimalflachen sind zugleich R-A-Minimalflichen?
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§ 4. Kennzeichnungen der r-a-sphdrischen Eifldchen.

1. Relativaffinsphdren. Sei r(u!, u?) eine analytische Flache
und a ein beliebiger Vektor, dann erkliren wir das skalare Pro-
dukt — (z — a) 8 als R-A-Entfernung des Punktes a vom Punkt g
der Flache. Die Bezeichnung ist dadurch berechtigt, daB3 die
R-A-Entfernung als Relativentfernung bezogen auf das negative
R-A-Kriimmungsbild als Eichfliche gedeutet werden kann und
wir somit die R-A-G als R-G von ¢ beziiglich — Y als Eichflidche
weiterfithren. Ferner ist fiir Q =1 die R-A-Entfernung gleich der
Affinentfernung — (r — a) X. Hat nun der Endpunkt des festen
Vektors a von jedem Punkt der Fliche r die gleiche R-A-Ent-
fernung e

(89) — ( — a) 8 = e = constans,

so nennen wir die Flache g(u!, 42) R-A-Sphire mit dem ,,Mittel-
punkt’’ a. Die R-A-Sphéren stehen in derselben Beziehung zu den
Sphiren der R-G und der A-G wie die R-A-Entfernung zu den
entsprechenden Gréflen dieser beiden Differentialgeometrien. Aus
Gleichung (89) ersehen wir, daf jede Affinsphiare mit beliebigem
»Mittelpunkt” in bezug auf eine affinspharische Eichfliche mit
dem ,,Mittelpunkt” im Ursprung R-A-Sphére ist. Von zwei Affin-
sphiaren mit dem ,,Mittelpunkt” im Ursprung ist jede in bezug
auf die andere als Eichfliche R-A-Sphire. Wenn die Fliche
t —a (a ein fester Vektor) zum Kriimmungsbild ) homothetisch
ist: t —a=al, (x=-const.), dann ist die Fliache r(u!, u?) R-A-
Sphéare um den Punkt a als ,,Mittelpunkt”. Aus dem Konstant-
sein der R-A-Entfernung vom Punkte a fiir jeden Punkt der
Flache g folgt, daB3 die Fliche £ — a homothetisch zu § ist; denn
durch Differentiation von — (f —a)8=a (x=-const.) erhalten
wir (£ —a)8;=0, auBerdem gilt immer f) 3, =0, daraus folgt:
t—a=pYh, B = const. = a. Alle eigentlichen R-A-Sphiren
(Spharen mit einem im Endlichen gelegenen ,,Mittelpunkt’)
kénnen wir also in der Form

(40) r—a=uaj, « = const. 19)

angeben. Aus der Definition der R-A-Kriimmungslinien als der

10) Es seien auBler der Eichfliche zwei durch parallele Normalen zugeordnete
Flichen r und r* gegeben; sind die R-A-Entfernungen p und p* von Punkten
paralleler Normalen der beiden Flichen konstant und gleich, so heiflen sie r-a-
parallel. Entsprechend der A-G (vergl. W. Siiss [Math. Ann. 98 (1928), 313—320 und

*\ 4
Math. Zeitschr. 34 (1982), 158—160]istr, - 7 — (%) notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB8 y und r* r-a-parallel sind (r; = R-Kriimmungsradien).
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Parameterlinien, léings denen die R-A-Normalen Torsen bilden,
folgt aus der Gestalt (40) der R-A-Sphiren unmittelbar, daB
auf ihnen jede Kurve R-A-Kriimmungslinie ist. Differenzieren
wir (40), so erhalten wir durch Vergleich mit (24):

(41) o= g, = gy = const. = g, =e.

Ist r(u!, u?) r-a-sphéirische Eifldche, so ist nach (39) e = g, > 0.
Nach (6) fallt die R-A-Normale niemals in die Tangentenebene,
deshalb besitzt jede r-a-sphirische Eifliche einen eigentlichen
,,Mittelpunkt’ in ihrem Innern.

2. Lokale Kennzeichnung der r-a-sphdrischen Eifldchen. Eine
allgemeine, nicht notwendig geschlossene konvexe R-A-Sphire
um den Ursprung ist durch eins ihrer Flichenelemente nicht
eindeutig bestimmt. Denn es gibt schon durch jedes Flichen-
element ein Ellipsoid mit konstanter Affinentfernung vom Ur-
sprung, damit sind aber bekanntlich die Affinsphidren um den
Ursprung durch dies Flidchenelement nicht erschopft ). Die
A-G ist eine spezielle R-A-G. Ist die Frage schon fiir die A-G
zu verneinen, dann erst recht fiir die R-A-G. Fur R-A-Sphiren
mit positiven R-A-Kriimmungsradien werden wir dagegen zu
einem positiven Ergebnis gelangen, was nach der entsprechenden
Kennzeichnung der Ellipsoide unter den Affinsphéren zu erwarten
ist 12). Der Satz iiber relativaffinsphirische Eifldchen, dessen
Beweis wir uns zuwenden, enthilt diese Kennzeichnung der
Ellipsoide als Sonderfall.

Wir behaupten: Jede analytische relativaffinsphéirische Ki-
flache ist durch Angabe ihres ,,Mittelpunkts” und eines ihrer
Flachenelemente zweiter Ordnung eindeutig bestimmt. Es geniigt,
beim Beweis R-A-Sphiren um den Ursprung als Mittelpunkt zu
betrachten, der dann (§4, 1) in ihrem Inneren liegt. Sind zwei
Flachen g und e, die sich in einem Punkt gleichsinnig und von
zweiter Ordnung beriihren, Relativaffinsphdren um den Ursprung
beziiglich einer dritten Fliche € als Eichfliche, so ist ¢ auch
R-A-Sphiare um den Ursprung als ,,Mittelpunkt” beziiglich e
als Eichflache, und zwar Einheits-R-A-Sphare. Die Richtigkeit
der obigen Behauptung ist also mit dem Beweis der folgenden
dargetan:

Jede analytische Eifliche mit der R-A-Entfernung eins von

1) J. Rapox, Die Grundgleichungen der affinen Flichentheorie [Berichte
Leipzig 70 (1918), 104—105].

1%2) W. Siiss, Lokale Kennzeichnung der Ellipsoide unter den Affinsphiren
[Sitzungsber. Akad. Berlin 1930, 544 —546].
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Ursprung, welche die analytische Eichfldche, in deren Inneren
der Ursprung liegt, in einem Punkt von zweiter Ordnung beriihrt,
fallt ganz mit ihr zusammen.

Nach Voraussetzung haben die beiden elliptisch gekriimmten
Flichen t und e den Ursprung auf ihrer Innenseite und berithren
sich in einem Punkte (uj, u3), so daBl zunichst

(42) g(u39ug):§0:eo Po=4o
(m3)o = (bi %), —r3=1
gilt, wenn wir p= — & und q¢= —e¢ setzen.
In Punkten gleicher Normalen ist also nach (41), (42):

(43) 0 =0=1, r=—h, —rX=0,
Q= —c&(K(e)) "L

. o & .
Bezeichnen wir mit ) = et den raumkontravarianten Vektor
—e

der Relativgeometrie und mit einem Stern (*) jede relativaffin-
geometrische GroBe von e auf g als Kichfliche bezogen, so er-
halten wir, falls wir die Relativkrimmung

K
T:'—_“Le):j.4
K(x)
setzen:
q
B=AY=418%; denn aus —r8=1: 1 = —
(44) P

Ao = A(ug, u3) =1 nach (42).

Macht man den Ansatz
e=Ag+ By,
so folgt nach (42), (44)
eX (K(r)\—%
_%:*:(@vz

— 1= _—-Ar3=4A,
0 t3

also A= 21 und
e =e(LY+ 1Y) =—A4=(—Ah+ B)3,=—B'y,;= — B,

denn es ist e = —1, und daraus durch Differenzieren wegen
¢;9 =0 auch ¢9),=0.

Aus 1, =1 und g, = e, folgt aus der Darstellung fiire : (i), =0,
also (4;), =0, da t keine Torse ist (| y*| #0). Damit errechnen
wir weiter

(8:)o=(4:3* 4+ 4387 )o = (87 )o= (D)o
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es gilt also
(+5) {e:lg"_ll@u h=ro=1, Bo=285= Do,
(B)g=(4:)o=0, (Bs)o=(37)o=Vio-
Fir die Ableitung der ersten Gleichung unter (45) erhalten wir
an der Stelle (ug, u?)
(46) (e5)0 = (T: + Ai%)o-

. 1 o -
Fiithren wir durch e; =—z; Relativkriimmungslinien als Para-
Ty
meterlinien ein (r; Relativkrimmungsradien), so finden wir

aus (46):
1 1 2 1 1
(47) I+ 4H)=\=) ;s XT+2)o=\=) 5 (4)e=0.
Ty/0 T2/ o 15k
Da sich ¢ und e in (u}, u3) von zweiter Ordnung beriihren,
also dort gleiche gewohnliche Kriimmungsradien haben (R;),
so ist wegen der Beziehung

Fi(@)

"R
zwischen den Relativkriimmungsradien »; und den gewohnlichen
Kriimmungsradien R, %)

(r:)o=1, i=12.
Es ist also ohne Einschrinkung (4%), =0 und deshalb, da ¢
und e nicht Torsen sind,
24 .
—0 mit (45).

()’ik)(]:O ulld (WC .

Durch partielle Ableitung von 3= 1 3* folgt damit
( 328 ) ~(328*)
dutduk/ \duiduk/

Fiir die zweite kovariante Ableitung von e erhalten wir aus (45)
an der Stelle (u}, ud)

(48) (esr)o= (Zir)o + (AxZ1)o-

Aus diesen Ergebnissen folgt zunichst die Gleichheit der
Kocffizienten der quadratischen Grundformen in (uj, u2) von
1 beziiglich e und e beziiglich t als Eichfliche

(Yir)o=(—L: Br)o=(—e; 35 )= (ka)o’

also auch (yT®)g = (y*1),,

13) W. Siiss, Zur relativen Differentialgeometrie [Japanese Journal of Mathe-
matics 4 (1927), 70].
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und aus der Berithrung zweiter Ordnung von g und e in (ug, uj)
d2 2

(_L) :( ¢ ) folgt, da in (48) auf beiden Seiten Ab-

dwiduk/;  \dutduk/

leitungen nach derselben Grundform zu verstehen sind, (4.,), =0

und, da g und e nicht Torsen sind,

tih=(5roe=) =0
acd =\ o), ~

Ferner sind die Christoffelschen Dreiindicessymbole I’y ,,
I'}y, an der betrachteten Stelle gleich, denn es ist:

bV'[’r beg 2

(), (S -

duk duduk Bu’ duk

_ ( 3%+ b28*) (D_V)
dut duk o duk /g

Die Koeffizienten der kubischen Formen der beiden Flichen
stimmen in dem betrachteten Punkt ebenfalls iiberein, denn es ist:

(@ix1)o = (2; Br)do = (E:)o ( g - Fl:t?)r)o:

dukdut
32 8 ) 2 8*
F . —t (e F ) :aﬂ.‘ .
(glbuk dul + ki o duk bu’ + ki, 0 ikl )0
Es ist bisher fiir 0 < n < 2 erwiesen:

g[umvn—m]o — e[umvn—m]o

Afumpn+i-m] =0

(49) Blumor-m] = g*[umum-m], m<n+1
Vik[umvn_m_l]o = ?"?k[umvn_m_l]o
w[umon-m=2] = oy [umon-m-2], m<n—2

My

worin wir unter r[ymyn-m] = , m=n, verstehen, und

(u)™ (do)=m
statt u!, u? auch u bzw. v gleicher Weise schreiben.

Weisen wir jetzt nach, daB sdmtliche Ableitungen von 1 in
(ug, ug) verschwinden, so ist wegen des analytischen Charakters
der betrachteten Flichen nach (45) die Gleichheit von ¢ mit e
gezeigt.

Zum Beweise dieser Tatsache verwenden wir folgenden In-
duktionsschlul. Aus dem Bestehen der Beziehungen (49) fir
ein N = 2, n <.\ folgen dieselben Relationen fir N —+1.
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Sind a und b zwei von % und v abhidngige Vektoren, so gilt:

(a - b)pumpn—m = Z (7?) (:,) Q[ ym-vyr-0] bluro] .

v=0,...,m
o=0,....T

Damit erhalten wir aus (44)

BumpN+-my, = (4 3* ) [umpN+1-m) | = (m=N+1)

- z (T) (N+3x B m) [ A [um-vpN+1-m-0] 8?“"0"] lo-

Da ApmpN+-m), =0 fir 0 = m =N+ 1 ist, folgt hieraus fiir
alle m in denselben Grenzen das Bestehen der Gleichung

(50) 3 [umpN+1-m], = 8>[ku'”v‘\'+1—'"] 0
Nach Gleichung (45) ist e = Ar 4 2't,, also gilt:

[ € [umpN +1-m] | = z (m) (N +1= m) [ Al[u'"—”vNJrl""“"] Lifwo] +

v o
(31) g:g’m’lr\ln#l—m
s eeey N

+ Afum-voN+1-m-01 L [uy0] ] -

Fiir alle m in den angegeben Grenzen folgt daraus:
(52) e[u’"vN'H""]o — (li:umvN+1_m] gl + lg[umvN-H—m]) 0 -

Eine ganz entsprechende Gleichung gilt fiir die (N 41)-te
kovariante Ableitung von e. Wir bilden die (N — 1)-te kovariante
Ableitung von a;;,; =1, 8,, fur die dieselbe Rechenregel wie fiir
die particllen Ableitungen gilt, und erhalten:

N—m—1
Letant, wmN-m-1] = z (m)( Zz )[gi um-vpN-m-1-0 Blpupvo o -

v

Aus den Gleichungen fiir ¢ und y;;, in (49) folgt die Gleichheit
der N-ten kovarianten Ableitungen von r und e, zusammen mit
(50) folgt dann:

(53) (kt, umpN-m=1)o = (0kt, umpN-m-1), .

Bilden wir noch die (N —1)-te kovariante Ableitung von
%1 = — Lig, B

. . m\y(N—m—1
[ etikt, yrpN-m-1]y = — Z ( y )( - )[zik, un—vpN-m-0-1 B0 ]

v=0,...,m
0=0,....N—m—1

* ] Ne—m—

= [kt umpN-m-1]p = — z (ME— 1)[%, wnvyN-n-0-1 Buive0o-

v=0,..., m
o=0..N—-m—-1
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Nach (53) gilt ja diese Gleichung. Mit der (51) entsprechenden
Gleichung fiir die kovarianten Ableitungen folgt daraus

* *
[O‘fikl, u’"vN—"'*l]o = [ Gk, u’"vz"—’"—l]o - [lg"‘v”—"“l Lp 8!]0 s

also:
(54) [ﬂumvN—mH]o =0.

Da die partiellen Ableitungen von 4 bis zur (N -+ 1)-ten Ord-
nung an der Stelle (u}, u2) verschwinden, so gilt dies mit Ver-
wendung von (54) auch fiir die (IV + 2 )-ten partiellen Ableitungen.

Aus der Beziehung (51) folgt somit die Gleichheit der (N 4 1)-
ten partiellen Ableitungen von gy und e.

Und endlich erhilt man auf demselben Wege die Gleichheit
der N-ten Ableitungen der Koeffizienten der quadratischen
Formen. Damit ist der Induktionsbeweis durchgefiihrt.

Jetzt iibersehen wir auch, wie die lokale Kennzeichnung der
Ellipsoide unter den Affinsphiren als Sonderfall dieses Satzes
der R-A-G erscheint. Ist die Eichfliche e(u!, u?) ein Ellipsoid
mit dem ,,Mittelpunkt” im Ursprung und gz(u!, u?) eine die
Eichfldche e in cinem Punkt von zweiter Ordnung beriihrende
Affinsphéare mit dem gleichen ,,Mittelpunkt’, so ist ¢ mit e iden-
tisch. So lautet die Formulierung des Satzes fiir den Sonderfall.
Der Satz darf angewendet werden; denn der Beweis bleibt fiir
Q = constans bestehen; ¢ und e sind wieder elliptisch gekrimmt.
Wihlen wir auch hier die nach innen gerichtete Normale, so
folgt aus der gleichsinnigen Beriihrung zweiter Ordnung, dal3

—tX P

3= —e@:?ZI

ist. Alle Voraussetzungen des Satzes der R-A-G sind also erfiillt.

3. Kennzeichnung der r-a-sphdrischen Eiflichen im Grofen.
Wir geben zum Schlu3 noch eine Kennzeichnung der r-a-sphiri-
schen Eifldchen im Groflen. Sie sind die Extremalen des isoperi-
metrischen Problems der R-A-G. Damit nehmen in dieser Be-
ziehung die R-A-Sphiren dieselbe Stellung in der R-A-G cin wic
die Sphiaren der R-G und der A-G in ihren Geometrien (vergl.
BII; § 74, § 77 und Minkowski, Gesammelte Abhandlungen).
Wic in Blaschke II, § 74 beweist man auch hier (mit Verwendung

des Ergebnisses von § 4, 1: dw = ”"ll do =0), daf3 die Lésungen

des isoperimetrischen Problems der R-A-G die Eiflachen mit
x =const. sind. Fir Eiflichen folgt daraus weiter, daf} ihre
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R-A-Entfernung von einem Punkt konstant ist; und zwar erhal-
ten wir das Ergebnis durch geringe Abéinderung des entsprechen-
den Beweises der A-G (B. 11, § 77).
Setzen wir 8 =w, so ist w=const. aus der Differential-
gleichung
FyFwy = — yw—tw, — 1

zu folgern. Die einzige Lo6sung der zugehérigen homogenen
Gleichung ist Z=c 3, c=konstanter Vektor.
Wir bestimmen die Einhiillende j der Ebenen:

38=72.

Aus ;X 3 — L, X% =0 (r ist ja Eiflache, vergl. B. II) folgt
dann: 4w+ 2yw+ 27w, =0.
Die Losung der inhomogenen Gleichung ist also

(£ — a) 8 = constans,

wie behauptet.
Genau so kann man zeigen, daf die Relativsphéren die einzigen
Losungen des isoperimetrischen Problems der R-G sind, wenn

man als Relativoberfliche wie tblich OZII(e I, L,)duldu® be-
nutzt und verwendet, dafl 60 = f f'n,H d0 =0 ist 1),

Relativaffinsphérische Eiflichen sind durch eine der Be-
ziehungen

1 1
r=1% (— -+ —) = constans 0, =0,

41 2
0, + 0, = constans 0, - 0, = constans
(falls § Eifliche ist) gekennzeichnet.

Fir die erste Gleichung hatten wir diese Behauptung eben
bewiesen, fiir die zweite folgt dies durch Differentiation von (24).
Fiir die beiden iibrigen Gleichungen folgt die Behauptung aus
den doppelten Integraldarstellungen von Minkowski fir die
Relativoberfliche und das Integral der mittleren Relativ-
krimmung. Wenn wir die R-A-G wieder als R-G von g in Bezug
auf — § als Eichfliche auffassen, gehen die Gleichungen Min-
kowskis in folgende iiber:

14) A. Duscrek, Uber relative Fliachentheorie [Sitzungsber. Akad. Wien
(ITa) 135 (1926), 1—8].
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0= do=} P ——1¢
- 0,0, —2 (91+92); w, P= Ls,

M=iffe+ao= [[Bao, g,

0= _”(f)glg2)du1du2: ”dw.

01+92)2
p )
worin das Gleichheitszeichen nur fiir g, = g, gilt (o; > 0), er-
halten wir leicht das gewiinschte Resultat als vollkommenes
Gegenstiick zu den entsprechenden Tatsachen der R-G.

Mit diesen Gleichungen und der Ungleichung: g,-0, =< (

(Eingegangen den 10. Mirz 1934.)



