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Zur ersten Randwertaufgabe der Wärmeleitungs-
gleichung

von

I. Petrowsky
(Moskau)

Herr Sternberg hat gezeigt 1), daß die von Herrn Perron her-
rührende Methode zur Lôsung der ersten Randwertaufgabe der
Laplaceschen Gleichung 2) fast ohne jede Ànderung auch zur
Lôsung der ersten Randwertaufgabe der Wärmeleitungsgleichung

verwendet werden kann. Dabei hat Herr Sternberg den Existenz-
beweis für die Lôsung dieser Aufgabe nur für solche Gebiete G
der xt-Ebene geführt, die oben und unten von gewissen zur
horizontal gedachten x-Achse parallelen Geraden, rechts und

links aber von zwei Kurven

begrenzt sind, wo 9’(t) und 9’2(t) beschränkte Derivierte 3) be-
sitzen.

Herr Gevrey hat aber schon 1913 gezeigt 4), daB für die Exi-
stenz einer Lôsung die allgemeinere Annahme genügt, daB die
Funktionen 991(t) und 92,(t) den Hôlderschen Bedingungen mit
einem Exponenten oc &#x3E; 1/2 genügen; das soll bedeuten, daB für

genügend kleines 1 h 1

gilt, wo C eine Konstante bedeutet.

1 ) Math. Annalen 101 (1929), 394-398.

2) Math. Zeitschrift 18 (1923), 42-54.

3) Hier und im folgenden bedeutet das Wort "Derivierte" stets die "vier Deri-
vierten". [Vgl. Enzyklopàdie II C 9b, 1086, FuBnote 717.]

¢) Journal de Math. (6) 9 (1913), 305-471 (309).
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Das Grundziel der vorliegenden Abhandlung bildet der Beweis
folgender Behauptung:
Es existiert eine Lôsung der ersten Randwertaufgabe der Wärme-

leitungsgleichung (1) für eine beliebige auf der Begrenzung des
Gebietes G 5) definierte stetige Funktion f, wenn sich für jedes t

eine stetige positive, f ür h- - 0 monoton gegen Null abnehmende
und für h  0 def iniErte Funktion e(h) derart angeben lâflt, dafl
für alle negativen und absolut genügend kleinen Werte von h

und

gilt, und auf3erdem

für e --&#x3E; - 0, wobei c eine passende negative Konstante bedeutet.
Umgekehrt kann auf der Begrenzung von G eine stetige Funktion

f derart gewâhlt werden, dafl die entsprechende Randwertaufgabe
keine Lôsung zuläßt, falls sich für mindestens einen t-Wert eine
solche stetige, positive und für h --&#x3E; - 0 monoton gegen 0 abnehmende
Funktion e (h) angeben läßt, dap für alle negativen und absolut
hinreichend kleinen Werte von h wenigstens eine der Ungleichungen

erfüllt wird, wobei das Integral

für s-+ - 0 konvergiert 6).
Insbesondere folgt hieraus, daß für eine beliebige stetige

Funktion, die auf dem Rande des von der Kurve

5 ) Unter der "Begrenzung des Gebietes G" soll hier und im folgenden die Ge-
samtheit der beiden Kurvenäste (2) und der das Gebiet nach unten begrenzenden
geradlinigen Strecke verstanden werden (die t-Achse ist nach oben gerichtet, der
Bestimmtheit halber ist PI(t)  P2(t) angenommen).
s ) Man kônnte im Wortiaut dieses Satzes die Existenz zweier verschiedenen

Funktionen e(t) für q?,(t) bzw. P2(t) verlangen ; das würde aber offenbar keine

Verallgemeinerung erzielen.
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und der Geraden t:= - c begrenzten Gebietes G1 definiert ist

(wobei c irgend eine positive Konstante bedeutet), eine Lôsung
der ersten Randwertaufgabe existiert, derart daB sie in allen

Punkten der Begrenzung die vorgegebenen Werte annimmt, dar-
unter auch im Punkt (0, 0).
Fur ein Gebiet G2, das von der Kurve x2== - 4(1 +e)t long log [ t [ 

und der Geraden t = - c begrenzt ist, existiert hingegen im all-
gemeinen keine Lôsung der ersten Randwertaufgabe, die im

Punkt x = t = 0 den gegebenen Wert annähme. Man kann z.B.
zeigen, daB die Funktion u(x, t ), die im Innern des Gebietes G2
die Gleichung (1) befriedigt und auf der seitlichen Begrenzung
dieses Gebietes den Wert 0, auf der Grundlinie aber positive
Werte annimmt, im Punkte x = t = 0 nicht gleich 0 werden kann.
Die letztgenannten Ergebnisse kônnen übrigens leicht aus einem
kürzlich von Herrn A. Khintchine entdeckten wahrscheinlich-

keitstheoretischen Satze gefolgert werden 7).
In der vorliegenden Arbeit werden entsprechende Resultate

auch für die allgemeinere Wärmeleitungsgleichung von der Form

erhalten.

Für den Beweis aller dieser Behauptungen genügt es, die "den
Bedingungen A genügenden Funktionen" (nach der Terminologie
von Perron und Sternberg) oder die "Barriere" (nach der Termino-
logie von Poincaré) feiner zu konstruieren, als dies Herr Stern-
berg getan hat.

In § 1 werden einige Hilfssätze angeführt, die es erlauben, die
Perronsche Methode unter allgemeineren Voraussetzungen anzu-
wenden, als dies bei Herrn Sternberg geschieht. In den §§ 2 und 3
werden Barrieren für den Beweis partieller Resultate, die dem
,,Satz vom iterierten Logarithmus" von Herrn A. Khintchine
entsprechen, konstruiert. Weiter werden in den §§ 5 und 6 unab-
hângig davon schàrfere Kriterien der Regularitât und Irregularitât
entwickelt, aus welchen die Ergebnisse der §§ 2 und 3 als Spezial-
fälle folgen. Wenn wir trotzdem die zu diesen Ergebnissen führen-
den Konstruktionen gesondert angeben, so geschieht das aus dem
Grunde, daß sie bedeutend einfacher sind, als der Beweis des

allgemeinen Satzes. AuBerdem lassen sie sich leicht, wie das in

7) A. KHINTCHINE, Asymptotische Gesetze der ivahrscheinlichkeitsrechnung,
V. Kap. § 3 [Ergebnisse 1933].
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§ 4 gezeigt wird, auf parabolische Gleichungen mit einer grôBeren
Anzahl von Variablen verallgemeinern.

§ 1. Es sei u(x, t) irgend eine in G stetige Funktion. Herr
Sternberg bezeichnet mit WèTu die Funktion, welche

1. auBerhalb eines Trapezes T mit u zusammenfâllt,
2. im Innern von T die Gleichung (1) befriedigt und auf dem

Rande von T mit u zusammen fâllt.
T bedeutet hier ein geradliniges Trapez, das sich im Innern

von G befindet und dessen obere Grundlinie vollstândig dcr
Strecke angehôrt, die das Gebiet G von oben her begrenzt.
An Stelle dieses Trapezes T, das Herr Sternberg benutzt, kann

aber zur Definition der Operation 9N auch ein gleichseitiges
Dreieck D genommen werden, dessen Grundlinie der x-Achse

parallel ist, und das vollstândig in G eingeschlossen ist. Alle

Überlegungen von Herrn Sternberg bleiben unverândert in Kraft.
Dabei kônnen aber die oberen und unteren Funktionen auch

für Gebiete definiert werden, die seitwàrts von solchen Kurven
x=ggl(t) und x=,T,(t) begrenzt sind, bei denen q2l(t) und fJJ2(t)
keine beschränkten Derivierten besitzen.

Als superparabolisch (bzw. subparabolisch) werden wir jede in
G stetige Funktion u bezeichnen, welche für jedes D die Bedingung

erfüllt. Funktionen, welche die Gleichung (1) befriedigen, werden
wir als parabolische bezeichnen. Für sie gilt offensichtlich

für jedes D.
Wir werden beweisen, daf3 insbesondere alle Funktionen super-

parabolisch (subparabolisch ) sind, zcelche innerhalb G einer Diffe-
rentialgleichung der Form

genügen, wo r(x, t) &#x3E; 0 (r(x, t)  0) ist.

Beweis. Um unsere Behauptung zu beweisen, genügt es

offenbar zu zeigen, daß die Funktion v(r, t), welche die Glei-

chung (3) befriedigt und auf dem Rand von D den Wert 0
annimmt im Innern von D keine negativen Werte annehmen
kann.

Wir nehmen also an, es existiere eine Funktion, welche
1. auf dem Rande von D verschwindet,
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2. im Innern von D der Gleichung (3) genügt, wo r(x, t ) &#x3E; 0

ist,
3. im Innern von D Werte annimmt, deren untere Grenze

m  0 ist.

Es sei (a, b ) ein Punkt von D, für welchen v(a, b ) = m ist. Wir
betrachten die Funktion

wo d die Seitenlânge von D bedeutet. Es ist v* (a, b ) = m, wâhrend
auf dem Rande von D sicher Punkte mit v*(x, t ) &#x3E; m/2 vorhanden
sind; daher muù v* innerhalb D ein Minimum haben, und es ist
daselbst

Andererseits gilt aber im Inneren von D

was den gewünschten Widerspruch liefert.
Wir nennen einen Randpunkt P eines Gebietes G regulär, wenn

für eine beliebige, auf dem Rande dieses Gebietes definierte

beschränkte Funktion , f die nach der Perronsche Methode kon-
struierte Lbsung u 8) der ersten Randwertaufgabe in P die

Bedingungen

erfüllt. Hier werden mit f bzw. u die unteren und mit f bzw. u
die oberen Limesfunktionen von f bzw. u bezeichnet9). Diese

Bedingungen erfordern insbesondere, daB die Funktion u den
Wert f (P) im Punkte P annimmt, falls f in P stetig ist.

Ebenso, wie Herr Perron bewiesen hat, daß seine "Bedingung

8 ) D.h. die untere Grenze aller superparabolischen Funktionen, die auf der

Begrenzung von G nicht kleinere werte als f annehmen.
1) Wir sind genôtigt, die oberen und unteren Limesfunktionen mit zwei Strichen

zu versehen und nicht, wie gebrauchlich, mit einem, um sie von den superparabo-
lischen, bzw. subparabolischen Funktionen zu unterscheiden, die mit einem Strich
gekennzeichnet sind.
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B" für die Existenz einer Lôsung des Dirichletschen Problems
ausreicht, erweist sich hier als hinreichende Bedingung für die
Regularitât des Punktes P die Existenz einer Funktion u(x, t),
welche wir im weiteren als ,,Regularitätsbarriere" bezeichnen
werden und welche die folgenden Bedingungen befriedigt:

1. Sie ist definiert im Durchschnitt U des Gebietes G mit
einer gewissen Umgebung des Punktes P.

2. Sie ist superparabolisch, was z.B. sicher stattfindet, wenn

ist.

3. Auf dem Rande von U ist sie stetig und positiv, mit
alleiniger Ausnahme des Punktes P, in welchem sie ver-

schwindet.

Umgekehrt ist leicht einzusehen, daß der Punkt P irreguh,r
wird, wenn eine Funktion u(x, t ) existiert, die wir künftighin als
eine Irregularitâtsbarriere bezeichnen und die folgende Bedin-
gungen befriedigt:

1. Sie ist definiert im Durchschnitt U des Gebietes G mit

einer gewissen Umgebung des Punktes P.
2. Sie ist subparabolisch, was z.B. sicher stattfindet, wenn

sie die Gleichung (3) befriedigt, wo r(x, t )  0 ist.

3. Sie ist stetig auf dem Rande von U mit alleiniger Aus-
nahme des Punktes P, wo sie eine hebbare Unstetigkeitsstelle
besitzt.

4. Die obere Grenze ihrer Werte innerhalb U bei Annâherung
an P übertrifft die obere Grenze ihrer Werte auf dem Rande
von G bei Annâherung an P.
Um diese Behauptung zu beweisen, definieren wir auf dem

Rande von G eine Funktion f folgenderweise:
1. Genügend nahe an P setzen wir f =_u, im Punkte P selbst

definieren wir f derart, daß sie daselbst stetig wird; dies ist

môglich, da die Unstetigkeitsstelle P für u nach Voraussetzung
hebbar ist.

2. Auf dem übrigen Teil des Randes von G nehmen wir f
gleich einer positiven Konstante c an.
Dann ist klar, dal3 bei genügend grol3em c jede obere Funktion

z(r, t), die im Innern von G superparabolisch ist und auf dem
Rande die Bedingung

erfüllt, in U nicht kleiner als die Funktion u werden kann. Daher
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wird auch die untere Schranke u(x, t) solcher Funktionen im
Punkte (x, t ) nicht kleiner als u sein und wird infolgedessen im
Punkte P die Bedingung

nicht befriedigen 10).
Indem wir zur Konstruktion der Barriere übergehen, beweisen

wir zunâchst folgenden
Satz 1. Alle Punkte der horizontalen Basis von G sind regulâr.
Um uns von der Gültigkeit dieses Satzes zu überzeugen, brau-

chen wir nur zu beachten, daB für den Punkt (xo, to) (wir nehmen
an, daB als untere Basis die Gerade t = to dient) dieser Basis die
Funktion

eine Regularitatsbarriere ist. Aus Satz 1 folgt
Satz II. Für die Regularitât oder Irregularitiit des Punktes

P[pi(tl), t1] ist nur das Verhalten der Funktion 91i(t) für t  t,
von Belang.

In der Tat, nehmen wir an, dal3 die nach der Perronschen
Methode zu einer beliebigen beschrânkten, auf dem Rande
definierten Funktion f konstruierte Funktion u(x, t) die Bedin-
gungen (5) im Punkte P[ lpi(t1), tl] befriedigt, wenn wir nur ihre
Werte für t  t, betrachten. Dann muB sie dieselben Bedingungen
auch in dem Falle befriedigen, wo wir auch ihre Werte für t &#x3E; tl
in Betracht ziehen. Dies folgt unmittelbar aus dem soeben be-
wiesenen Satze, wenn wir ihn auf das krummlinige Trapez mit
der unteren Basis t = tl anwenden.

Satz III. Es sei q(t) eine für t  0 stetige positive Funktion,
99 (- 0 ) = 0. Dann sind, gleichzeitig reguliir oder irregulâr:

1. Der Punkt 0(0, 0) des Gebietes Gl, das von den Kurven

x = lp(t), x = - cp(t) und der Geraden t = a  0 begrenzt wird, und
2. Die Punkte P2(C, 0 ) und P1 ( --- c, 0 ) des Gebietes C2, das von

den Kurven x = 99 (t) + c, x = - ç (t ) - c u n d den Geraden t = 0 und
t = a begrenzt wird.

1°) Diese Überlegungen kônnen auch auf Gebiete G angewandt werden, die
zwischen den Geraden t = to, t = t, eingeschlossen sind und nur einerseits von einer
Kurve x = 99(t) begrenzt werden, in der anderen Richtung sich hingegen unendlich
erstrecken. Man muB nur die Randwerte sowie die oberen und unteren Funktionen

beschrankt voraussetzen. Die Regularitât bzw. Irregu1aritat eines Punktes von
x = 99(t) ist, wie man leicht einsieht, ganz davon unabhângig, ob das Gebiet von der
anderen Seite begrenzt oder unendlich ist.
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Beweis.

Fig. 1. Fig. 2.

Wir nehmen zunâchst an, daB der Punkt Pl (statt P1 kônnte
auch der Punkt P2 genommen werden) des Gebietes G2 regulàr
sei. Wir beweisen alsdann, daß der Punkt 0 des Gebietes Gi
ebenfalls ein reguh,rer Punkt ist. Zu diesem Zwecke setzen wir
auf dem Rande des Gebietes G2

Die nach der Perronschen Methode für diese Randfunktion

konstruierte Funktion u(x, t) wird zufolge der Regularitât des
Punktes P1 in diesem Punkte den Wert 0 annehmen. Anderer-
seits ist evident, daß überall unterhalb der Geraden t = t1 diese
Funktion Werte annimmt, die gröBer als - tl sind. Dies folgt
daraus, daB jede superparabolische Funktion ihren kleinsten
Wert auf dem Rande annimmt. Also nehmen alle oberen Funk-

tionen unterhalb der Geraden t = tl nur Werte an, die grÕBer als
- t1 sind. Daher nimmt auch die untere Schranke u(x, t) dieser
Funktionen unterhalb dieser Geraden Werte an, die nicht kleiner

als - tl sind. AuBerdem sieht man leicht ein, daß u(x, t) im Inter-
vall PP, positiv ist. Hieraus folgt, daß die Funktion u(1t, t ) eine
Regularitätsbarriere für den Punkt Pl des Gebietes G2 ist. Es ist
aber evident, daB diese Funktion auch eine Regularitâtsbarriere
für den Punkt 0 des Gebietes Gi sein mul3, wenn dieses Gebiet
so in das Gebiet G2 hineingelegt wird, daß ihre linksbegrenzenden
Kurven zusammenfallen.

Umgekehrt, nehmen wir an, daß der Punkt 0 des Gebietes G,
regulär, und daB z.B. der Punkt P1 irregulâr sei. Dies führt sofort
zu einem Widerspruch. In der Tat darf dann die soeben konstruierte
Funktion u(x, t ) in Pl nicht verschwinden, sonst würde diese

Funktion eine Regularitätsbarriere für den Punkt Pl sein. Wir
bezeichnen mit L den lim sup der Werte von u(x, t) bei An-

näherung an den Punkt Pl lângs der Kurve x - - c + qq (t) , die
zur Kurve x = - c - 99(t) bezüglich der Geraden x = - c sym-
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metrisch ist. Infolge der vorausgesetzten Regularitât des Punktes
0 des Gebietes Gi muB L &#x3E; 0 sein. Im entgegengesetzten Falle
würde die Funktion u(x, t) gegen 0 streben beim Heranrücken
an den Punkt Pl lângs aller Linien, die zwischen x = - e + 99 (t)
und x = - c - qq (t) gelegen sind. Insbesondere mül3te u (- c, t)---* 0

m

sein. Folglich müùte infolge der Regularitât des Punktes Pl, den
wir als Randpunkt des von der Kurve x=c+qg(t) und den
Geraden x = - c und t = a begrenzten Gebietes G3 betrachten, die
Funktion u(x, t) beim Heranrücken an den Punkt PI auf be-
liebigem Wege gegen 0 streben, was mit unseren Voraussetzungen
in Widerspruch steht.

Andererseits kônnen wir aber beweisen, daß L = 0 ist. In der
Tat, definieren wir auf dem Rande des Gebietes Gi eine Funktion f
derart, daß sie sich dem Wert L nähert beim Heranrücken an2

den Punkt 0 von rechts, und dal3

ist. Dann schliel3en wir aus Symmetriegründen, daß die nach
der Perronschen Methode für die Randfunktion f konstruierte
Funktion u(x, t ) auf der t-Achse verschwindet. Würden wir zur
soeben definierten Funktion f eine beliebige Funktion f1 hinzu-

addieren, die im Punkte 0 stetig ist und den Wert L annimmt,
so würde zufolge der Regularitât des Punktes 0 die der Rand-
funktion 1+ fi entsprechende Funktion ul bei Annàherung an 0

längs der t-Achse gegen L streben. Wâhlen wir statt f1 eine andere2

Funktion 12’ so daB lim (f +f2) = 0 b zw. lim sup (f +f2) = L ist bei
Annâherung an 0 lângs der Kurve x (p(t) bzw. 1t = ç (t ) ,
so wird

wenn u2(x, t) die nach der Perronschen Méthode konstruierte

Funktion für die Randfunktion f+f2 darstellt. Insbesondere

kônnen wir f2 so wâhlen, dal3 f +f2 = 0 für x = - f{J (t ), f +f2 = 
u(1t - c, t ) auf dem übrigen Teil des Randes von CI wird. Hieraus
folgt aber, daB

ist. Deshalb muB infolge der Regularitàt des Punktes Pl, der als
Grenzpunkt des Gebietes G, betrachtet wird, beim Heranrücken
an den Punkt Pi lângs eines beliebigen im Innern von G3 ver-
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laufenden Weges lim sup u   sein. Dies widerspricht jedoch2

der Voraussetzung, daB lim sup u(x, t) = L ist, wenn der Punkt
(x, t) sich dem Punkte P1 lângs der Kurve x = -- c - f - (t ) nâher,
wenn nur L &#x3E; 0 ist.

Nachdem dies bewiesen ist, kônnen wir uns im folgenden auf
ein Gebiet von der Form G, beschrânken.

Satz IV. P(xo, to) sei ein gemeinsamer Punkt der seitlichen
Begrenzungen zweier Gebiete G und Gl; U sei ein achsenparalleles
Rechteck, auf dessen oberer Seite P liegt, ohne einen Eckpunkt von
U zu bilden; endlich sei UGI C UG. Ist dann P ein regulârer
Randpunkt des Gebietes G, so gilt dasselbe auch von G1.
Beweis. Nehmen wir an, daB der Punkt P(xo, to) ein regu-

lärer Randpunkt der Grenze des Gebietes G sei. Wir setzen auf
dem Rande von G

innerhalb G soll f(x, t) parabolisch sein.
Genau so, wie beim Beweise des Satzes 3, kann man sich leicht

überzeugen, daB f(x, t) eine Regularitätsbarriere für den Punkt
P(xo, to) ist, wenn derselbe als Randpunkt des unterhalb der
Geraden t = to liegenden Teiles des Gebietes G betrachtet wird.
Hieraus folgt aber, daB dieselbe Funktion auch als Regularitât-
barriere für den Punkt P(xo, to) erscheint, wenn er als Rand-
punkt des unterhalb von t == lu liegenden Teils des Gebietes G,
betrachtet wird. Infolge von Satz 1 erweist sich hiermit der

Punkt P(xo, to) als regulârer Randpunkt des Gebietes Cl.
Im weiteren werden wir, der Bequemlichkeit wegen, meistens

annehmen, daß der zu untersuchende Punkt P mit dem Koor-

dinatenursprung zusammenfällt.

§ 2. Es sei G das durch x2  4t log e(t) definierte Gebiet der
xt-Ebene, wobei die Funktion o(t) folgende Bedingungen erfüllt:

1. für t - - o ist monoton abnehmend e(t)-+ + 0;

ist differenzierbar ;

Unter diesen Bedingungen hat das Gebiet G die Form des
Gebietes G1 (Fig. 1). Alle aufgezàhlten Bedingungen werden z.B.
von folgenden Funktionen befriedigt:
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Wir wollen beweisen, dal3 der Koordinatenursprung ein regu-
liirer Punkt des Gebietes G ist.
Der Beweis beruht darauf, daß wir eine superparabolische

Funktion u(x, t) konstruieren, welche den Wert 0 im Koordi-
natenursprung und positive Werte im Gebiete G annimmt. Zu
diesem Ziele definieren wir zunachst eine Funktion 99(t) mittels
der Gleichung

wo 4 eine gewisse negative Konstante bedeutet und t &#x3E; Io voraus-

gesetzt ist. Aus 4 und 1 folgt, daß p(t) für t--&#x3E;o monoton gegen
Null abnimmt.

Wir setzen ferner:

Hieraus ist ersichtlich, daß monoton wegen

ist somit Aus und 1

Nun kônnen wir u(x, t ) folgenderweise wâhlen:

In der Tat gilt

Aus (7) und (8) folgt, daB L (u ) &#x3E; 0 ist.

Die Gleichung der Niveaulinie u(x, t) = 0 lautet

Diese Kurve umfaBt aber die Kurve X2 == 4t log e(t).
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Bemerkung. Die Forderung der Differenzierbarkeit von e(t)
ist unwesentlich. Man kann mit der Forderung der Stetigkeit
von e(t) auskommen, da man immer eine solche monoton ab-
nehmende differenzierbare Funktion e(t) finden kann, daß

ist.

§ 3. Es sei das Gebiet G von der Kurve x2 = - 4(1 +e)t log ilog [ t] 
und der Geraden t = to  0 begrenzt, wo E eine beliebig kleine posi-
tive Zahl und 1 to genügend klein ist.

Wir wollen beweisen, daß der Koordinatenursprung ein irregu-
lârer Punkt des Gebietes G ist.

Der Beweis wird darauf beruhen, daf3 wir eine Irregularitats-
barriere für den Koordinatenursprung konstruieren, den wir als
Randpunkt eines gewissen in G eingeschlossenen Gebietes Gi
betrachten.
Wir betrachten die Funktion

wo und k gewisse positive Konstanten sind, dabei soll 1/2  k C 1
und t  0 sein. Wir zeigen, daI3 wenn 1 t genügend klein ist,
die Funktion u(x, t) eine subparabolische Funktion ist, d.h. daI3
L (u )  0 wird.

In der Tat haben wir

Hieraus ist ersichtlich, daß das Vorzeichen von L(u) mit dem
Vorzeichen des Ausdrucks

zusammenfallt. Das zweite und dritte Glied dieses Ausdrucks

sind positiv, die beiden anderen negativ. Setzen wir voraus, daB
1 t genügend klein ist, so kônnen wir

annehmen. Dann mu13 der ganze Ausdruck (9) negativ werden,
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wenn x 1 so klein ist, dal3

oder

oder

ist. Andererseits wird der Ausdruck (9) ebenfalls negativ, wenn
1 x 1 so groB wird, daB

oder

Ist aber 1 t 1 so klein, daß

ausfällt, so wird bei beliebigem x mindestens eine der Unglei-
chungen (10) und (11) erfüllt. Somit gilt für ein solches t immer
L(u)  0, w. z. b. w.
Wir betrachten nun die Niveaulinie

Diese Gleichung läßt sich folgenderweise schreiben:

Wir wollen mit G, das Gebiet bezeichnen, das von der Kurve
(12) und der Geraden t = to C 0 begrenzt ist. Die Funktion u(x , t)
nimmt auf dem gekrümmten Teile des Randes dieses Gebietes
überall, mit Ausnahme des Koordinatenursprungs, den Wert

c C 0 an und nâhert sich bei Annâherung an den Koordinaten-
ursprung lângs der Achse Ot dem Werte 0. Sie ist folglich eine
Irregularitätsbarriere für dell Koordinatenursprung, wenn dieser
als Randpunkt dieses Gebietes G, betrachtet wird.
Nun ist aber Gi C G, wenn £1 und 1 t, 1 genügend klein sind



396

und k genügend nahe an 1 liegt. Daher ist der Koordinaten-
ursprung auch dann ein irregulârer Punkt, wenn er als Randpunkt
des Gebietes G betrachtet wird.

In den Paragraphen 5 und 6 werden sich schârfere Kriterien
für die Regularitât ergeben. In § 4 übertragen wir zunâchst die
Resultate der beiden letzten Paragraphen auf parabolische Glei-
chungen mit einer grôl3eren Anzahl von Variablen.

§ 4. Wir werden hier nur die Gleichung

betrachten; die Ergebnisse kônnen aber ganz leicht auf para-
bolische Gleichungen mit noch mehr Variablen verallgemeinert
werden.

lm xyt-Raum betrachten wir ein Gebiet, das unten von einer
gewissen Ebene t = a und seitwärts von einer Flache S begrenzt
wird.

Vor allem ist zu bemerken, daß folgende Bedingung für die
Regularitât eines Punktes P(xo , yo, % ) von S hinreichend ist. Man
betrachte die Zylinderflâche Sl, deren Erzeugende der y-Achse
parallel sind, und deren Grundlinie die in § 2 betrachtete Kurve

ist; es soll môglich sein, die Flâche 51 mittels einer passenden der
xy-Ebene parallelen Bewegung und einer nachfolgenden Trans-

lation parallel zu t-Achse in eine Lage zu bringen, in welcher sie
den Punkt P auf ihrer Begrenzung enthâlt und dabei in der N iihc
von P auj3erhalb des Gebietes G verläuft.
Für das Folgende sei bemerkt, da13 in diesem Paragraphen

unter einer "Verschiebung" stets eine Verschiebung der soeben
geschilderten Art verstanden wird.
Um unsere Behauptung zu beweisen, konstruieren wir zunâchst

eine Regularitâtsbarriere u(x, t) für den Randpunkt P*(-c, 0)
des Gebietes G* der x t-Ebene, das unten von der Geraden t = a  0
und seitwärts von den Kurven

und

begrenzt wird; e(t) ist hier dasselbe wie in § 2, und die Môglich-
keit der Konstruktion erhellt aus Satz 3, § 1.

Wir drehen nun die Achsen Ox und Oy im x y t-Raume so, daB
O y den Erzeugenden der an den Punkt P herangebrachten Zy-
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linderflâche SI parallel wird; der Bestimmtheit halber sei dabei
das gegebene Gebiet G rechts von dieser Flache gelegen, und die
neuen Koordinaten von P seien - c, 0, 4. Dann ist u(x, t-tu)
eine Regularitätsbarriere für P.

Andererseits ist leicht einzusehen, daB der Koordinatenursptung
ein irreguliire1" Randpunkt des Gebietes G ist, welches unten von der
Ebene t = a  0 und seitwärts von der Rotationsfliiche S2

begrenzt wird, wo e &#x3E; 0 beliebig klein ist. Das folgt aus dem Grunde,
daB in diesem Falle die subparabolische Funktion

wo el und zwischen 0 und 1 liegen und 1 1 el nur wenig von 1
abweicht, eine Irregularitätsbarriere liefert. Der Beweis wird

ganz wie im § 3 geführt und kann deshalb erspart bleiben.
Daraus folgt, daf3 ein Randpunkt P(xo, yo , to) von G irreguh,r

sein muf3, wenn die Flâche S2 so an ihn herangebracht werden
kann, daB sie dabei in der Nähe von P innerhalb G verlâuft;
denn anderenfalls kônnte man für die Randfunktion

eine Lôsung der ersten Randwertaufgabe nach der Perronschen
Methode konstruieren und damit eine Regularitätsbarriere für
den Koordinatenursprung erhalten, der als Randpunkt des von
der Flâche S2 begrenzten Gebietes betrachtet wird.

§ 5. Es sei GH das durch

definierte Gebiet der x t-Ebene, wobei e(t) folgende Bedingungen
erfüllt :

. 

Dann ist der Koordirtatenurspr2cng ein irreguliirer Randpùnkt
von GH«
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Allen erwàhnten Bedingungen genügen z.B. die Funktionen:

wo e &#x3E; 0 beliebig klein ist.

Es wird weiter gezeigt werden, daß die Voraussetzungen 4
und 5 unwesentlich sind.
Beim Beweise der obigen Behauptung werden wir annehmen,

daf3  H 1 genügend klein ist; diese Voraussetzung ist für die

Allgemeinheit des Resultates belanglos, da die Regularitât eines
Randpunktes eine lokale Eigenschaft ist.

Wir beweisen nun unsere Behauptung, indem wir eine Irregu-
laritâtsbarriere konstruieren, d.h. eine subparabolische Funktion

u(x, t), die folgende Eigenschaften aufweist:
1. Sie ist stetig auf dem Rande von GH mit Aussehluß des

Koordinatenursprungs.
2. Der lim sup ihrer Werte bei Annâherung an den Koordi-

natenursprung lângs des Randes von GH ist kleiner als der lim sup
bei Annâherung aus dem Inneren von GH-
Zu diesem Ziele betrachten wir zunâchst die Funktion

Diese Funktion verschwindet für x2 = 4t log e (t) und ist positiv
im Inneren von GH - Es ist lim sup v (x, t) == 1 bei Annàherung an
den Koordinatenursprung aus dem Inneren von GH ; namentlich
ist v(o , t)--&#x3E;1 für t-*O. Die Funktion v(1t, t ) besitzt somit alle
Eigenschaften der gesuchten Funktion u(1t, t) mit der alleinigen
Ausnahme, daß sie nicht subparabolisch, sondern superpara-
bolisch ist. In der Tat ist

und dieser Ausdruck ist positiv, wenn e(t) für t-o monoton
gegen Null abnimmt.

Wir wollen nun zu v (x, t ) eine in GH subparabolische Funktion
w(1t , t ) von solcher Art addieren, dal3

1. L(w)=-L(v) und
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Offenbar erfüllt dann

alle aufgestellten Forderungen.
Wir gehen zur Definition von w(x, t) über. Aus der Theorie

der Gleichungen vom parabolischen Typus ist bekannt 11 ), daB
die Funktion

die Bedingung L(w)= -L(v) erfüllt; wie bereits bemerkt

war, ist hier der Integrand unter unseren Voraussetzungen über
e(t) immer negativ. Wir wollen nun zeigen, daß für genügend
grof3es 1 H und H  t  0 1 w(O, t )  1/2 ist.

Wegen der Voraussetzung 5 ist

Folglich ist

und

Die Variablentransformation

liefert

Es ist aber

11) Gevrey [loc. cit., 308].



400

und folglich

Dieses letzte Integral wird aber wegen der Voraussetzung 2
für t--* 0 unendlich klein.

Ferner ist

Für genügend kleines 1 H 1 und 0 &#x3E; t &#x3E; H ist folglich

w.z.b.w.

Wir haben noch zu zeigen, daf3 die Voraussetzungen 4 und 5
für die Gültigkeit des soeben bewiesenen Satzes entbehrlich

sind 12). Für 4 wird das ganz wie die analoge Behauptung in § 2
bewiesen. Um auch für 5 den Beweis zu führen, betrachten wir
zunâchst die Menge Af aller t-Werte (o &#x3E; t &#x3E; H ) , die folgende
Eigenschaft besitzen (im weiteren wird diese Eigenschaft die
,,Bedingung C" genannt); deutet man e - e (t) und t als cartesische
Koordinaten eines Punktes, so soll die durch diesen Punkt gehende
Kurve der von Parameter C abhängende Familie

für keinen kleineren Wert von t &#x3E; H die Kurve = e(t) schneiden.
Mit M bezeichnen wir die abgeschlossene Hülle von M.
Jedem Punkt [é (t), t] entspricht ein ganz bestimmter Wert von

C = C (t ) , so daB die betreffende Kurve (13) durch diesen Punkt

12) Ein Leser, der zunâchst nur die Hauptergebnisse der Abhandlung kennen
lernen will, kann den Rest dieses Paragraphen überschlagen.
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geht. Man sieht leicht ein, daß C (t ) für t &#x3E; - 0 monoton abnimmt,
wenn t die Zahlen der Menge M durchläuft (für 31 ist das unmittel-
bar klar, für M folgt es aus der Stetigkeit von C(t)); auBerdem hat
C(t) gleiche Werte in den beiden Enden jedes komplementâren
Intervalls von M.
Wir definieren nun eine Funktion Q,(t) mittels folgender Fest-

setzungen :
für

2. Im n-ten komplementâren Intervall der Menge M ist

wo die negative Konstante Cn den Wert von C(t) in den Enden
des betreffenden komplementâren Intervalls bedeutet. Offenbar
ist ol(t ) stetig und C nt -* 0 für t --&#x3E; 0. .

Fig. 3.

Der Verlauf der Funktionen e(t) und e1(t) wird durch die
Fig. 3 schematisch wiedergegeben; die punktierte Kurve stellt
diejenigen Strecken der Kurve Q=Q,(t) dar, welche von den

entsprechenden Strecken der Kurve e = e(t) abweichen.
Die Funktion Q,(t) ist nicht überall differenzierbar, was für

unsere Zwecke einen Mangel bedeutet. Wir betrachten deshalb
eine andere Funktion jo,(t), die folgende Bedingungen erfüllen
soll:

1. e2 (t) ist überall differenzierbar ;
2. e2 ( t) &#x3E; el ( t) ; 
3. f22(t) hat überall die Eigenschaft C;
4. Für jedes e (H  e C 0) ist
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Man sieht leicht ein, daß sich solche Funktionen tatsâchlich
konstruieren lassen.

Setzt man

wo C eine Konstante bedeutet, so ist

fur genügend kleines C t beliebig klein. Wegen 3 ist aber

wenn C durch die Gleichung

definiert wird. Da für kleine 1 t 1 auch 1 et 1 beliebig klein wird,

gilt dasselbe auch von

Andererseits wird aber die Kurve

von der Kurve

umfaBt. Ist demnach der Koordinatenursprung für (14) ein

irregulârer Randpunkt, so ist er a fortiori ein solcher für (15).
Es bleibt somit nur zu zeigen, daß aus der Konvergenz des

Integrals

für e----+ 0 diejenige von

erschlossen werden kann. Um dies einzusehen, genügt es offenbar,

die Konvergenz von dt aus derjenigen von

dt abzuleiten.
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Ist (t2.-ll t2.) ein komplementäres Intervall der Menge M,
so ist

denn es wird

wenn ] t 1 und folglich auch 1 Cn t 1 genügend klein ist.

Der auf den Bereich 9, (t) # Lo(t) erstreckte Teil des Integrals

 dt ist folglich kleiner als

Die Konvergenz dieser Reihe laJ3t sich aber nach der Leibniz-
schen Regel feststellen. In der Tat, da einerseits

ist und andererseits die Funktionen e (t ) und

zunehmen, ist

da endlich auch mit t 1 zunimmt, ist endgültig

was unsere Behauptung beweist.
Bemerkung 1: Ein für das folgende wesentliches Ergebnis

dieser Beweisführung ist, daB mit auch

unendlich werden muB.
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Bemerkung 2: Da die Zahlen Cn 1 eine positive untere
Schranke haben, gibt es ein C # 0 derart, daB

ist.

§ 6. In diesem Paragraphen wollen wir alle Bezeichnungen
von § 5 sowie allé daselbst über die Funktion e(t) getroffenen
Voraussetzungen beibehalten, mit alleiniger Ausnahme der

Voraussetzung 2. Vielmehr wollen wir jetzt voraussetzen, daB

das Integral für s- 0 divergiert. Ferner

setzen wir noch die beiden folgenden Eigenschaften von e(t)
voraus:

6. Es ist wo C eine passende negative

Konstante bedeutet;

Wir wollen beweisen, daB der Koordinatenursprung unter

diesen Voraussetzungen ein regulârer Randpunkt von G ist.
Vorbemerkungen: 1. Weiter werden wir zeigen, daB die

Voraussetzungen 4-7 für die Gültigkeit unserer Behauptung
entbehrlich ist.

2. Allen aufgestellten Voraussetzungen genügen z.B. die

Funktionen:

Beweis: Um unsere Behauptung zu beweisen, werden wir
für jedes h (H  h  0) eine superparabolische Funktion uh(x, t)
konstruieren, die folgende Eigenschaften besitzt:

ma3ig in bezug auf x.
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gleichmâBig in bezug auf x.

Aus der Existenz einer diesen Forderungen genügenden
Funktionenfamilie uh(x, t ) folgt leicht die Existenz einer Regu-
laritätsbarriere für den Koordinatenursprung als Randpunkt
eines beliebigen Gebietes GH* C GH. In der Tat, setze man auf

dem Rande von GH

u(x, t) sei die nach der Perronschen Methode für diese Rand-
funktion konstruierte Lôsung der ersten Randwertaufgabe. Aus
der Existenz von uh(x, t) folgt dann, daB u(x, t) - 0 sein muB,

x-o
1-&#x3E;O

und daB folglich u(x , t ) für den Koordinatenursprung als Rand-
punkt von GH eine Regularitàtsbarriere liefert.
Genügt nun e(t) allen aufgestellten Forderungen, so läßt sich

immer für t C 0 eine Funktion e**(t)  e(t) angeben, die eben-
falls alle diese Forderungen erfüllt. Für das dieser Funktion

entsprechende Gebiet GH gibt es somit auch eine Funktions-
familie :U:*(0153, t), die alle nôtigen Eigenschaften von uh(x, t)
besitzt. Wegen GH C GH gibt es folglich nach dem soeben fest-
gestellten eine Regularitätsbarriere für den Koordinatenursprung
als Randpunkt von GH-

Konstruktion von uh(x, t). Als Ausgangspunkt dient uns

wieder die Funktion

wobei nur selbstverstàndlich e(t) den zu Beginn dieses Para-
graphen aufgestellten Forderungen genügt. Es ist, wie wir schon
gesehen haben,

Wir wollen nun eine Funktion w(x, t ) mit

angeben; wegen e’(t)  0 ist dann v(x, t)+w(r, t ) immer noch
eine superparabolische Funktion.
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Wir definieren

Offenbar ist überall w(x, t )  0.

Zunâchst wollen wir w(O, t ) für kleine t abschâtzen. Es ist

Dieselbe Variablentransformation wie auf S. [17] 399 ergibt

Die Integrationsstrecke (H, t ) zerlegen wir nun in die beiden
Teile (H, kt 10g2e(t)) und (kt log2e(t), t), wo k eine (große)
positive Zahl bedeutet; es wird weiter gezeigt werden 13 ), daß

für t -* 0 beschrânkt bleibt.
Wir betrachten nun das Integral

Folglich wird für beliebiges e &#x3E; 0 bei genügend grot3em

und demnach
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oder

Wegen 11J 1 &#x3E; kit ] log2e (t ) ist für t- 0 gleichmäßig auf der
Integrationsstrecke

Das ergibt die asymptotische Beziehung

wenn man noch beachtet, daB beschrânkt

bleibt ; in der Tat ist für genügend kleines 1 t 

ferner

und dieses letzte Integral bleibt beschrânkt, wie wir weiter unten
bei der Abschâtzung von I, sehen werden.
Nun wollen wir w(x, t) innerhalb G für t-&#x3E; 0 auch im Fall

x # 0 abschâtzen. Es ist
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Das Integrationsgebiet zerlegen wir in die drei Teile

wo k eine (groBe) positive Zahl bedeutet. Wegen

ist

Die Variablentransformation

ergibt

Nun ist aber

Folglich wird

14) wegen (x, t) C G.

15) wegen der monotonen Abnahme von e(t) bei t -&#x3E; 0.
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Die letzte Ungleichung wird dabei folgenderweise bewiesen:
aus

folgt

Wir wenden uns nun zur Abschâtzung von

Folglich ist

Wir zeigen nun, daß für genügend kleines t und r  65t

ist, wo E eine passend kleine positive Zahl ist.

In der Tat wissen wir schon, daB

ist; das ergibt
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Folglich ist

Andererseits ist aber

und hier ist wegen 5 die rechte Seite negativ. Folglich ist 1J log (0 (iî)
in bezug auf q abnehmend, und demnach gilt für q C 65t

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Indem wir nun zur Abschâtzung des Ausdrucks (16) zurück-
kehren, erhalten wir endgültig für kt log2e(t)   65t

wo E eine positive Konstante bedeutet. Daraus folgt nun

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus

Wegen der Voraussetzungen 7 und 6 ist aber

Somit ist
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Endlich wollen wir auch

abschâtzen. Wir wollen dieses Integral mit dem der Funktion
w(o, t ) entsprechenden Integral

vergleichen, und zu diesem Zweck beweisen, daB der Faktor

für keine 1 t 1 nahe an 1 liegt.
In der Tat ist

wenn und

wenn ae  &#x3E;  1 ist. In beiden Fâllen wird für ge-

nügend groBes k beliebig klein.
Daraus folgt nun

sofern nur x C G verbleibt.
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Nun kônnen wir den Ausdruck der Funktion uh(x, t) angeben,
nâmlich

Diese Funktion genügt allen Forderungen, die wir an uh(x, t)
gestellt hatten. In der Tat ist 

1. für genügend kleines  H 1 uh(x, H) nahe an 1; denn es
ist

Ferner ist

2. uh(x, h)--&#x3E; 0 für h- 0, wenn der Punkt (x, h) nicht das
Gebiet G verläßt; denn es ist

gleichmàBig in bezug auf x in G.
Endlich ist

3. uh(x, t ) nicht negativ, denn v(x, t ) und w(x, t ) haben

entgegengesetzte Vorzeichen, und zwar ist v(x, t) 0 inner-
halb GH .
Nun haben wir uns noch von einigen für die Gültigkeit des

Satzes unwesentlichen Voraussetzungen zu befreien, die wir der
Funktion e(t) auferlegt haben.
Vor allem ist die Forderung der Differenzierbarkeit von e(t)

unwesentlich, was man ganz wie im § 2 ersehen kann.
Ferner wollen wir uns von der Voraussetzung 7 befreien 12).

Um dies zu tun, genügt es, folgende Behauptung zu beweisen:

gibt es beliebig kleine Werte von  t  , für die wird,

so ist das Integral und folglich auch das Integral

gesetzt ist, für £-+0 divergent. In der Tat erfüllt éi(t) die Vor-
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aussetzung 7, und folglich ist der Koordinatenursprung nach
dem soeben Bewiesenen ein regulârer Randpunkt des seitwärts
von der Kurve

begrenzten Gebietes G,. A fortiori ist er zugleich ein regulârer
Randpunkt von G C G,.
Um unsere Behauptung zu beweisen, wâhlen wir eine unend-

liche Folge von negativen t-Werten

so daf3 und auBerdem fol-

gende Bedingungen erfüllt sind:

Wir setzen ferner

Offenbar ist

es ist aber

und a fortiori

folglich ist

w. z. b. w.

16) Wâre für alle genügend kleinen so würde der Haupt-

satz dieses Paragraphen unmittelbar aus dem Satz 4 des § 1 folgen, denn die Funk -

tion -1 genügt allen am Beginn dièses Paragraphen aufgestellten

Forderungen.
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Endlich wollen wir uns noch von den Voraussetzungen 5 und
6 befreien. Sollten diese Voraussetzungen nicht erfüllt sein, so
wâhlen wir statt der Funktion w(x, t ) die andere

wo e*(t) folgendermaBen definiert ist:
1 ) e*(’) - e(t) auf M (vgl. § 5, S. [18] 400); auf M gelten

demnach für Q*(t) alle Abschàtzungen, die wir für e(t) auf Grund
der Voraussetzungen 5 und 6 gewonnen haben.

2) In den komplementâren Intervallen von M sei e*(t) stetig,
nicht negativ und so klein, da2 alle beim Beweise erzielten Inte-
gralabschätzungen erhalten bleiben, wenn e(t) im Integranden
durch e*(t) ersetzt wird;

3) endlich sei überall e*(t)  e(t).
Infolge der am Schlu2 des vorstehenden Paragraphen gemach-

ten Bemerkung wird dann für E - 0

G, sei wie zuvor das durch

definierte Gebiet der xt-Ebene ; die stetige Funktion O(t) sei für
t C h  0 definiert und erfülle die folgenden Voraussetzungen:

1 ) e (t) ---&#x3E; 0 monoton t ---&#x3E; - ce;

Man setze auf dem Rande von GH

uk(x, t ) bedeute die Funktion, die innerhalb GH der Gleichung
(1) und auf dem Rande von G, den Ungleichungen

17) Das in diesem Anhang behandelte Problem hat Herr A. KOLMOGOROFF

(gelegentlich einer Diskussion im wahrscheinlichkeits-theoretischen Seminar der
Universitât Moskau) aufgeworfen.
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genügt. Wir behaupten, daß bei festen t  0 und x

oberhalb einer positiven Konstanten verbleibt oder unendlich klein
wird, je nachdem das Integral

dabei konvergiert oder divergiert.
Beweis: 1. Wir konstruieren zunâchst eine subparabolischc

Funktion uH(x, t) mit folgenden Eigenschaften:
1. uH{x, H)  1;
2. Für H  t  T (T von H unabhângig) und x2 == 4t log e(t)

ist

3. UH(O, T) &#x3E; i.
Die Konstruktion von uH(x, t ) geschieht im Allgemeinen der-

jenigen der analogen Funktion in 9 5 ganz ahnlich. Die Abwei-
chungen betreffen nur folgendes : x2

1. Gegenwärtig ist é’ (t ) &#x3E; o ; wenn wir zu v (z , t ) = - é (t )e 4t + 1
 (t ) 2eine Funktion w(x,t) mit L(w) = 
e (t ) e x2/4t addieren, wird dieeine Funktion w (x, t) mit L(w) = - e addieren, wird die
2t

Summe folglich subparabolisch, so da13 für das folgende die

Voraussetzung der Beschrânktheit von e’(t) nicht erforderlich
e(t)

ist, was die Überlegungen wesentlich vereinfacht.
2. Die Rolle der t-Werte mit kleinem 1 t übernehmen hier

solche mit gro13em  t . Bei der Abschâtzung von w(x, t) muB
t  T ( rj gro13) fest angenommen werden, wâhrend H- - oo.

Offenbar ist bei jedem H in GH - GT

und folglich

Daher übertrifft uH(x, t) in GT , wie groB auch H ) sei, die para-
bolische Funktion, welche auf einer Strecke - E  ae  e, t = T
den Wert ’ annimmt, sonst aber auf dem Rande von G T verschwin-
det. Für jeden Punkt (x, t ) von G, gibt es demnach eine positive
Zahl (nàmlich den betreffenden Wert der soeben erwähnten

parabolischen Funktion), die von uH(x, t ) bei genügend groBe
H übertroffen wird. Damit ist unsere erste Behauptung bewiesen.
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II. Wir konstruieren nun eine superparabolische Funktion
uH (x, t ) mit folgenden Eigenschaften:

1 1 ¿¿’ 
- 

’ 1

2) Für ein festes aber absolut genügend groi3es to &#x3E; H ist
&#x3E; 0 eine beliebig kleine Konstante bedeutet.

Aus der Existenz einer solchen Funktion wird folgen, dal3

uH(x, io)  e, und daß folglich auch für t &#x3E; t. u(x, t )  e ist.
Die Konstruktion erfolgt derjenigen für die analoge Funktion

in § 6 ganz âhnlieh. Die Abweichungen betreffen nur folgende
Punkte.

I. Gegenwärtig ist e’(t) &#x3E; 0. Wenn man zu der Funktion

v(x, t) von § 6 eine Funktion w mit addiert,

wird demnach die Summe subparabolisch und nicht superpara-
bolisch wie zuvor. Infolgedessen müssen wir e (t ) die einschrânkende
Forderung

auferlegen, wo m eine positive Konstante  2 bedeutet. Statt w(x, t)

kann dann die Funktion verwendet

werden, wobei v (x, t ) + w* (x, t ) immer noch superparabolisch ist.
Die neue Forderung bedeutet eine gewisse "Glattheitsvoraus-
setzung", welcher insbesondere alle auf S. [22] 404 angeführten
Funktionen Genüge leisten.

2. Die Rolle der t-Werte mit kleinem 1 t übernehmen hier
solche mit großem 1 t 1. Bei der Abschâtzung der die Funktion
w(x, t ) bestimmenden Integrale muB hier t absolut gro13, aber
fest gedacht werden, während H- - oo.

Die asymptotische Auswertung von w(O, t ) führen wir ganz
wie im vorstehenden Paragraphen durch, nur wird der Ausdruck

jetzt folgenderweise abgeschâtzt : wie früher ist

Die GrôBe nimmt für 7 &#x3E; - oo ab; denn es ist für
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genügend groI3es 1 r¡ 1

(die vorletzte Ungleichung folgt aus (17)). Folglich ist

Indem wir nun (17) von log2 é(t ) bis t integrieren und elemen-
tare Transformationen ausführen, erhalten wir

Der letzterhaltene Ausdruck wird bei genügend grobem 1 t 1
absolut beliebig klein. Folglich ist die Größe bei

genügend großem 1 t 1 jedenfalls kleiner als

Für die asymptotische Auswertung von w(x, t ) zerlegen wir
wie im vorigen Paragraphen GH in die drei Teile

wo k eine (große ) positive Zahl bedeutet. Indem wir die Bezeich-
nungen des vorstehenden Paragraphen beibehalten, erhalten wir
wie zuvor

(Die vorletzte Ungleichung folgt daraus, daß e(t) fur t---&#x3E; - oo

monoton abnimmt. ) Die Abschâtzung von 1 12 erfolgt auch wie
im vorstehenden Paragraphen. Nur folgt jetzt die Gültigkeit der
Ungleichung

bei genügend gro13em 1 t unmittelbar daraus, daß monoton

Bei der Abschâtzung von
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ist man wieder genëtigt, vorauszusetzen, daB e (t) für t-+ - 00
der Bedingung 7 des § 6 genügt; wir kônnen uns aber später wie
im vorstehenden Paragraphen von dieser Einschrânkung be-
freien. An Stelle der Forderung 6 genügt es, die Bedingung (17)
auszunutzen.

Die Untersuchung von I, unterscheidet sich von der früheren
dadurch, daß die Abschàtzung des Ausdrucks

für  x  1 e 1 folgenderweise geschieht:

Wie wir schon gesehen haben, nimmt die GrôBe

iî -&#x3E; - oo ab. Folglich ist

Aus (18) folgt, daß der Radikand bei genügend großem t nahe
an 1 liegt. Deswegen ist

Die weitere Konstruktion von uH(x, t ) erfolgt nun derjenigen des
vorstehenden Paragraphen vollstândige analog.
Bemerkung: Die Funktion uH(x, t) nimmt ab bei H--*- oo.

Nach dem Harnackschen Satz ist folglich lim uH(x , t ) - u(x, t)
H--&#x3E;- m

vorhanden und eine parabolische Funktion. Wir wollen be-

weisen, daB entweder u(x, t) identisch verschwindet oder

ist.
Für feste II und t erreicht offenbar uH(x, t ) ihren größten Wert

bei x = 0 ; bei festen H nimmt hingegen uH (0 , t ) mit t 1 ständig
ab. Folglich kommt diese Eigenschaft auch der Funktion u(x, t)
zu; insbesondere ist lim u(O, t ) = 1 vorhanden; wir haben somit

t- 00

zu beweisen, da13 entweder 1 = 0 oder 1 = 1 ist.
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Nehmen wir also an, es sei 0  l  1. Dann wird für jedes
H  h

wo vW(0153, t) die parabolische Funktion bedeutet, die auf dem
Rande von GH durch

definiert ist. Folglich wird

was wegen 0  l  1 unmôglich überall zutreffen kann.

Herrn A. Khintchine sei an dieser Stelle für mannigfache wert-
volle Ratschlage mein herzlicher Dank ausgeprochen.

(Eingegangen den 27. November 1933.)


