COMPOSITIO MATHEMATICA

WALTER SAXER
Uber eine Verallgemeinerung des Satzes von Schottky

Compositio Mathematica, tome 1 (1935), p. 207-216
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__1_ 207_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1935, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__1__207_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Uber eine Verallgemeinerung des Satzes
von Schottky

von

Walter Saxer

Ziirich.

Das Ziel dieser Untersuchung besteht darin, den folgenden Satz
zu beweisen:

f(z) sei fiir |z| <1 eine regulire Funktion mit der Taylor-
Entwicklung

1(2) = ap+az+. . .+ayz?P4-. ..
Es seien die p + 1 ersten Koeffizienten a; der Bedingung
la:| <k

unterworfen, wobet die k; irgendwelche reelle positive Zahlen be-
deuten. f(2) besitze im Einheitskreise hichstens p Nullstellen, und es
existiere ein solcher Kreisring r < |z| <1, so dap in demselben
hochstens q Punkte liegen, in welchen f(z) den Wert 1 annimmi.
q bedeute eine positive ganze Zahl = p. Dann gibt es eine nur von
den k;, p, q, sowie von & und r abhingende Schranke S(ky, ky, . . . , ky,
P, g, 7, #), so daf fir |z| <1 —9 die Abschitzung

| Hz)| = S(ko, Ess - - -5 Koy P, g5 7, D)
gilt. Fir S kann z.B. die folgende Funktion verwendet werden

C
S(ko by -« o5 kpy Py g, 7, 9) < €7
wobei C eine unbekannie Konstante bedeutet, die nur von den Zahlen
ko, kys - - . 5 kp, p, q, 7, nicht aber von & abhdingig ist.
Man erkennt in diesem Satze sofort eine Verschirfung der Ver-
allgemeinerung des klassischen Satzes von Schottky, wie sie
seiner Zeit von Bieberbach!) und Montel 2) gleichzeitig und

1) L. BieBersacH, Uber die Verteilung der Null- und Einsstellen analytischer
Funktionen [Math. Ann. 85 (1922), 141—148].

2) P. MonTEL, Sur les familles quasi-normales de fonctions holomorphes
[Mém. Acad. Belgique, Classe des Sciences, (2) 6 (1922), 1—41] oder

P. MonTEL, Lecons sur les familles normales de fonctions analytiques et
leurs applications [Collection Borel, Paris (1927), (69—74, 88—92)].
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unabhéngig von einander bewiesen wurde. Die Verschérfung ist
doppelter Natur:

1. Bieberbach und Montel haben vorausgesetzt, daB die
Funktion im ganzen Einheitskreise hochstens ¢ Einsstellen be-
sitzen soll, wihrend ich lediglich die Existenz eines solchen Kreis-
ringes mit | z | = 1 als #uBere Peripherie postuliere. 2. In den Vor-
aussetzungen meines Satzes spielt die Multiplizitdt der 1-Stellen
keine Rolle. Ich setze nur voraus, daB im kritischen Kreisring
héchstens g Punkte existieren, in welchen die Funktion den Wert
1 annimmt.

SchlieBlich mo6chte ich auch darauf hinweisen, da3 Bieberbach
und Montel lediglich die Existenz von Schranken bewiesen, ohne
Angaben tuber ihre GroBenordnung zu machen. Die folgende
Methode gestattet allerdings nicht, Aussagen iiber die GréBe der
unbekannten Konstanten C zu geben. Aber mit Hilfe feinerer
funktionentheoretischer Mittel und gewisser Abanderungen der
Methode gelingt es, auch numerische Schranken fiir den obigen
Satz zu erhalten, was an anderer Stelle dargestellt werden soll 3).

Durch Anwendung des Satzes von Rouché und des Prinzips
der vollstindigen Induktion gelingt es, den mitgeteilten Satz auf
den Kklassischen Satz von Schottky zuriick zu fithren. Bei der
Bestimmung der GroBenordnung der Schranke mufl natiirlich
verwendet werden, da3 die Schranke im Falle des klassischen
Satzes von Schottky bekannt ist %).

§ 1. Beweis der Ewxistenz einer Schranke.

Zuniachst werde ich beweisen, da3 diejenigen Funktionen, wel-
che die Voraussetzungen meines Satzes erfiillen, eine im Einheits-
kreise normale Funktionsschar bilden. Wegen der Beschranktheit
der Funktionswerte im Nullpunkt muf3 es sich dann um eine in
jedem Kreis | z| = 1— ¢ gleichméBig beschrinkte Funktionsschar
handeln, womit die Existenz einer Schranke im Sinne meines
Satzes gesichert ist. Den Beweis dieser Behauptung zerlege ich
in 2 Schritte.

1. Zunichst betrachte ich das Polynom

P(z) =ay+az+ ... 4 a,2P.

3) Ich hatte urspriinglich schlechtere, allerdings numerische Schranken be-
rechnet. Herr OsTROWSKI machte mich in einem Gespriach darauf aufmerksam,

daB wahrscheinlich auch noch bei der obigen Konfiguration die mitgeteilte Schranke
giiltig sei.

4) Vergl. z.B. H. Bonr und E. Lanpau, Uber das Verhalten von £(s) und &, (s)
in der Néhe der Geraden ¢ = 1 [Goéttinger Nachrichten 1910, 308—330 (321)].
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Dieses Polynom besitzt als Majorante infolge der Beschrianktheit
seiner Koeffizienten das folgende Polynom

|P(z)| < |K(=)|=Fko+ ki |z|+...+Fy|27].

Das Maximum von |P(z)| im abgeschlossenen Einheitskreise
werde mit m bezeichnet. Es gilt

m=ky+k+...+k,.
m ist offensichtlich nur von den Koeffizienten a,, a,, ..., a, ab-
hingig. Nun besitzt f(z) folgende Eigenschaft:

Auf dem Rande jedes einfach zusammenhéngenden, den Null-
punkt enthaltenden und ganz im Innern des Einheitskreises
liegenden Bereiches existiert mindestens ein Punkt, in dem
#z)] = m 9).

Wire dies nicht der Fall, so bestinde in sidmtlichen Rand-
punkten die Ungleichung

/@] > [P

Nach dem Satz von Rouché miiiten demnach die Funktionen
f(z) und f(z) — P(2) in diesem Bereich die gleiche Anzahl Null-
stellen besitzen. Die Taylorentwicklung von f(z) — P(z) lautet

f(z) — P(2) = a, 2" .. ..

D.h. f(2)—P(z) und damit auch f(z) hitten im Einheitskreis
mindestens p 4+ 1 Nullstellen, was in den Voraussetzungen ver-
boten wurde. Insbesondere existiert also auf jedem Kreis
| 2] =1 — ¢ mindestens ein Punkt, in welchem |f(z)| = m.

2. Jetztist es leicht, zu beweisen, daB3 die in Betracht kommen-
den Funktionen eine im Einheitskreise normale Funktionsschar
bilden. Es sei r <1— & < 1. Ich teile den Kreisring 1 — 3¢ <
|2] =1 in p+q+1 Kreisringe, die z.B. die gleiche Dicke haben
diirfen. Dank den gemachten Voraussetzungen existiert dann fiir
jede Funktion mindestens ein solcher Kreisring, in dem die

5) Diese Bemerkung gestattet, einen bekannten Satz von MiLLoux auf diese
Funktion anzuwenden, was fiir die Berechnung von numerischen Schranken sehr
niitzlich ist. Ich zitiere diesen Satz in der allerdings nicht allgemeinsten Fassung,
wie sie kiirzlich von R. NEVANLINNA [Gottinger Nachrichten 1933, 108—115]
gegeben wurde: Es sei die analytische Funktion f(z) regulir und < 1 im Innern
des Einheitskreises. Auf jedem Kreis I 2 I = r < 1 existiere mindestens ein Punkt,
in welchem | I () l < J, wobei 0 eine feste, von r unabhiingige Zahl bedeute.
Unter diesen Voraussetzungen gilt die Abschitzung:

s 1-7 1

. 2 arc sin— —(1—-7)
1]‘(1‘6“’0) ‘ <7 1+r < §7 .

14
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Funktion weder eine Null- noch eine Einsstelle besitzt. Ich be-
trachte samtliche Funktionen, die zum gleichen Kreisring ge-
héren. Sie bilden gemiaf3 einem wichtigen Satz der Theorie der
normalen Funktionsscharen eine in diesem Kreisring normale
Funktionsschar. Da fiir jede Funktion auf der Mittellinie des
Kreisringes mindestens ein Punkt existiert, in welchem sie
= m, bilden sie eine in diesem Kreisring gleichmafig beschrankte
Funktionsschar. Insbesondere sind also die Funktionen der
betrachteten Klasse auf der Mittellinie des betrachteten Kreis-
ringes und geméf dem Maximumprinzip auf dem Kreis |z|=1—4
gleichmaBig beschrankt. Da es sich um hochstens p 4 ¢+ 1 Klas-
sen handelt, ist damit die Existenz einer Schranke im Sinne
meines Satzes gesichert.

§ 2. Berechnung der Schranke.

Die Zahlen C; sollen im Folgenden Konstante bedeuten.

A. Zunichst werde der klassische Fall von Schottky be-
trachtet. Bohr und Landau¢) haben z.B. bewiesen, dal} in
diesem Fall der Satz gilt: Ist f(z) fiir |z| <1 regular und von 0
und 1 verschieden, so gilt fiir | z| = 1 — ¢ die Ungleichung

| /()| < ¢2, wobei @ = ¢, W01

und C; eine gewisse, unbekannte Konstante bedeutet.
Daraus folgt in leichter Weise die Abschiatzung

C

3

C, C,
[ fz)| < | f(0)|? =e?,

wobei |f(0)| = e vorausgesetzt wird. Im entgegengesetzten Fall
ist an Stelle von |f(0)| die Zahl ¢ einzusetzen.

In den Fillen B, C und D werde die leicht verallgemeinerte
Bieberbach-Montelsche Konfiguration vorausgesetzt. D.h. es
wird angenommen, dafl die Funktionen f(z) im Einheitskreis
hochstens p Nullstellen besitzen und in héchstens ¢ Punkten den
Wert 1 annehmen. Die Multiplizitit dieser Einsstellen darf jedoch
beliebig sein.

B. p =0, ¢ beliebig, jedoch fest.

Dieser Fall lasst sich mit einem Kunstgriff von P. Lévy 7)
auf den klassischen Satz von Schottky zuriickfithren. Man

8) loc. cit %), (321).
7) Vergl. A. OsTrowsKI, Studien iiber den Schottky’schen Satz [Rektorats-
programm der Universitidt Basel 1932, 1—111 (20)].
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betrachtet V/f(z), deren Zweige im Einheitskreis eine regulire
Funktion bilden. Da nur einer der Zweige in einer Einsstelle
von f(z) den Wert 1 annimmt, gibt es also mindestens einen
Zweig, der im Einheitskreis weder den Wert 0 noch den Wert 1
annimmt. Auf diesen Zweig 148t sich die Abschitzung von (A)
anwenden. Man findet

g+l C, C,

V?@‘ < | /(0) |#@D resp. ¢?

je nachdem |/(0) |‘1+—1 = e oder <e.
C,

D.h. |f(z)| < u®, wobei p die groBere der Zahlen |f(0)| und
¢?+1 bedeutet. Fiir geniigend groBe | f(0) | gilt demnach auch noch
in diesem Falle die Abschitzung des Falles (A). k, wird so grof3
angenommen, daB in dieser Ungleichung k&, an Stelle von u gesetzt
werden kann.

C. p =1, q beliebig, jedoch fest.

Die in Betracht fallenden Funktionen besitzen demnach im
Einheitskreis hochstens eine Nullstelle. ¢ bedeute eine positive,
feste Zahl, wobei die Differenz 1—p geniigend klein gewahlt sei.
Der Sinn dieses ,,geniigend’” wird nachher prizisiert werden. Ich
zerlege die zu betrachtenden Funktionen in zwei Klassen, je
nachdem der absolute Betrag ihrer Nullstelle < p oder > g.

1. Klasse: Ich betrachte das Verhalten einer solchen Funktion
fir |z|= 1—-;—@ . GemiaB der Bemerkung in § 1 gibt es auf dieser

Kreisperipherie mindestens einen Punkt z, in welchem
| H(z0) | < m, wobei m = ky -+ k.

D.h. die Funktion f(z) besitzt im Kreis |z — 32, | < L;Q keine

Null- und héchstens ¢ Eins-Stellen, zudem ist der absolute Betrag
der Funktion in seinem Mittelpunkt beschrankt. Auf diesen Kreis
kann demnach der Fall B angewendet werden. Ich finde z.B.,

daB fir |z —z| = ITTQ die folgende Abschitzung richtig ist

C
1) | < (ko -+ )%
Mittelst des klassischen Verfahrens der analytischen Fortsetzung
kann damit eine Schranke von |f(z)| fir |z| :l%g gefunden
werden. Man konstruiert einfach eine Kreiskette von Kreisen mit
den Radien 122 , deren Zentren auf der Kreisperipherie 1te

2 2
liegen, und wobei zwei benachbarte Zentren hochstens den Ab-
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1— . . . . .
stand —4—9 besitzen. Auf jeden dieser Kreise wendet man wie

vorhin den Fall (B) an und findet folgende Abschétzung:
G,

Fiir [2] =2 ist | f(2) | < (ko+ky) 2 = (ko + k1)* wobei x
eine gewisse Konstante bedeutet, die nur von g abhéngt. Da die
Funktion nun im Kreisring ¢ < | 2| < 1 keine Null- und héchstens
g Einsstellen besitzt, findet man wieder mittelst Fall B die
folgende Abschitzung fiir |z| =1 —9, wobei ¢ < L;_Q . Fir
|z] =1—9 ist

C,C,(1-0) Cs
|1(z)] < (ko +ky) 2% = (ko + ky)?.

D.h. fiir die Werte ¢ < 1%@ ist die behauptete Ungleichung

bereits bewiesen. Wegen der gleichmiBigen Beschranktheit der

Funktion im Kreis |z| = # kann offenbar C; so normiert
werden, daB die Ungleichung fiir jeden Wert von # richtig ist.

2. Klasse: Die Funktion besitzt in diesem Fall im Kreisring
0<|z| <1 eine Nullstelle N. Der absolute Betrag derselben sei
1—e¢; im ibrigen kann sie auf der positiven reellen Achse ange-
nommen werden. Der Abschitzung der Funktion sei zunéchst
eine kleine, fiir das Folgende sehr wesentliche elementare geome-
trische Betrachtung vorausgeschickt. (Vergl. Figur.) Ich be-
trachte diejenigen symmetrisch zur reellen Achse gelegenen
zwel Kreise K und K mit den Radien 2¢, welche durch die Null-
stelle hindurchgehen, den Einheitskreis beriihren, und deren
Zentren M und M auf der Kreisperipherie |z|=1— 2¢ liegen.
Wenn ¢ geniigend klein resp. ¢ geniigend nahe bei 1 gewihlt wird,
betriagt das Argument + y dieser beiden Mittelpunkte + O(e),
wie eine leichte Rechnung zeigt. Nun betrachte ich den Kreis-
ringsektor, der durch folgende Ungleichung charakterisiert wird:

1—e< |z| <1
—v=¢ =+

Die Kreis-Mittellinie S’ dieses Sektors besitzt den Radius 1 — %
Indem man die duBersten Punkte (1 —%) et derselben als
Mittelpunkte 4 und A von 2 Kreislein mit dem Radius % wahlt,

(welche also den Einheitskreis beriihren), kann man mittelst genau
der gleichen Methode wie bei der 1. Klasse durch Fortschreiten

um je den halben Radius% eine Kreiskette von Kreisen mit dem
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Radius % konstruieren, deren siamtliche Zentren auf S liegen.
Wieder zeigt eine elementare Rechnung, dafl die Anzahl dieser
Kreislein beschrankt ist, wenn die Fortsetzung vom Punkte 4

resp. von 4 bis zum Schnittpunkte von § mit der positiven
reellen Achse ausgefiithrt wird.

Jetzt kann die Abschitzung in folgender Reihenfolge durch-
gefiihrt werden:

a) Abschitzung im Kreis |z| <1—e

b) Abschitzung in den Kreisen K und K, damit im obigen
Kreisringsektor und schliellich im Kreisring 1 — iz <|z|<1

¢) Abschitzung im Kreisring 1 — 2 < |z| <1 — —Z— .

Abschitzung (a): Im Kreis |2| =1 —¢ besitzt die Funktion
keine Nullstellen und hochstens ¢ Einsstellen. Es kann deshalb

der Fall (B) angewendet werden.
Man findet fiir |z|=1— &, wobei & = 2¢:

02 (1—¢) Cs

|1=) | <1f(0)] #-¢ <|f(0)]?.
Diese Abschitzung ist fiir alle ¢ giiltig, wobei 0 <& =<1 — p.
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b) Um eine Abschatzung fiir die Punkte A resp. A zu gewinnen,

kann offenbar wieder der Fall B auf die Kreise K resp. K ange-

wendet werden. Man findet
2C,C,

c,
)] < [f)] ° =]f(0)].
Eine gleiche Abschitzung ist auch im Punkt A richtig. Da man
durch eine beschrinkte Anzahl von Kreisen von 4 nach 4 im
Sinne des Verfahrens der Klasse (1) gelangen kann, gilt demnach

auf dem im positiven Sinn durchlaufenen Kreisbogen 44 die
Abschitzung

Cs
|1 <|f(0)].

Offenbar gilt auch die gleiche Abschitzung fiir den Komple-
mentérbogen AA, wie man in ganz gleicher Weise wie fiir die
Punkte 4 und A schlieBen kann. Fiir |z] =1 — % gilt demnach
die obige Abschitzung. Es sei nun|z|=1—49, wobei ¢ < %
Fir diese Kreisperipherie kann gemidf Fall B abgeschatzt
werden, indem man sich jeden Punkt der Kreislinie |z | =1 — %
als Zentrum von diesen Kreislein mit den Radien %denkt. Man
findet fiir |z =1 — &, wobei 9 < % ,

lF@<|fO] ? =]j@]?

Damit ist die Abschitzung fiir der Kreisring 1 — é— =|z|<1
sichergestellt.

¢) Im Kreisring 1 —2: < |z| =1 — % gilt nach dem Maxi-
mumprinzip zunichst die Abschitzung

G Co
1) <)) <e?,
wenn —g— <9< 2.

Zusammenfassend gilt demnach im Falle C die folgende Un-
gleichung: Cyu

Wenn |z|=1—149, so ist |f(z)| < |ko+ky|? .

D. p beliebig, ¢ beliebig.

Es soll nun der Induktionsschlufl bewiesen werden. D.h. fiir

p —1 und ¢ gelte die Ungleichung
012

1) ] < kot o +lopey | P
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Daraus soll fiir p und ¢ die Ungleichung bewiesen werden
Ci
[fE)] < kot +hp| P

Eigentlich wire fiir diesen Beweis die Darstellung des Falles C
nicht nétig gewesen. Da jedoch bei diesem einfachen Fall alle
fiir den Fall D wesentlichen Schliisse vorgekommen sind, kann
man sich nun bei der Schilderung des letzteren um so kiirzer
fassen.

Man zerlegt auch hier die Funktionen f(z) in zwei Klassen
mittels einer zweckméBig gewidhlten Zahl g, wobei die Differenz
1 — p wieder geniigend klein gewidhlt werde.

1. Klasse: Zu dieser Klasse gehoren jene Funktionen, deren
Nullstellen im Einheitskreis einen absoluten Betrag < ¢ besitzen.
D.h. im Kreisring ¢ <|z| < 1 besitzen diese Funktionen keine
Nullstellen und hoéchstens ¢ Einsstellen. Zudem existiert wieder
auf der Mittellinie dieses Kreisringes fiir jede Funktion minde-
stens ein Punkt z,, in dem

If(%)‘ < kot ... +kp-

Deshalb kann man genau wie fiir die 1. Klasse des Falles C
schlieBen, daB3 fiir diese samtlichen Funktionen
Cl3
[1G) | < |kot-. .+ kp|? fir |z|=1—4.

2. Klasse: 7Zu dieser Klasse gehoren diejenigen Funktionen,
die mindestens eine Nullstelle mit einem absoluten Betrag > p
besitzen. Man konstruiert sich genau die gleiche Figur wie bei
der 2. Klasse des Falles C, die Rolle der Nullstelle N jener Figur
tibernimmt in diesem Fall die Nullstelle von f(z) mit dem grofiten
absoluten Betrage, der 1 — ¢ betrage. (Sofern mehrere solche
existieren, kann eine beliebige davon diese Rolle {ibernehmen).
Nun kann in der gleichen Reihenfolge abgeschitzt werden.

a) Im Kreis |z| <1 — ¢ besitzt die Funktion héchstens p —1
Nullstellen und ¢ Einsstellen. Man findet:

Fir |z| =1 — 4, wobei & g—‘;’a,

Cyp(1—¢) C_14
[F@)| < kot A hpy| 08 <|ko4...+kpy|?.
Insbesondere gilt

2Cy,

|f(z) | < |ko +- ..+ kpy| 3¢, wenn |z]| =1 —3—28 .

Daraus ergeben sich mittelst der Ungleichung von Cauchy die
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folgenden Abschitzungen fiir die p — 1 ersten Ableitungen von
f(z) auf der Kreisperipherie |z| =1— 2¢:
2Cy
| ko +. . i+ Epq| 3
k

G)

b) Um eine Abschitzung in den Punkten 4, A zu erhalten,
kann nun offenbar der Fall (p — 1, ¢) auf die Kreise K und K
angewendet werden. Man findet

2C15Cs, c

4Cyp
[FA) ] < ko4 A hpy| & |14 (2)+...4+ (2e)771 <
CIG
< kg oo ot Ry |7

Eine gleiche Abschitzung ist auch in Punkte 4 richtig. Damit
findet man nun genau gleich wie beim Falle C fiir den Kreis

|z]=1— % die Abschitzung

(o}

% 15
fz) < | ko4 . A kpy]|®

RIS

fir k=0,1,...,p—1.

Cy
1) < |ko+- . .+ kyq|?.

Ebenso kann die Abschidtzung genau nach der Methode des
Falles C zu Ende gefithrt werden. Der beim Fall D behauptete
Induktionsschlufl ist damit bewiesen.

E. Nun kann die allgemeine Konfiguration des behaupteten
Satzes behandelt werden. Man betrachtet zu diesem Zwecke
die Mittellinie des Kreisringes r < ]z| < 1. Gemifl den Aus-
fithrungen von § 1 sind die Funktionen und damit auch ihre p

ersten Ableitungen auf der Kreisperipherie |z|= I—;T gleich-

miBig beschrankt. Indem man alle Punkte dieser Kreisperipherie
! ; T wihlt,
kann man auf diese Kreise den Fall D anwenden. Die behauptete

als Zentren von Kreisen mit dem festen Radius

Ungleichung ist damit fiir den Kreisring 1—2+—T = |z| <1 bewiesen.
Fiir den Kreis |z| = 1—;:—7 ist sie infolge der Beschrinktheit der

betrachteten Funktionsklasse in diesem abgeschlossenen Kreis
klar.

Damit ist der Beweis auch fiir diese allgemeinste Konfiguration
geleistet.

(Eingegangen den 2. Oktober 1938.)



