COMPOSITIO MATHEMATICA

PAUL LEVY
Sur la convergence absolue des séries de Fourier

Compositio Mathematica, tome 1 (1935), p. 1-14
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__1__ 1_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1935, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
/Ihttp://www.compositio.nl/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__1__1_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sur la convergence absolue des séries de Fourier
par

Paul Lévy

Paris

Le présent mémoire contient l’exposé de remarques que j’ai
faites en 1982, en lisant la profonde étude de M. NorRBERT WIENER
sur les théorémes tauberiens 1). J’avais hésité jusqu’ici & dévelop-
per un résumé de ces remarques déja présenté a I’Académie des
Sciences 2). Mais il me semble qu’il y a intérét a attirer I’atten-
tion sur l'importance de résultats que N. Wiener n’indique
qu’incidemment, en les géndralisant et les complétant sur certains
points. Le désir de répondre a1’heureuse initiative de M. Brouwer
en lui adressant un mémoire pour ce journal a achevé de me
décider & cette publication.

1. Notions générales.

Nous appellerons série F' toute série absolument convergente
de la forme
+ o0
(1) 2 a, en=.
— 00
Notre but est d’étudier les conditions pour qu’une fonction f(z)
soit représentable par une telle série. Comme il est évidemment
nécessaire que cette fonction soit continue et de période 2,
il nous arrivera de sous-entendre ces conditions.
La série de Fourier de f(x) étant mise sous la forme (1),
sa convergence absolue est indépendante de la valeur de  con-

1) NorBERT WIENER, Tauberian theorems [Annals of Mathematics 33 (1_93%)';‘

1—100]. o~

2) PauL Livy, Sur la convergence absolue des séries de Fourier [Comptes.

Rendus 196 (1933), 463—466]. ,
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2 Paul Lévy. [2]

sidérée. Elle n’est pas, comme la convergence simple, une pro-
priété locale. Mais nous verrons que, d’apres un des résultats de
N. Wiener, l’étude de la convergence de cette série peut se
ramener aussi & une étude locale; il s’agit de vérifier ’existence
d’une certain mode de continuité de f(z)!); seulement il faut
ici que cette condition soit vérifiée en tous les points de la
période. 11 suffit d’un point ou cette condition ne soit pas vérifiée
pour que la série de Fourier de f(z) ne soit pas une série F,
et inversement si cette série n’est pas une série F, c’est qu’il
existe au moins un tel point. Ces points seront dits points singuliers
de Wiener.

On sait que, si f(z) admet des dérivées continues jusqu’a
Pordre p — 1 et une dérivée d’ordre p a variation bornée, on a

27T ) 1 2n+& )
(2) 2na, = f e~ f(x)dx = “(in)p+1 f e~ df el (z),
0 04-¢

de sorte que la série de Fourier de f(z) admet une majorante
k
de la forme Er—@ , k étant une constante. En introduisant
n

la notion de dérivée d’ordre non entier, au sens de Riemann,
on obtient aisément une condition suffisante pour l’existence

k
d’une majorante de la forme EI—I‘*E , & étant un nombre
n

positif arbitrairement petit, et il est méme facile dans cet ordre
d’idées d’obtenir des conditions assez peu restrictives et suffisantes
pour 'existence d’une série majorante de convergence arbitraire-
ment lente.

En remplagant « par zéro, on est conduit & considérer le cas
ou la fonction continue f(z) est & variation bornée. Cette con-
dition n’est ni nécessaire, ni suffisante, pour que la série de
Fourier de f(a) soit une série F. Le premier point résulte aisément
de ’étude des séries a lacunes, du type

(3) 2 ¢, cos n,r ;

il suffit de prendre, par exemple, ¢, = n,=c, %, pour définir

!’

une fonction qui ne soit pas a variation bornée. Le second point

1) L’expression mode de continuité est prise ici dans son sens le plus large. Il
s’agit d’une certaine condition, dont il s’agirait de préciser la nature exacte, im-
posée aux valeurs que prend f(a' — f(x,) pour |z — x,| assez petit.
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résulte aisément de I’étude de la fonction impaire égale, pour

1 . .
O<ae<<m a i3’ fonction sur laquelle nous reviendrons
log =5~
au No. 3.

L’étude des séries (8) met en évidence une circonstance im-
1
portante. En prenant par exemple ¢, = Py elles seront toujours

des séries F. Mais en prenant pour les 7, une suite de nombres
assez rapidement croissants, on pourra toujours s’arranger pour
qu’'une telle série n’admette pas de série majorante d’un type
donné d’avance. Cette remarque montre que les méthodes, que
nous venons de rappeler, qui reposent sur ’emploi de majorantes
d’un type déterminé et pour lesquelles notamment le terme
général décroit régulierement quand n augmente, ne peuvent
conduire, pour I’étude de la convergence absolue de la série de
Fourier de f(z) qu’a des conditions suffisantes beaucoup trop
restrictives.

On doit & M. S. Bernstein !) un résultat d’une plus grande
portée: si la condition de Lipschitz

If(m)—‘f(wo)l <k|w~m0|°‘

est vérifiée pour un exposant « > }, la série de FouriEr de
f(z) est une série F'; ce résultat est trés remarquable, car de cette
condition on ne peut que déduire D’existence d’une majorante

’

de la forme —— , qui serait divergente.
n o

Les résultats de N. Wiener, comme nous le verrons, sont
d’une nature tres différente, et leur généralité n’est possible que
parce qu’ils ne reposent pas uniquement sur la considération de
majorantes de formes déterminées. Dans les remarques que nous
ajouterons pour les completer, il nous arrivera au No. 4 d’utiliser
des séries majorantes, mais dépendant d’un nombre illimité de
parametres, ce qui nous permettra d’échapper en partie a I’objec-
tion précédente. Toutefois les résultats que nous obtiendrons
ainsi ne sont pas ceux qui ont le plus grand degré de généralité,

Y

et notamment ne s’appliqueront qu’a des fonctions a variation

1) S. BERNSTEIN, Sur la convergence absolue des séries trigonométriques
[Comptes Rendus 158 (1914), 1661—1664]. V. aussi L. ToNerLi, Serie trigo-
nometriche, 255, 268.
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bornée. Aussi est-ce surtout sur les résultats du No. 3, inspirés
plus directement par ceux de N. Wiener, que nous attitons
Pattention du lecteur.

2. Les séries de Fourier de deux fonctions auxiliaires simples.

D’apres la formule (2), les fonctions dont les courbes représen-
tatives, dans une période, sont des lignes polygonales, sont
représentables par des séries F. Cette remarque joue un grand
role dans les recherches de N. Wiener. Nous aurons besoin dans
la suite d’un résultat plus précis relatif aux fonctions triangulaires
et trapézoidales.

Nous appellerons fonction trapézoidale, et désignerons par
w(x, o, B, '), la fonction continue et périodique de x, de période
27, égale 3 lunité pour | 2| < «, & zéro dans Dintervalle
(¢ + B, 2w — o — '), et linéaire dans chacun des intervalles
(—a—p' —a)et (¢, « + B); 20, B, B’ sont des nombres positifs
dont la somme ne dépasse pas 2m; si f’ = B nous écrirons
p(@, o ).

Dans le cas limite « = 0, on obtient la fonction triangulaire,
que nous désignerons par y(z, f, f’) (ou simplement yy(z, §)
si p=p).

Lemme I. La somme des modules des coefficients de la série F
représentant yo(x, B, B') admet une borne supérieure de la forme
A + B‘log —%—l, A et B désignant des constantes absolues. (On
B+

PO
‘32_{_ ﬁ’2)

[

Le terme constant a, est compris entre 0 et . Pour les coef-
ficients a, des autres termes, on a, tous calculs faits

2 .. np 2 . nf 1 (sin nf sin nﬂ’)
_“ sin? 2 Z —
B sin 2 + ey sin 5 + 2\ 3 5 )

peut naturellement remplacer cette expression par C log

¢ désignant le plus petit des nombres § et 8, ou par C log

2na, =

Pour majorer le premier terme, remplagons sin? ?'B, pour

n2p2
H

4

chaque valeur de n, par la plus petite des quantités 1 et

il vient ainsi, v étant la partie entiére de —,
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Z s1n2 < Z g + anﬂ (,,+11 )213+ (v—l—ll Y, <;.

La méme inégalité s’appliquant aux valeurs négatives de =,
ainsi qu’aux termes dépendant de £, on obtient pour les parties
réelles des a, l'inégalité

(®) 3| Ra) <2+

dans laquelle la constante au second meibre n’est d’ailleurs pas

la plus petite possible.
Pour obtenir une borne supérieure de la partle imaginaire de
a,, si » < v nous utiliserons I'inégalité
sin nﬂ 1 npz B
n2g n 3

< <

=g =

et si » > v nous remplacerons sin n»f par 1; nous procéderons
de la méme maniére pour le terme en sin nf8’. En désignant par

2
v’ la partie entiére de —- 5 et supposant pour fixer les idées § = §,

done »' < v, on est ainsi conduit, si »’ < v, & introduire les termes

Zi<;+lo d <1+ log—ﬂ,—
n =~ v +1 gv' +1 B I
' +1
Il vient alors
Z_l_ sin nﬂ_ﬁ ] —l—v'ﬂ'_l_
n2 B B 3
+§ ! +i ! +1+log£l
v+1 nzﬁ v'+1n2ﬂ ﬁ
1 1 4 ﬂ"
<8 1 < 4 log —|.
MRV ATy ] R

Par suite, pour les parties imaginaires des a,, on a

+
(5) Dt =2+ Llog £ |
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5 1\2 4\2 5\2
d’ou, compte tenu de (4), et de( + —) + (—) < (-—)

w2 7 2
+ o
5 1
6 a, | <—-4+ —
®) Dlal <ot
—00

Lemme II. La somme des modules des coefficients de la série
de Fourier de y(z, a, B, B') admet une borne supérieure de la forme
Clog k, C désignant une constante absolue, et k étant défini par
n=2x+ B+ B = ke, ol ¢ est le plus petit des nombres B et §.

Ce lemme résulte immédiatement de la décomposition en deux
triangles du trapeze qui représente cette fonction. Si « n’est pas
petit par rapport a ¢, il n’y a aucune difficulté. Dans le cas con-
traire l’application du théoréeme précédent a un des triangles

B ‘
log — |, c.q.f.d.
g B q

introduit

log Sl , qui est grand; mais la fleche de ce triangle
&

est , de sorte que I'application du lemme I & ce triangle

o+ &

o
introduit le produit

qui est borné pour o <Ce.

log =z
€

&

11 serait facile, au lieu d’un trapeéze, d’introduire un quadri-
latere quelconque; de toute fagon, on ne généralise pas d’une
maniére essentielle les résultats obtenus en ne considérant que
des triangles; mais cela se trouve commode pour certaines ap-
plications.

Du lemme précédent résulte immédiatement que:

Théoréme I. Toute fonction de la forme

f@) =S¢, p(@-&, , 0y, By 5 By)s p=1,2...),

telle que la série Z|cy|logk,, soit convergente, est représentable
par une série F (k, est défini comme k dans le lemme II). 11
suffit en particulier que les k, soient bornés et que Z|c,| converge.

Si les «, sont nuls, on obtient un théoreme analogue pour les
fonctions triangulaires.

3. La réduction du probléme a une étude locale et les résultats de
N. Wiener.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est, au point z, localement
représentable par une série F s’il existe une telle série dont la somme
soit égale a f(x) dans un petit intervalle (z, — ¢, #, 4 ¢) entourant
ce point; nous dirons qu’elle Dest d droite (ou d gauche) du point
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&, si cela est vrai pour un petit intervalle & droite (ou & gauche)
de ce point.

Théoréme I1. Si une fonction f(z), de période 2n est en chaque
point localement représentable par une série F, elle peut étre repré-
sentée par une méme série F pour tout x réel.

Ce théoréme n’est autre que le lemme IIb de N. Wiener,
énoncé avec le langage que nous venons d’adopter; on remarque
aussi qu’il coincide avec celui annoncé au No. 1, les points sin-
guliers de Wiener étant ceux ou la fonction n’est pas localement
représentable par une série F.

Rappelons brievement la démonstration: d’apres I’hypothese
et le théoreme de Heine-Borel, on peut diviser la période en
un nombre fini d’intervalles (z,_;, x,), tels qu’il existe pour
chaque p une fonction f,(z) représentable par une série F et égale

a4 f(x) dans Yintervalle (wp_ldg, z, —l—-%), ¢ étant une con-
stante suffisamment petite. Le théoreme résulte alors de la
formule

f(m) = pr(w) W(m—fp > “p B 8)9 (Ep = zp—12+ mp, O(-jp = wp_wp—l) ’
1

et de ce qu’en ajoutant ou multipliant des séries F en nombre
fini on obtient toujours des séries F.

Ce théoréeme montre bien que le probléme étudié se ramene
a4 une étude locale. Il peut étre utile de le compléter par les
suivants:

Théoréme III. Une fonction peut étre représentable par une série
F a la fois d droite et a gauche d’un point singulier de Wiener

Considérons en effet la fonction

1
sin’
2

(7) Hz) = (0 <@ <a)

log

et développons d’abord cette fonction en série de cosinus; le
coefficient «, de cos na est nul si n est impair; pour n=2p >0
on a

7 T
4 2 cos nx 4 2 sinna
a, = —— —dr = — — - cotedr = o, + o
n sin & sin 2 n n?
7 log—— nw log? ——
[1] 2 0 4

a, désignant I’expression obtenue en ne calculant cette derniére
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intégrale que dans un intervalle (0, ) dans lequel la fonction

cot @ . , .
—m soit décroissante. On a alors
log?
2 7
4 " sinna 4 (n ndx 4
|OL|<—‘—J‘ —Tnmcotwdw<—- 1 o 5 ?
nr log2™——= nwr logz( = sinf) n log®n
0 2 n

tandis que aj; est pour n tres grand de 1’ordre de grandeur de

o (on le voit par une nouvelle intégration par parties). Donc

(8) o N—————‘%———

n log®n

ce qui établit la convergence absolue de la série considérée.
Développons maintenant la méme fonction en série de sinus.

Le coefficient g, de sin nx est nul si n est pair; pour n impair
on a

sm nx

T sinez w:ﬁ”+ﬁ"’

log

p 7
B, étant obtenu en n’intégrant que de 0 & o le procédé utilisé
n

pour I’évaluation asymptotique de «, s’applique & 8, et conduit
a un résultat analogue, tandis que

T

2" sin na 4 2 4
= N sin ne de = —— 1),
Smw 7w logn o an log n

On a donc aussi

4
an log n’

(9) Bu o

ce qui montre que la série de sinus considérée n’est pas absolu-
ment convergente.

sin @
1) Nous avons utilisé le fait que, quelque petit que soit ¢ positif fixe, log e

[ 14 1
est pour — <2 < o compris entre deux bornes équivalentes a log —-
n n n
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L’exemple de la fonction impaire égale & la fonction (7) de
0 4 z établit & la fois le théoréme III et le résultat énoncé au
No. 1 a propos des fonctions a variation bornée.

Théoréme IV. Si en un point la fonction f(x) est localement
représentable par une série F, elle U'est ausst par une série absolu-
ment convergente de la forme

3 alneinlac,
A étant une constante positive quelconque, ainsi que par une in-
tégrale de Fourier absolument convergente.

Ce théoreme est une conséquence immédiate du lemme IIf
de N. Wiener. D’apres ce lemme, si une fonction f(2) est nulle
au voisinage des valeurs — & et + &, pour qu’elle soit représen-
table par une série F' de — =z & -+ =z, il faut et il suffit qu’elle
le soit par une intégrale de Fourier absolument convergente
qui représente zéro en dehors de cet intervalle.

Or, si f(z) est en z, représentable par une série F, il suffit
de multiplier cette fonction par une fonction trapézoidale pour
obtenir une fonction f,(z), égale & f(x) dans Pintervalle (z,—e,
xy +¢) et nulle de 2, + 2¢ & x5 + 27w — 2e. Cette fonction,
d’aprés le lemme IIf de N. Wiener, est représentable par
une intégrale de Fourier absolument econvergente, et il
suffit d’appliquer la seconde partie de ce lemme apres avoir
changé z en Az pour terminer la démonstration du théoreme IV.

Ainsi, pour I’étude locale dont dépend la possibilité de répresen-
ter une fonction par une série F, le changement de # en Az est
sans importance: & ’origine, f(z) et toutes les fonctions f(Aiz)
sont localement représentables par des séries F, ou bien aucune
de ces fonctions ne lest.

Cette remarque conduit & poser la question suivante: les con-
ditions de continuité dont dépend le probléme local, et qui sont
invariantes par le changement de # en Az, le sont-elles aussi par
le changement de z en w(2), w(z) désignant une fonction croissante
et vérifiant en outre certaines conditions de continuité dont il
s’agirait de préciser la nature? Si la réponse est affirmative, on
peut affirmer, en supposant de plus que

o(z + 27) = o(z) + 27,

que f(z) et flw(x)] sont en méme temps représentables par une
série F. Cette question, que je n’ai pas pu résoudre, me parait
mériter de nouvelles recherches.

Dans le cas d’une substitution portant, non sur la variable,
mais sur la fonction, on a le théoréme suivant:
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Théoréme V. Si y = f(x) est représentable par une série F,
et st x = F(y) est une fonction holomorphe pour toutes les valeurs
de y prises par f(x) pour les valeurs réelles de x, la fonction F[f(x)]
est représentable par une série F.

Ce théoreme est encore la généralisation d’un résultat de

1
N. Wiener, son lemme Ile, relatif au cas ou F(y) =—. L’exten-
Y

sion ne présente aucune difficulté. Il suffit évidemment d’établir
en chaque point la possibilité d’une représentation locale. Or la
fonction

g(x) = y(@ — @, & &)[f() — f(@o)]

est représentable par une série F pour laquelle la somme des
modules des coefficients est, pour ¢ assez petit, inférieure & un
nombre positif arbitrairement petit o; N. Wiener n’établit ce
résultat que pour la valeur particuliere de ¢ qu’il se trouve
avoir a utiliser, mais sa démonstration s’étend sans difficulté
au cas ou g est arbitrairement petit, et il nous parait inutile de
la reproduire.

La démonstration du théoreme V est alors immédiate. Il n’y

a qu’a observer que, pour | z — x, | assez petit,
Flf(2)] = Flf(zy) 4 g@)] = ¢y + c1g(@) + ... + ¢,8°(2) + .. -

et il suffit de supposer g inférieur au rayon de convergence de
cette série entiere en g(a) pour obtenir, en remplacant g(z) par
la série F' qui représente cette fonction, ’expression de F[f(z)]
par une série F, ce qui démontre le théoréme V.

On peut naturellement obtenir d’autres résultats sur la représen-
tation par des séries F' des fonctions F[f(z)]; plus les conditions
imposées & la fonction f(x) sont restrictives, plus celles imposées
a, F(y) peuvent étre larges. Ce qu’il y a de remarquable dans les
théoréemes IV et V est que pour chacun d’eux I'une ou l'autre
des fonctions f(z) et F(y) a la plus grande généralité possible.
Nous n’insisterons pas sur les théorémes intermédiaires, aucun
de ceux que nous avons obtenus ne nous paraissant présenter
un intérét suffisant.

4. Esquisse d’une méthode basée sur Dapprozimation de f(x) par
une somme de fonctions triangulaires.

Soit 4B un segment d’une ligne brisée inscrite dans la courbe
y = f(x), limitée & une seule période. Cette ligne brisée étant
une approximation de cette courbe, nous obtiendrons ’approxi-
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mation suivante en remplacant 4B par 44'BB’, A’'B’ étant
deux points de I'arc 4B tels que AB et A’'B’ soient paralléles.
La courbe y = f(z) est ainsi obtenue aprés une infinité dénom-
brable d’opérations, et la fonction f(2), sous la seule condition
d’étre périodique et continue, se trouve ainsi représentée par
une série absolument et uniformément convergente de la forme

f(m) :f(o) + Ecp'/’(wﬁép’ ) ﬁp? ﬂ;;)

Dans cette série, chaque coefficient c,, pris en valeur absolue,
représente la distance des deux droites 4B et 4’B’, comptée
sur une parallele & Oy. C’est ce qu’on peut appeler la fleche du
trapeze AA'B’'B correspondant & l'indice p. Nous désignerons
par 7,, pour chaque trapeze, la projection de 4B sur Oz, par
&, la plus petite des projections de 44’ et B'B, et poserons
7y = kye,. Alors:

Théoréme VI. S’il est possible de réaliser Uapproximation de la
courbe y = f(x) par wune ligne brisée de maniére que la série
Z|c,| log k, converge, la fonction f(z) est représentable par une
série F1).

Ce théoreme n’est qu'un nouvel énoncé du théoreme I. Nous
allons voir qu’il a une portée bien différente suivant les appli-
cations que ’on a en vue.

Considérons d’abord le cas d’une fonction f(2), ayant une
dérivée continue f'(z) telle que
(10) | /(@) —f(@) | <k|z—al%
et supposons que ’on prenne, pour la’pplication du procédé qui
vient d’étre décrit, a, =0, B, = ﬂ;}; en d’autres termes 4’ et
B’ sont confondus au point de la courbe située sur la parallele
A Oy passant par le milieu de 4B. On aura alors pour toutes
les valeurs de p

le,| < ke;f“, k, =2, (k = const.).

7
La somme des | ¢, | correspondant 4 une méme valeur o de ¢,

est alors inférieure a

knl-{—u
o
knep = i’

de sorte que la somme X | ¢, | est finie; comme k, = 2, on est
dans les conditions d’application du théoreme VI.

1) Naturellement, si les k, sont bornés (et I’'on peut en général faire cette
hypothese), il suffit de vérifier la convergence de 3|c,|.
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Si au contraire on suppose seulement que la fonction f(x)
elle-méme vérifie une condition de Lipschitz d’exposant « > 3,
condition qui, comme nous ’avons rappelé au No. I entraine
la convergence absolue de la série de Fourier de cette fonction,
on constate aisément que le théoreme VI ne permet pas de
retrouver ce résultat. En effet cette condition peut étre vérifiée
par des fonctions & variation non bornée; or le théoréme VI ne
s’applique qu’aux fonctions & variation bornée. Il implique en
effet la convergence de X | ¢, |, et quand on remplace la corde
AB par la ligne brisée 44’'B’B, la variation totale de la ligne
brisée considérée, inscrite dans la courbe y = f(z), augmente
d’une quantité qui ne peut pas dépasser le double de la fléche
| ¢, |, de sorte que la variation totale de cette ligne est au plus
23|c,|.

Ces remarques montrent que le théoréeme VI, dans les cas de
ce genre, a une portée tout a fait insuffisante. Il peut étre au
contraire utile & appliquer dans le cas d’une fonction f(z) ayant
une continuité tres satisfaisante, ou méme analytique, sauf en
un point singulier.

Reprenons ’exemple de la fonction

1
(11) fol@) = —a
lo

sin w‘ ’

et désignons par f,(2) la fonction impaire égale a fo(z) de 0 & =;
fo(z) est représentable par une série F, mais non f;(z). On ne
peut pas espérer établir le premier de ces résultats a ’aide du
théoreme VI, si on prend les points 0 et # comme points de
division, car une telle démonstration s’appliquerait aussi a f,(z).
Mais il est facile d’y arriver en évitant, dans ’application du
théoreme VI, de prendre les points 0 et n comme points de
division.

. 7 T
Prenons par exemple pour 4 et B les points — 5 et + 5

pour 4’ et B’ les points — % et +%; pour 4" et B’ les points
— % et + —Z—; et ainsi de suite. La somme des fleches des trapezes
AA'B'B, A’A”"B"B’, ..., a la valeur finie

1

fo (;) - log 2

D’autre part, pour chacun des intervalles 44’, 4’4", ..., iln’y
a qu’a adopter le mode de subdivision indiqué ci-dessus & propos
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des fonction vérifiant la formule (10). Si dans un intervalle
(z, x+A4z), on a |f’(z)|< M, la fleche du triangle ayant pour

Az .
sommet les points d’abscisses #, # + —, @ + 4z, est inférieure
2

M
a ) (4x)?, et pour la somme des fleches des triangles conduisant

4 la limite & I’arc de courbe considéré, on a la borne supérieure
M 2 4 ) M
— Az \1 +— 4+ — +...)] =— (d2)2
Lep (142 p ) =T )

Or, pour lintervalle (z, 22) on peut prendre

M= |fy@)] & @),

1

M 0)
_ S —_ —
4 4 log? || ’ (@ ’

(a) o f2(@)

de sorte que pour I’ensemble des intervalles 44’, 4’4", ..., et
BB, B'B"”, ..., on a une somme finie, c.q.f.d.

Ii est facile d’étudier plus généralement la fonction f3(z). Si
o > 1, cette fonction et la fonction impaire correspondante sont
toutes deux représentables par une série F, et 'on peut pour
P’application du théoréme VI prendre un point de division a
Porigine. Si 0 < « < 1, on est toujours dans les mémes conditions
que pour « = 1: la fonction considérée est toujours représentable
par une série F' et on peut D’établir a ’aide du théoréme VI, mais
a condition de ne pas placer de point de division & I’origine. On
peut généraliser plus encore, en introduisant des logarithmes
itérés, ou des fonctions & croissance réguliére choisies de maniere
4 rendre les séries introduites dans les raisonnements précédents
aussi lentement convergentes ou divergentes que I'on veut: les
résultats subsisteront. La convergence absolue des séries de
Fourier représentant les fonctions paires du type fyo(x) peut
toujours s’établir par application du théoreme VI, et la possi-
bilité de prendre lorigine comme point de division, et d’établir
par 1a méme le résultat analogue pour la fonction impaire corres-
pondante, apparait des que ce résultat est vrai.

Le théoreme VI a done, dans ces cas, une portée bien plus
grande que dans ceux considérés d’abord, et donne une explication
trés satisfaisante de la différence qui existe entre les fonctions
paires et impaires au point de vue de la nature de leurs séries
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de Fourier. Le calcul asymptotique des coefficients, qui permet
de constater cette différence 1), ne I’explique pas d’une maniére
aussi satisfaisante.

Terminons par une remarque sur les points que nous appellerons
points semi-singuliers des fonctions f(z); ce sont ceux qui, tout
en n’empéchant pas la fonction d’étre représentable par une
série F', ne peuvent pas étre pris comme points de division pour
P’application du théoreme VI. D’apres ce qui précede, on peut
penser que cette définition équivaut & la suivante: un point z,
est semi-singulier si, f(z) y étant localement représentable par
une série F, il n’en est pas de méme de la fonction égale a f(x)
pour z > x, et & f(z,) pour <<z, Ce résultat est slirement
exact dans le cas ou, comme dans I’exemple précédent, la semi-
singularité provient de ce que f'(z) augmente indéfiniment suivant
une loi réguliere. Il serait intéressant de le démontrer d’une
maniere générale.

En désignant toujours par fy(z) la fonction (11), les fonctions

o) s 2. 2)

n’ont qu’un point semi-singulier par période. Soit f(z) une telle
fonction. Si alors la somme X'| ¢, | est bornée, la fonction

Ze, fl®— &)

est représentable par une série F, et on peut le démontrer par
application du théoreme VI. Ses points semi-singuliers sont les
points &,, et ceux-l4 seulement 2). On peut donc définir une
fonction pour laquelle ’ensemble des points semi-singuliers coin-
cide avec n’importe quel ensemble dénombrable donné, méme
s’il est partout dense.

(Recu le 22 juillet 1933.)

1) Cf. R. SaLEM, Détermination de I’ordre de grandeur & l’origine de certaines
séries trigonométriques (Comptes Rendus 186 (1928), 1804—1806). Il est facile,
a linverse de ce que fait M. Salem, de déduire ordre de grandeur des coef-
ficients d’hypotheéses relatives a I’allure de la fonction & I’origine; c’est ce que
nous avons fait dans un cas particulier pour démontrer le Th. III.

2) La démonstration impliquerait quelques remarques préalables, qu’il nous
parait inutile de développer, sur I'indétermination qui existe toujours dans le
choix des points de division et la possibilité d’en profiter pour obtenir un mode
de division s’appliquant a la fois a tous les f(x — &,).



