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Ce travail expose une technique algorithmique pour le calcul des groupes 
d'homotopie des espaces topologiques. 

Le début de la théorie des groupes d'homotopie remonte la définition du groupe 
fondamental d'un espace topologique donnée par Poincaré [P] à la fin du siècle dernier. 
Puis, vers 1935, Hurewicz [H] a défini les groupes d'homotopie d'ordre supérieur et il 
a démontré son célèbre théorème : 

THÉORÈME DE HUREWICZ. Si n ^ 2 et ^ ( X ) = 0 pour 0 < i < n - 1 , 
alors Vhomomorphisme de Hurewicz nn(X) —> Hn(X) est un isomorphisme. 

Cette correspondance entre groupes d'homologie et groupes d'homotopie laissait 
penser aux chercheurs de cette époque que pour une variété V de dimension n on devrait 
avoir nk(V) = 0 si k > n 

Cette croyance fut contredite par Hopf [H] qui construisit une application 

I-H *2n-\(Sn) -> Z et qui montra que pour n = 2 cette application est un 

isomorphisme; autrement dit, il montra que 7T3 (5 2 ) = Z . 

Le premier à réussir un progrès sur Hopf fut Freudenthal [F] : 

THÉORÈME DE SUSPENSION DE FREUDENTHAL. — Le joncteur de sus­
pension induit un morphisme S : 7 r n ( 5 r ) —• 7 r n + i ( S N + 1 ) Qui est un isomorphisme si 
n < 2r - 1 et un épimorphisme si n = 2r — \ . 

Il démontrait de plus que le noyau de S : ^ ( S 2 ) —* n^S3) est l'ensemble des 

éléments dont l'image par "l'application de H o p f est pair, donc 7T4(5 3) = Z2 . 

Par ailleurs, la suite exacte d'homotopie associée à la fibration de Hopf r/ : 
S3 S2 induit un isomorphisme entre les groupes d'homotopie de dimension 4. 
Donc 7T4 (5 2 ) = Z2 , où un générateur de ce groupe est le représentant du composé 
H S H : S4 —• S2 n où S est le foncteur de suspension. 

Il a fallu attendre ensuite plus de 10 ans pour que la thèse de Serre [S] permette de 

calculer quelques groupes d'homotopie supplémentaires. La technique de Serre repose 

sur sa fameuse suite spectrale. La suite spectrale de Serre est un mécanisme assez 

complexe décrivant des relations entre l'homologie de la fibre, de la base et de l'espace 

total d'un fibre. Dans les meilleurs cas, connaissant l'homologie de deux de ces espaces, 

on peut en déduire l'homologie du troisième. Pourtant, en général, dans la suite spectrale 

de Serre restent des "ambiguïtés" de natures variées, qu'il est souvant très difficile sinon 



10 

pratiquement impossible de lever. 

Cartan et Serre [C-S] ont développé, à partir des techniques de Serre, une 

méthode pour "tuer" les groupes d'homotopie qu'on peut exposer de la façon suivante. 

Soit X un espace topologique simplement connexe dont le premier groupe d'homologie 

non-nul soit HN(X) . Du théorème de Hurewicz il résulte que TT{{X) = 0 si i < n 

et 7 r n ( X ) = HN(X) . Appelons TT = HN(X) = nN(X) . Par le théorème des 

coefficients universels en cohomologie on sait que, dans ces conditions, HN(X ; n) = 

Hom(HN(X) ; 7r) . Donc, dans HN(X ; n) il existe une classe distinguée, notée [X] , 

qui est associée par cet isomorphisme à id e Hom(HN(X) ; w). Par ailleurs, on sait qu'il 

existe un isomorphisme HN(X ; 7r) = [ X , K(n,n)] , où [ , ] est le groupe des classes 

d'homotopie des applications continues et K(7r, n) est un espace d'Eilenberg-MacLane 

du type (7r ,n) . 

Ainsi, à notre classe universelle [X] , correspond une application / : X —• 

K(ir, ri) , bien définie à homotopie près. De plus, / * : 7rN(X) —• 7r est l'identité et on 

peut considérer, à homotopie près, que / est une fibration. L'examen de la suite exacte 

d'homotopie de cette fibration, compte-tenu de la simplicité des iri(K(7r,ri)), prouve 

que, si X n + i est la fibre : 

ni(Xn+i) S ni(X) pour i > n + 1 
et 

ni(Xn+i) = 0 pour i < n . 

Il résulte du théorème de Hurewicz que 7r n +i(X) = 7 r n + i ( X n + i ) = HN+\(XN+\) , et, 

donc, on a réduit le problème du calcul du second groupe d'homotopie non nul au calcul 

d'un groupe d'homologie, travail théoriquement plus simple. De plus, si on connaît 

l'homologie de XN et celle de K(n,n - 1) , on peut espérer en déduire l'homologie 

de XN+\ (grâce à la suite spectrale de Serre, car dans cette construction apparaît d'une 

façon canonique une fibration K(ir,n — 1) XN+\ -> X). Alors, par récurrence, on 

pourrait calculer 7rn+2(Xn+2) = ^n+i(X) , • • . Cette méthode est exposée avec plus 

de détails dans le paragraphe 8 de ce travail et est habituellement appelée "Tour de 

Whitehead". 

On voit qu'on se heurte pourtant à deux difficultés. La première est qu'il faut 

connaître l'homologie de K(ir,n) . C'est un problème qui a beaucoup intéressé les 

mathématiciens des années 50-54. Une première méthode, imaginée par Eilenberg et 

MacLane [E-M], consistait à remarquer qu'il existe un "fibre universel" E(n,ri) -» 

K(n,n) , de fibre K(Tv,n - 1) , où l'espace total est contractile. Donc on connaît 

l'homologie de E(TT, n) et, en appliquant un processus de récurrence et la suite spectrale 

de Serre, on pourrait espérer trouver l'homologie de K (7r , n ) . En fait cette méthode 

bute sur les ambiguïtés qu'on a évoquées plus haut, et ces ambiguïtés empêchèrent 

plusieurs années Eilenberg et MacLane de résoudre complètement la question. Elle fut 

résolue par H. Cartan [C], en utilisant une méthode d'esprit très analogue à celui de 

"l'homologie effective", théorie qui est développée dans Chapitre 1 de ce travail. 

La deuxième difficulté est encore de même nature. Connaissant entièrement 

l'homologie de K (7r , n ) et celle de X , il n'est pas en général possible, avec la suite 

spectrale de Serre de déterminer entièrement l'homologie de XN+\ . C'est d'ailleurs 
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cette difficulté-là qui a toujours empêché, même aujourd'hui, de pouvoir calculer, par 
exemple, n'importe quel groupe d'homotopie de sphères. 

Un mathématicien américain, E. Brown, a pourtant réussi, en utilisant la méthode 

de Serre, à montrer que les groupes d'homotopie d'un ensemble simplicial fini et 

simplement connexe sont Animent calculables. La technique de Brown consiste à utiliser 

la méthode de Serre dans une traduction de topologie combinatoire, théoriquement 

exprimable sur une machine de Tûring ou dans tout langage de programmation 

équivalent. Cette méthode de topologie combinatoire est celle des ensembles simpliciaux 

qui permet de décrire tout CW-complexe fini, à homotopie près, à l'aide d'un ensemble 

fini de données. Un cas est alors assez facile, c'est celui où tous les groupes d'homologie 

de X sont finis. Il résulte de l'un des nombreux théorèmes de la thèse de Serre [S] 

qu'alors tous les groupes d'homotopie de X sont aussi finis. Par ailleurs, si TT est un 

groupe fini, on peut construire un modèle simplicial de K(n,ri) qui est aussi fini en 

chaque dimension. Alors le "fibre universel" K(n, n - 1) <-» E(TT, n) —• i f (7r, n) est lui 

aussi fini en chaque dimension et donc la méthode de Serre peut être reproduite telle 

quelle à l'aide de complexes finis. A chaque étape on a un complexe XN fini en chaque 

dimension, dont il est possible de calculer l'homologie, et on peut poursuivre. 

Mais cette méthode ne fonctionne pas par exemple pour les groupes d'homotopie 

des sphères puisque 7 r n ( 5 n ) = Z = Hn(S
n) n'est pas fini. Brown arrive pourtant à 

montrer qu'il est possible de définir des sous-complexes finis ayant toute l'information 

sur les groupes d'homotopie, permettant d'obtenir malgré tout le résultat désiré. Cette 

technique est si complexe que, à notre connaissance, aucun groupe d'homotopie n'a été 

calculé, ni même "vérifié", de cette façon. 

Beaucoup d'autres méthodes ont été imaginées depuis pour tourner ces difficultés, 
notamment la suite spectrale de Adams [A]. Ces méthodes ont apporté beaucoup de 
progrès, mais pourtant elles finissent toutes par buter sur le même genre de difficulté : 
ambiguïtés dans les suites exactes et les suites spectrales. 

On définit dans ce travail une autre sorte d'homologie, appelée "homologie 

effective", qui consiste essentiellement, quand on calcule l'homologie d'un complexe 

de chaînes, à garder plus d'information que celle qui reste habituellement en homologie. 

Cette information est exactement celle qui est nécessaire pour tourner les "ambiguïtés" 

évoquées plus haut. 

Si A est un sous-complexe d'un complexe de chaînes B , on a une suite exacte 
courte A «-> B (B, A) . Si on connaît deux sur trois des trois homologies effectives 
de A , B , (J3, A), on peut en déduire, entièrement et par un procédé algorithmique, la 
troisième homologie. Ceci n'est pas vrai en homologie ordinaire : on obtient une suite 
exacte 

• •. -+ HP(A) -+ HP(B) -> HP(B, A) - HP^(A) -> • • • 

qui laisse des ambiguïtés. Par exemple, supposons que HP(A) = HP-\(B) = 0 , 

HP(B) = HP-\(A) = Z 2 ; on a alors une suite exacte courte 

0 - > Z 2 - * f f , , ( B , A ) - > Z 2 - > 0 ; 
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et avec cette seule information, on ne peut déterminer si HP(B, A) est égal à Z2 Ф Z2 
ou à Z4 . 

Le même phénomène se produit aussi pour les suites spectrales : connaissant 

Thomologie effective de la base et de la fibre d'un fibre simplicial, il est possible d'en 

déduire Thomologie effective de l'espace total. Par exemple si on connaît Thomologie 

effective de К(тг, n — 1) et de X , on peut en déduire entièrement Thomologie effective 

de X n + i . Il en résulte une démonstration beaucoup plus simple du théorème de Brown 

sur la calculabilité des groupes d'homotopie des ensembles simpliciaux finis simplement 

connexes. De plus, cette nouvelle démonstration devrait pouvoir être utilisée telle quelle 

sur machine pour calculer véritablement des groupes d'homotopie; bien que ceci, sujet 

de recherches en cours, ne soit pas encore fait. 

L'homologie effective présente un autre intérêt : beaucoup d'énoncés et démons­
trations de l'algèbre homologique classique sont sensiblement simplifiés. Par exemple, 
le théorème de Kunneth en homologie ordinaire donne une suite exacte courte : 

0 -> H P ( A > > ® Я * ( В ) -> Н Л А xB)~* £ Т о г ( Я * > ( А ) > Ня(в)) -> 0 • 
p+q=r p-¥q—r—\ 

Alors qu'en homologie effective (voir le paragraphe 4) le résultat, correctement in­

terprété, s'énonce beaucoup plus simplement : 

ЩА x В)* = Я ( Я Л . ® Я В . ) . 
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