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SUR LA SEPARABILITE LINEAIRE DES ENVELOPPES
CONVEXES DES CLASSES D’'UNE CAH

[CONV. CAH]

par J.P. Benzécri *, K. Bensalem **

I1 serait -satisfaisant que les classes constituées en CAH soient
linéairement séparables au sens suivant : que les enveloppes con-
vexes conv(a(n)) et conv(b(n)) des deux descendants d'un noeud n
soient d'intersection vide ; (ou que plus généralement, & chaque éta-
pe de la construction ascendante, les sommets soient des classes dont
les enveloppes convexes ne se recoupent pas). La pré&sente note (rédi-
gée comme un probléme suivi de sa solution) montre que la séparabilite
parfaite existe en dimension 1 (i.e. quand 1'espace ambiant est une
droite ; cf. § 2.1 Remarque) ; un résultat partiel vaut dans le plan
pour des classes réduites a deux points (§ 2.2) ; mais un contre
exemple simple montre que la séparabilité n'existe pas en général

(§ 2.4).

On sait que l'algorithme de classification hiérarchique, procéde
a8 partir d'un ensemble I d'individus, en créant des noeuds par agré-
gations successives de paires d'individus ou de noeuds déja créés ;
les €léments non encore agrégés sont appelés sommets ; deux sommets
s et s' peuvent &tre agrégés s'ils sont plus proches voisins réci-
proques au sein de l'ensemble S des sommets ; c'est-a&-dire si chacun
réalise dans S le minimum de 1la distance 3 l'autre. En fait, le ter-
me de distance est impropre : il s'agit plus exactement d'une quanti-
té critére appelée "niveau d'agrégation"; pour le calcul de celle-ci,
plusieurs formules peuvent &tre utilisées, la plus avantageuse étant,
selon nous, celle du critére d'agrégation suivant l'inertie, définie
par :

niv(s,s') = (m.m'/(m + m')) | ss'| 2 B
ol m et m' sont les masses respectives des classes s et s' ; et
| ss'l la distance euclidienne entre leurs centres de gravité ; (cen-

tres qu'on désignera gé&néralement dans la suite par la méme lettre
que les classes correspondantes)

1 Enoncé du problfeme

1.1 L'objet de la p-remiére partie est de répondre & la question sui-~
vante :

Supposons qu'il existe trois sommets notés t, s, s', dont les
centres constituent un triangle ayant en t un angle obtus : est-il
possible que s et s' soient agrégés en présence de t.

On adoptera les notations suivantes :

Les classes t, s, s' ont pour masses respectives n, m, m' ; les
vecteurs t_§, £s" sont désignés par x et x'.
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1.1.1 Montrer que 1'iné&galité :
niv(s,s') < niv(s,t)
peut se mettre sous la forme :
(1) alx-x12 < (m+n)nix?

oll A est une fonction de-m, m' et n qu'on précisera.

1.1.2 De 1'inégalité ci-dessus et de 1l'inégalité analogue obtenue

en échangeant les rSles de s et s', déduire que, pour que s et s'
soient plus proches voisins réciproques, il faut que soit satisfai-
te une inégalité de la forme :

Blx - x'I < (m+m")n (1x12 +1x12),
ol B est une fonction de m, m' et n qu'on précisera.

1.1,3 Compte tenu de 1'inégalité du § 1.1.2, est-il possible que

s et s' soient plus proches voisins réciproques si est négatif le
produit scalaire <x,x'> .

1.2  L'objet de la deuxi®me partie est de préciser la ré&gion de 1'es-
pace ol peut se trouver t si s et s' sont plus proches voisins ré-

ciproques. Pour simplifier le langage, on supposera que l'espace est

restreint 3 un plan passant par s et s'.

1.2.1 En groupant dans le membre de droite les termes en n des deux
membres de 1'in&galité (1) du § 1.1.1., on obtient une iné&galité de
la forme :

(2) U<Vn,
ol U et V sont des expressions que l'on précisera. Compte tenu du
signe de n,U et V, montrer que 1l'inégalité (2) fournit pour

Istl2 une borne inférieure T, qu'on exprimera en fonction de m, m'
et lss'lz.

1.2.2 On désigne par ¢ le centre de gravité de 1l'ensemble des deux
points (s,s') munis de leurs masses (m,m').

Calculer s en fonction de ss', m et m'.

On considére le triangle rectangle shs' ayant pour hypothé&nuse
ss', et tel gque 0 soit le pied de la hauteur issue de h.

Exprimer Ishl2 en fonction de lss']z, m et m' ; et comparer
1l'expression de Ishl2 a4 la borne T demandée au § 1.2.1.

1.2.3 En cherchant pour ls'tl2 une borne inférieure, comme on l'a

fait pour Istlz, préciser dans quelle région du plan doit se trouver
le point t pour gque s et s' soient p.p. voisins réciproques. Pour
une position donnée de t, préciser les valeurs possibles de n. (On
accompagnera la solution d'une figure).

1.3 L'objet de la troisiéme partie est de ré&pondre & la question
suivante. Supposons qu'il existe dans le plan quatre points t, t', s,
s' de masses respectives n, n', m, m' ; que les deux segments (t,t')
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et (s,s') aient un point commun o. et que s et s' soient plus pro-
ches voisins réciproques (en présence de t et t'). Est-il possible
qu'aprés agrégation de s et s' en leur centre de gravitéo, t et t'
soient plus proches voisins réciproques (en présence de o).

1.3.1 On suppose que le point o se trouve sur le segment (s,s') en-
tre s et 0 ; i.e. : 0 ¢ (s,0). Désignons par f et f' les points ol
la droite passant par t et t' coupe le cercle de centre s et de
rayon |sh |(cf. § 1.2.2) : Quel est le signe du produit scalaire
<ogf , of'>.

1.3.2 Compte tenu des résultats des §§ 1.2.3 et 1.3.1, préciser le
signe du produit scalaire <ot , ot'>.

1.3.3 Compte tenu des résultats des §§ 1.3.2 et 1.1.3, répondre &
la question posée en téte du § 1.3.

1.4 L'objet de la quatriéme partie est d'étudier sur un exemple
ce que peut &tre la position relative des enveloppes convexes de
deux parties c et c' qui & une étape donnée de l1l'agrégation, cons-
tituent des sommets. A cet effet, on considére dans le plan (rappor-
té & ces deux axes orthonormés OX , OY) un nuage de cing points I=

(r, t, t', s, s') affectés des masses respectives (1, 1, 1, 56, es),
oll € est un nombre petit qu'on peut prendre égal & 0,1 dans les cal-
culs ; la disposition des points se voit sur la figure, et est pré-
cisée par les valeurs de leurs coordonnées.

Ji

A (mese 39) X

(masse £€) A’

= (50 ;s = (-0

r (0;1) ;

S
t = ((26/(1+€2) 5 (2/(1+€2)) st =(=(2e/ (1+e2)) ; (2/ (1 +e2)) .

En termes géométriques, la figure admet l'axe OY pour axe des
symétries ; et le cercle de centre r et de rayon 1 admet pour tan-
gentes respectives aux points 0, t, t', les droites ss' (axe 0X), st,
et s't'. (On pourra dans la solution faire usage de ces propriétés
sans les démontrer d'aprés les valeurs des coordonnées : on notera en

particulier que |rt| = 1 et que |st]| = |s0| = e,
1.4.1 Calculer les niveaux d'agrégations suivants :

niv(r,t) ; niv(s,t) ; niv(s,s') ; niv(t,t') ; niv(r,s) ;
donner pour chaque point i de I son ou ses plus proches voisins
(s'il y a plusieurs plus proches voisins, on &crira : vois(i) =

{i' , i"}) ; et signaler s'il existe des paires de plus proches voi-
sins ré&ciproques.
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1.4.2 On désigne par o le centre de gravité du systéme des deux
points t et s, affectés de leur masses respectives 1 et 36 ; on dé-
finit de méme, symétriquement o'. Calculer l'abscisse X(o) du point
o ; calculer niv(c , 0'), (les points ¢ et o' é&tant chacun affecté de
la masse 1-+€6) : on pourra se borner 3@ une expression approchée de
le forme ac”.

1.4.3 Décrire le résultat de la C.A.H. sur I. Préciser si & une é&ta-
pe, on a & agréger deux classes ¢ et c' dont les enveloppes convexes
se coupent.

2 Solution du probléme

2.1.1 En appliquant la formule de définition de niv, l'inégalité
proposée s'écrit :

(mm')/(m+m) Ix-x'12 s(mn/(m+n) Ix|2 3

d'ol aprés multiplication des deux membres par ((n+m)(m+m')/m),
1'inégalité équivalente :

m%n+M|x—xW25(m+mﬂme,

soit A =m'(n+m).

2.1.7 Les sommets s et s' sont plus proches voisins réciproques en
présence de t si et seulement si niv(s,s') est inférieur (ou é&gal)
a niv(s,t) et & niv(s',t). Ce qui s'exprime par les deux inégalités
ci-dessous (cf. § 2.1.1) :

m'(m+n) |x - WIzs(m+mUnle
m(m' +n) h:-xﬂzs m+mﬂn]wﬁ

de ces deux inégalités on déduit par addition une troisiéme qui est seu~
lement condition néecessaire (pour une condition n. et suffisante cf.
§ 2.2) pour que s et s' soient p.p.v.r. ; soit :

(m+m)n + 2mm') Ix - x'12 < (m+m)n (Ix'12 + 1x12) ;
onadoncB={(m+m')n + 2mm’'.

2.1.3 On peut récrire 1l'inégalité finale du § 2.1.2 en faisant appa-
ralitre le produit scalaire <x, x'> ; il vient :

(m+mWn-+2mW)HxR+IwF-kx,x”)ﬂm+mWnHXFHxW%:

cette inégalité ne peut &tre satisfaite si <x, x'> <0 ; car alors
elle prend la forme : Bu < B'u' ; oll B est strictement inférieur 3
B' et u < u'. En termes géométrigues on répondra donc négativement
d la question posée en 1.1.

S'il existe trois sommets t, s, s' dont les centres constituent
un triangle ayant en t un angle obtus (ou droit), s et s' ne peu-
vent &tre agrégés en présence de t. (Nous spécifions "en présence de
t" , car aprés agrégation &ventuelle de t avec un autre sommet, s
et s' pourraient se trouver p.p. voisins réciproques).

Remarque : 1l ré&sulte de cette premiére partie, que si 1l'espace
ambiant est une droite, 3 toute &tape de la CAH, les sommets sont
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des classes portées par des intervalles deux & deux non empié&tants ;
en effet la propriété est vraie au départ, quand les classes sont
réduites & des points ; et elle est conservée & chaque agrégation,
qui ne peut se faire gu'entre deux classes non séparées par une
troisiéme.

2.2.1 En groupant les termes en n de 1l'inégalité (1) il vient :
(2) mm’ Iss'lzsn ((m+m') | stl2 - m'lss'lz) H
sont, avec les notations de 1l'é&noncé :
U=mm'Iss'? ; v=(m+n') st]? - m'lss'l?) ;

U étant positif (ainsi que la masse n) , 1'inégalité (2) ne peut
étre vérifiée que si :

T = (m/(m+m') |ss'| 2 L Ist]2.

L'"inégalité (2) fo%pmi;t, de plus, pour chaque valeur de |st|2
{ (3

(supérieure & T), une born&lde n, d'autant plus grande que |st|2
est plus proche de T.

2.2.2 On a classiquement :

S0 = (m'/(m+m')) s§8' ;
ish{2 = |so] Iss'| = (m'/(m+m') iss'|® = T.

2.2.3 On a les deux inégalités analogues :

ishi? £ 1st1?2 ;  Istnifiys'e?
ces inégalités imposent & t de se trouver dans la ré&gion du plan
extérieure 3 la réunion de deux disques, l'un de centre s et rayon
{shl, l'autre de centre s' et rayon s'h . Pour une position de t
dans la région ainsi délimitée, ou pour n les inégalités (cf. §
2.2.1)

mm'|s s'lz/((m+m')(lst 12-1shP) L n

no'lss'l Zm+m)(s't12- 180y L n
de ces deux inégalités, la plus contraignante est la premiére si t

se projette orthogonalement sur la droite (s,s') du méme c6té gue
s par rapport @ ¢ ; sinon c'est la deuxiéme.

T~
el

/ N>\
Figure 4 [ /)
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. /

Sur la figure 1, on a hachuré

la ré&gion interdite 3 t, si s \

et s' sont p.p.v.r. . \j
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/
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2.3.1 Le point o est intérieur au cercle de centre s et de rayon
|sh| ; et, par hypoth&se le point 0 appartient au segment (s, o).

On voit sur la figure 2 que l'angle (c-f B cE') est obtus ou encore
que le produit scalaire <of , 0f'> est négatif: (on peut, e.g.)

considérer le point r ou le rayon s00 coupe le cercle de centre s
et rayon |sh|, 1l'arc fr f' vaut moins d'une demi-circonférence ;
donc l'angle (r £, r £f') est obtus, et a fortiori (cf , of').

2.3.2 On a démontré au § 2.2.3 que les points t et t' sont exté-
rieurs au disque de centre s et rayon |sh| : on voit donc sur la

figure que l'angle (ot , ot') comprend & son intérieur l'angle obtus
(cf , 0f') ; par conséquent (ot , ot') est obtus et le produit scalai-

re <ot , ot'> est négatif.

2.3.3 1l est clair que le point d'intersection 0 des segments
(s,s') et (t, t') appartient 3 1'un au moins des deux segments
(s, 0) et (s', o) (éventuellement aux deux si ¢ = 0) ; donc soit
en considérant le cercle de centre s et rayon |sh| , soit le cer-

cle de centre s' et rayon |s'h| , on démontre que <ot , Gt'> est
négatif. Dé&s lors t et t' ne peuvent &tre voisins ré&ciproques
en présence de o©.

2.4.1 En appliquant la formule de mv rappelée dans 1'énoncé, il
vient :

nivir,t) = (m,m)/(m_+m) | rt1? = 1/2 ;

nivis, t) = (871 +e50e 2 = ed/(1+ %)~ €45

nivis, s') = (e'%/2e%n (47 = 284

nivit, £') = (1/2) (4e2/(1+e2)?) =ge?/(14e%) ) nge? ;

2) =ed(1+r:2)/(1+t-:6)a=s:4 :

niv(r , s) = (6:6/(1 +ebpae”
compte tenu de la symétrie de la figure, et de ce que les masses
restant les mémes, niv s'accroit avec la distance (e.g.
niv(s,t) niv(s,t')) il vient :
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vois(r)={s,s'} ; vois(s)=t ; vois(t)=s ; vois(s')=t'; vois(t')=s';

il y ? donc deux paires de plus proches voisins réciproques (s,t) et
(s',t').

2.4.2 On a :

X (o) (mtX (t) + mSX(s))/(mt+ms)

(2e/(1 + €2) +e°) /(1+e®)

2¢ (1+€ 2 (1+e2)/2) A(11e2 ) (1+ Sy)~2e
2

niv(e,o')=( mm_,/(m_+m_,)) |2x(0) |2‘=8€

2.4.3 La C.A.H. prend la forme ci-dessous, ol auprés de chaque noeud,
on a indiqué le premier terme du développement en € de son niveau :

Q)

[ C0) iy (il‘)
R .
on a agrégé d'abord les paires de voisins ré&ciproques reconnus au §
2.4.1. Restent alors trois sommets 0,0', r ; comme o différe trés
peu de t aussi bien en masse qu'en position, niv(o,r) =niv(t,r) =1/2).
On agrége donc 0 et ¢' ; le noeud T ainsi produit a pour masse 2 et

son centre est (34 des infiniment petits prés) le point_(0,2):
d'ou la valeur approché&e notée pour niv(t,r) : (2x1/(2+1)) I-rrlz.

On voit sur la figure que la classe 1 = {t,t',s,s'} a pour enve-
loppe convexe un trapé&ze qui contient r & son intérieur : donc non
seulement les enveloppes convexes se coupent ; mais l'une est incluse
dans 1l'autre.

Il reste 3 expliquer comment a &té congu cet exemple. On a pris
trois points r,t,t' de masse 1 formant un triangle isocé&le dont 1l'an-
gle en € est = 4c. Les points s et s' ont été placés sur des perpen-
diculaires & rt et rt' ; 3 une distance trés grande (on aurait pu la
faire tendre vers 1l'infini) mais en donnant & s une masse si faible
que le centre de gravité de (t,s) soit presque en t (et de méme pour
s et s'). Les points s et s' ne peuvent s'agréger entre eux parce
que l'angle (rs, rs') est obtus(cf. l-&re partie) ; d'autre part la
masse de s est si faible que le niveau d'agrégation entre t et s
est trés inférieur & celui entre t et t' : donc s s'agrége 3 t, et
s' 3 t'. Ensuite o s'agrége a ¢' et dés lors est constituée une clas-
se T qui comprend le point restant r &3 l'intérieur de son polycgone
de sutentation.

On notera que l'emploi de masses tré&s inégales (ici dans un rap-
port de 106) n'Sdte rien 3 la généralité de l'exemple : car placer e.

g. au point t une masse de 106, équivaut a placer 10 individus de
masse 1 étroitement groupés autour de t. (ou coilncidant avec t).



