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INTRODUCTION A L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES
D’APRES L’ANALY SE DU COMMERCE MONDIAL DES PHOSPHATES

[CORR. ECO]

par F. Benzécri *

Le present exposé s'appuie sur l'exemple d'un tableau (14 x 8)
choisi dans la thése de S. Maiza (cf. [PHOSPHATES] ou C.A.D. Vol IX,
n® 1 pp 7-32). La petite taille du tableau (§ 1) restreint 1l'ampleur
de l'interprétation (§§ 5 et 6) mais elle permet de suivre dans le
détail la définition du nuage des profils (§ 2) et le calcul de la
distance du x? (§ 3) ; et d'exploiter les aides & l'interprétation
(§ 6) sur un listage publié <n extenso. De plus, avec l'introduction

d'elements supplementaires (§ 7), est posé un probléme de classifica-
tion dejad complexe.

1 Présentateion et premilre Lectunre des donnies

1.0 Le commence mondial des phosphates au couns de La pérniode 1973-
1980 : On dispose d'un tableau ternaire croisant :

I : ensemble de 14 pays importateurs :

Belgique JBL Japon JJp Brésil JBR
Canada Jca Nederland INL Pologne SJPL
France JFR Espagne Jsp Roumanie JRM
Deutschland JDL United Kingdom  JUK autres pays d'Eu-

Italie JIT Inde JIN rope de 1'Est (}) JEE

(la premiére lettre J des sigles de ces 14 pays rappelle que ce sont
des pays importateurs) ;

J : ensemble des 8 pays exportateurs (Z) :

Belgique ZBL Sénégal = SN
usa EUs Togo = TG
Jordanie EJIR Tunisie ETN
Maroc EMR URSS (CCCP) gcc

T : ensemble des 8 années : 1973 & 1980.

Ce tableau ternaire, désigné par kI J,T est défini ainsi :
’ ’

Pour tout triple (i,j,t) d'un pays importateur i de I, d'un pays
exportateur j de J et d'une année t de T, le tableau donne le nombre

k(i,j,t) qui exprime en milliers de tonnes de P205 la quantité de phos-

phate exportée par le pays j vers le pays i, l'année t. Par exemple,
(x) Docteur-és-Sciences.

(%) Bulgarie, Hongrie, RDA.
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146 F. BENZECRI

pour i = JJFRance, j = X MaRoc, t = 1973, le tableau donne k( JFR,
XMR,73) = 575 : en 1973 le Maroc a exporté 575 milliers de tonnes de
P205 vers la France.

Remarque 1 : Que le produit exporté soit du minerai brut, de
l'acide phosphorique, de l'engrais, ou toute autre préparation & base
de phosphates, on s'intéresse & la masse de P2°5 qu'il contient. Ain-

si, une méme quantité de P205 peut étre exportée une premiére fois

l'année tl1 sous forme de minerai du pays jl vers le pays il ol elle
est élaborée, puis exportée une seconde fois 1l'année t2 sous forme de
produit phosphaté du pays j2 = il vers un troisiéme pays i2 etc. ; en
sorte que cette méme quantité de P205 est comptée dans le nombre k(il,
31, tl1), dans le nombre k(i2,j2,t2)" “etc . . C'est le rble d'intermé-
diaire du pays j2 = il que joue la Belgique qui, de ce fait, figure a
la fois dans les ensembles I et J.

Remarque 2 : Les pays constituant I et J sont les principaux importa-
teurs et exportateurs de produits phosphatés ou de minerais, a 1l'exclu-
sion du marché quasi fermé de 1l'Océanie (Australie, Nouvelle-Zé&lande
et producteurs insulaires de 1l'Océan Indien et Pacifique : Christmas ,
Banaba et Nauru).

Remarque 3 : Tous les nombres k(i,j,t) sont positifs ou nuls.
L'analyse des correspondances s'applique & des tableaux rectangulaires
de nombres dits encore tableaux binaires (i.e. croisant seulenent deux
ensembles). C'est pourquoi l'on construit & partir du tableau ternaire
de données, les tableaux binaires décrits au § 1.2 ci-dessous.

1.1 Les tableaux binainres 4issus du tableau fternaare .

Les marges : On appelle tableau binaire de marge du tableau kI J.T
’ ’
tout tableau obtenu par sommation des k(i,j,t) sur 1l'un des trois en-
sembles. On construit ainsi les 3 tableaux binaires :
kI J° tableau donnant pour tout couple (i,j) d'un pays importa-
’
teur. i de I et d'un pays exportateur j de J, le nombre k(i,j) =
£{k(i,j,t)| t ¢ T}, masse totale de P205 exportée par le pays j vers le
pays 1 au cours de toute la période 1973-1980.
)
(C'est ce tableau kI,J

détail les constructions géométriques de 1l'a. des c. et l'interpréta-
tion des résultats de calcul).

que nous avons choisi pour présenter en

kI Tt k(i,t) = £{k(i,3,t)| J e J}, masse totale de P205 importée
7

par le pays i l'année t en provenance de l'ensemble des 8 pays ex-
portateurs de J.

kJ o ¢ k(j,t) = Z{k(i,j,t)| 1€ I}, masse totale de P,0; exportée
’

par le pays j l'année t vers l'ensemble des 14 pays importateurs de I,

En outre, le tableau ternaire des k(i,j,t) peut &tre disposé en
tableau binaire (qui n'est pas un tableau de marge) de trois facon dif-
férentes, en prenant pour premiére entrée le produit de deux des ensem-
bles I, J, T et pour deuxiéme entrée, le troisiéme ensemble :

kIXT,J : k((1,t),3) = k(i,3,t) ;
kaT,I : k((j’t)'i) = k(iljlt) H
k : k((i,3),t) = k{i,3,t).

IxJ,T
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Nous utiliserons le premier de ces trois tableaux : kaT 3
’

au § 7 pour exposer la technique des é&€léments supplémentaires : chaque
pays importateur y figure huit fois, une fois par année ; e.g.
FR73 # FR74 #...# FR8O.

On remarquera que chacun des tableaux de marge a un ensemble
d'entrée en commun avec l'un des trois tableaux binaires du type pro-
duit défini ci-dessus :

kI,J avec kIXT,J ; kJ,T avec kaJ,T H kI,T avec kaT,I .

Considérons par exemple kI I et kaT g Pour tout j de J et
’ ’
tout i de I, le tableau kI J donne un nombre k(i,j) et le tableau
’
kaT 3 donne huit nombres dont k(i,j) est la somme :
r

k(i,3) = k(i73, j) + k(i74, J)+....+ k(i80, j).

Si l'on dispose ces tableaux en rectangles en réservant :
pour chagque pays Jj de J, une colonne ;
pour chaque pays i de I, une ligne dans k

I,J3 "'
huit lignes dans k

IxT,J ;
on peut les placer l'un sous l'autre.
J
EBL £Us EJR EMR | SN =TG6 =TN X CC |marge
JBL 1305 3573 25 500 110 293 5806
Jca 2 8335 8 8345
JFR 1311 2691 70 4891 | 1484 1 2526 {1697 4 114674
JDL 1322 3808 1445 261 200 288 1442 8766
JIT 42 1883 194 2881 67 195 493 € 5755
i | yap € 4426 __| #522 1540 239 93 € 68204—k (i)
INL 299 1 -1484 1853 249 | 1584 59 84 5612
. | aspA4—20 | 339 5073 2] 85| 11 5530
k(llj)”jﬁg’— 122 645 2 2852 971 36 197 4825
JIN 2559 996 1149 218 134 5056
JBR 29 4918 1398 15 241 6601
JPL € 1284 271 3311 33 540 548 1996 7983
k(3) | JRM € 768 483 1541 6 138 22 1206 4164
[UEE——_ 2 | 201 136 | 1398 333 | 5533 | 7603
[
marge 3149 {34646 72674 |32905 | 3570 | 5905 [4133 [10558 [975404-k

BL73 111 470 5 45 196 105
BL74 75 482 5 112 186 60
BL75 75 400 36 63 33
BL80 270 500 77 126 283
CA73 1004

CA74 1020 8

Les nombres représentent des milliers de tonnes de P205 ; les

cases laissées blanches correspondent & des masses nulles ; les € a
des masses inférieures a 1000 tonnes ; les marges donnent les totaux.
Jusqu'au § 7, nous ne nous occuperons que du tableau kI I

I
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Le tableau de nombres positifs ou nuls kI J est appelé tableau
14

de correspondance entre les ensembles I (lignes) et J (colonnes). Dans
les calculs expliqués ci-dessous qui constituent 1l'analyse de ce ta-
bleau, les deux ensembles I et J jouent des rdles symétriques, en sor-
te qu'on ne changerait rien aux résultats en mettant en lignes les pays
exportateurs (J) et en colonnes les pays importateurs (I). Toutefois ,
les calculs pouvant &tre conduits suivant deux voies différentes qui
aboutissent aux mémes résultats en des temps inégaux, certains program-
mes requidrent que le tableau soit présenté avec un nombre minimum de
colonnes et introduit ligne par ligne pour que les calculs soient le
plus rapides possible ; il va sans dire que le choix de la voie la plus
rapide peut &tre incorporé dans le programme, auquel, d&s lors, la pré-
sentation du tableau est indifférente.

1.2 Calcul des manges et de Leurs profils : La premiére opération ma-

thématique effectuée pour prendre connaissance du tableau de correspon-

dance consiste 3 calculer les totaux des lignes et des colonnes . En

inscrivant au bout de chaque ligne i son total k(i) on obtient la co-

lonne de marge du tableau kI g en inscrivant au bas de chagque colon-
’

ne j son total k(j), on obtient la ligne de marge.

La colonne de marge donne pour chaque pays importateur i de I
la masse totale k(i) de P,0g5 qu'il a importée durant la période 1973~
80, sans distinction d‘'origine ; de méme, la ligne de marge donne pour
chaque pays exportateur j de J la masse totale k(j) de Py0gqu'il a ex-
portée durant la période 1973-80, sans distinction de destination.

Ligne et colonne de marge ont méme total, noté k , encore é&gal
au total général du tableau.

k= I{k(i,j) 1ieI;3jed} =Z{ k(i) |1 eI} = 2{k(3) |je J}.

En rapportant les 14 nombres k(i) & leur total k , on obtient le
wrofitl de la colonne de marge

{(k(i)/k) |i ¢ 1} ; (profil sur I) ;

pour chaque i, le rapport k(i)/k mesure l'importance relative de i
au sein de I ; plus précisément, la part afférente 8 i dans le total
des importations recensées de phosphates. Par exemple la France repré-
sente 150/1000 du total des importations ; 1'Allemagne, 90/1000 ; etc..
Dans la suite, k(i)/k sera appelé poids de i et noté f, :

fi = k(i) /k.
On définit de la méme fagon le profil de la ligne de marge en
divisant chaque total de colonne k(j) par le total général k :

{k(3)/k 13 ¢ J}, (profil sur J),

ce qui donne pour chaque j de J l'importance relative du pays Jj au
sein de J : part afférente & j dans le total des exportations recen-
sées des phosphates. Dans la suite, le rapport k(j)/k sera appelé
poids de j et noté fj :

fj = k(3)/k

Ligne et colonne de marge du t. k; ., i.e. {k(3) i3 T} et
r
{k(i) |3 € I} peuvent &tre considérées (nous le verrons au § 2.3) comme
définissant par leurs profils des pays fictifs moyens : pays importa-

teur moyen pour la ligne, pays exportateur moyen pour la colonne .
C'est pourquoi au § 1.3 le profil de la ligne de marge i.e. {fjlj e J}
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figure 3 la derniére ligne du tableau des profils des lignes de kI,J
et le profil de la colonne de marge i.e. {fi|i ¢ I} figure & la dernié-
re colonne du tableau des profils des colonnes de kI'J ; tandis que
comme poids,{fili ¢ I} constitue la colonne POIDS du tableau des profils
?g; lég?egi et {fjlj e J} la ligne POIDS du t. des profils des colonnes

Remarque : EI{f;lieI} =1 et z{fj|j,e J} = 1.

1.3 Profils des Lignes et des colonnes du tableau kI g ¢ Considérons
’
le tableau kI Jet ses marges et cherchons 3 comprendre en quoi les im-
1 4

portations d'un pays i de I en provenance des divers pays de J diffé-
rent de celles d'un autre pays i', ou de celles de la marge (pays impor-
tateur moyen). (Ensuite, nous comparerons de méme les exportations de
deux pays de J).

Par exemple, comparons les importations de JFRance et de Ne-
derLand . Pour tout j différent de ¥CC, k( JFR,j) est supérieur a
k( IJNL,Jj) ; e.g. :

k( JFR, EBL)

k( INL, ¥BL)

1311 ; k{( JFR, ijR)
299 ; k( 9NL, “EMR)

4891
1853.

Mais que représentent ces nombres pour chacun des deux pays ?
En provenance de la Belgique,

1311 représente 1311/14674 = 8% des importations totales de {FR
299 représente 299/5612 =5% des importations totales de §NL

en provenance du Maroc,

4891 représente 4891/14674=33% des importations totales de [JFR ;
1853 représente 1853/5612 =33% des importations totales de JNL.

Ainsi, la Belgique, tout en exportant 4,4 fois plus vers la Fran—
ce que vers les Pays-Bas n'a que 1,6 fois plus d'importance au sein de
J pour la France que pour les Pays-Bas. Le Maroc, bien qu'exportant 2,6
fois plus vers la France que vers les Pays-Bas, a une part &gale dans
les importations de 1l'un et de l'autre pays.

Afin de faire apparaitre, comme dans ces exemples, la part des
divers pays de J dans les importations de chacun des pays de I , on
construit le tableau des profils des lignes en divisant chaque ligneé i
par son total k(i) :

profil de la ligne i : f{I= {k(i,j3)/k(i) |13 ¢ I}, (profil sur J).

Le rapport k(i,Jj)/k(i) = fg , composante sur j du profil de i

est la part relative du pays j dans le total des importations du pays
i.

Remarquons que l'on a procédé de méme au § précédent pour obte-
nir le profil de la ligne de marge : on a divisé la ligne par son total.
On a adjoint au tableau des profils des lignes le profil de la ligne de
marge ; ce qui permet de comparer chague pays i de I au pays fictif
moyen représenté par la ligne de marge. Ainsi apparait le peu 4'impor-
tance des USA dans les importations des pays de 1'Est, de 1l'Espagne, de
la France, de l'Angleterre ; leur importance dans les importations du
Canada, du Brésil, du Japon, de l1'Inde ; l'importance du Maroc dans les
importations de 1'Espagne, de la Belgique, de l'Angleterre, de 1l'Italie
etc.
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Au tableau des profils des lignes nous adjoignons é&galement la
colonne POIDS donnant pour chaque pays importateur i le rapport
k(i) /k = fi mesurant l'importance de i au sein de I (cf. § 1.2).

3
I~ |ZBL | 2US | €JR |£MR |#SN | @TG (£TN |[&£cC | POIDS
9JBL 225 615 4| 86| 19| 51 60
Y CA e | 999 1 86
SFR | 89 | 183 51333 |101 172 116 150
HDpL | 151 | 434 165 | 30 | 23| 33 (164 90
JIT 7327 34501 | 12| 34| 86 59 |} (i)
il oap €| 649 | 477 | 226 | 35| 14 700 =,
INL | 53 | 2647 330 | 44 [282| 11| 15 58
gsp//4 61 917 e| 15 2 57
1 _k(i,j) L—-Juk | 25| 134 8 | 591 | 201 8| 41 49
£ =%m HIN 506 | 197 | 227 | 43 26 52
JBR 4| 745 212 2 36 68
JPL e |161 ] 341|415 4| 68| 69 |250 82
K(9) JRM e [ 184 | 116 | 370 1| 33 5 1290 43
I e e| 26| 18] 184 44 | 728 78
] —— N
marge 32 | 355 %27 | 337 37 61 42 | 108 | 1000=ry

Tableau fE. : Profils des lignes du tableau kItIet profil de la
’

ligne de marge de ce méme t. ; la colonne POIDS indigque pour chaque i
scn importance relative au sein de I (cf. § 1.2). Les nombres sont des
milliémes.

j
T~ | ZBL|£US |#5JR |SMR |$SN | =2TG | £TN |2CC |marge
JBL 38 109 71 85| 27 | 28 60
Jca €241 1 86
JFR |416| 78 | 26 | 149 (416 | 428 | 411 e | 150
ypL | 420|110 aa | 73| 34| 70 |137 90
JIT 13/ 54 | 72| 88| 19| 33119 € 59 .

i| Jar c|128 l»195 | 47 | 67 | 16 € 700} K1) ¢

JNL | 9573 | 55| 70 268 | 14| 8| 58 ki
g | _Jsp~[ 6| 10 154 1| 14 3 57
gIK1.) 1" N5uk | 39[ 19| 1] 87]272] 6| a8 49
1 k(3) JIN 74 1373 | 35| 61 32 52
JBR 9142 43 1 68
JPL e| 37 [ 102 | 101 9| 91133 189 82
K(3) JRM e 22 {181 | 47 2| 23 5 |114 43
fj__J_k \%__\1 6| 51| 42 81 |524 78

poIDS | 32|355 =27 {337 | 37| 61| 42 |108 | 1000-K

Tableau fJI : Profils des colonnes du tableau kI et profil de
’

J
la col. de marge de ce méme t. ; la ligne POIDS indique pour chaque j
son importance relative au sein de J (cf. § 1.2). Les nombres sont des
milliémes.

De méme, pour les colonnes du tableau kI g si 1'on cherche a
1

comprendre en quoi les exportations d'un pays j de J vers les divers

pays de I différent de celles d'un autre pays j', ou de eelles du pays

exportateur moyen (colonne de marge du tableau kI J) , on est amené 3
1

rapporter tous les nombres d'une colonne & leur total, i.e. & consti-
tuer le tableau des profils des colonnes du t. k]: g (profils sur I):
’
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profil de la colonne Jj : f% {k(i,3)/k(j) |i eI} {f%_|i eI} ;

profil de la colonne de marge : fI = {k(i)/k i eI} {fi 11e1I}.

La composante sur i du profil de j : f%_mesure la part relative

du pays i dans les exportations du pays j ; on peut la comparer 3 la

composante sur i d'un autre pays Jj', ou a celle du pays moyen qui figu-

re en colonne de marge, profil de la col. de marge du t. kI J* A ce ta-
’

bleau on adjoint la ligne : POIDS, profil de la ligne de marge du ta-

bleau kI g+ qur donne pour chaque 3] le rapport fj = k(j)/k, mesure de
’

1'importance de j au sein de J.

Dans l'analyse des correspondances que nous allons effectuer, un
élément 1 de I sera représenté par son profil fﬁj ; un élément Jj de
J, par son profil f% . Il convient de noter ici la

Propriété des profils: La somme des composantes d'un profil est &gale a 1.
En effet, considérons par exemple un profil sur J :
£ = (k(1,3)/k(1) 13 € I} avec k(5) = I{k(i,3) 13 eI}
On a .
S{k(i,3)/k(i) |3 eT}= (z{k(i,3) |J eI} /k(i) = 1.

Et de méme pour un profil sur I.

2 Les nuages de profils
2.1 Le nuage N(1) dans Le simplexe P, des progfifs sun J.
2.1.1 L'espace vectorniel RJ des mesures sun J : En analyse des corres-

pondances on utilise des lettres affectées d'indices haut ou bas, com-
me nous l'avons fait ici dés le § 1. Par exemple, dans f. ou fz . |
est un indice bas ; dans f% , 1 un indice haut. Nous insistons sur
l'importance de cette distinction, manifestement essentielle, puisque
ffj= k(i,j)/k(i), tandis que f%_= k(i,j)/k(j). Sans expliquer & fond
ces notations issues du calcul tensoriel, nous dirons qu'un systéme Uy
de nombres de signes quelconques affectés d'un indice bas Jj parcourant
l'ensemble J est appelé mesure (ou systé@me de masses) sur J, chacun de

ces nombres uj étant une composante de uy ¢
]-IJ={'|JJ|J E.J}- .
En particulier, £ = {flj Ije 3} (profil de i) et £; ={£,13 eJ} (pro-

fil de marge) sont des mesures sur J. L'ensemble de toutes les mesures
sur J est noté RJ ; on écrit donc :

1
uJ € RJ s £ g € RJ ; fJ € RJ.

L'ensemble RJ est un espace vectoriel ayant autant de dimensions
que J a d'éléments. Par exemple, si J n'a que deux éléments jl et j2 :
J = {j1, j2}, R, est un plan ; si J = {j1, 32, 333} R; est un espace
usuel de dimension 3.
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2.1.2 Le simplexe PJ des profifs surn J : Plus précisément, ainsi qu'on
1'a noté & la fin du § 1.3, un profil tel que flJ ou fJ est une mesure
dont les composantes sont toutes positives ou nulles et ont pour som-
me 1. Reprenons le cas J ={jl, j2} ; un profil T; est un systéme de
deux composntes {m3jl , 1j2} positives ou nulles dont la somme est 1 i le
point Ty est donc situé, dans le plan,sur le segment qui joint les
points {1, 0} et {0, 1} situés respectivement sur l'axe 1 et 1l'axe 2.

ace 2 (des composantfes Tujy )

{0,11

TtJ':11j1,Tbjz

T3

Ui 1,0 axe 1 (des compasanfesnj1)

Dans le cas ol J = {J1,32,33}, un profil est de méme caractérisé
par la propriété d'é&tre un point de la portion de plan triangulaire
dont les trois sommets sont les extrémités des vecteurs unitaires des
axes : {1,0,0}, {0,1,0}, {0,0,1}.

auce3 des Composantes T 33

{0,0,1} .
Ty ={TUy, 32,7053}
ane 2 oles composanies Tujy.
i3 .
o 1.0.01 ance 1 dles composardes Tvjq

Dans le cas général oll J a un nombre quelconque n d'éléments,
les profils sur J sont des systédmes de n composantes positives ou
nulles de somme 1 :

L ={njlj eJ} ; ¥V 3 eJ:nj >0 ; Z{njlj eJ} = 1.

L'ensemble de tous les profils sur J est, dans 1'espace RJ (de
dimension n) des mesures sur J, le "simplexe" (généralisation i la dim.

n du triangle en dim. 3) de sommets les n points : {1,0,...,0} ,
{0,1,0... Oletc. extrémités des vecteurs unitaires des axes. On note
PJ ce simplexe. Pour n = 2, PJ est un segment de droite (de dim. 1) ;

pour n = 3, PJ est une portion triangulaire de plan (de dim. 2) ; pour
n gquelcongque , PJ est une portion d'espace de dimension n -1, espace
qu'on appelle support du simplexe PJ.

Dans notre exemple oli J est l'ensemble de 8 pays exportateurs,
RJ a 8 dimensions et dans cet espace 3 8 dimensions le simplexe des
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profils P_ est une portion d'espace & 7 dimensions. On écrira :

J
m, e P_ c R 'fisP c R
J J J ' J J J
i
J
partie de l'espace RJ des mesures sur J).

(les profils Ty , £ sont des points du simplexe PJ » lequel est une

2.1.3 Le nuage N(I) : Les 14 points représentant les 14 profils de pays
importateurs sont dispersés dans le simplexe nges profils sur J. En
outre, chaque point ft] représentant le profil d'un pays importateur i
est muni du poids de ce pays : fi = k(i) /k, poids qui mesure 1l'impor-
tance relative de i au sein de I. Cet ensemble de 14 points géométri-
ques pesants dans l'espace & 8 dimensions constitue la représentation
géométrique de l'ensemble I des 14 pays importateurs et est appelé
nuage N(1)

N(I) = {(fiJ PE 1L e 1) c By

2.2 Centre de ghavité du nuage

Etant donné, dans l'espace usuel de la géométrie é&lémentaire ,
deux points A et B de méme masse m, le centre de gravité de ces deux
points n'est autre que le milieu du segment les joignant.

m g & 3o

Si les deux points A et B sont doués de masses inégales , ml
pour A, m2 pour B, avec ml m2, le centre de gravité est comme attiré
par le point le plus lourd ; de fagon précise, c'est le point G du
segment AB tel que : 1GA}/|GBI = m2/ml.

nl @— —e m2
A G B

Si les points A et B sont situés sur un axe et repérés par leurs
abscisses x(A) et x(B) sur cet axe, l'abscisse de G sur ce mé&me axe
s'obtient par la formule :

x(G) = (1/(ml + m2)) (ml x(A) + m2 x(B))

(x(G) est la moyenne, pondérée par ml et m2, de x{(A) et de x(B)) . Cet-
te formule se déduit aisément de la proportion indiquée ci-dessus en-
tre les longueurs de segments GA et GB.

Si les points A et B sont situés dans un plan rapporté & deux
axes de coordonnées et repérés par leurs abscisses et ordonnées sur
ces deux axes : x(A), y(dA) et x(B), y(B), les coordonnées de G sur ces
mémes axes s'obtiennent par des formules semblables :

x(G) = (1/(ml + m2)) (ml x(A) + m2 x(B))

v (G) (1/(ml + m2)) (ml y(A) + m2 y(B))

Ces formules se généralisent & un nombre quelconque de points pe-
sants et 3 un nombre quelconque de dimensions en ce qui concerne 1l'es-
pace oll sont les points.

Pour le nuage N(I) le nombre de points est ! 14, et le nombre de
dimensions de l'espace ambiant : 8. En outre, les masses attachées a
chaque point sont telles que leur somme &tendue 3 tous les paints vaut 1;
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en effet, on a (cf. § 1.2) : masse du point i = k(i)/k, ol k est la
somme des k(i) &tendue aux 14 pays importateurs ; quand on fait la som-
me des 14 rapports (k(i)/k) on obtient 1. Les formules donnant les co-
ordonnées du centre de gravité se simplifient (puisque le coefficient
(1/(ml + m2 +...)) vaut 1), et il vient :

coordonnée sur FBL du centre de gravité de N{(I) :
(k (9BL) /k) (k (9BL, ¥BL)/k(JBL)) +
(k (JCa) /k) (k(JCA, #BL) /k(JCA)) +

(k(JEE) /k) (k(DEE, #BL)/k(JEE)) .

+ +
masses coordonnées sur “¥BL des profils des pays de I.

Dans chaque terme de la somme relatif & un pays importateur i une
simplification par k(i) s'opére et il reste pour la coordonnée sur ¥BL
du centre de gravité de N(I) :

somme des k(i,j) relatifs 3 la colonne ¥BL, divisée par k, to-
tal de tableau initial.

Cette coordonnée n'est autre que le nombre 32 figurant dans le
tableau des profils des lignes (§ 1.3) & la croisée de la ligne de mar-
ge et de la colonne ¥BL.

De méme, les autres coordonnées du centre de gravité se lisent a
la suite dans la ligne de marge du tableau des profils des lignes. Ain-
si, cette ligne de marge n'est autre que le profil, centre de gravité
du nuage N(I).

£; = {£513 € 3} = {k(3)/k)je I} P,

otal de la colonne j

C'est pourquoi nous annoncions au § 1.2 que la ligne de marge du
tableau kI J définissait un pays fictif importateur moyen : nous voyons
r

ici plus précisément que, ayant pris son profil comme pour les 14 pays
réels, on a obtenu le centre de gravité des 14 profils de pays importa-
teurs, chacun muni de son poids.

Remarque : Pour un sous-nuage de N(I), i.e. pour une partie de
N(I), le centre de gravité se détermine de fagon analogue & partir du
tableau kI J°
4

Par exemple, considérons les trois points de N(I) représentant
les pays importateurs Allemagne, Pologne et Roumanie : 7DL, “PL, TRM;
(nous verrons que dans la classification ascendante hiérarchique ces
trois pays forment une classe caractérisée par de fortes importations
en provenance de 1'URSS). Dans l'espace a 8 dimensions, les profils de
ces trois pays munis chacun de leur poids : 90 pour JDL, 82 pour JPL,

43 pour JRM (cf. § 1.3 tableau f{,) constituent un sous-nuage de N(I).

Le centre de gravité de ce nuage s'obtient en prenant le profil de la
ligne cumulant les trois lignes JDL, JPL et %RM du tableau kI J.Le
t. k donne : ’

I,Jd
E#BL ¥US | EJR | MR | #SN | ¥TG | $TN| X£CC|marge
JDL 1322 {3808 1445 | 261 | 200 | 288|1442| 8766
JPL e 1284 | 271 | 3311 33| 540 | 548)1996| 7983

JRM € 768 | 483 | 1541 6| 138 22(1206] 3164
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d'olu la ligne (que nous appellerons DPR) obtenue en faisant la som-
me des trois lignes JDL, JPL et JRM, colonne par colonne.

ZBL £EU ¥JR “2MR SN ¥TG #£TN £CC marge

JDPR 1322 5860 754 6297 300 878 858 4644 20913

le dernier nombre de la ligne é&tant son total : 20913.

Le profil sur J de la ligne JDPR (i.e. le centre de gravité des
profils des trois pays <DL, 7JPL et “JRM) se calcule comme pour toute
ligne du tableau kI g+ en divisant les nombres qui y figurent par le

r

total de la ligne : 20913. On obtient :

EBL #US #£JR MR XSN ¥TG ¥TN ECC POIDS
JDPR .063 .280 .036 .301 .014 .042 .041 .222 .214

le poids : .214 est le rapport du total 20913 de la ligne JDPR au to-
tal général du tableau kI g 97540.
’

2.3 Le nuage N{J} : Comme nous l'avons annoncé § 1.1 <n fine, les en-
sembles I et J jouent des rdles symétriques : tout ce que nous avons
dit de I relativement & J peut se dire de J relativement & I : chaque
pays exportateur j de J est décrit, dans le tableau des profils sur I

par l4 rapports positifs de somme 1 : f% = {fﬂ'1i ¢ I} et son poids fj‘

Un systéme de 14 nombres étant gonsidéré comme un point dans un
espace de dimension 14, tout profil f% est un point de RI , espace de
dim. 14 des mesures sur I. Mais comme f% est un profil, il est situé
dans le simplexe P_ des profils sur I, lui-méme entiérement compris

I
dans un sous-espace de dimension 14 : 14 - 1 = 13,

Le nuage N(J) est l'ensemble des 8 points pesants représentant
chacun un pays exportateur de J :

= {(£] - <
N ={(£, £) 13 € 3} = Py

Le centre de gravité de N(J) est le profil de la colonne de mar-
ge :
= i = ! i P
£r={f; i e I} = {(k(1)/k |i e I} ¢ Pl.
totai de la ligne i
Pour un sous-nuage N(J') de N(J) : J' < J, le centre de gravité

de N(J') s'obtient en prenant le profil de la colonne cumulant les co-
lonnes de J' dans le tableau kI -
’

2.4 Le modéle d'4ndépendance : Considérons un tableau ki ydont tou-

tes les lignes aient méme profil : i
(1) vi, i' e1, £f = gt
! ! J J

c'est-a-dire (en lisant "quel que soit" ou "pour tout" le symbole ¥) :
¥i, i'eI et jeJ : k(i,j)/k(i) = k(i',J)/k(i").
On en déduit :

VieI, ¥ jed:k(i,3)/k(1)

{k(i,3d) i eI}/ T{k(i)]ieI}
k(j)/k ;
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d'ol
(2) ¥ielI, ¥3jed: k(i,])

(k(i) x k(3IN/k

ou encore,
(2') ¥VielI, ¥3jedJ: k(i,])

k(k(i)/k) (k(3)/k) = k fifj

De la relation (2) il résulte :

P P [
(3) ¥ j, 3' € J .fI fI H.

En effet, d'aprés (2), ¥vi ¢ I, ¥jeJd, ¥Vi'ed:
k(i,j)/k(3) = k(i,3")/k(3") = k@Vk.

Ainsi, non seulement toutes les lignes, y compris la ligne de
marge, ont méme profil, mais encore toutes les colonnes, y compris la
colonne de marge, ont méme profil. De méme, si toutes les colonnes
d'un tableau de correspondance ont méme profil, la colonne de marge a
méme profil qu'elles et toutes les lignes, y compris la ligne de marge,
ont méme profil.

Nous dirons qu'un tel tableau, dont toutes les lignes ont méme
profil, ainsi que toutes les colonnes, satisfait au modéle 4'indépen-
dance.

Dans l'espace de dimension 8 des mesures sur J, les 14 profils
constituant le nuage N(I) coiIncident avec le centre de gravité du
nuage ; et de méme, dans l'espace de dimension 14 des profils sur I,
le nuage N(J) est réduit & son centre de gravité.

S'il en était ainsi dans notre exemple, tout pays j de J aurait
méme part dans les importations des divers pays de I : cette part se-
rait indépendante du pays i considéré dans I ; et de méme tout pays i
de I aurait méme part dans les exportations des divers pays de J : cet-
te part serait indépendante du pays 3j considéré dans J. Ce qui s'ac-
corde avec le nom du modéle : modéle d'indépendance.

De plus, la formule (2') montre que le nombre k(i,j) résulte ex-
clusivement du poids de i et du poids de j, sans qu'intervienne aucu-
ne affinité entre i et j. L'analyse d'un tel tableau est sans objet,

puisque l'analyse des correspondances du t. kI J vise essentiellement
r

3 mettre en évidence les affinités qui existent entre certains é&lé-
ments de I et certains éléments de J. Mais le modéle d4'indépendance
sert de référence : on parlera 4'interaction attractive ou répulsive
entre i et j selon que k(i,j) est supérieur ou inférieur a k fif. =
k(i) k(3)/k. 3

Considérons par exemple les interactions entre d'une part,
JFRance et d'autre part ZMaRoc, XUSa et &ToGo ; les deux derniéres
colonnes du tableau ci-dessous donnant les valeurs calculées selon 1'in-
dépendance, puis les valeurs réelles.

i 3j k(i) k(3) k(i)k(3)/k | k(i,])
JFR ¢MR 14674 32905 4950 4891
HFR *us 14674 34646 5212 2691
JFR 2TG 14674 5905 888 2526

k = 97540

entre YFR et XUS, il y a répulsion : 2691 < 5212
entre JFR et ¥TG, il y a attraction : 2526 > 888
entre JFR et #MR, il n'y a pas d'interaction : 4891 =4950



[CORR. ECO.] 157

Au § 1.3, pour interpréter les nombres k(i,j) du tableau kI,J
nous les avons rapportés d'une part au total de la ligne i
(fii= k(i,j)/k(i), composante sur j du profil de i) , d'autre part au
total de la colonne j(f1_= k(i,j)/k(j), composante sur i du profil

de j). On dispose ainsi de trois moyens équivalents d'apprécier les
interactions entre les i et les j . Par exemple une attraction entre
i et j se manifestera des trois fagons suivantes :

1°) fg grand vis-a-vis de fj = k{(j)/k : la composante sur Jj du pro-

fil de i grande vis-3-vis de celle du profil moyen sur J. La part de
j dans les importations de i est supérieure a la part de j déns les
importations mondiales (représentées par la ligne de marge).

2°) f%_ grand vis-a-vis de fi = k(i)/k : la part de j dans les expor-
tations de j est supérieure 3 la part de j dans les exportations mon-
diales (représentées par la colonne de marge).

3°) k(i,j) > k(i) k(j)/k, ce qui s'écrit encore, en posant

fiJ = k(i,3)/k ; fi=k(i)/k H fj = k(3)/k :

fij > fi fj

Dans 1°) on compare f% et fj ; dans 2°) f%_ et £, ; dans 3°)

fij et fi fj' Or on a 1'égalité des rapports :

fij /5y = fji/fi=fij/fi £4 = Uk(L,3) <k)/(k (1) Xk (3) 5

d'od 1'éguivalence de 1°), 2°) et 3°).

3 Dispernsdion et distance

Pour un nuage de points align&s sur une droite la notion de dis-
persion est clairement visible. Au § 3.0 nous dé&finissons dans ce cas
les notions classiques : moyenne des distances des points au centre de
gravité, écart-type, variance, inertie.

Pour un nuage multidimensionnel, la notion méme de distance en-
tre deux points ne s'impose pas a priori : on se heurte & nouveau aux
difficultés rencontrées au § 1.3 pour comparer deux lignes du tableau

kI.J.Il faut donc définir dans l'espace des profils ol est situé le
!

nuage une formule de distance mettant en jeu toutes les dimensions de
l'espace : c'est l'objet des §§ 3.1 et 3.2.

Les diverses moyennes définies au § 3.0 dans le cas de la droi-
te Sse généralisent alors 3 un nuage multidimensionnel (§ 3.3).

Pour rendre tangibles les relations de proximité que tisse l'es-
pace au moyen de sa métrique entre les divers points du nuage on a re-
cours 3 la projection sur des droites ou des plans (§ 3.4). Ainsi fait-
on pour représenter un objet tridimensionnel ordinaire par diverses
vues ou projections horizontales, frontales, etc. bien placées par rap-
port 3 l'objet. Le choix des directions privilégiées ol un nuage multi-
dimensionnel se projette le plus fid&lement possible sera traité au §
4.

3.0 Dispension sun une droite : Un ensemble de nombres x' munis res-

pectivement de poids fi : {(xl, fi)li ¢ I} peut &tre considéré comme

1

un nuage de points dont les abscisses sont les X~ et les poids les fi'
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On écrira : N(I) = {(xl, fi)li e I}. Pour ce nuage, on définit classi-
quement :

la masse totale : mtot

la moyenne, ou centre de gravité du nuage :

= Z{fi|i e I}

X =I{f; x'|ic I}/m

tot ¢
le rayon moyen, ou moyenne des ]x1 - il :
= i ot i .
ray-—Z{filx x| |ie I}/mtot ;

l'inertie par rapport 3 un point d'abscisse c de la droite :
. _ i _ 2. .
inert, = I{f (x c)“li e I} ;

en particulier, l'inertie par rapport au centre x :

. i =27,
inerty = I{f ;(x" - x)°[i ¢ I} ;
la variance, ou moyenne des (xi - §)2

i =2
var = Z{fl(x - x)°1i e I}/mtot ;

et 1l'écart-type, ou racine carrée de la variance :

/2 _

o = (var)1 = écart-type.

Remarque : Dans le cas ol moe = 1 (il en est ainsi en particu-

lier guand N(I) est défini par un tableau de correspondances : cf. §
1.2 Zin fine, remarque) inertie par rapport au centre de gravité et va-
riance coincident.

. . i o
Pour mesurer la dispersion des X~ autour du centre x,la moyenne

des [|x* - x| : ray s'impose d'abord & l'esprit. Pourtant, c'est 1'Zner-
tie que l'on utilise, a cause de sa souplesse d'emploi dans les calculs.
En effet, c'est le carré de la distance, non la distance, qui se dé&com-
pose sur des axes orthogonaux, dans un espace euclidien, par le théoré-
me de Pythagore. Et c'est & l'inertie que s'applique le théorame de
Huygens : quel que soit le nombre réel c :

: . =2

J.nertc = 1nert§ + mtot(c X)"

(l'inertie par rapport & un point c quelconque de la droite est égal

& l'inertie par rapport au centre de gravité X augmentée de 1'inertie
par rapport & ¢ de la masse totale concentrée au centre de gravité
X) .

Ce choix de l'inertie comme mesure de la dispersion rend les ré-
sultats trés sensibles aux effets de grandes distances (celles-ci in-
tervenant élevées au carré) : deux masses &gales situées 3 des distan-
ces au centre de rapport 10 fournissent des inerties de rapport 100.

Signalons enfin des inégalités que nous ne démontrons pas ici
(cf. Pratique de 1'A. des D. t. 1 §§ 3.2.3 et 10.3.1 Note) mais que
nous illustrerons par un exemple. Notons Max et min les valeurs maxima

- i - .
et minima de [x” - x| pour i ¢ I ; on a :

1/2

min < ray < var < Max.

Ces inégalités expriment que, en bref, ray et varl/2 donnent 1'or-
dre de grandeur et la distance au centre de gravité ; mais varl/2 est
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une estimation plus sensible & la valeur de Max comme l'atteste 1l'exem-
ple ci-dessous :

Exemple : Soit sur un axe ox les points d'abscisses =10 ; 0 ; +10,
avec pour masses 0,005 ; 0,99 ; 0,005 respectivement.
x  =(0,005x(-10))+(0,99 x 0)+(0,005 x 10) = 0
min = 0 ; Max = 10 ;
ray =(0,005 x 10}+(0,99 x 0)+{(0,005 x 10Y=0,1;
var =(0,005 x 100)+{0,99 A 0)+(0,005x100)= 1

~

varl/2 = 1 = &cart-type (o) ;

(min = 0) < (ray = 0,1) < (varl/2 = 1) < (Max = 10).
-10 +10
-o— — - - - > x

(masse : 0,005) (masse : 0,99) (masse : 0,005)

3.1 Formule de distance euclfidienne dans un espace multidimensionnel

Comme nous l'avons annoncé au § 3.0, nous nous placerons dans le
cadre de la géométrie euclidienne qui offre de remarquables facilités
dans les calculs d'inertie.

Dans le plan de la géométrie euclidienne rapporté & deux axes
rectangulaires gradués selon l'unité de distance du plan, le carré de
la distance de deux points M, M' de coordonnées (x,y) et (x',y') s'ex-
prime, en vertu du théoréme de Pythagore, par la formule :

2, (y' - y)2

(1) a%m,M) = (x' - x)

M : 1
f ]
i
x x’ —>X
|z X[}

Changeons l'unité& de graduation de 1l'un des axes, par exemple
celui des x. Prenons comme nouvelle unité le double de l'ancienne :
un point d'ancienne abscisse x a pour nouvelle abscisse X = (1/2)x ;:

d'ol x = 2 X.

0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 a

i P : ——y N ' 2 ¢ -

0 1 2 3 4 5 X

Les points M et M' d'anciennes coordonnées (x,y) et (x',y') ont

pour nouvelles coordonnées (X,y) et (X',y') avec : X = (1/2)x et
X' = (1/2)x' ; et la formule de distance s'écrit dans les nouvelles
coordonnées :
(2) dz(M,M') = 4(X' - x)2 + (y' - y)2 H
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un coefficient 4 s'introduit dans le terme en (X' - X)2 du fait de 1la
graduation particuliére choisie sur l'axe des X. Dans l'espace 3 8 di-
mensions rapporté aux axes &£BL, ZUS, #JR etc., nous posons g priori la
formule de distance : Pour tout couple (i,i') de pays importateurs, de

i i'
profils sur J : fJ et fJ ’
2,4 oty _ it _ i 2 ' i 2
4d (fJ,fJ) = al(ngL fZBL) +“2(féUS féUS) + etc.
4 tcoordonnée sur #BL du profil dei
{ Lcoordonnée sur £8L du profil de i’

coefficient & préciser

it it it i
12 Eenr, ~ fep) (Flays ~ faus)
implique l'orthogonalité des axes deux & deux. quant aux coefficients

L'absence de terme produits tels que B

a,r 0, etc. ag il sont déterminés & partir du tableau I xJ de fagon &

ce que soit satisfait le principe d'équivalence distributionnelle ob-
jet du § 3.2 suivant.

3.2 Distance distnibutionnelle

Nous avons envisagé au § 2.4 le cas ol toutes les lignes du ta-
bleau kI J €taient proportiornelles entre elles : le nuage N(I) était
r
alors concentxé en un seul point colncidant avec son centre de gravité.

Supposons ici que deux lignes seulement il et i2 soient propor-
tionnelles entre elles ; les autres lignes étant quelconques :

v J e d, k(il,]) =C k(iZ;j)
oll C est une constante indépendante de j.

On a, pour les totaux k(il) et k(i2) des lignes il et i2 du ta-
bleau kI g
’

k(il) = C k(i2) ;
d'oll 1'identité des profils de il et i2 :
¥ je J, k(i1,3) /k(il) = k(i2,3j)/k(i2).
Dans l'espace RJ , les deux points représentant les profils de
il et i2 coincident, chacun ayant son poids propre :

£ = k(il)/k = C k(i2)/k et fi2 = k(i2)/k.

il
Constituons une ligne i3 cumul des lignes il et i2 : son profil:
{{k (12,3011 +0)) /((k (i2)) (1+CN1F e I} = {k(12,3) /k(i2) 1j € I}
coincide avec celui de il et i2 ; et son poids :

fi3 = k(i2) (14C) /k = fi2 + fil

est la somme des poids de il et de i2.
En sorte que si l'on remplace les lignes il et i2 par l'unique
ligne i3 (cumul de il et de i2), on remplace dans le nuage N(I) deux

points confondus par un point ayant méme position qu'eux et muni de
la somme de leurs poids.

Mais ce changement remplace l'ensemble I par un ensemble
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I' =1 - il - i2 + i3 et l'espace oli est représenté N(J) n'est plus
RI mais RI,.

Le principe d'équivalence distributionnelle assure gque pour un
choix convenable de la formule de distance dans les espaces RI et RI"

c'est-a-dire en se restreignant aux formules du type :

@G, 3= oo, (53, - €392 ¢ 1)

.\ itti i

('35 = slag (£ - €321 e 19
semblables 3 celles considérées au § 3.1 dans RJ) pour un cgoix conve-
nable des oy et ai , Lles distances dis?ributionnelles des f{r.au sein
de RI’ sont les mémes que celles des f? au sein de RI. Ce principe
peut &tre énoncé en termes moins techniques : On ne change pas les
résultats de l'analyse en cumulant dans le tableau de correspondarnce
kI”rdeuz lignes (ou deux colonnes) proportionnelles entre elles. Nous

avons ajouté dans le 2-éme énonce : (ou deux colonnes) car les ensem-
bles I et J sont traités de fagon symétrique, comme nous l'avons si-
gnalé dés le § 1.1.

Il se trouve qu'en prenant dans RI ey = l/fi (inverse de la
composante sur 1 du profil de la colonne de marge (cf. § 1.3) et dans
RJ : “j = 1/fj (inverse de la composante sur j du profil de la ligne

de marge cf. § 1.3), on obtient des formules compatibles avec le prin-
cipe d'équivalence distributionnelle. La distance ainsi définie dans
R, et dans R, s'appelle distance distributionnelle ou distance du chi2:

T .
¥ i, 1' éléments de I, de profils sur J : ftr et fij y

2,1 ity _ i'tv2,. .
et ¥ j, j' éléments de J, de profils sur I : f%: et f% ’

2,.3 'y - j Jri2.,
a“(fp . £7) = DU(/E) (£ - £,) 7 JieIh

Toute autre formule euclidienne sans termes rectangles (i.e. du
type considéré au § 3.1), compatible avec le principe d'équivalence
distributionnelle se déduit de la formule du chi2 écrite ci-dessus par
multiplication par une constante £ : d' = £4d.

L'analyse des correspondances utilise la formule du chi2 pour
définir la distance de deux points dans RI ou dans RJ. Ainsi 1'on a,
dans l'espace & 8 dimensions oli est représenté& N(I) (cf. ligne de mar-
ge du tableau fi, § 1.3) :

oy = 1/.032 Poy 1/.355

Og = 1/.037 jag = 1/.061 ;

1/.337

o

~e

3 1/.027 ; oy,

1/.042 ;

oq ag 1/.108
et dans l'espace & 14 dimensions oll est représenté N(J) (cf. col. de
marge du tableau F& § 1.3) :

! = s ! = 1 =
a, = 1/.060 ; o, 1/.086 etc. 4 1/.078.
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Remarque : Le coefficient a4 = l/fj est d'autant plus fort que

l'exportateur j & moins d'importance : ceci n'est pas absurde, car
1 L}

le terme de rang j : (1/f.)(fl.- f% )2

comme l'est,généralement, la différence élevée au carré ; la forte va-

est finalement de 1l'ordre de fj

leur de (X, ne compense ainsi qu'en partie lé petitesse des parts f% '
- A Ty

fl., (fl.— fg )} afférentes & l'exportateur j. (En bref on peut écrire:
(l/e:)e2 = g).

A titre d'exemple, calculons la distance entre le centre de gra-

vité des trois lignes JDL, DPL, JRM et le centre de gravité du nuage
N(I){(cf. § 2.2).

ZBL #US | #JR | #MR | &SN =TC | =TU =cC
£7PPR | Lo063 .280 | .036| .301| .014 .042| .041 .222
£ .032 .355 | .027| .337| .037 | .o61| .042 .108
A .031 .075| .009| .036| .023 | .o19| .o01 .114
10° a4 .961 | 5.625| .081| 1.296| .529 .361] .001 [12.996
a 14032 [1/.355 | 14027 | 1/.337]1/.037 |1/.061 |1/.042 |1/.108
aa’® | .030 .016 | .003| .o0o4| .o14 | .o006| . .120

fDDPR : profil sur J du centre de gravité de la classe \jDL, JPL, JRM}

£ : profil sur J du centre de gravité du nuage N(I) ;

~
A : valeur absolue de la différence des coordonnées de fJ et f&DPR

107A° ¢ élevé au carré et multiplié par 1000, pour format.

a : coefficients de la formule de distance distributionnelle.
JDPR
J

.030 + .016 + .003 + .004 + .014 + .006 + . + .120 = .193

2

Le carré de la distance entre fJ et £ est la somme des termes alA” :

3.3 Dispensdion d'un nuage multidimensionnel
Les diverses caractéristiques définies au § 3.0 pour un nuage de

points sur la droite peuvent &tre définies pour N(I) au sein de RJ
ol la distance du chi2 entre deux points joue le réle de la valeur ab-
solue de la différence des abscisses sur la droite :

masse totale du nuage :

m = Z{fili e I}

tot
(pour N(I) défini & partir du tableau kI,J’ L

considé&re un sous-nuage N(I') avec I' c I, alors m
n'est pas égal a 1).

=1 ; mais si 1l'on

ot = LlEjJ1 € 17D

rayon moyen, ou moyenne des d(fs ,fJ), distances des divers
points ftr du nuage au centre de gravité fJ H

_ i .
ray = Z{fi da(f—, , fJ)Il € I}/mtot

.
h
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inertie par rapport & un point quelconque T de RJ :

. 2, i :
inert = = Z{fi ac (g, WJ)ll e I}
inertie par rapport au centre de gravité (ou in. totale) :
s _ 2,1 :
inert fJ = Z{fi a“ (£, fJ)ll e I}

variance, ou moyenne des dz(fi ' fJ) :

= £ 2 i .
var Iq{ i d (fJ, fJ)Ile I}/mtot
écart-type ou racine carrée de la variance :
[ = (var)l/z.

La remarque du § 3.0 peut &tre reprise &galement : le théoréme de
Pythagore sera précisé au § 3.4 & propos des projections ; quant au
théoréme de Huygens il s'énonce : pour tout point cJ de RJ,

inert = inert fJ + m )

cJ tot J
1'inertie du nuage par rapport d& un point quelconque c¢. de R
po J

2

d (fJ s C
7 est éga-
le & l'inertie du nuage par rapport & son centre de gravité augmentée

de l'inertie par rapport a de la masse totale du nuage concentrée

c
J
en son centre de gravité).

Une inertie étant une quantité positive, il découle de la formu-
le ci-dessus que l'inertie par rapport & un point CJ quelconque est su-
périeure & l'inertie par rapport au c. de g. du nuage, de la quantité
inertCJ(fJl mtot)qul est positive, nulle seulement si ¢

J

fJ. Autrement dit, c'est par rapport & son centre de gravité que le

nuage N(I) a l'inertie la plus faible.

coincide avec

Enfin, si 1'on note min et Max les valeurs minima et maxima de

d(f1 f_) sur l'ensemble du nuage, on a les inégalités :
J

J ’

min < ray < varl/2 < Max
(ray et varl/2
de graviteé).

donnent un ordre de grandeur de la distance au centre
Remarque Les définitions données ci-dessus pour le nuage N(I) de
1'espace RJ se transposent pour le nuage N(J) de l'espace RI. Un fait

trés remarquable (qu'on ne démontrera pas) est que les deux nuages N(I)
et N(J) ont méme inertie totale. Ce fait confirme la symétrie existant
entre I et J en analyse des correspondances.

3.4 Projection d'un nuage multidimensionnel sur un axe

Grdce & la distance définie au § 3.2, la dispersion du nuage au
sein de l'espace multidimensionnel RJ prend un sens. Mais nous ne la
voyons que par le truchement de projections sur des axes ajustés au
nuage : les axes principaux d'inertie, qui seront définis au § 4. Ces

axes, nous le verrons, passent par le centre de gravité du nuage. L'o-
pération de base & considérer est donc la projection du nuage N(I) sur
une droite de RJ passant par fJ.
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Quest-ce qu'une droite dans l'espace & 8 dimensions ? En géomé-
trie élémentaire une droite est définie par deux points. De méme, en
dimension 8, une droite passant par fJ est définie par le point fJ et
un second point aj :
£

£ = (fl, £ £

J 20 B30 £y
(nous désignons par 1, 2... les coordonnées <xBL, XUS etc.) ;

50 £gr £50 £g)

ajy = (@, ay, az, a,, ag, as', ag, as) ;

un point quelcongue €5 de RJ de coordonnées :

€1r Cyr €34 €4y €y 66' €, €g
appartient a8 la droite (fJ ,aJ) si et seulement si :

(cl-fl)/(al—fl) = “2'fz)/(az'f2) =.... = (Ca‘fa)/(as'fa)'

La projection orthogonale d'un point fﬁ, du nuage N(I) sur la droi-
te (fJ ,aJ) est le point de cette droite le plus proche de ft,: notons-

le : pr f; . En outre, le point fi] étant muni de son poids fi' sa pro-
jection sur la droite (fJ ,aJ) est munie du méme poids fi' On définit

alors le nuage projeté sur la droite (f ,aJ) comme 1l'ensemble des

J
projections de ses divers points pesants :

prN(I) = {(prfi , fi)|i e I}.

Le centre de gravité du nuage projeté n'est autre que fJ . et
les caractéristiques de dispersion du nuage projeté autour de son cen-
tre fJ se raménent 3 celles définies au § 3.0 en choisissant sur la
droite une origine 0 et un sens positif,et en posant pour 1'abscisse x
d'un point ¢ de la droite :

x| = 4d(0 ,c¢ )

(le choix de l'orientation de la droite, gqui définit le signe de x,
étant indifférent).

4 Axes princapaux d'inentie ; facteurs

Ainsi qu'on l'a annocé au § 3,1'objet de l'analyse factorielle
est de déterminer dans l'espace ambiant & un nuage un systéme d'axes
relativement auquel la forme de celui-ci apparait au mieux.

Au § 4.0 on rappelle les propriétés d'un systé&me d'axes orthonor-
mé. Aux §§ 4.1 et 4.2 on définit de fagon précise le systéme des axes
factoriels pour le nuage N(I). Une définition identique wvaut pour le
nuage N(J) (§ 4.3). L'analyse factorielle des correspondances permet
d'identifier les axes factoriels des deux nuages (§ 4.4). Réciproque-
ment, la connaissance des résultats d'analyse factorielle pour les
deux nuages permet de reconstituer le tableau kI‘J(§ 4.5).

Y

4.0 Systeme d'axes onthonormé : décomposition de L'inentdie

Dans R; comme dans l'espace usuel & 3 dimensions, un systéme

d'axes orthonormés est un systéme d'axes deux a deux perpendiculaires
et munis chacun, comme unité de graduation, de 1l'unité de distance dans
l'espace. Cette définition est équivalente 3 la suivante : un systéme
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d'axes est orthonormé si et seulement si l'espace &tant rapporté 3 ce
systéme, l'expression de la distance de deux points en fonction des co-
ordonnées est une formule euclidienne sans coefficients. Par exemple,
en dimension 3, soit p = (x(p), y(p), z(p) et p' = (x(p"), v(P"),z(PN:
le repére est orthonormé si et seulement si l'on a :

a%(p,p")=(x(p)-x(p' N + (y (p) -y (p" ) +(z (p) -z (p" ).

Aux §§ 3.1 et 3.2 nous avons considéré des repéres orthogonaux

(ortho = droit ) mais non "normés" : les formules de distance compor-
taient des coefficients.

@)

Numérotons : 1, 2, 3 les axes des coordonnées x, y, z dans l'es-
pace usuel & 3 dimensions. L'axe 3 est perpendiculaire aux axes 1 et 2;
donc au plan des axes 1, 2. Et de méme, par permutation circulaire ,

l'axe 1 est perpendiculaire aux axes 2 et 3 donc aux plan des axes 2,3
etc. .

La perpendiculaire abaissée de p sur le plan (1,2) est paralléle
4 l'axe 3 et coupe le plan (1,2) au point noté Py o projection ortho-
14

thogonale de p sur le plan (1,2).

Les perpendiculaires abaissées de P1,2 dans le plan (1,2) sur
les axes 1 et 2 sont respectivement paralléles aux axes 2 et 1 et cou-
pent : l'une l'axe 1 en P et l'autre l'axe 2 en Py-

Le plan p, p],2 » P, est perpendiculaire & l'axe 1 (comme conte-
nant deux droites (p, phz) et (pLZ'pl) perpendiculaires & cet axe) et
coupe l'axe 1 en Py projection orthogonale de p et de p1,2 sur l'axe

Les projections de p sur les autres axes et plans de coordonnées
s'obtiennent de la méme fagon : 0, P,+ Py pl'2 ¢+ Pqs pL3’ P, p2'3 sont
les sommets d'un parallélépip&de rectangle dont les arétes sont paral-
léles aux axes de coordonnées.

On a sur l'axe 1 : 1= x(p)

sl sl

sur l'axe 2 : 5 y(p) :

sur l'axe 3 : 553 = z(p) .
La projection sur 1l'axe 1 du point (x, y, z) est le point (x,0,0):

sur l'axe 2 : (0, y, 0) ; sur l'axe 3 : (0, 0, z) ; sur le plan (1,2)
(x, y, 0) ; sur le plan 2,3 : (0, y, z) : sur le plan 1,3 (x, 0, 2).
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Propriété caractéristique de la projection : Py est le point

de l'axe 1 le plus proche de p ;
proche de p :

p]72 est le point du plan 1,2 le plus

dz(p » pl) = y2 + 22
et pour un point p' de l'axe 1 : p' = (x', 0, 0)
2

dz(p , P')Y = (x=-x")" + y2 + 22

(x - x')2 est une quantité positive, nulle seulement si x = x°'.

On voit de la méme fagon que a? (p/py ,) est inférieur i dz(p,p')
pour tout point p' du plan 1,2. '

La généralisation & un nombre quelconque de dimensions est immé-
diate :

soit dans l'espace & 4 dimensions p = (x,y,z,t);
la projection sur l'axe 1 est p, = (x,0, 0, 0)/
etc. 1

et le repére est orthonormé si et seulemnt si :

dz(p,p')=(x(p)-x(p')F + (Y(P)-Y(p'nzz
+(z(p)=z(p' N2+ (t(p)-t(p'),
etc.

La propriété caractéristique de la projection d'un point sur un
axe ou sur un plan d'étre le point de l'axe ou du plan le plus proche
du point que l'on projette reste vraie en dimension quelconque : nous
l'avons utilisée au § 3.4 pour définir la projection d'un point de
N(I) sur une droite de RJ.

Considérons, dans le sous-espace de RJ support du simplexe des
profils sur J P_, un systéme d'axes orthonormé centré en fJ centre
de gravité du nuage N(I). Notons 1, 2, 3,..., 7 les axes, (en nombre
7 car le support de PJ est de dimension 7), de ce systéme et x1, x2..
.. X7 les coordonnées sur ces axes. Un point fz
systéme, 7 coordonnées que nous notons, x1(i), x2(i)... x7(i). On a
(en notant pr, la projection sur l'axe 1)

du nuage a , dans ce

. _ iy, . - i .
Ix1(1i) | = d(fJ,prl(fJ». Ix2(1) | d(fJ,prz(fJ» etc. ;
a?(£,£5) = 1@ + 27 4o+ x7 @)
D'ol la décomposition de l'inertie de (£* ' fi) par rapport au
centre de gravité fJ sur le systéme d'axes :

£a%(e, 6l = £ g 2@ 4 L e (x7 (0P

. i
inert. £3 de prl(f J)
J ’ fBJ
du nuage, on obtient la décomposition de l'inertie totale du nuage

et en faisant la somme des fi d2(f pour tous les points

par rapport & son centre fJ en somme des inerties du nuage projeté sur
chacun des 7 axes.
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inert fJ(N(I)) = inert fJ(prl(N(I») +...
+ inert fJ(pr7(N(I))) .

Remarque : De la décomposition ci-dessus il découle l'inégalité
valant pour tout axe a du systéme :

inert fJ(prm(N(I))) < inert fJ(N(I)) ;

inégalité qui découle également de la situation géométrique des seg-

i i . i i
ments (fJ ' fJ) et (fJ ’ pra(f J)) par rapport a la droite (fJ, pru(f J)).
le premier est oblique, le second perpendiculaire.

/ 'FJ
s v — ance ol
J gty

La décomposition de l'inertie sur des axes orthogonaux est celle
que nous avions en vue au § 3 guand nous choisissions dans l'espace une
métrique euclidienne et que nous prenions pour mesure de la dispersion
autour du centre fJ l'inertie du nuage par rapport 3 ce centre.

Pareille décomposition s'applique e.g. 3 la projection de f%J sur
le plan des axes 1,2 : pPr, 2(f%ﬂ , €t aux axes 1 et 2. On a :

’
i, _ i
prl(f J) = prl(pr:L2 (fJ))
iy _ i .
prz(f J) = prz(prl'2 (fJ)) ;
d'ol 1' expression de la distance & fJ dans le plan (1,2) :
2 iy L2 w2
da (fJ 'prl,z(f.J)_ (x1(1))" + (x2(1))
ce qui entraine l'inertie du nuage projeté& sur le plan (1,2) :

inert £3 prl'z(N(In = inert prl(N(I»

£J
+ inert prrz(N(I)) .

4.1 Premien axe du nuage N(I) ; X, , 1, , FI1{£)

Dans l'espace RJ , parmi toutes les droites passant par le cen-

tre de gravité fJ de N(I), le premier axe principal d’'inertie est ce-
lui sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion, (Si,
par exception ce maximum est réalisé pour plusieurs droites, on choi-
sit 1l'une de celles-ci). On appelle premiére valeur propre, et on no-
te A,;, l'inertie par rapport a fJ , du nuage projeté sur le l-er axe
principal d'inertie. (Rappelons, cf. § 3.4, que fJ.
sa projection sur le l-er axe puisque ce dernier passe par fJ , est cen-
tre de gravité du nuage projeté).

qui coincide avec

En analyse des correspondances, cette premiére valeur propre est
toujours comprise entre 0 et 1.
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On appelle taux d’inertie relatif & la premié&re valeur propre
le rapport 1, = X;/inertie totale de N(I), exprimé en % ; c'est-a-di-

re l'inertie par rapport & fJ du nuage projeté divisée par llinertie
par rapport a fJ de N(I). Ce rapport T, est toujours inférieur ou égal
al. (cf. § 4.0 Remarque).

L'origine de l'axe est fixée en fJ ; le sens positif est choisi
arbitrairement ; l'unité de graduation est l'unité de distance dans

l'espace R, muni de la distance distributionnelle. Tout point de 1l'axe

J
peut alors &tre repéré par son abscisse ; en particulier, pour un point

ftr du nuage N(I), la projection prl(ftﬂ sur le premier axe principal

a une absclsse notée F1l(i) et appelée premier facteur de i. Le point

£ centre de gravité du nuage et origine de l'axe a pour abscisse: 0.

J 4

4.2 Défandition des axes successdfs

Parmi toutes les droites passant par fJ et orthogonales au l-er

axe principal d'inertie, le deuxiéme axe principal d'inertie est celui
sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion. On appelle
deuxiéme valeur propre, et on note i,, l'inertie par rapport a f du
nuage projeté sur ce 2-&me axe.

0 <X, < X; = 1.

Parmi toutes les droites passant par fJ et orthogonales aux deux

premiers axes principaux d'inertie, le 3-éme axe principal d'inertie
est celui sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion.
On appelle 3-2me valeur propre, et on note A3, l'inertie du nuage pro-
jJeté sur le 3-éme axe, par rapport a fJ :

0 < X3 <2, < XA, <1

etc. jusqu'd ce qu'on ait épuisé l'épaisseur du nuage. Comme N(I) est
compris dans un espace de dimension 7 (cf. § 2.1.2), il existe au plus
7 axes principaux d'inertie. Nous verrons au § 5 en étudiant les lis-
tages de sortie de l'ordinateur qu'il existe effectivement 7 axes prin-
cipaux d'inertie correspondant chacun a une valeur propre non nulle.

Si 1l'on cherche & projeter N(I) sur une droite passant par fJ et ortho-
gonale dans RJ aux 7 premiers axes principaux d'inertie, le nuage pro-
jeté se réduira & fJ (muni de m ) et la dispersion sera nulle. C'est

tot
ce gqu'illustre le dessin que nous proposons en dimension 3.

cdrafe de Ry ov/hogonale awx azes (1)et (2)

hachuré : le e N(I
Coberce s Je i
oes amees (1)et(2).
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Il se peut, pour un tableau kIﬂJprésentant certaines particula-
rités, que le nuage N(I) soit compris dans un espace de dimension n
stricterment inférieure & (Card J- 1) . Dans ce cas, les valeurs propres
de rang supérieur & n sont nulles : le nuage projeté sur une droite
quelconque passant par fJ et orthogonale aux n premiers axes princi-

paux d'inertie se réduit & fJ (muni de m ).

tot

Chacun des axes est centré en fJ ; muni d'un sens positif arbi-
traire et d'une unité de graduation coincidant avec l'unité de dis-
tance dans l'espace RJ , comme il a été& dit pour 1l'axe 1.

Ainsi l'espace support du nuage, sous-espace de RJ , est muni

d'un systéme d'axes orthonormés (cf. § 4.0), centré au centre de gra-
vité du nuage.

Relativement & ce systéme, un point fﬁr du nuage N(I) a 7 coor-
données, appelées facteurs de i :

F1(i) , F2(i),..., F7(i) ;

(le centre de gravité F_ a ses 7 coordonnées nulles).

J

Ce que nous avons dit au § 4.0 s'applique au systéme des axes
principaux d'inertie : en projection sur un axe :

i ,
d(fJ. pra(f J» |Fu(1) | :

Aa = g{£ (F (10711 e 1)
1
(Aq est la variance de Fa ; AGA donne l'ordre de grandeur de Fa cf.
§ 3.0) ; l'inertie par rapport a fJ du nuage N(I) s'écrit :

inert £3 (N(I) = Ay + Ay +ouut A7
cette somme est encore appelée trace (ce qui rappelle son calcul algé-
brique). Le taux d'inertie To apparait maintenant comme la part relati-
ve de la projection sur l'axe o dans l'inertie totale du nuage N(I) :

Ta = Aa/inert fJ(N(I))= Aa/trace

Ao/ (A1 + A2+...+ A7),

Comme nous l'avons fait au § 4.0, on décompose sur deux axes e.
g. 1 et 2, l'inertie de la projection du nuage sur le plan de ces axes:

inert prrl,zN(I) = A1 + A2 ,
ce qul représente une part relative de l'inertie totale é&gale & :
(A1 + A2)/trace = 1 + T2.

N. B. Nous ne dirons rien du procédé de calcul des directions des axes
principaux d'inertie et des valeurs propres qui leur sont relatives.

4.3 Axes et gacteuns pounr Le nuage N(J) : Rappelons (cf. § 2.3) que
N(J) est I'ensemble des 8 profils sur I des 8 pays exportateurs cons-
tituant J. Daps l'espace 3 14 dimensions : JBL, :JCA, etc., .JEE, cha-

que profil f% est muni de son poids : importance relative du pays J
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dans l'ensemble des 8 pays exportateurs. On note fI le centre de gra-
vité du nuage N(J).

On peut définir dans l'espace RI ol est situé N(J), un systéme
d'axes principaux d'inertie centré en fI , centre de gravité du nuage,
comme nous l'avons fait pour N(I) aux §§ 4.1 et 4.2 ci-dessus, muta-
tis mutandis.

A priori, on s'attend & déterminer 13 axes, puisque le support
du simplexe des profils sur I est de dimension 13. Or il se trouve
que, nécessairement,les valeurs propres sont les mémes pour N(J) et pour
N(I) : il y a donc, pour N(J) comme pour N(I), 7 valeurs propres non_
nulles en sorte que N(J) admet, comme N(I), un systéme de 7 axes prin-

cipaux d'inertie ; on voit ainsi que N(J) est contenu dans un sous-es-
pace de RI de dimension 7 (et non 13). En outre, on retrouve le fait

que N(J) et N(I) ont méme 1inertie totale : Al + A2 +...+ A7 (cf. supra
§ 3.3 Remarque).

On note Gl, G2,... G7 les coordonnées sur le systéme orthonormé
des axes praincipaux d'inertie de N(J). On a :

alf; , pr, fJI) = |6,(3) ]
(la distance au centre fI de la projection sur l'axe g d'un point f%
du nuage N(J) est &gale a la valeur absolue de la coordonnée de ce

point sur l'axe) ;

_ 2,51
A, = E{f5 GS(I) 13 € I}

4.4 Identrfication des supponts des deux nuages : formule de tran-

s4ta0n ; principe barycentrisque : Comme nous l'avons vu au § 4.3
précédent, les axes principaux d'inertie des deux nuages se correspon-
dent biunivoguement :

le l-er axe de N(I) correspond au l-er axe de N(J) avec la méme
valeur propre : }i; ;

le 2-&me axe de N(I) au 2-é&me axe de N(J) avec la méme V. pr.xz;

etc.

les 7-émes axes se correspondent avec la v. pr. A7v.

D'oll 1'idée de superposer les deux sous-espaces supports des
nuages en faisant coincider fJ avec fI ; le l-er axe de N(I) avec le
l-er axe de N(J) ; le 2-2me axe de N(I) avec le 2-&me axe de N(J) ;
ainsi de suite jusqu'aux 7-émes axes.

Mais comme les axes sont orientés chacun arbitrairement, il y a
deux fagons de faire coincider les axes de mé&me rang. Au total , il y
a 27 facons de faire coincider les deux systémes de 7 axes. Mais pour
1'une des 27 superpositions possibles, les deux nuages satisfont au
principe barycentrique que l'on peut énoncer ainsi : 3@ une correction
pres (cf. infra)tout point fﬁy de N(I) est situé au centre de gravité
des points f%: de N(J) affectés, comme coefficients de pondératign,
des composantes sur eux du profil de i, et de méme, tout point f% de
N(J) est situé au centre de gravité des points fg. de N(I) affectés,
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comme coefficients de pondération, des composantes sur eux du profil
de j . De fagon précise, on a, pour une orientation cohérente des axes
des deux nuages les formules suivantes, dites de transition :

¥V e[, 2,..., 71 :

1y,
F (1) = (1/Qa)’ z{flj Cal2) Ir € I} ;
oy y, 3j Sy ps
Gu(J) = (1/(xa)’?) x{f i F“(l)ll e I} .
(on notera la présence du coefficient (1/)\cx)l/2 : c'est pourquoi on a

dit : "& une correction prés).

Ici apparalt la parfaite symétrie guir existe entre les ensembles
I et J dans l'analyse du tableau kI g La conséquence pratique de ces
14

formules est qu'il suffit de déterminer les axes principaux d'inertie
et les facteurs relatifs & 1l'un seulement des nuages N(I) ou N(J) ; les
facteurs relatifs & l'autre nuage se calculent par les formules de tran-
sition. Quant au principe barycentrique, il permet d'interpréter les
groupes de points qui apparaissent sur les graphiques plans : la pré-
sence d'un pays exportateur Jj au sein d'un groupe ¢ de pays importa-
teurs est le signe que le profil de j a de fortes composantes sur les
pays de ¢ i.e. que les pays importateurs de c¢ absorbent une part im-
portante des exportations de j . Inversement, la présence d'un pays im-
portateur i au sein d'un groupe s de pays exportateurs est le signe
que les pays exportateurs de s fournissent une part importante des im-
portations de i.

4.5 Formule de reconstitution et modele d'andiépendance

A partir d'un tableau kI g ona obtenu une description des &lé-
’

ments i de I et j de J par des points de RJ et RI rapportés respecti-

vement aux axes principaux d'inertie de N(I) et de N(J), la dispersion
de N(I) et de N(J) sur les axes successifs étant mesurée par la méme
suite de valeurs propres : Ai, A2,..., An (dans l'exemple traité, n=7).

Inversement, connaissant les facteurs sur I et sur J, la suite

des valeurs propres et, en outre, les marges du tableau kI J i.e.
’

{k(i) |11 €e I} totaux des lignes et{k(j) |j eJ} totaux des colonnes, on
reconstitue le tableau kI J grdce & la formule de reconstitution qui
s'écrit : ’

k(i,3) =kflfj(1+(A17 1/2F1(i)Gl(j)+().271/2F2(i)G2(j)+
et On)” 2Fa(i)en ()
avec:k = I{k(i) |i eI} = Z{k(3) |j e T} ;

f1 = k(i)/k fj = k(3)/k.

L'ordre ?e grandeur des termes successifs de cefte formule dimi-
nue comme {(iAa) % (en effet, on a vu au § 4.2 que ()\a) /2 donnait 1l'or-

dre de grandeur de Fo (1) et de Go(j)) ; ce qui permet de donner une re-
constitution approchée du tableau k en ne gardant que les premiers
termes de la formule : LJg

approx. d'ordre 0 : k0(i, j) kfifj

-1
approx. d'ordre 1:k1(i,j) = kf £, (1+(A1) % F1(1)G1(3)

etc.
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L'approximation d'ordre 0 satisfait au modé&le d'indépendance : on
reconnait la formule (2') du § 2.4. C'est la simplification extréme du
tableau kI J dont on ne conserve que les marges. Au fur et 3 mesure que

’
1l'on ajoute des termes, on obtient des approximations du tableau kI J
’
de plus en plus riches correspondant 3 des nuages présentant de plus

en plus de dimensions. Il arrive qu'au-deld d'un certain rang p, les

facteurs issus du tableau kI g he rendent compte que de fluctuations
r
aléatoires. Dans ce cas, 1'approximation d'ordre p du tableau kI Jest
’

plus fidéle 3 la réalité que le tableau kI J lui-méme.
’
Au § 2.4 nous avons dit que l'interaction entre i et j &tait at-

tractive ou répulsive selon que k(i,j) était supérieur ou inférieur 3

k fifj. La formule de reconstitution, en donnant du rapport k(id)/&fify
une expression analytique, permet de nuancer cette mesure globale de
l'interaction : i et j s'attirent de par le facteur o si le terme

Fo(i) Ga(j) est positif (et tend par conséquent 3 rendre k(i,j) supé-
rieur a k fifj), c'est-a-dire si les projections sur l'axe a des points
représentant i et j sont situées qu méme cété de 1'origine ; au con-
traire, i et j se repoussent de par l'axe o si Fo(i) Ga(j) est né&gatif

et tend & rendre k(i,j) inférieur & k fifj' Eventuellement, i et j

s'attirent par certains axes, se repoussent par d'autres : il n'est pas
possible d'avoir des attractions et des répulsions un schéma simpliste;
l'analyse factorielle donne justement de la complexité& une image ordon-
née.

5 Interprétation des nésultats d'analyse : valeurs propres et
ghaphiques.

Les résultats sont imprimés sur le listage qui comprend : 1l'his-
togramme des valeurs propres ; des tableaux donnant, avec les valeurs
des facteurs, des informations complémentaires qui seront expliquées
dans la suite ; des graphiques donnant chacun les projections des points
sur un plan engendré par deux axes principaux d'inertie (appelés enco-
re : axes factoriels). Dans le présent § 5 nous présenterons l'histo-
gramme des valeurs propres et interpréterons l'analyse d'aprés les gra-
phiques plans sans recourir aux tableaux numériques. Au § 6, nous expli-
querons le contenu de ces tableaux qui aident & confirmer et préciser
1'interprétation.

5.1 Hestoghamme des valeuns propres : Valeurs propres et taux 4d'iner-
tie sont communs aux deux nuages N(I) et N(J) qui ont (cf. 4.3) méme
inertie totale et mémes valeurs propres (ce qui permet d'identifier les
axes principaux d'inertie de méme rang des deux nuages).

Chaque ligne de ce tableau correspond 3 un axe principal 4'iner-
tie et on lit de haut en bas :

® dans la colonne VAL PROPRE : Al = ,45 ; A2 = .32 ; A3 = .15 etc.

ces valeurs sont données avec un nombre de décimales qui dé&passe la
précision permise dans l'interprétation. Le total de la colonne n'est
pas imprimé : il est &gal a la trace, i.e. 3 l'inertie totale des nua-
ges N(I) ou N(J).

B dans la colonne POURCENT : Tl = 40,5% ; 12 = 28,4% ; 73 = 13,7% etc..

Rappelons que 1o = )a/trace et mesure la part afférente 3 1l'axe a dans
l'inertie totale du nuage.
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® dans la colonne CUMUL : Tl = 40,5% ; Tl + 2 = 65,9% ; Tl + T2 +
T3 = 82,6% etc. . La derniére ligne de cette colonne indique toujours
100%. Dans le cas present il y a 7 axes et 1l'ona : Tl + T2 +... +T7
= 100% car cette somme n'est autre que trace/trace = 1.

® L'histogramme represente chaque valeur propre \a par un segment de
longueur proportionnelle & Aa ; on peut ainsi apprécier 4'un regard
la decroissance des valeurs propres quand leur rang augmente. Sur no-
tre exemple, on voit que chacune des 3 premidres valeurs propres est
nettement séparee de celle qui la suit : Al vaut pres de 1,5 fois A2;
A2 = 2xA3 ; A3 = 2 x)4.

VALEUR PROPRE 1 : |

NUM * ITER ' VALEUR PROPRE * POURCENT ' [UMUL ‘'s* HISTOGRAMME DES VALEURS PROPRES DE LA MATRICE
i ] - — - i - 1) l'l - - 1 [P L} | J—— [} 4
1 ' 145850079 ' 48,5 ' 40,5 TR EREREREERREE R R R R R R R R R R AR
2 't 31613224 ! 28,42 ' 58,92 TEEEREEBRERRBERERRERERNNRRESASRREEREREINEERER
3oV bt L1e2%eIn ' 13.7 1 82,61 'RUERRRERRRERERERERERNS
4 ' 4 PB1875e21 T.36 ' 89,97 lrervieeseer
50020 VLRATS0I99T ' 5017 ' 9514 '#'eesrerse
6 vt b LR3I ¢ LAY 9815 ‘e
7 Y 3 ' .D205h1B1 ' 185 ' 108 ‘eiems

Placé en téte du listage, ce tableau guide l'utilisateur dans le
choix des plans & examiner et du nombre des facteurs susceptibles
d'étre clairement interprétes. Par exemple, CUMUL3 = 1 + 2 + 3 = 82,6%
suggere que la repré&sentation dans l'espace engendré par les axes 1,

2, 3 rend compte assez fidélement de la dispersion totale des nuages.
Comme a'autre part les valeurs propres sont bien séparées, les axes

sont susceptibles d'é&tre interprétés individuellement et peuvent &tre

associés librement pour construire des graphiques plans. Dans la sui-
te, nous considérerons les plans 1-2 et 2-3.

Parfois deux valeurs propres consécutives sont voisines (&tant
bien séparées de celle qui les précéde immédiatement et de celle qui
les suit) : c'est le cas dans notre exemple, de A4 et A5. On peut
craindre alors que la direction des deux axes correspondants dans le
plan qu'ils definissent soit instable, c'est-&-dire dépende d'une mo-
aification gontingente dans le choix des données ; par exemple ce l'in-
troauction d'un nouveau pays. L'interprétation devra donc &tre pruden-
te.

Valeurs propres et pourcentages varient grandement selon les ty-
pes ae donnees et les cas traités. Des valeurs propres élevées signa-
lent des oppositions tranchées dont l'interprétation est souvent i la
fois évidente et attendue. Des valeurs propres faibles peuvent corres-
ponare a des corrélations plus discrétes que seule l'analyse aura ré-
vélées. Il est manifeste que les pourcentages sont a priori d'autant
plus élevés qu'il y a moins d'axes entre lesquels se répartisse 1'iner-
tie, c'est-&-dire moins de dimensions dans l'espace ; autrement dit
que le plus petit des deux nombres (Card I-1) et (Card J-1) est plus
faible (cf. § 2.1).

Nous répéterons donc que l'histogramme des valeurs propres pro-
pose d'abora d'utiles suggestions, mais que seul l'examen approfondi
des graphiques et des tableaux numériques peut asseoir l'interpréta-
tion. Aucune régle arithmetique ne peut dispenser le savant de la ré-
flexion critique seul garant de la validité de son oeuvre.
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5.2 Examen des graphiques plans

5.2.1 Le plan 1.2

Agx.32 ICA
t2=2&4%
Eluga L
Rési
euabpe del \E’Est UEch:S EJRdanie HNd[l;TP(m
[RManie IDLand
IPLogne |
21’: . 45
[ITalie T = 405%

£TN, [Blsique
tunsF'EBLINLand

£3.3 : Projection des es N(L)et N(T) s

le plan écr dewx ,ara”;/‘:!;y ayes factoriels . ISP “} ;‘:\agcg’

E : pays exportafeurs ;1: pays imporfateurs|  €spagne”"gdim |
(le ientre de gravife se conserve par pro. ETGo 9
jection.)

Dans ce plan apparalssent comme trois pSles bien distincts les
trois pays exportateurs les plus "lourds"™ : ¥CC : URSS (POIDS = 108,
cf. y 1.3), XUSA (POIDS = 355) et =MaRoc (POIDS = 337).

FCC : URSS et JEE : autres pays d'Europe de 1'Est (qui se projette
& proximité de ZCC) forment un groupe tré&s isolé du reste des points
4 1l'extremite de 1l’axe 1.

ZUSA et #MaRoc, tous deux opposés &8 &CC : URSS sur l'axe 1, s'op-
posent entre eux sur l'axe 2.

Dans l'orbite de ZUSA se projettent :jJCAnada (qui importe la quasi-
totalité de ses phosphates des US2 : cf. tableau des profils de lignes
§ 1.3), 'JBResil, JJaPon, JINde qui ont ZEUSA pour principal four-
nisseur de phosphates.

La situation de =MaRoc est moins claire du fait de la présence &
son voisinage des autres exportateurs africains et de &BelLgique qui,
rappelons-le, joue le rSle d'intermédiaire. Dans ce groupe fiqurent
la plupart des pays importateurs européens occidentaux.

La position de &JoRdanie, JRouManie, JPoLogne et yDeutsLand, (cen-
trale par rapport aux trois pbles &ECC : URSS, cfUSA, ==MaRoc) reste
& expliquer.

En conclusion, ce plan 1-2 fait apparaitre l'isolement de &CC : URSS
dans N(J), et dans N(I) l'isolement de JEurope de 1'ESt suivi de loin
par .JPoLogne et (JRoumanie, faits qui ont déterminé le premier axe
principal d'inertie dans chacun des deux nuages. En sorte que la dis-
persion du reste du nuage N(I)- JEE ou N(J)- &CC se mesure sur les
axes suivants : 2, 3 etc. . L'axe 2 apparait dans ce plan 1-2 comme
opposant &USA aux exportateurs africains (principalement MaRoc qui
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est le plus important). Nous le retrouverons dans le plan 2-3 objet
au y suivant.

5.2.2 Le plan 2.3

EBLoigue
. Ag=.53T3=13,%%
£7G o
sénégal I?#ﬂt
iECOURSS
TEEst ICAmada
EUSa -
. IPLo_gne IBRéSLl A1= - 32 ; 'Cz:28;4 o/°
ﬁ"f-‘"ffé’fxm I L JPom
elgi alle .
='MRoc IRM"”&ﬁde §5.2 : Analyae o‘wusamf
74 payd wm,
avec § 4@374 &ﬁn/a/am(é')
ISqum EJR , Ptan 2
jordarue

On distingue quatre groupes :

#USA sur l'axe 2, entouré de JCAnada, JBRésil, ‘JJaPon ; (la
position de JEurope de 1'Est et &CC : URSS dans ce secteur doit é&tre
nuancée par le fait qu'en relief par rapport au plan 2-3 ces points
s 'écartent sur l'axe 1, fait sur lequel nous reviendrons au § 6.3 en
lisant les listages de facteurs).

Z£MaRoc est isolé cette fois des autres exportateurs africains
et entouré de JeSPagne, JBeLgique, JUnited Kingdom, ‘JITalie. Le
pays JPoLogne est situé dans le méme quart de plan mais tré&s prés de
l'origine des axes. Les principaux clients de @ tlaRoc sont 1'ESpagne,
la FRance et les Pays-Bas, mais ces deux derniers pays : JFR et JNL
importent davantage des autres pays africains).

Sur le 3-&me axe les exportateurs africains (autres gque &MaRoc)
ainsi que &Belgique, celui-ci trés é&loigné sur le 3-é&me axe positif,
associés 3 JFRance et JNederLand s'opposent & EMaRoc.

Enfin, la JoRdanie : 2JR est isolée en tant qu'exportateur dans
un quadrant ol se projettent JINde: , JRoullanie et g JaPon ses trois
premiers clients (cf. profils des colonnes § 1.3), ‘E¥JoRdanie s 'oppo-
sant & Z£MaRoc sur le 2-&me axe et aux autres pays africains sur le
3-éme axe.

La position intermé&diaire de JDeutschLand reste une question

posée qul sera reprise & l'aide des listages de facteurs.
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5.2.3 Le plan 5-6
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Plan 5-6

Nous représentons le plan 5-6 afin de montrer comment se disper-
sent les nuages dans un plan perpendiculaire aux premiers axes facto-
riels (1, 2, 3, 4) : la plupart des points sont massés au centre et
quelques uns s'écartent de l'origine. Ce sont :

EToGo et JNederLand s'opposant sur l'axe 5 & ¥Sé&Négal et
JUnited King.d'une part, & 2ZBeLgique et JDeutschLand d'autre part,
ces deux derniers groupes s'opposant entre-eux sur l'axe 6. Du cé6té
de EBeLgique sur l'axe 6, =ZJoRdanie s'écarte du centre avec IJRou-
Manie.

Les faits les plus massifs oll entrent en jeu les trois plus gros
exportateurs : XUSA, #MaRot et ZCC : URSS, ayant déterminé les pre-
miers axes, le plan 5-6 se trouve étranger 3 ces faits : les exporta-
teurs USA, MaRoc et URSS se projettent au centre de ce plan. Tandis
qu'apparaissent des faits n'intéressant qu'un petit nombre de pays :

SEToGo 2-éme fournisseur de INederLand aprés EUSA ;

SBeLgique, 4-éme fournisseur de <JDeutschLand aprés SEUSA ,
=CC : URSS et EMaRoc ;

X SéNégal, 2-éme fournisseur de JUnited King. aprés <&EUSA ; et
enfin, quoique plus central :

EJoRdanie, 4-éme fournisseur de JRouManie, apré&s =£MaRoc,
=X CC et ZEUSA.

Ainsi le plan 5-6 rend compte de faits réels bien que ne repré-
sentant que 5% de l'inertie du nuage. Mais ces faits, d'autant plus
interessants qu'ils sont moins évidents a priori, se verront avec plus
de précision sur le tableau des facteurs (§ 6).

Au cours de l'examen des graphiques plans deux questions se po-
sent constamment : quels éléments ont déterminé les axes ? Ol est si-
tué dans le nuage multidimensionnel un point dont on observe la pro-
jection sur tel ou tel plan ? La réponse a ces questions se fait & 1l'ai-
de des coefficients CTR et COR qui sont imprimés avec les facteurs :
cf. § 6.
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6 Les tableaux des facteuns sun 1 et sun J : addes a L'intenpré-
tation

Les facteurs sur I et sur J sont présentés dans deux tableaux
distincts mais semblables : en lignes, les points représentant les &-
léments de I (ou de J) dont les facteurs sont les coordonnées sur les
axes principaux d'inertie. Trois premiéres colonnes QualiTé&, PoiDS§,
INeRtie en concernent pas un facteur particulier (cf. § 6.1). Puis
pour chaque facteur, un groupe de trois colonnes : le facteur lui-mé-
me, Fa ; COR ou CO2 (cf. § 6.3) ou part de l'axe o dans l'explication
de l'écart du point considéré au centre de gravité du nuage ; CTR (cf.
§ 6.2) ou part du pays considéré dans la dispersion du nuage le long
de l'axe a. En genéral, on n'imprime pas tous les facteurs : la lar-
geur du papier d'imprimante permet le listage sur une ligne de 7 fac-
teurs.C'est ce qui justifie la présence de la colonne OLT donnant la
qualite de la représentation de chaque point par ses 7 premiers fac-
teurs.

N.B.1 Sauf avis contraire, toutes les valeurs imprimées sur les ta-
bleaux sont en milliémes ; e?g? 73 est & lire : 0,073.

N.B.2 Les sigles dé&signant les diverses colonnes des tableaux peuvent

différer d'un programme a l'autre. Par exemple le poids est tantdét dé-
signé par POID, tantdt par PDS etc. .

6.1 Les colonnes : qualité, posds, inenitie

8 PDS : fi = k(i) /k : fj = k(3)/k : fi : rapport du total k(i) de la
ligne i du tableau kI,J au total k du tableau ; fj : rapport du to-
tal k(j) de la colonne j du tableau kI,J au total général k. Les quan-
tites dejd présentées au § 1.2 sont les poids attribués aux divers élé-
ments de I et de J dans l'analyse. Les fi constituent la colonne POIDS
du tableau des profils des lignes ; les fj la ligne POIDS du tableau
des profils des colonnes. Le total de la colonne poids vaut pour cha-
cun des tableaux (de I ou de J) : 1000/1000 = 1 car {k(i)|i ¢ I} =
I{k(j)lj ¢ I} = k.

® INR : INR(i)

inerth(fiJ)/inertie totale de N(I) ;
INR(3) = inerth(ij)/inertie totale de N(J) .

Pour chaque point fj de N(I) (profil de la ligne afférente
au pays importateur i) ou f% de N(J) (profil de la colonne du pays

exportateur j), INR donne en milliémes la valeur de l'<Znertie de ce
point par rapport au centre de gravité du nuage (i.e. du produit de
la masse par le carré de la distance au centre), rapportée & 1l'iner-
tie totale du nuage.

Remarque la colonne POIDS donne pour chagque pays i la part qu'il a
aans le total du tableau ; et la colonne INR la part qu'il a dans
l'inertie totale du nuage. Si pour ce pays, INR est nettement supé-
rieur & POIDS, cela ne peut &tre di qu'a sa distance élevée a l'ori-
gine. On a ainsi le moyen de repérer les points excentriques de méme
que les points centraux, pour lesquels POIDS est nettement supérieur
a4 INR. Par exemple, 9YJEE est excentrique, JPL relativement proche du
centre (en effet, 1'Europe de 1'ESt a 1'URSS pour fournisseur quasi
exclusif, tandis que la PoLogne (cf. infra) a recours & plusieurs ex-
portateurs (en particulier au MaRoc et aux USA).
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= QLT : QLT(i) = dz(fJ, prl'm'n(fj‘J))/dz(fJ,fiJ) <1.

Soit i un élément de I, de profil f%’ dans 1'espace RJ. Le ta-

bleau comporte, ligne i, n facteurs imprimés (en général n = 7 ou

n = 14 cf. supra). Ces facteurs sont les coordonnées du profil ffJ sur

les n premiers axes principaux d'inertie et décrivent la projection
i

de f

J
pr, n(fﬁﬂ (cf. § 4.0). La figure correspond au cas n = 2 :
r ree g .

sur l'espace engendré par ces axes ; projection que nous notons:

axel

£ X
IR

(fJ est le centre de gravité du nuage N(I), origine des axes).

La projection orthogonale diminue les distances, en sorte que
l'on a toujours :

ats £) < awg g, ),

g Pry,..,ntg

l'egalité n'ayant lieu que si fﬁr coincide avec sa projection, i.e.
est situe dans l'espace engendré par les n premiers axes. Dans ce cas,
QLT = 1 et la représentation de f%J par ses npremiers facteurs est par-
faite. S'il n'en est pas ainsi, la représentation dans l'egpace engen-
dré par les n premiers axes sera d'autant meilleure que fi] sera plus
proche de sa projection et QLT plus voisine de 1.

Dans notre exemple, il y a exactement 7 axes factoriels, en sor-

te que tous les facteurs sont imprimés. Quel que soit i, QLT = 1 =
1000/1000. HNous reviendrons sur QLT & propos de OOR (§6.3.4).

Ce que nous venons de dire se transpose au tableau des facteurs
sur J : pour tout &élément j de J de profil f%: dans RI '

Sy 42 34,42 J
QLT(3) = d (f; 'Pr1,...,nf1)/d (f1 » £7) < 1.

6.2 Contrabuteon nelative d'un point a un axe : CTR

Nous considérons successivement le calcul de cette contribution
CTR pour un point i du nuage N(I) (§ 6.2.1) ; le calcul, tout analo-
gue, fait pour un point j de N(J) (§ 6.2.2) ; l'utilisation simulta-
nee des CTR afférents 8 I et 83 J (§ 6.2.3).

6.2.1 Calecul de CTR pour un point 4 du nuage N(I)

" CTRa(1) = fi(pu(i))z/xa.

On sait (cf. § 4.2) que : Aa = I{f,(Fa(i)?|i eI} : CTRa(i) donne donc
pour tout pays i de I la part de ce pays i dans l'inertie Ac du nuage
N(I) projete sur l'axe a.

La somme I{CTRa(i){|i e I} vaut 1000/1000 = 1 : le total 1000 est
souvent écrit au bas de la colonne CTR.
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6.2.2 Caleul de CTR pour un poant § du nuage N{J) : La syrmétrie avec
N(I) est totale :

B CTRa(j) = f (Gu(j))/ku.
On a : ).a = ):{f (Ga(J)) }j € J} + CTRa(j) donne donc pour tout

pays j de J la part de ce pays Jj dans l'inertie )Aq du nuage N(J) pro-
jeté sur l'axe .

La somme I{CIRa({j)|3j ¢ J} vaut 1000/1000 1.

6.2.3 Utelasation ssmultante des CTR afférents a 1 et a J

En parcourant la colonne CTR pour un nuage et un axe donnés, on
repére les &léments qui ont le plus de part & l'inertie du nuage pro-
jete sur l'axe. On dit que ces éléments font l'axe. Voici ce qu'on en-
tend par la. D'une part, si on refait l'analyse sur un tableau de don-
nees modifié en supprimant certaines lignes ou colonnes dont aucune ne
correspond & 1'un de ces é&léments, le facteur se retrouve généralement
peu modifié. Si, d'autre part, on supprime des éléments apportant une
contribution majeure & un facteur, celui-ci disparait. Quand un facteur
est créé par un ou deux éléments comme c'est le cas ici pour le facteur
1 créé par JEE et &ECC (cf. infra), la suppression de ceux-ci fait
disparatre ce facteur, le reste de l'analyse subsistant peu modifié
mais avec un décalage des axes. Dans le cas présent, le plan 2-3 se
retrouverait comme plan 1-2 ; etc. . On peut ainsi répondre & la ques-—
tion formulée 3 la fin du § 5 : quels &léments ont déterminé les axes?

1 PR' ALT PDS INR ' F#1 CO2 CTR ' F2 CD2 CTR ' F43 CO2 CTR ' F#4 CO2 CTR * P85 CEO2 CTR * F36 (02 CTR ' F#7 CO2 CTR

JBL ' 10e@ 49 22 * 20 1 B -4B4 390 31 ' 308 JW6 SR '-293 286 63 '-194 %@ 39 27 2t ‘43 5 b

IPL
1RM
IEE

1008 62 29 '-558 883 57 '-93 23 2 '-145 55 i1 '3 @ @ ‘-198 59 I -3 O3 3 15 5B 89
1000 43 3B '-642 52539 178 40 4 ' 379 1B4 41 ' 3BY 184 76 ' 147 28 16 ' 030 21 21 ' 415 17 28
1000 78 284 ' 1932922 647 ' 523 47 &7 '129 4 8 ~B5 1 3 '27 @ t -3 5 48 '18 @ @

ICA ' 1889 B6 139 ' 787 342 117 ' 1@3B 595291 ' 138 9 9 -265 39 74 '45 1 3 t15@ 13 58 -2 @ 2
IFR ' 1000 158 182 ' 288 57 14 '-564B SS7 200 ' 498 J2B 245 ' f53 31 A3 '16 @ 1} G4 4 14 ' 138 22 14
IDL ' 1080 90 5@ '-59 6 1 ' 242 94 17 ' 516 427 157 ' 187 19 13 ' 3Bb 149 14b * 429 294 493 '-B1 i1 3@
HT ' 190859 15 '226 1887 '-28B 1558 '317 3/ I9 'S 9 2 46 @ B ‘3@ 5 3 '289 294 239
TP ' 1000 70 37 ' 514 450 41 ' 473 38150 ' 222 B4 23 ' 198 62 31 ‘@ & B -4 3 4 1M P9 W
INL ' J@9@ 5B 51 '292 59 7 '-522 77950 ‘444 2§01 74 'S5 @ 8 ' 599 36T 6N '-G2 3 5 1299 92 252
ISP ' 1@80@ 57 77 '8 @ B ‘-7hb 389100 ' 822 449252 ' 435 126132'37 1 1 ' 219 32 B '-66 3 12
TUK ' 1990 49 S6 ' 156 19 3 ' 715 419 8@ ' 491 29 12 ‘47 2 1 ' 6Bl 378 399 '-198 127 235 ' 230 42 128
TIN ' 1000 52 63 '398 11718 ' 411 12428 '-471 16476 ' 891 5B 5@2'2 @ @ ‘417 18 21 '3 @ @
IBR ' 1008 6B 44 ' 569 444 49 ' 504 422466 '-52 4 1 '-269 0@ 62 '18 B @ ‘74 B )1 Y126 22 92

1

1

]

J PR* BALT PDS INR ' F#1 D2 CTR ' F¥2 CO2 CTR * F|3 co2 DTR ' F#4 CO2CTR ' FS CO2 CTR * F96 COZ CTR ' F47 (€02 CTR

L IR — T T L L T TR R . [ PR —— P T T Sy Ul S uu

EBJ ' 100032 &7 ' 145 9 2 ' 439 84 2D ' M5B 5T4 28' Y4 11 436 B3 187 ' 752 4554591 4 1
EUS ' 1800 35520 ' 528 443220 ' 585 S43385°' @ 4 & '-73 9 25 -9 @ 1 '27 1 & ‘-2 @ @
EJR' 180827 89 '@ @ D ' 466 67 19 '-7B4 199 1M1 ' ISI97I3 773 '-164 B 13 1263 24 57 '9 @ ®
EMR ' 1BD@ 337 122 '-44 5 2 '-491 402259 '-370 342384 '-133 45 74 28 1 2 '45 5 20 '-B @
ESN ' 1808 37 &4 ' 299 46 7 '-767 306 AB ' 432 97 45 ' 45B 109 94 ' 707 258 318 '-541 152 321 ' 247 %2 {1@
ET6 ' 1800 61 95 ' 156 14 3 '-B21 3B7 129 ' 493 275191 ' 136 11 14 -721 299 549 ¢-110 7 22 '-103 b 32
ETN ' 1BOB 42 32 '-180 12 1 '-8449 23927 ' 487 19546 ' 184 4D 17 ' 118 17 10 '-124 18 20 ' 637 479 8%

ECC'l“lllﬂl!‘?‘-lnl?llhﬁ'52" 9% 'i537 17 ¢33 8 2 'L @ B '45 1 7 -3 8 7

Sur 1l'axe 1, on repdre, dans I :

colonne CTR1 : JEE : 647 avec Fl
JcA : 117 avec F1

-1932
787 ;

on en déduit, quant & l'ensemble des importateurs N(I), que l'axe 1
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est fait principalement par JEE, secondairement par JCA qui s’'oppose
sur cet axe a JEE.

Dans J, on repére :

colonne CTR1 : &CC = 765 avec Fl =-1784
2US = 220 avec F1 = 528 ;

l'axe 1 est fait par 3CC ; secondairement par ZUSA qui s'oppose sur
l'axe & Z2CC(URSS).

Dans la représentation simultanée des deux nuages, en projection
sur le plan 1-2, on voit en effet aux deux extrémités de l'axe 1: Eu-
rope de 1'ESt associé & '2CC d'une part; JCPnada, ZUSA d'autre part.

Sur l'axe 2, on repére :

pour I, JCA : CTR = 291 ; F2 = 1038

JFR : CTR = 200 ; F2 = -648
JSP : CTR = 105 ; F2 = -766
pour J, 3US : CTR = 385 ; F2 = b85S
EMR : CTR = 259 ; F2 = -491

L'axe 2 est donc fait par l'opposition entre les exportateurs
USA(F2>0) et Maroc(F2<0) au sein de N(J) ; et, corrélativement, au sein
ae N(I), par l'opposition entre Canada d'une part (F2>(0) ; et France
et Espagne d'autre part (F2<0), oppositions qui apparaissent dans la
représentation simultanée des deux nuages sur les plans 1-2 et 2-3 :
cf. §§ 5.2.1 et 5.2.2. La part prépondérante des USA dans}2, alors que
son poids (355) est voisin de celui du Maroc (337) est due & l'attrac-
tion de YCanada dont la totalité des importations de phosphates vient

Jca

de USA(f =us ~ 99,9%).

L'axe 3 est déterminé par les oppositions suivantes :

dans N(I): EsPagne : CTR = 252 ; F3 = -822
FRance s CTR = 245 ; F3 = 498
dans N(J): MaRoc : CTR = 305 ; F3 = =370
BeLgique : CTR = 280 ; F3 = 1150

En poids la Belgique représente le dixié&me du poids du Maroc.
La France et 1l'Allemagne absorbent 83% de ses exportations de phospha-
tes (cf. profil de <&£BL § 1.3). Nous trouvons ici (axe 3) la Belgique
associée 3 la France ; sur l'axe 6 nous la trouverons associée & 1'Al-
lemange.

Poursuivons l'examen des axes.

Axe 4 :
dans N(I): JIN : CTR = 503 ; F4 = 891
dans N(J): &JR : CTR = 773 ; F4 =1520

L'axe 4 est donc l'axe de la Jordanie, associée & son principal
client : 1'Inde.

L'axe 5 oppose XSé&Négal, associé & UUnited Kingdom, & &ToGo
é &

associ JINederLand.
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L'axe 6 oppose <&BelLgique associé & JDeutschLand, 3 XSéNégal
associé & JUnitedKingdom.

L'axe 7 est 1l'axe de la Tunisie : &TN : COR = 836 ; F7 = 637.
C'est le seul pays exportateur se projetant sur la partie positive
ae l'axe, associé & JFRance, JITalie, et JPoLogne, qui importent
respectivement 12%, 9% et 7% de leurs phosphates de Tunisie et qui, &

eux trois, absorbent 76% des exportations de ce pays.

Ainsi, comme nous l'annoncions au § 5.1, tous les axes de cette
analyse rendent compte de réalités clairement interprétables.

6.3 Contrnibution nelative d'un axe 4 L'écart d'un point au centre

Nous touchons ici au but essentiel de l'analyse qui est de déter-
miner en quoi un pays s'écarte de la moyenne, laquelle est représentée
par le centre de gravité du nuage, origine des axes factoriels. Apreés
les formules de définition de CORa (1) et de CORa(j) (§ 6.3.1) et (6.3.
2), nous considérons successivement la définition usuelle de cette con-

tribution COR comme un cos® (§ 6.3.3) ; le lien entre COR et QLT (§ 6.
3.4) ; l'interprétation de COR comme corrélation (§ 6.3.5) ; et enfin
nous utilisons les COR pour compléter l'interprétation des graphiques
commencée au § 5.

6.3.1 Calcul de COR poun un poant i du nuage N{I)

CORa (1) = (Fu(i))z/dz(fJ,fiJ) .

On se rappelle que f est le centre de gravité du nuage N(I) (§
2.2) ; f‘J, profil du pays i, le point qui représente i dans le nua-
ge N(I) (§ 2.1.2) ; et que le carré de la distance de f a f a pour
expression en fonction des facteurs (§§ 4.0 et 4.2) :
dz(fJ ,fﬁﬂ =Z{(Fa(i)F| o0 =1l,e, 7} ; (7 est le nombre de dimensions

du nuage dans notre exemple, i.e. le nombre de valeurs propres non
nulles). CORa(i) est donc la part du facteur a dans le carré de la
distance du point représentant le pays i au centre du nuage, fJ » qui
est l'origine des axes factoriels.

6.3.2 Caleul de COR poun un poant § du nuage N{J)

®  CORa(j) = (Ga(j)F/dz(fI,f%) . .
fI est le centre de gravité du nuage N(J) ; f%
le pays j dans le nuage N(J) et 1l'on a :

le point représentant

dz(f ,fj ) =2 {(Ga ()P ]a = Lyeu, 7} ;

MRo (j) est donc la part du facteur o dans le carré de la dis-
tance du point représentant le pays Jj au centre f du nuage, origine
des axes factoriels.

Dans la suite, ce gue nous dirons d'un CORa (i) ou CORB (i) wvaut
pour un j.

6.3.3 COR est un cosinud au carré : Reprenons la formule de dé&fini-
tion : CORa(i) = (Fa(i)F/dz(fJ,fiﬂ . Le numérateur (Fa(ilF n'est autre
que le carré de la longueur de la projection du rayon (fJ,flJ) Jjoignant

l'origine : fJ au point représentant i ffj, projection que l'on
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. i
note : (f;, pr,(£,),

g d ”.1 ! M’G‘) ‘W‘q (‘F;T e

<2 i 2 i
CORa (i) = 4 (fJ.pra(fJ)/d (5,575 .

Ce rapport caractérise l'angle 8a(i) que fait avec l'axe a la
direction dans laquelle le pays i s'écarte du centre :
CORa (i) = cos? ea(i).

Si cet angle est nul, i.e. si le point f{I est sur l'axe, CORa(i)
= 1. On dit alors que l1l'axe o explique & lui seul 1l'écart de i au cen-
tre. C'est & peu prés le cas de 1l'axe 1 pour JEE : CORL1( JEE) = 922/
1000 =1. Au contraire, si le point i s'écarte du centre dans une di-
rection perpendiculaire & 1l'axe considéré l'angle 8 vaut 90° et CORa(i)
= 0. On dit que l'axe est étranger 3§ l'écart du point i au centre.
C'est le cas de l'axe 5 pour JFR : COR5( JFR) = 0.

Ainsi, en parcourant dans la ligne d'un pays les divers COR af-
férents aux divers axes, on repére les axes qui expliquent 1'écart
des pays au centre : ce sont ceux pour lesquels COR a une forte va-
leur ; dans le nuage, le pays est situé 3 proximité de ces axes. On a
ainsi le moyen de répondre & la question : oll se trouve, dans le nuage
multidimensionnel, un point dont on observe la projection (cf. § 5 in
fine) .

Considérons deux axes a et B et le plan qu'ils engendrent ; no-

tons 2 la projection sur ce plan ; pr, la projection sur l'axe a;

B <
prB celle sur l'axe B. Pour un point f{] du nuage (comme pour tout au-

tre point) la projection de ff] sur l'axe a coincide avec celle de la
projection de fg sur le plan o-B.

pro(£Y) = pro(er g (£ ;

et de méme :

prB(fiJ) = prg(prog (£ .
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Notons ea(i)' eﬁ(i) eaB(i) les angles que fait le rayon fin‘I

avec l'axe a , l'axe B et sa projection sur le plang-g:(f_,pr _(£f_)
on a : J 8 '

2 i 2 i i
a? (£g.pr o (£ =a? (£, pry (5 0+ P prg (£L)

2 N 2 R 2
cos eas(l) = cos ea(l) + cos es(i).
En sorte que la somme : (CORa{i) + COR B (i)) donne le cos2 de

l'angle que fait le rayon(fJ, f%J)avec le plan o-B.

L'interprétation de COR comme un cos2 justifie la notation CO2
parfois utilisee pour COR.

6.3:4 Caleul de La qualité QLT comme somme de COR : Au § 6.1 nous avons
aefini la qualite de representation QLT d'un point i de I par les n
premiers facteurs comme le rapport :

- g2 i 2 i
QLT d (fJ: prl,.“,n(f.J»/d (fJ,f.I)-
Oor, prl’.“'n(ffj) ={Fl(i), F2(i),..., Fn(i)}, ensemble des coor-

données de f{] sur les n premiers facteurs (cf. § 4.0), et :

2 i _ .2 s w2 L2
da (fJ, Prl,.",n(f.J» = F1(1))" + (F2(i))" +..+ (Fn(i))" ;
en sorte que le rapport QLT n'est autre que la somme des n coeffi-
cients de correlation COR afférents au point 1i:

QLT = OOR1 + COR2 +...+ CORN.

Si, comme c'est le cas dans notre exemple, la totalité des fac-
teurs se trouve imprimée, i.e. si n est &gal au nombre de valeurs pro-
pres non nulles, on a, pour tout elément 1:

a%(g,,£8) = (FL(? + (F2(i)? + (Fn (i ;
et la somme des COR de la ligne vaut 1 :

CoRl(i)+.n+C0Rn(i)=((F1(i»z+.“+(Fn(i))2V((F1(i»2+".+(Fn(i»2)
(de méme que la somme des (TR d'une colonne vaut 1 : cf. § 6.2.2). Nous
retrouvons ici le fait que QLT vaut 1 quand la représentation est par-
faite. Sion, la somme des COR afférents 3 un élément i est inférieure
4 1 ; de facon précise, si, sur le nombre total p de facteurs on n'en
imprime que n (les n premiers), la qualité est & diminuer des COR af-
ferents aux facteurs non pris en compte :

QLT = 1 - (COR(n+1) + COR(n+2) +...+ COR )

6.3.5 Intenprniétation de COR comme coxarélation : On peut montrer que
COR (1) est un coefficient de corrélation entre fonctions sur J :

Revenons au tableau de données {k(i,j)|i ¢ I, J ¢ J} et divisons
tous les nombres k(i,j) par le total k. On obtient le tableau

. . Cowi 4 ii_ ¢ £, on £.£.
{fljll eI, jedJd} avec fij k(i,j)/k. Posons encore d fi 5 ot f, 3
sont les poids des eléments i et j définis au § 1.2. Le pays i étant

13, Et CORa(i) est le coef-
ig

fixé, {a'?]j ¢ J} est une fonction sur J : @
ficient de correlation entre le facteur Cu(fonction sur J) et d
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(fonction sur J egalemer’:t) . De méme ORa(j) est un coefficient de cor-
relation entre Fa et atl (fonctions sur I).

o C'est pourquoi l1l'on dit d'un pays i ou j pour lequel (OR est
voisin de 1 qu'il est bien corrélé a4 L'axe «.

6.3.6 Usage ae COR dans L£'interprétation des graphiques : Comme nous
l'avons dit plus haut § 6.3.3, en parcourant dans la ligne d'un pays les COK
afférents aux divers axes, on repére les axes qui expliquent 1l'écart
du pays au centre : ce sont ceux pour lesquels COR a une forte valeur;
dans le nuage, le pays est situé 3 proximité de ces axes. On a ainsi
le moyen de répondre 3 la question : ol est situé, dans le nuage mul-
tidimensionnel le point dont on observe la projection sur un plan (cf.
§ 5 in fine).

Voici comment la lecture des COR aide 3 interpréter les groupe-
ments observés sur les graphiques plans.

Dans le plan 1-2 (§ 5.2.1) se trouvent groupés : &£TuNisie, zMa-
Roc, ZBelLgique, 2S&Négal et £ToGo. L'examen des COR donne pour chacun
de ces pays le sous-espace de RJ dont il est le plus proche.

& TuNisie : axes 7, 2, 3 ; ZMaRoc : axes 2, 3 ; BeLgique : axes3, 6;
FSéNégal : axes 2, 5 ; &*ToGo : axes 2, 3, 5.

I1 faut donc exclure de ce groupe la Belgique dont 1l'é&cart au
centre n'est expliqué qu'a 8% par l'axe 2 (COR = §4) ; le point #BeL-
gique est proche du plan 3-6 : COR3 + COR6 = 820 ; nous avons vu en
consultant les CTR que XBL déterminait l'axe 3 en opposition a EMa-
Roc et l'axe 6 en opposition & # SéNégal. Nous voyons ici, en consul-
tant les COR que l'axe 3 explique 57% de son &cart au centre, et 1'axe
6 : 25%. En consultant de méme les COR sur l'ensemble I, on voit que

JFRance et YDeutschLand sont bien corrélés tous deux & 1l'axe 3 :
COR = 328 pour la France et 427 pour 1l'Allemagne ; ainsi la position
de &BL 3 l'extremité positive de l'axe 3 dans le Plan 2-3 (§ 5.2.2)
et celle, du méme cdte de l'axe, de chacun des deux pays J FRance et
JDeutschLand traduit bien l'association de ceux-ci avec ZBeLgique dont
11s absorbent & eux deux, nous l'avons déja dit, €4% des exportations.

Il reste 3 expliquer la position isolée de DeutschLand sur les
plans présentés au § 5. La ligne des OOR de JDL fait ressortir les
axes 3, 5, 6. L'allemagne a un profil de composantes moyennes sur les
principaux exportateurs ¥<CC, *USA, mais de composante inférieure a
la moyenne sur &MaRoc. Son originalité est son association avec la
Belgique. Donc, sur le plan 1-2 JDL occupe une position intermédiaire
entre ¥ECC et EUSA i cause de son déficit en ZMaRoc. Dans le plan
2-3, ODL se projette sur 1'axe 2 avec ‘EUSA; sur l'axe 3 avec %,BelLgique.
Dans le plan 5- 6 il se projette sur 1'axe 5 du c6té de ESéNégal a
cause de son déficit en &ToGo (alors que son profil a une composante
moyenne sur ZSN) et, sur l'axe 6, avec &EBelgique.

%YRouManie, dans le plan 1-2 occupe comme JDL une place inter-
médiaire entre &CC et HUS2. Sa ligne de COR indique une trés bonne
corrélation avec l'axe 1 (525) et une corrélation non négligeable avec
les axes 3 et 4 (184 pour chacun d'eux, soit 368 pour le plan 3-4).
Par rapport 3 la moyenne, le profil de la Roumanie est excédentaire en

2CC : 29% contre 10% ; déficitaire en ®USA : 18% contre 35% ; trés
légerement excédentaire en 2MaRoc (37% contre 33%) ce qui explique
sa position sur le plan 1-2 : dans le quadrant de ¥CC mais toutefois
assez centrale par rapport aux trois pbles qui caractérisent ce plan :
€cc, €MR et £US. Mais transversalement au plan 1-2, 'SRM s'écarte
sur l'axe 3 attiré par €MaRoc qui caractérise ce méme cété de l'axe ;

S RM s'écarte &galement dans la direction de l'axe 4, attiré par & JoR-
danie d'old il importe 12% de ses phosphates (alors que la composante
sur “¢JR du profil moyen est 3% ).
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Nous ne dirons rien ici de JPoLogne qui se projette sur le plan
1-2 au voisinage de la Roumanie et, sur le plan 2-3 prés de l'origine,
dans le quadrant du Maroc : JPoLogne servira d'exemple au § 7 ol nous

etudierons 1'évolution temporelle & l'aide des €lé&ments supplémentai-
res.

Il reste & commenter la position de &CC et JEE sur le plan 2-3
(§ 5.2.2). L'écart au centre du n ge de ZCC est expliqué a 91% par
1l'axe 1. Transversalement au plan 2-3, &CC s'oppose fortement & =US
dans la direction de l'axe 1 négatif ; mais dans le plan 2-3, en oppo-
sition & &MaRoc, &CC est associé & EUS. Ceci s'explique parce que
la penétration de &CC en dehors de 1l'Europe de l'Est ( JEE) se fait
en particulier en DeutschLand, pays oii, des deux fournisseurs mondiaux
&MaRoc, et &EUS, celui-ci l'emporte nettement.

? Les tableaux supplimentainres

7.1 Projection d'un profil quefconque sun Les axes factorniels

Supposons donné un tableau IS x J ayant méme ensemble J de colon-
nes que le tableau principal 14x8 objet des §§ précédents, mais dont
l'ensemble IS des lignes est un ensemble supplémentaire ajouté a l'en-
semble I. Par exemple, une ligne is de IS pourra représenter un pays
importateur non compris dans I tel que le Portugal ou le Danemark : on
aura, a la croisée de is et d'une colonne j, la masse k(is,j) de P205
exportée par j vers is pendant la période 1973-19&0 ; et le total k(is)
de cette ligne sera la masse totale de P205 importée par is durant cet-
te période, sans distinction de provenance. Le Profil de is sur J s'ob-
tient comme pour les éléments principaux (§ 1.3) en divisant la ligne
is par son total k(is) :

profil de is sur J=fiJs={(k(is,j)/k(is))|j ed}.

Ce profil est un point de RJ
sur J : P; < Ry fif € Py. Dans Py (od est situé également le nuage

N(I)) , 1'analyse du tableau kI I 3 14 lignes et § colonnes a mis en
’
place un systéme de 7 axes factoriels centrés en fJ , centre de gravi-

appartenant au simplexe des profils

té de N(I). on utilise ce systéme de coordonnées pour repérer n'impor-
te quel profil sur J.

La calcul pratique des coordonnées d'un profil quelconque sur J
se fait trés simplement par la formule de transition (cf. § 4.4). Ain-
si, pour le profil fﬁf de 1'élément supplémentaire is, on a :

: 1 N .
Fa(£55) = ()™ 2P Ga3) 13 e ).

Remarque 1 : Il est clair qu'on peut procéder de méme pour adjoindre a
1'analyse une colonne supplémentaire js en appliquant la formule de
transition aux composantes de son profil sur TI.

Remarque 2 : Supposons qu'un tableau principal IxJ comporte une ligne
i € dont le total soit trés faible relativement au total général k.
Les résultats de l'analyse seront les mémes que si cette ligne était
retranchée du tableau principal, 1'élément ie recevant sur les axes
factoriels les coordonnées que lui donne la formule des éléments sup-
plémentaires. C'est pourquoi on dit que, tandis que les &l&ments prin-
cipaux se placent sur des axes qu'ils ont créés en ce sens que ces axes
sont ajustés au nuage N(I), les éléments supplémentaires se projettent

sur les axes mais ne participent pas a la création de ceux-ci.
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7.2 Utelrsation des ELéments supplimentaines

Nous ne pourrons donner ici qu'un aper¢u de l'utilisation des é&-
léments supplémentaires. Quiconque aura &tudié attentivement de nom-
breux exemples concrets (e.g. dans le domaine de 1'économie) se convain-
cra que tout probléme é&noncé en termes généraux se ré&sout mathématique-
ment par les trois é&tapes suivantes : collecte de données pertinentes ,
construction & partir de ces données d'un tableau approprié au problé-
me, lecture de la solution, le plus souvent d'aprés la position d'é&lé-
ments supplémentaires.

Citons trois cas d'utilisation d'éléments supplémentaires.

Aprés une premiére analyse, on peut &tre amené 3 retirer du ta-
bleau principal des é&léments qui ont une inertie telle qu'ils détermi-
nent & eux seuls un axe, tandis que se trouvent masqués des faits qui
intéressent l'ensemble du nuage. On retire ces éléments perturbateurs
du tableau principal, mais on les place en éléments supplémentaires,
en sorte qu'ils se projettent sur les plans factoriels créés par les
éléments laissé&s en principal. Ainsi dans notre exemple, on aurait pu
placer &CC(URSS) en colonne supplémentaire et JEE (Europe de l(Est)
en ligne supplémentaire. Comme nous l'avons signalé au § 5, on suppri-
me par ce procédé le l-er axe de la l-&re analyse mais les axes sui-
vants restent axes principaux d'inertie, avec un rang décalé d'une uni-
té& par rapport & celui qu'ils ont dans la 1-&re analyse : le 2-&me axe
devient le l-er, le 3-éme devient le 2-é&me etc. .(Mais il n'en est pas
toutours ainsi : il se peut gu'une fois retiré& du tableau principal
les éléments qui créent & eux seuls un axe, les axes principaux d'iner-
tie du nouveau nuage principal différent des axes issus de la l-ére a-
nalyse).

On peut &tre également amené & placer un €lément nouveau en sup-
plémentaire, qui n'a jamais figuré dans le tableau principal : pour re-
prendre l'exemple du § 7.1, ce pourrait &tre le Portugal ou le Danemark.

Nous nous apesantirons davantage sur l'emploi systématique qui
a été fait des éléments supplémentaires pour suivre, année par année,
les profils annuels des divers pays importateurs de I. Pour simplifier
1'exposé nous ne suivrons ainsi,que les profils annuels de la Pologne (§
7.3).

7.3 Mise en éLéments supplémentasnes des profils annuels de pays ;
exemple de £a Pologne

7.3.1 Le nuage des pays-années : Nous avons présenté au § 1.0 le ta-
bleau kI g @ pour chaque pays i et chaque année t, ce tableau kaT,J
’

donne, ligne it, les quantités de P205 importées par i l'année t en
provenance des divers pays exportateurs de J : ZBeLgique, ZUSA etc..

Pour chaque pays it on définit son profil fﬁ; ; son poids fit :
total de la ligne it divisé par le total k du tableau principal kI,J’
d'ou, dans l'espace RJ des profils sur J le nuage des pays-—années, en-
semble de tous les points {fi:li e I ; t e T}, chacun muni de son poids
fit' Nous ne considérons dans ce § qu'une partie de ce nuage des pays-
années : le sous-nuage constitué par les huit points représentant lgs
profils annuels de la Pologne ; PL73, PL74,..., PL80. Ce nuage de huit
points {PL73,..., PL80} est imbriqué dans le nauge N(I) analysé aux §§
précédents et peut &tre projeté comme nous l'avons dit au § 7.1 sur les
axes factoriels et les divers plans qu'ils définissent, issus de l'ana-
lyse de N(I).
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7.3.72 Calcul des facteuns des profafs annuefs : A chaque profil annuel
de pays e.g. PL73 correspond une ligne du tableau k

Ir,J °
&BL 2US 2JR MR =SN &TG 2TN  =CC total
PL73 20 3390 47130 5538 40800 96878

d'ot un profil sur J dont les corposantes s'ocbtiennent en divisant les
nombres de cette ligne par le total ée la ligne : 96878 (c'est ainsi
gu'on a défini, pour le tableau principal, un profil par ligne au § 1.3).

&BL SUS ZJR MR XSN XTG &£TN &CC total
fJPL73 .C35 .486 .057 .421 1

L'analyse du tableau principal a fourni les facteurs de us ,
MR, TN, CC ; ainsi que les valeurs propres :

us MR TN cC
F1 .528 -.044 -.100 -1.784
F2 .585 -.491 -.449 .523

vl = .45 ; /2 = .32 etc. .

En appliquant la formule de transition, on obtient les facteurs
ou coordonnées sur les axes factoriels de PL73 :

F1( PL73)=(.45) /2 ((.528%0.35)-(.044x.486)
-(.100x.057)~(1.784x.421)) = -1.132

F2( PL73)=(.32) /2 ((.585x.035)~(.491x.486)
—(.449x.057)+(.523x.421)) = -.042

Le programme calcule tous les facteurs pour chacun des 8 points:
PoLogne-années, et les résultats sont présentés dans le tableau des
facteurs sur ISUPplémentaires.

7.3.3 Le tableau des facteuns sun ISUP

D'une fagon générale, le tableau des facteurs sur ISUP est pré-
senté comme celui sur IPRincipal avec trois preriéres colonnes : QLT,
POIDS, INR puis des groupes de colonnes F, COR, CTR afférents a chaque
axe. Mais les colonnes POIDS, INR, CTR n'ont plus ici total 1 comme
pour les lignes (ou colonnes) principales, puisque le total du tableau,
l'inertie du nuage et les inerties en projection sur les axes du nuage
ont été calculés sur le seul tableau principal. Par exemple

1SUP' GALT PDS INR ' F¥1 CO2 CTR * FA2 CO2 CTR * F4S CO2 CTR ' F44 CO2 CTR ' FAS CO2 CTR ' F46 CO2 CTR ' F#T LOZ CTR
1- - 1 - - - 1 ——le - - 1a - ] - -1 —_— - - —_— -
PL7S' BB 1B 13 '1I33USCE ‘42 1 @ 2% I 3 125 44 8 ‘e 3 4 '29 1 8 ‘19 B &
PLIA' RER Y 7 ' BST sAD 14 133 86 3 19 1399 ‘281 728 '€ 7 4 27 1 B % W 1
PLTS' 1888 11 6 647 716 1B 132 W 4 1228 89 4 ' 172 51 4 9 5 2 ‘-9 8 2 ' 230 9 2
P76 1008 11 5 529 5197 -392 284S 242 1994 19 f @ '129 %W 3 '@ 2 B 172 55 1
PLTZV 10BR 11 4 'R 1331 ‘=51 7 @ U152 &3 f ‘21 1186 ‘587 3548 ‘9 23 3 142 49 1)
PL7B' 100B 11 7 258 2691 '3 4 B 9 B B '13 81 2 352 523 '55 131 151 98 12
LTI @08 1B 2 4Bl 4184 49 10 @ '29 I B ‘28 2 B ‘261 26242 '-69 19 2 ' 158 B& 1t
PLBO' 1000 18 4 '-57 SI36 247 1232 ‘2R Y 312 19712 ‘152 48 4 52 5 1 ‘50 5 |
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POID ( PL73) =(total de la ligne PL73 / total de k; j) mesure 1'impor-
r

tance de PL73 par rapport & l'ensemble I, sans que PL73 fasse par-
tie de I.

7.3.4 Interpriétation des rnésultats

Les 8 lignes ont toutes approximativement mé&me importance quant
au poids. En revanche la colonne INR montre de grandes différences en-
tre les années : PL73 est le plus excentrique des 8 points. Avec les
années, le point Pologne se rapproche de l'origine : PL78 et PL79
sont les plus proches de l'origine ; puis PL80 s'en éloigne.

L'examen des coefficients COR fait apparaitre que les 8 points
sont bien corrélés & l'axe 1 ; pour tous, sauf deux : PL77 et PL78,
COR>.500 ; quant 3 ces deux derniers points, c'est & l'axe 5 qu'ils
sont le mieux corrélés.

Nous donnons le graphique plan 1-5, plan qui se rapproche au
mieux de l'ensemble des 8 points ; mais nous devrons nuancer l'inter-
prétation 3 l'aide des facteurs qui ont part 3 1l'écart de tel ou tel
point d l'origine.

¢ SNégal
87 Analysedu £, 1 25 <. 06
Aupplémen aife les 8 ,oriz/i 2;‘;&:’/5' ¢5 =527
cle la Pologne. , pays umportatew : JPL.
Trojection sur ke plen 1.5 ole N(3),
IPL et ses 8 profils annuels. EBLgiqu
PL}I3 ——— PL34—PLIS 2TNH4
\ EMRox, EVSa______
\ l Ai: 045
T1=405 ¢
Play L3S & Rdanie 12403 %
19
N
PL3g
PL}

ZTGo

Rappelons que l'axe 1 est l'axe de 1'URSS : &CC, qui s'oppose a
AUSA ; et que l'axe 5 est fait de l'opposition entre <SToGo et KSE&Ne-
gal. Le Maroc ne joue aucun rbéle dans ce plan : il se projette a 1l'ori-
gine d'ol il s'écarte dans le plan 2-3.

Dans le plan 1-5 représenté ici, on peut suivre d'année en année
le cheminement de la Pologne qui s'écarte d'abord de 1'URSS paralléle-
ment 3 l'axe 1 : PL73, 74, 75 ; puis incline sa route vers &ToGo ; et
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rebrousse chemin en 78, 79, 80, le dernier point PL 80 se trouvant &
l'emplacement de PL76.

BL us JR MR SN TG TN cC POIDS
PL73 € 35 0 486 57 421 10
PL74 6 619 70 304 9
PL75 131 7 484 16 9 83 269 11
PL76 55 30 536 15 79 78 207 11
PL77 270 55 255 172 76 172 11
PL7& 267 52 316 122 71 172 11
PL79 231 57 357 99 69 215 10
PL80 264 92 296 40 40 263 10
fJ 32 355 27 337 37 61 42 108

Profils sur J des huit pointe Pologne-années.

La colonne &£CC du tableau des profils sur J des huit points Po-
logne-années montre une décroissance de la composante sur &CC de PL73
a PL 77, 78 puis une croissance de la composante de PL78 & PL80 : ce
qui explique le mouvement de la Pologne en projection sur l'axe 1. La
colonne &EToGo explique le mouvement de la Pologne en projection sur
l'axe 5 & partir de 1976, le point extréme, PL77, correspond au maxi-
mum de la composante sur EToGo.

Ce graphique plan donne une vue générale de la trajectoire de la
Pologne au cours de la période 73-80 ; mais laisse dans 1'ombre des
faits ponctuels qui apparaissent sur le listage des 7 facteurs :

PL74, bien corrélé au 3-éme facteur, doit sa position particu-
liére & la forte composante de son profil sur =ZMaRoc ;

PL76, bien corrélé au plan 2-3, est, de méme, associé au Maroc.

PL77 et PL80 s'associent i la Jordanie sur l'axe 4.

PL76 et PL80 s'opposent entre eux sur l'axe 2 : PL76 est associé
au Maroc ; quant & PL80, il ne s'associe pas & &USA, puisque la com-
posante de son profil sur =USA est inférieure & la moyenne, mais se
projette au voisinage de &JR auquel il s'associe dans le nuage.

Dans le tableau principal k la ligne JPolLogne est le cumul

3 le

point JPL est donc le centre de gravité du nuage des huit profils an-
nuels de la Pologne. Nous donnons ici le profil de JPL ainsi que le

I,J'
des huit lignes supplémentaires PoLogne-années. Dans 1'espace R

profil fJ de la ligne de marge de kI J (cf. § 1.3).
I
BL us JR MR SN TG TN CcC
JPL € 161 34 415 4 68 69 250
fJ 32 355 27 337 37 61 42 108

La comparaison de ces deux lignes montre que des affinités par-
ticuliéres des divers profils annuels avec les pays de J ne subsiste
pour le cumul JPL que celle avec ZMaRoc. Quant & l'affinité avec
&CC, commune aux 8 profils annuels, elle est tr&s forte pour UJPL.

La position de JPL sur les plans 1-2 et 2-3 présentés au § 5
s'explique par l'association : JPoLogne, &MaRoc.
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7.4 L'étude des graphigues plans et la lecture des tableaux nous ont
permis de suivre dans l'espace multidimensionnel des profils sur J la
trajectoire de la Pologne année par année. Il resterait & faire de mé-
me pour les trajectoires des 13 autres importateurs principaux. Et, gu-
deld de cette étude individuelle des pays une question se pose : les
14 trajectoires occupent-elles des domaines séparé&s ou s'enchevétrent-
elles ? A combien de types principaux conviendrait-il de réduire la
diversité des 112 (14x8) profils annuels des 14 pays importateurs ?
Quels rapports ces types ont-ils entre eux 7 Autant de questions aux-
quelles seule la classification ascendante hiérarchique fournira une
réponse & la fois synthétique et précise.



