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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. X-1985-n<>2- pp. 145-190 

INTRODUCTION A L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES 

D'APRES L'ANALYSE DU COMMERCE MONDIAL DES PHOSPHATES 

[CORR. ECO] 

par t. Benzécn 

Le présent exposé s'appuie sur l'exemple d'un tableau (14 x 8) 
choisi dans la thèse de S. Maïza (cf. LPHOSPHATES] ou C.A.D. Vol IX, 
n° 1 pp 7-32). La petite taille du tableau (§ 1) restreint l'ampleur 
de l'interprétation (§§ 5 et 6) mais elle permet de suivre dans le 
détail la définition du nuage des profils (§ 2) et le calcul de la 
distance du x2 (¾ 3) ; et d'exploiter les aides à l'interprétation 
(¾ 6) sur un listage publié in extenso. De plus, avec l'introduction 
d'éléments supplémentaires (§ 7), est posé un problème de classifica­
tion déjà complexe. 

7 Vfilàzntat^oYi o.£ pn.ami,lfiQ. lzc.tun.0. dz& donnez* 

1.0 Le commence mondial de.4> pko&pkaXe.& au COUIA de la Y>tfilodz 1973-
1980 : On dispose d'un tableau ternaire croisant : 

I : ensemble de 14 pays importateurs : 

Belgique JBL 
Canada ^CA 
France ^FR 
Deutschland JDL 
Italie 3IT 

Japon JJP 
Nederland ?NL 
Espagne DSP 
United Kingdom JUK 
Inde 7IN 

Brésil 3BR 
Pologne JPL 
Roumanie J?RM 
autres pays d'Eu-
rope de l'Est (%) JEE 

(la première lettre U des sigles de ces 14 pays rappelle que ce sont 
des pays importateurs) ; 

ensemble des 8 pays exportateurs (2) 

Belgique 
USA 
Jordanie 
Maroc 

£*BL 
^US 
£*JR 

Sénégal 
Togo 
Tunisie 
URSS (CCCP) 

2SN 
^TG 
^TN 
£CC 

T : ensemble des 8 années : 1973 à 1980. 

Ce tableau ternaire, désigné par k est défini ainsi : 
I, J, 1 

Pour tout triple (i,j,t) d'un pays importateur i de I, d'un pays 
exportateur j de J et d'une année t de T, le tableau donne le nombre 
Mi,j,t) qui exprime en milliers de tonnes de P2°c

 l a quantité de phos-
phate exportée par le pays j vers le pays i , l'année t. Par exemple, 
(*) Docteur-ès-Sciences, 

(*) Bulgarie, Hongrie, RDA. 

Les cahiers de l'analyse des données 0339 3097/85/02 145 46/$ 6 60 © Gauthier Villars 



1 4 6 F. BENZECRI 

pour i = 2/FRance, j = ^MaRoc, t = 1973, le tableau donne k(^/FR# 
£MR,73) = 575 : en 1973 le Maroc a exporté 575 milliers de tonnes de 
P„0C vers la France. 2 5 

Remarque 1 : Que le produit exporté soit du minerai brut, de 
l'acide phosphorique, de l'engrais, ou toute autre préparation à base 
de phosphates, on s'intéresse à la masse de P^O^ qu'il contient. Ain­
si, une même quantité de P20_ peut être exportée une première fois 

l'année tl sous forme de minerai du pays jl vers le pays il où elle 
est élaborée, puis exportée une seconde fois l'année t2 sous forme de 
produit phosphaté du pays j2 = il vers un troisième pays i2 etc. ; en 
sorte que cette même quantité de P?0_ est comptée dans le nombre k(il, 
}1, tl), dans le nombre k(i2,j2,t2) etc . . C'est le rôle d'intermé­
diaire du pays j2 = il que joue la Belgique qui, de ce fait, figure à 
la fois dans les ensembles I et J. 

Remarque 2 : Les pays constituant I et J sont les principaux importa­
teurs et exportateurs de produits phosphatés ou de minerais, à l'exclu­
sion du marché quasi fermé de l'Océanie (Australie, Nouvelle-Zélande 
et producteurs insulaires de l'Océan Indien et Pacifique : Christmas , 
Banaba et Nauru). 

Remarque 3 : Tous les nombres k(i,j,t) sont positifs ou nuls. 
L'analyse des correspondances s'applique à des tableaux rectangulaires 
de nombres dits encore tableaux binaires (i.e. croisant seulement deux 
ensembles). C'est pourquoi l'on construit à partir du tableau ternaire 
de données, les tableaux binaires décrits au § 1.2 ci-dessous. 

1. / Le-6 tableaux bX.nai.n.<Lh <lt>àuA du tablzau tzxna^KQ. . 

Les marges : On appelle tableau binaire de marge du tableau k_ _. _ 
i, J , i 

tout tableau obtenu par sommation des k(i,j,t) sur l'un des trois en­
sembles. On construit ainsi les 3 tableaux binaires : 

k_ _ : tableau donnant pour tout couple (i,j) d'un pays importa-
î, j 

teur. i de I et d'un pays exportateur j de J, le nombre k(i,j) = 

E{k(i,j,t}| t e T} , masse totale de P->0_ exportée par le pays j vers le 

pays i au cours de toute la période 1973-1980. 

(C'est ce tableau k que nous avons choisi pour présenter en 
±, j 

détail les constructions géométriques de l'a. des c. et l'interpréta­
tion des résultats de calcul). 

k : k(i,t) = E{k(i,],t)| j e J}/ masse totale de P2°5
 i m P o r t é e 

par le pays i l'année t en provenance de l'ensemble des 8 pays ex­
portateurs de J. 

k_ „ : k(j,t) = Z{k(i,j,t)| i c i}, masse totale de P0Oc exportée 
J , 1 £ D 

par le pays j l'année t vers l'ensemble des 14 pays importateurs de i. 
En outre, le tableau ternaire des k(i,j,t) peut être disposé en 

tableau binaire (qui n'est pas un tableau de marge) de trois façon dif­
férentes, en prenant pour première entrée le produit de deux des ensem­
bles I, J, T et pour deuxième entrée, le troisième ensemble : 

kIxTtJ • k(( i,t) ,j) = k(i,j,t) ; 

kJxT,I : k(( j , t ) 'i> = k(i,j,t) ; 

kIxj,T : M ( i , j ) ,t} = kU'J't)-
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Nous utiliserons le premier de ces trois tableaux : kT m _ c IxT,J 
au § 7 pour exposer la technique des éléments supplémentaires : chaque 
pays importateur y figure huit fois, une fois par année ; e.g. 

FR73 ? FR74 ^.. . ? FR80. 

On remarquera que chacun des tableaux de marge a un ensemble 
d'entrée en commun avec l'un des trois tableaux binaires du type pro­
duit défini ci-dessus : 

kI,J a V 6 C kIxT,J '" kJ,T a V e C kIxJ,T ; kI,T a V S C kJx T,I * 

Considérons par exemple k_ T et k_ _ _ . Pour tout j de J et 
1 , J _L X-L , J 

tout i de I, le tableau kx _ donne un nombre k(i,j) et le tableau 
i, J 

k_ _ _ donne huit nombres dontk(i,j) est la somme : 
L x 1 , J 

k(i,j) = k(i73, j) + k(i74, j)+ + k(i80, j). 

Si l'on dispose ces tableaux en rectangles en réservant : 

pour chaque pays j de J, une colonne ; 

pour chaque pays i de I, une ligne dans k , 
i , j huit lignes dans k 

on peut les placer l'un sous l'autre. 
I x T , J ; 

k ( i , j ) 

M D ) . 

OBL 
3CA 
IJFR 
3DL 
DIT 
3JP 
3NL 
3S£ 
fUK 

3IN 
3BR 
DPL 
ÎJRM 
"3EE~ 

marge 

BL73 
BL74 
BL75 

BL80 
CA73 
CA74 

^BL 

2 
311 
322 
42 
£ 

299 
o~ 

122 

29 
E 
E 

3149 

£US 

1305 
8335 
2691 
3808 
1883 
4426 
-1484' 
339 
645 

2559 
4918 
1284 
768 
201 

111 
75 
75 

270 
1004 
1020 

^JR 

70 

2 
996 

271 
483 
136 

"2674 

^MR 

3573 

4891 
1445 
2881 
1540 
1853 
5073 
2852 
1149 
1398 
3311 
1541 
1398 

32905 

470 
482 
400 

500 

£SN 

25 

1484 
261 
67 

239 
249 

2 
971 
218 
15 
33 
6 

3570 

Ï*TG 

500 
8 

2526 
200 
195 
93 

1584 
85 
36 

540 
138 

5905 

45 
112 
36 

77 

8 

Ï?TN 

110 

1697 
288 
493 

59 
11 

197 
134 
241 
548 
22 

333 

4133 

196 
186 
63 

126 

^ C C marge 

293 

4 
1442 

E 
E 

84 

1996 
1206 
5533 

10558 

105 
60 
33 

283 

5806 
8345 
14674 
8766 
5755 
68204-k(i) 
5612 
5530 
4825 
5056 
6601 
7983 
4164 
7603 

97540-k 

Les nombres représentent des milliers de tonnes de P2°c ' ^
e s 

cases laissées blanches correspondent à des masses nulles ; les E à 
des masses inférieures à 1000 tonnes ; les marges donnent les totaux 
Jusqu'au § 7, nous ne nous occuperons que du tableau k 

I,J 
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Le tableau de nombres positifs ou nuls kT T est appelé tableau 
i, J 

de correspondance entre les ensembles I (lignes) et J (colonnes). Dans 
les calculs expliqués ci-dessous qui constituent l'analyse de ce ta­
bleau, les deux ensembles I et J jouent des rôles symétriques, en sor­
te qu'on ne changerait rien aux résultats en mettant en lignes les pays 
exportateurs (J) et en colonnes les pays importateurs (I) . Toutefois , 
les calculs pouvant être conduits suivant -deux voies différentes qui 
aboutissent aux mêmes résultats en des temps inégaux, certains program­
mes requièrent que le tableau soit présenté avec un nombre minimum de 
colonnes et introduit ligne par ligne pour que les calculs soient le 
plus rapides possible ; il va sans dire que le choix de la voie la plus 
rapide peut être incorporé dans le programme, auquel, dès lors, la pré­
sentation du tableau est indifférente. 

f. 2 Calcul de.6 mafigzà zt de. IzuKà ptiofal* : La première opération ma­
th ématïqu"e— f̂lfë~cTûlîë~pôlïr̂ ^ du tableau de correspon­
dance consiste à calculer les totaux des lignes et des colonnes . En 
inscrivant au bout de chaque ligne i son total k(i) on obtient la co­
lonne de marge du tableau k_ ; en inscrivant au bas de chaque colon-

1, j 

ne j son total k(}), on obtient la ligne de marge. 
La colonne de marge donne pour chaque pays importateur i de I 

la masse totale k(i) de P2O5 qu'il a importée durant la période 1973-
80, sans distinction d'origine ; de même, la ligne de marge donne pour 
chaque pays exportateur j de J la masse totale k(j) de P205qu'il a ex­
portée durant la période 1973-80, sans distinction de destination. 

Ligne et colonne de marge ont même total, noté k , encore égal 
au total général du tableau. 

k = E{k(i, j) |i e I ; j e J} =S{ k(i) |i e 1} = E{k(j) [j e J} . 

En rapportant les 14 nombres k(i) à leur total k , on obtient le 
vrofil de la colonne de marge : 

{(k(i)/k) [i £ 1} ; (profil sur I) ; 

pour chaque i, le rapport k(i)/k mesure l'importance relative de i 
au sein de I ; olus précisément, la part afférente à i dans le total 
des importations recensées de phosphates. Par exemple la France repré­
sente 150/1000 du total des importations ; l'Allemagne, 90/1000 ; etc.. 
Dans la suite, k(i)/k sera appelé poids de i et noté f. : 

fi = k(i)/k. 

On définit de la même façon le profil de la ligne de marge en 
divisant chaque total de colonne k(j) par le total général k : 

{k(j)/k Jj e J}, (profil sur J), 

ce qui donne pour chaque j de J 1 ' importance relative du pays j au 
sein de J : part afférente à j dans le total des exportations recen­
sées des phosphates. Dans la suite, le rapport k(j)/k sera appelé 
poids de j et noté f. : 

fj = k(j)/k 

Ligne et colonne de marge du t. k , i.e. {k ( j) | j e J} et 

{k(i) |j e 1} peuvent être considérées (nous le verrons au § 2.3) comme 
définissant par leurs profils des pays fictifs moyens : pays importa­
teur moyen pour la ligne, pays exportateur moyen pour la colonne . 
C'est pourquoi au § 1.3 le profil de la ligne de marge i.e. {f . | j e J} 
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figure à la dernière ligne du tableau des profils des ljgnes de k_ _ 
i, j 

et le profil de la colonne de marge i.e. {f. |i e 1} figure à la derniè­

re colonne du tableau des profils des colonnes de k_ T ; tandis que 
i, j 

comme poids,{f.|i e 1} constitue la colonne POIDS du tableau des profils 
des lignes, et {f.Ij eJ} la ligne POIDS du t. des profils des colonnes 
(cf. § 1.3). 3 

Remarque : l{f±\iel] = 1 et E{f.|jj€J) = 1. 

1.3 VKojJLlti dz& lÀ.anz& zt dz& colonne.* du table.au k, , : Considérons 

le tableau k -et ses marges et cherchons à comprendre en quoi les im-
irJ 

portations d'un pays i de I en provenance des divers pays de J diffè­
rent de celles d'un autre pays i', ou de celles de la marge (pays impor­
tateur moyen). (Ensuite, nous comparerons de même les exportations de 
deux pays de J). 

Par exemple, comparons les importations de ^FRance et de £fNe-
derLand . Pour tout j différent de "gCC, k( #FR,j) est supérieur à 
k( 3NL,j) ; e.g. : 

k( ̂ FR, ^BL) = 1311 ; k( JFR, *£ MR) = 4891 

k( C/NL, ^BL) = 299 ; k( JNL, *£MR) = 1853. 

Mais que représentent ces nombres pour chacun des deux pays ? 
En provenance de la Belgique, 

1311 représente 1311/14674 = 8% des importations totales de £}FR ; 
299 représente 299/5612 = 5% des importations totales de £fNL ; 

en provenance du Maroc, 

4891 représente 4891/14674=33% des importations totales de JFR ; 
1853 représente 1853/5612 =33% des importations totales de JNL. 

Ainsi, la Belgique, tout en exportant 4,4 fois plus vers la Fran­
ce que vers les Pays-Bas n'a que 1,6 fois plus d'importance au sein de 
J pour la France que pour les Pays-Bas. Le Maroc, bien qu'exportant 2,6 
fois plus vers la France que vers les Pays-Bas, a une part égale dans 
les importations de l'un et de l'autre pays. 

Afin de faire apparaître, comme dans ces exemples, la part des 
divers pays de J dans les importations de chacun des pays de I , on 
construit le tableau des profile des lignes en divisant chaque ligné i 
par son total k(i) : 

profil de la ligne i : f% = (k(i,j)/k(i) ]j e J}, (profil sur J). 

Le rapport k(i,j)/k(i) = f1. , composante sur j du profil de i 

est la part relative du pays j dans le total des importations du pays 
i. 

Remarquons que l'on a procédé de même au § précédent pour obte­
nir le profil de la ligne de marge : on a divisé la ligne par son total. 
On a adjoint au tableau des profils des lignes le profil de la ligne de 
marge ; ce qui permet de comparer chaque pays i de I au pays fictif 
moyen représenté par la ligne de marge. Ainsi apparaît le peu d'impor­
tance des USA dans les importations des pays de l'Est, de l'Espagne, de 
la France, de l'Angleterre ; leur importance dans les importations du 
Canada, du Brésil, du Japon, de l'Inde ; l'importance du Maroc dans les 
importations de l'Espagne, de la Belgique, de l'Angleterre, de l'Italie 
etc. 

http://table.au
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Au tableau des profils des 
colonne POIDS donnant pour chaque 
k(i)/k = f. mesurant l'importance 

lignes nous adjoignons également la 
pays importateur i le rapport 
de i au sein de I (cf. § 1.2). 

fi _k(i,j) 
1 j ~k(i) 

g\JR 

34 
r77 

8 
197 

34 
116 
18 

35~TT*27 

£MR 

615 

333 
165 
501 
226 
330 
917 
591 
227 
212 
415 
370 
184 

337 

£fSN 

101 
30 
12 
35 
44 
£ 

201 
43 
2 
4 
1 

37 

^TG £TN <*CC P0ID3 

86 
1 

172 
23 
34 
14 

282 
15 
8 

68 
33 

61 

19 

116 
33 
86 

11 
2 

41 
26 
36 
69 
5 

44 

42 

51 

164 

15 

250 
290 
728 

108 

60 
86 
150 
90 
59 
70* 
58 
57 
49 
52 
68 
82 
43 
78 

iooo4£ 

k(i). =f. 
i 

Tableau f Profils des lignes du tableau k et profil de la 
A, J ligne de marge de ce même t. ; la colonne POIDS indique pour chaque i 

son importance relative au sein de I (cf. § 1.2). Les nombres sont des 
millièmes. 

2JR £MR h£SN h*TG £TN gCC marge 

109 

149 
44 
88 
47 
55 
154 
87 
35 
43 

101 
47 
42 

337 

416 
73 
19 
67 
70 
1 

272 
61 
4 
9 
2 

37 

85 
1 

428 
34 
33 
16 

268 
14 
6 

91 
23 

61 

27 

411 
70 

119 

14 
3 

48 
32 

133 
5 

81 

42 

28 

£ 
137 

E 
E 
8 

189 
114 
524 

108 

60 
86 

150 
90 
59 
70*j 
58 
57 
49 
52 
68 
82 
43 
78 

1000H-r 

Mi). 
fi 

Tableau 

la col. de marge de ce même 
son importance relative au 
millièmes.* 

Profils des colonnes du tableau k_ _. et profil de 
i, J 

t 
la ligne POIDS indique pour chaque j 

sein de J (cf. § 1.2). Les nombres sont des 

De même, pour les colonnes du tableau k 
IFJ 

si l'on cherche à 

comprendre en quoi les exportations d'un pays j de J vers les divers 
pays de I diffèrent de celles d'un autre pays j', ou de selles du pays 
exportateur moyen (colonne de marge du tableau k_ T) , on est amené à 

A, j 

rapporter tous les nombres d'une colonne à leur total, i.e. à consti­
tuer le tableau des profils des colonnes du t. k 

I,J 
(profils sur I) 
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profil de la colonne j : f \ = {k (i, j)/k ( j) | i e 1} = {f
j.|iei} ; 

profil de la colonne de marge : f = {k(i)/kliel} = {f. |i €I}. 

La composante sur i du profil de j : f-3. mesure la part relative 

du pays i dans les exportations du pays j ; on peut la comparer à la 
composante sur i d'un autre pays j', ou à celle du pays moyen qui figu­
re en colonne de marae, profil de la col. de marge du t. k . A ce ta-

I, J 
bleau on adjoint la ligne : POIDS, profil de la ligne de marge du ta­
bleau kT _, qui donne pour chaque j le rapport f. = k(j)/k, mesure de 

A, u j 
l'importance de j au sein de J. 

Dans l'analyse des correspondances que nous allons effectuer, un 

élément i de I sera représenté par son profil f1- ; un élément j de 
i 

J, par son profil fJ . Il convient de noter ici la 

Propriété des profils: La somme des composantes d'un profil est égale à 1. 

En effet, considérons par exemple un profil sur J : 

f^- (k(i,j)/k(i) |j e J} avec k(i) = E{k (i, j) ]j e J} ; 

On a . 

£{k(i,j)/k(i) |j £ J}= ( z{k(i,j) |j e J})/k(i) = 1. 

Et de même pour un profil sur I. 
2 Lz* nuagz* dz pKojll* 

2,1 Lz nuaaz W(I) dan* Iz *^mplZKZ P, dz& pfio^ll* *ufi J. 

2.1.1 L'espace vzctonlzl R, dz* mz*un.z* àun. 3 : En analyse des corres­

pondances on utilise des lettres affectées d'indices haut ou bas, com­

me nous l'avons fait ici dès le § 1. Par exemple, dans f. ou f , j 
i J J 

est un indice bas ; dans f . , i un indice haut. Nous insistons sur 

l'importance de cette distinction, manifestement essentielle, puisque 

fX. = k(i,j)/k(i), tandis que f3. - k(i,j)/k(j). Sans expliquer à fond 

ces notations issues du calcul tensoriel, nous dirons qu'un système u, 

de nombres de signes quelconques affectés d'un indice bas j parcourant 

l'ensemble J est appelé mesure (ou système de masses) sur J, chacun de 

ces nombres u. étant une composante de y. : 
y j = { yj lj € J*' 

En particulier, f\= {f1.jje J} (profil de i) et f_={f.|j e J} (pro-
J ] J ] *• 

fil de marge) sont des mesures sur J. L'ensemble de toutes les mesures 
sur J est noté R ; on écrit donc : 

VJ e R J ; fij £ RJ •• f j e V 

L'ensemble R est un espace vectoriel ayant autant de dimensions 

que J a d'éléments. Par exemple, si J n'a que deux éléments jl et j2 : 

J = {jl # j2}f Rj est un plan ; s i J = { j l , j 2 , j 3 } R J est un espace 

usuel de dimension 3. 
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2-1-2 le *lmplz\z PT dz* ptLOJll* *UK J : Plus précisément, ainsi qu'on 

l'a noté à la fin du § 1.3, un profil tel que fx_ ou f, est une mesure 

dont les composantes sont toutes positives ou nulles et ont pour som­

me 1. Reprenons le cas J ={jl , j2} ; un profil TTT est un système de 

deux composntes {TT]1 , TT j 2} positives ou nulles dont la somme est 1 ; le 

point ÏÏJ est donc situé, dans le plan,sur le segment qui joint les 

points {1 , 0} et {0 , 1} situés respectivement sur l'axe 1 et l'axe 2. 

aoce-Z [des compos<xn}e,s ^1%) 

Ttî 
J1 ï^jl 

&*£. 1 (des Composants7uji ) 

Dans le cas où J = {jl,J2,J3}, un profil est de même caractérisé 
par la propriété d'être un point de la portion de plan triangulaire 
dont les trois sommets sont les extrémités des vecteurs unitaires des 
axes : {1,0,0}, {0,1,0}, {0,0,1}. 

éwce 3 oi&> coTnpOïarïfe,*, TtjS 

cvxe Icie* composantes 7ljs_ 

,1,0! 

aocc 1 d&> composantes 7Vj^ 

Dans le cas général où J a un nombre quelconque n d'éléments, 
les profils sur J sont des systèmes de n composantes positives ou 
nulles de somme 1 : 

ffj ={TT J I j e J} ; V j e J: TT . > 0 E U . I j e J} = 1. 

L'ensemble de tous les profils sur J est, dans l'espace R (de 
J 

dimension n) aes mesures sur J, le "simplexe" (généralisation à la dim. 
n du triangle en dim. 3) de sommets les n points : {1,0,...,0} , 
{0,1,0... 0}etc. extrémités des vecteurs unitaires des axes. On note 
Pj ce simplexe. Pour n = 2, P est un segment de droite (de dim. 1) ; 

pour n = 3, Pj est une portion triangulaire de plan (de dim. 2) ; pour 

n quelconque , Pj est une portion d'espace de dimension n - 1 , espace 

qu'on appelle support du simplexe P_. 
J 

Dans notre exemple où J est l'ensemble de 8 pays exportateurs, 
Rj a 8 dimensions et dans cet espace à 8 dimensions le simplexe des 
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profils PT est une portion d'espace à 7 dimensions. On écrira : 
u 

\ j £ P J c R J '• f i J e P J c R J 

(les profils TTT , f _ sont des points du simplexe P_ , lequel est une 

partie de l'espace R_ des mesures sur J). 
u 

2.1.3 Le nuagz N[l) : Les 14 points représentant les 14 profils de pays 
importateurs sont dispersés dans le simplexe P des profils sur J. En 

i outre, chaque point f ._ représentant le profil d'un pays importateur i 

est muni du poids de ce pays : f. = k(i)/k, poids qui mesure l'impor­
tance relative de i au sein de I. Cet ensemble de 14 points géométri­
ques pesants dans l'espace à 8 dimensions constitue la représentation 
géométrique de l'ensemble I des 14 pays importateurs et est appelé 
nuage N(l) 

N(I) = {(f^ ; f±|i e 1} c P j 

2.2 CzntKz dz ghavïtz du nuage 

Etant donné, dans l'espace usuel de la géométrie élémentaire , 
deux points A et B de même masse m , le centre de gravité de ces deux 
points n'est autre que le milieu du segment les joignant. 

m • ^ % m 

Si les deux points A et B sont doués de masses inégales , ml 
pour A, m2 pour B, avec ml m2, le centre de gravité est comme attiré 
par le point le plus lourd ; de façon précise, c'est le point G du 
segment AB tel que : IGAI/|GB| = m2/ml. 

ml • * • m2 
A G B 

Si les points A et B sont situés sur un axe et repérés par leurs 
abscisses x(A) et x(B) sur cet axe, l'abscisse de G sur ce même axe 
s'obtient par la formule : 

x(G) = (l/(ml + m2)) (ml x(A) + m2 x(B)) 

(x(G) est la moyenne, pondérée par ml et m2, de x(A) et de x(B)) . Cet­
te formule se déduit aisément de la proportion indiquée ci-dessus en­
tre les longueurs de segments GA et GB. 

Si les points A et B sont situés dans un plan rapporté à deux 
axes de coordonnées et repérés par leurs abscisses et ordonnées sur 
ces deux axes : x(A), y(A) et x(B), y(B), les coordonnées de G sur ces 
mêmes axes s'obtiennent par des formules semblables : 

x(G) = (l/(ml + m2)) (ml x(A) + m2 x(B)) 

y(G) = (l/(ml + m2)ï (ml y(A) + m2 y(B)) 

Ces formules se généralisent à un nombre quelconque de points pe­
sants et à un nombre quelconque de dimensions en ce qui concerne l'es­
pace où sont les points. 

Pour le nuage N(I) le nombre de points est i 14, et le nombre de 
dimensions de l'espace ambiant : 8. En outre, les masses attachées à 
chaque point sont telles que leur somme étendue à tous les points vaut 1; 
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en effet, on a (cf. § 1.2) : masse du point i = k(i)/k, où k est la 
somme des k(i) étendue aux 14 pays importateurs ; quand on fait la som­
me des 14 rapports (k(i)/k) on obtient 1. Les formules donnant les co­
ordonnées du centre de gravité se simplifient (puisque le coefficient 
(l/(ml + m2 +...)) vaut 1), et il vient : 

coordonnée sur JBL du centre de gravité de N(I) : 

(k(D3L)/k) (kPBL, £fBL)/k(OBL)) + 

(k(!7CA)/k) (k(DCA, cfBD/MtîCA)) + 

(k(3EE)/k) (k(3EE, £BL)/k(!7EE)) . 

t 
masses coordonnées sur "gBL des profils des pays de I. 

Dans chaque terme de la somme relatif à un pays importateur i une 
simplification par k(i) s'opère et il reste pour la coordonnée sur ^BL 
du centre de gravité de N(I) : 

somme des k(i,j) relatifs à la colonne ^BL, divisée par k, to­
tal de tableau initial. 

Cette coordonnée n'est autre que le nombre 32 figurant dans le 
tableau des profils des lignes (§ 1.3) à la croisée de la ligne de mar­
ge et de la colonne ^BL. 

De même, les autres coordonnées du centre de gravité se lisent à 
la suite dans la ligne de marge du tableau des profils des lignes. Ain­
si, cette ligne de marge n'est autre que le profil, centre de gravité 
du nuage N (I). 

fj = {fjlj e J} = {k(j)/klj£ J] c P j. 

'te total de la colonne j 

C'est pourquoi nous annoncions au § 1.2 que la ligne de marge du 
tableau k_ _ définissait un pays fictif importateur moyen : nous voyons 

A, J 
ici plus précisément que, ayant pris son profil comme pour les 14 pays 
réels, on a obtenu le centre de gravité des 14 profils de pays importa­
teurs , chacun muni de son poids. 

Remarque : Pour un sous-nuage de N(I), i.e. pour une partie de 
N(I), le centre de gravité se détermine de façon analogue à partir du 
tableau k_ _. 

A, J 

Par exemple, considérons les trois points de N(I) représentant 
les pays importateurs Allemagne, Pologne et Roumanie : 1DL, "PL, 7RM; 
(nous verrons que dans la classification ascendante hiérarchique ces 
trois pays forment une classe caractérisée par de fortes importations 
en provenance de l'URSS). Dans l'espace à 8 dimensions, les profils de 
ces trois pays munis chacun de leur poids : 90 pour ODL, 82 pour 9PL, 

43 pour 3RM (cf. § 1.3 tableau f , ) constituent un sous-nuage de N(I). 

Le centre de gravité de ce nuage s'obtient en prenant le profil de la 
ligne cumulant les trois lignes JDL, JPL et 
t. k_ T donne : 

A, J 

3RM du tableau k_ _. Le 
A, J 

3DL 
3PL 
DRM 

£BL 

1322 
e 
e 

gus 
3808 
1284 
768 

£JR 

271 
483 

£MR 

1445 
3311 
1541 

« N 

261 
33 
6 

^TG 

200 
540 
138 

£TN 

288 
548 
22 

^CC 

1442 
1996 
1206 

marge 

8766 
7983 
4164 
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d'où la ligne (que nous appellerons DPR) obtenue en faisant la som­
me des trois lignes JDL, jTPL et C7RM, colonne par colonne. 

^BL £EU Ï\JR ^MR ?̂SN *£TG ^TN -£CC marge 

CTDPR 1322 5860 754 6297 300 878 858 4644 20913 

le dernier nombre de la ligne étant son total : 20913. 

Le profil sur J de la ligne OTPR (i.e. le centre de gravité des 
profils des trois pays "3DL, ^PL et tlRM) se calcule comme pour toute 
ligne du tableau k_ _ , en divisant les nombres qui y figurent par le 

A, u 
total de la ligne : 20913. On obtient : 

£BL ^US ^JR ^MR £SN ^TG £TN ^CC POIDS 

7DPR .063 .280 .036 .301 .014 .042 .041 .222 .214 

le poids : .214 est le rapport du total 20913 de la ligne CJDPR au to­
tal général du tableau k_ _ : 97540. 

A, J 

2.3 Lz nuagz N[J) : Comme nous l'avons annoncé § 1.1 in finet les en­
sembles I et J jouent des rôles symétriques : tout ce que nous avons 
dit de I relativement à J peut se dire de J relativement à I : chaque 
pays exportateur j de J est décrit, dans le tableau des profils sur I 

par 14 rapports positifs de somme 1 : f -* = {f-\ 1i cl} et son poids f.. 

Un système de 14 nombres étant considéré comme un point dans un 

espace ae dimension 14, tout profil f-1- est un point de R , espace de 

dim. 14 des mesures sur I. Mais comme f̂_ est un profil, il est situé 

dans le simplexe P des profils sur I, lui-même entièrement compris 

dans un sous-espace de dimension 1 4 : 1 4 - 1 = 1 3 . 

Le nuage N(J) est l'ensemble des 8 points pesants représentant 
chacun un pays exportateur de J : 

N(J) = {(f^ , f ) lj € j} c P j 

Le centre de gravité de N(J) est le profil de la colonne de mar­
ge : 

f. = {f |i £ 1} = {(k(i)/k |i c 1} c PT. I l j I 

'totaA de la ligne i 

Pour un sous-nuage N(j') de N(J) : J' c J, le centre de gravité 
de N(J') s'obtient en prenant le profil de la colonne cumulant les co­
lonnes de J' dans le tableau kT _. 

A, J 
2.4 Le modèle d*indépendance : Considérons un tableau k dont tou­
tes les lignes aient même profil : ' 

(1) V i, i' e I , f
xj = f̂ ' 

c'est-à-dire (en lisant "quel que soit" ou "pour tout" le symbole V) : 

V i, i' £ I et j £ J : k(i,j)/k(i) = k(i',j)/k(i'). 

On en déduit : 

V i £ I, V j £ J : k(i,j)/k(i) = E{k(i,j) ji e 1}/ Z { k (i) Ji e 1} 

= k(j)/k ; 
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(2) 

d'où 

V i e I, V j £ J : k(i,j) (k(i) x k(j))/k 

ou encore, 

(2') V i e I, V j £ J : k(i,j) 

De la relation (2) il résulte 

( 3 ) V j , j 1 £ J F3 = fV = 

k ( k ( i ) / k ) ( k ( j ) / k ) = k f ^ 

L I -

En e f f e t , d ' a p r è s ( 2 ) , V i ç I , V j c J , V j * c J : 

k ( i , j ) / k ( j ) = k ( i , j ' ) / k ( j ' ) = k ( i ) / k . 

Ainsi, non seulement toutes les lignes, y compris la ligne de 
marge, ont même profil, mais encore toutes les colonnes, y compris la 
colonne de marge, ont même profil. De même, si toutes les colonnes 
d'un tableau de correspondance ont même profil, la colonne de marge a 
même profil qu'elles et toutes les lignes, y compris la ligne de marge, 
ont même profil. 

Nous dirons qu'un tel tableau, dont toutes les lignes ont même 
profil, ainsi que toutes les colonnes, satisfait au modèle d'indépen­
dance . 

Dans l'espace de dimension 8 des mesures sur J, les 14 profils 
constituant le nuage N(I) coïncident avec le centre de gravité du 
nuage ; et de même, dans l'espace de dimension 14 des profils sur I, 
le nuage N(J) est réduit à son centre de gravité. 

S'il en était ainsi dans notre exemple, tout pays j de J aurait 
même part dans les importations des divers pays de I : cette part se­
rait indépendante du pays i considéré dans I ; et de même tout pays i 
de I aurait même part dans les exportations des divers pays de J : cet­
te part serait indépendante du pays j considéré dans J. Ce qui s'ac­
corde avec le nom du modèle : modèle d'indépendance. 

De plus, la formule (2') montre que le nombre k(i,j) résulte ex­
clusivement du poids de i et du poids de j , sans qu'intervienne aucu­
ne affinité entre i et j . L'analyse d'un tel tableau est sans objet, 
puisque l'analyse des correspondances du t. k_ T vise essentiellement 

A, J 
à mettre en évidence les affinités qui existent entre certains élé­
ments de I et certains éléments de J. Mais le modèle d'indépendance 
sert de référence : on parlera d'interaction attractive ou répulsive 
entre i et j selon que k(i,j) est supérieur ou inférieur à k f. f . = 
k(i) k(:)/k. x 3 

Considérons par exemple les interactions entre d'une part , 
DFRance et d'autre part ^MaRoc, ĉ USa et £ToGo ; les deux dernières 
colonnes du tableau ci-dessous donnant les valeurs calculées selon l'in­
dépendance, puis les valeurs réelles. 

i 

3FR 

3FR 

7FR 

j 

2MR 

£US 

£TG 

k(i) 

14674 

14674 

14674 

k(j) 

32905 

34646 

5905 

k(i)k(j)/k 

4950 

5212 

888 

k(i,j) 

4891 

2691 

2526 

k = 97540 

entre tTFR et £US, il y a répulsion : 2691 < 5212 
entre 7FR et ^TG, il y a attraction : 2526 > 888 
entre UFR et ^MR, il n'y a pas d'interaction : 4891^4950 
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Au § 1.3, pour interpréter les nombres k(i,j) du tableau kI 

nous les avons rapportés d'une part au total de la ligne i 

(f1. = k(i,j)/k(i)r composante sur j du profil de i) , d'autre part au 

total de la colonne j (f\= k(i,j)/k(j), composante sur i du profil 

de j). On dispose ainsi de trois moyens équivalents d'apprécier les 
interactions entre les i et les j . Par exemple une attraction entre 
i et j se manifestera des trois façons suivantes : 

1°) f1. grand vis-à-vis de f. = k(j)/k : la composante sur j du pro­
fil de i grande vis-à-vis de celle du profil moyen sur J. La^part de 
j dans les importations de i est supérieure à la part de j déns les 
importations mondiales (représentées par la ligne de marge). 

2°) À grand vis-à-vis de f. = k(i)/k : la part de j dans les expor­
tations de 3 est supérieure à la part de j dans les exportations mon­
diales (représentées par la colonne de marge). 

3°) k(i,j) > k(i) k(j)/k, ce qui s'écrit encore, en posant 
f = k(i,j)/k ; f±=k(i)/k ; fj - k(j)/k : 

f. - > f. f . X 
A3 1 3 

Dans 1°) on compare f1. et f. ; dans 2°) fD± et f± ; dans 3°) 

f.. et f. f.. Or on a l'égalité des rapports : 

f1. /f^ = fji/fi =fij/fi fj = lk<i,j)xk)/(k<i)xk(j)ï ; 

d'où l'équivalence de 1°), 2°) et 3°). 

3 Vl*pzK*jion et d<l*£ancz 
Pour un nuage de points alignés sur une droite la notion de dis­

persion est clairement visible. Au § 3.0 nous définissons dans ce cas 
les notions classiques : moyenne des distances des points au centre de 
gravité, écart-type, variance, inertie. 

Pour un nuage multidimensionnel, la notion même de distance en­
tre deux points ne s'impose pas a priori : on se heurte à nouveau aux 
difficultés rencontrées au § 1.3 pour comparer deux lignes du tableau 
k .11 faut donc définir dans l'espace des profils où est situé le 

nuage une formule de distance mettant en jeu toutes les dimensions de 
l'espace : c'est l'objet des §§ 3.1 et 3.2. 

Les diverses moyennes définies au § 3.0 dans le cas de la droi­
te se généralisent alors à un nuage multidimensionnel (§ 3.3). 

Pour rendre tangibles les relations de proximité que tisse l'es­
pace au moyen de sa métrique entre les divers points du nuage on a re­
cours à la projection sur des droites ou des plans (§ 3.4). Ainsi fait-
on pour représenter un objet tridimensionnel ordinaire par diverses 
vues ou protections horizontales, frontales, etc. bien placées par rap­
port à l'objet. Le choix des directions privilégiées où un nuage multi­
dimensionnel se projette le plus fidèlement possible sera traité au § 
4. 

3.0 Vl*pzn.*jjon *UK une dKoltz : Un ensemble de nombres x munis res­

pectivement de poids f± : {(x
1, f±) |i £ 1} peut être considéré comme 

un nuage de points dont les abscisses sont les x et les poids les fi. 
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On écrira : N(I) = {(x1, f.)|i e 1}. Pour ce nuage, on définit classi­
quement : 

la masse totale : m = £{f.|i € 1} 

la moyenne, ou centre de gravité du nuage : 

x = Z{f± x
1!! € D/mtot ; 

le rayon moyen, ou moyenne des Jx1 - x| : 

ray = Z{f± Ix
1 - x| |i e Iï/mtot ; 

l'inertie par rapport à un point d'abscisse c de la droite : 

inertc = H f j x
1 - c) 2 [i e 1} ; 

en particulier, l'inertie par rapport au centre x : 

i n e r t . = Z{f±(x:L - x) 2 | i c 1} ; 

i — 2 

la variance, ou moyenne des (x - x) : 

var = H f ^ x 1 - x ) 2 | i e D / m ^ ; 

et l'écart-type, ou racine carrée de la variance : 
1/2 a = (var) ' = écart-type. 

Remarque : Dans le cas où m t Q t = 1 (il en est ainsi en particu­
lier quand N(I) est défini par un tableau de correspondances : cf. § 
1.2 in fine, remarque) inertie par rapport au centre de gravité et va­
riance coïncident. 

Pour mesurer la dispersion des x1 autour du centre x,la moyenne 

des [x - x| : ray s'impose d'abord à l'esprit. Pourtant, c'est 1'iner­
tie que l'on utilise, a cause de sa souplesse d'emploi dans les calculs. 
En effet, c'est le carré de la distance, non la distance, qui se décom­
pose sur des axes orthogonaux, dans un espace euclidien, par le théorè­
me de Pythagore. Et c'est à l'inertie que s'applique le théorème de 
Huygens : quel que soit le nombre réel c : 

inertc = inert- + mtQt(c - x)
 2 ; 

(l'inertie par rapport à un point c quelconque de la droite est égal 

à l'inertie par rapport au centre de gravité x augmentée de l'inertie 
par rapport à c de la masse totale concentrée au centre de gravité 

x) . 
Ce choix de l'inertie comme mesure de la dispersion rend les ré­

sultats très sensibles aux effets de grandes distances (celles-ci in­
tervenant élevées au carré) : deux masses égales situées à des distan­
ces au centre de rapport 10 fournissent des inerties de rapport 100. 

Signalons enfin des inégalités que nous ne démontrons pas ici 
(cf. Pratique de l'A. des D. t. 1 §§ 3.2.3 et 10.3.1 Note) mais que 
nous illustrerons par un exemple. Notons Max et min les valeurs maxima 

et minima de ]x - x j pour i £ I ; on a : 

1/2 
min < ray < var ' < Max. 

Ces inégalités expriment que, en bref, ray et var ' donnent l'or­
dre de grandeur et la distance au centre de gravité ; mais var!/2 est 



ICORR. ECO.] 159 

une estimation plus sensible à la valeur de Max comme l'atteste l'exem­
ple ci-dessous : 

Exemple : Soit sur un axe ox les points d'abscisses -10 ; 0 ; +10, 
avec pour masses 0,005 ; 0,99 ; 0,005 respectivement. 

x =(0,005x(-i0))+(0,99 x 0)+(0,005 x 10)= 0 ; 

min — 0 ; Max = 10 ; 

ray =(0,005 x 10) + (0,99 x 0) + {0,005 x i0)=0,1 ; 

var =(0,005 x 100)+(0,99 A 0)+(0,005x100)= 1 ; 
1/2 

var ' = 1 = écart-type (a) ; 
(min 0) < (ray 

-10 

0,1) 

(masse : 0,005) (masse : 0,99) 

(var1/2 = 1) < (Max = 10) 

+ 10 

+. 
(masse : 0 ,005) 

3. J Toumule dz dÂ.*£ance zuclA.di.ennz dan* un z*pacz mul£<LdÀ.mzn*i.onnzl 

Comme nous 1'avons annoncé au § 3.0, nous nous placerons dans le 
cadre de la géométrie euclidienne qui offre de remarquables facilités 
dans les calculs d'inertie. 

Dans le plan de la géométrie euclidienne rapporté à deux axes 
rectangulaires gradués selon l'unité de distance du plan, le carré de 
la distance de deux points M, M* de coordonnées (x,y) et (x',y') s'ex­
prime, en vertu du théorème de Pythagore, par la formule : 

(1) <T(MfM') (x' x) 2 + (y' - y) 2 

A y 

IJ-5'I 

X X' 
-*JG 

Changeons l ' u n i t é de graduation de l 'un des a x e s , par exemple 
c e l u i des x. Prenons comme nouvel le uni té l e double de l ' anc i enne : 
un point d'ancienne a b s c i s s e x a pour nouvel le a b s c i s s e X= ( l / 2 ) x ; 
d'où x = 2 X. 

0 1 2 5 4 5 6 Î J 9 10 oc 
| ' 1 ' 1 ' 1 ' 1 ' t > 
0 1 l 3 * 5 X 

Les points M et M' d'anciennes coordonnées (x,y) et (x',y') ont 
pour nouvelles coordonnées (X,y) et (X',y') avec : X = (1/2)x et 
X* = (1/2)x' ; et la formule de distance s'écrit dans les nouvelles 
coordonnées : 

(2) d2(M,M') = 4(X' - X) 2 + (y' - y) 2 

http://zuclA.di.ennz
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2 
un coefficient 4 s'introduit dans le terme en (X* - X) du fait de la 
graduation particulière choisie sur l'axe des X. Dans l'espace à 8 di­
mensions rapporté aux axes ̂ BL, ̂ US, ̂ JR etc., nous posons a priori la 
formule de distance : Pour tout couple (i,i') de pays importateurs, de 

i i * profils sur J : f _ et f _ , 
u J 

-,2,-i ..i ' i» i x2 , /-.i' £± .2 
+ etc. 

t tcoordonnée sur £BL du profil dei 

-̂coordonnée sur £3L du profil de i* 
Lcoefficient à préciser 

L'absence de terme produits tels que & 1 2 <f^ L - f^L> (f^ s " fjus> 
implique 1'orthogonalité des axes deux à deux, quant aux coefficients 
al' a2 etc* afi i l s o n t déterminés à partir du tableau I x J de façon à 
ce que soit satisfait le principe d'équivalence distributionnelle ob­
jet du § 3.2 suivant. 

3. 2 VÂ.*tancz dJL*£h.JLbu£Â.onnzllz 

Nous avons envisagé au § 2.4 le cas où toutes les lignes du ta­

bleau k étaient proportionnelles entre elles : le nuage N(I) était 

alors concentré en un seul point coïncidant avec son centre de gravité. 

Supposons ici que deux lignes seulement il et i2 soient propor­
tionnelles entre elles ; les autres lignes étant quelconques : 

V j £ J , Mil,D) = C k(i2,j) 

où C est une constante indépendante de j. 

On a, pour les totaux k(il) et k(i2) des lignes il et i2 du ta­
bleau k : 

Mil) = C Mi2) ; 

d'où l'identité des profils de il et i2 : 

V j e J, k(il,j) /Mil) = k(i2,j)/k(i2). 

Dans l'espace R , les deux points représentant les profils de 

il et i2 coïncident, chacun ayant son poids propre : 

f±1 = k(il)/k = C k(i2)/k et f = k(i2)/k. 

Constituons une ligne i3 cumul des lignes il et i2 : son profil: 

{((Mi2, j)ïil+C))/((k(i2» (1+C))]j e J} = {k(±2, j)/Mi2) 1j e J> 

coïncide avec celui de il et i2 ; et son poids : 

fi3 = k(i2)(1+CÏ/k = f±2 + f±1 

est la somme des poids de il et de i2. 

En sorte que si l'on remplace les lignes il et i2 par l'unique 
ligne i3 (cumul de il et de i2) , on remplace dans le nuage N(I) deux 
points confondus par un point ayant même position qu'eux et muni de 
la somme de leurs poids. 

Mais ce changement remplace l'ensemble I par un ensemble 
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I* = I - il - i2 + i3 et l'espace où est représenté N(J) n'est plus 
R mais R ,. 

Le principe d'équivalence distributionnelle assure que pour un 
choix convenable de la formule de distance dans les espaces R et R , , 

c'est-à-dire en se restreignant aux formules du type : 

(d(j,j')f= Z{ai(f
j.- f^')2 |i e 1} 

(d'(j,j')f= Z{a'(fj.- fj.')2|i e I'} 

semblables à celles considérées au § 3.1 dans R_) pour un choix conve-

nable des oc. et a! , les distances distributionnelle s des fd
T, au sein 

de RTt sont les mêmes que celles des fj! au sein de Rj. Ce principe 

peut être énoncé en termes moins techniques : On ne change pas les 

résultats de l'analyse en cumulant dans le tableau de correspondance 

k- -deux lignes (ou deux colonnes) proportionnelles entre elles. Nous 
avons ajouté dans le 2-ème énonce : (ou deux colonnes) car les ensem­
bles I et J sont traités de façon symétrique, comme nous l'avons si­
gnalé dès le § 1.1. 

Il se trouve qu'en prenant dans R : a. = 1/f. (inverse de la 

composante sur i du profil de la colonne de marge (cf. § 1.3) et dans 

R_ : a . = 1/f. (inverse de la composante sur j du profil de la ligne 
*J J 3 

de marge cf. § 1.3), on obtient des formules compatibles avec le prin­

cipe d'équivalence distributionnelle. La distance ainsi définie dans 

RT et dans RT s'appelle distance distributionnelle ou distance du chi2: 
1 J i i' 
V i, i' éléments de I, de profils sur J : f T et f _ , 

d2(f1
J, f̂ ') = Z{(l/f..) (fij')

2Ij € J} ï 

et V j, j' éléments de J, de profils sur I : fJ et fJ_ , 

d2(fj1, f̂ ') = ZUl/f^ (fj±- f^Vliel}. 
Toute autre formule euclidienne sans termes rectangles (i.e. du 

type considéré au § 3.1), compatible avec le principe d'équivalence 
distributionnelle se déduit de la formule du chi2 écrite ci-dessus par 
multiplication par une constante JC • d' = -£d. 

L'analyse des correspondances utilise la formule du chi2 pour 
définir la distance de deux points dans R ou dans Rj. Ainsi l'on a, 

dans l'espace à 8 dimensions où est représenté N(I) (cf. ligne de mar­

ge du tableau f § 1.3) : 

a1 = 1/.032 ; a2 = 1/.355 ; a3 = 1/.027 ; <*4 = 1/.337 

a5 = 1/.037 ; ag = 1/.061 ; a? = 1/.042 ; ag = 1/.108 

et dans l'espace à 14 dimensions où est représenté N(J) (cf. col. de 

marge du tableau f* § 1.3) : 

ctj = 1/.060 ; a^ = 1/.086 etc. a|4 = 1/.078. 
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Remarque : Le coefficient a. = 1/f. est d'autant plus fort que 

l'exportateur j a moins d'importance : ceci n'est pas absurde, car 
i i ' 2 

le terme de rang j : (1/f.) (f .- f . ) est finalement de l'ordre de f. 

comme 1* est, généralement, la différence élevée au carré ; la forte va­

leur de oi_. ne compense ainsi qu'en partie la petitesse des parts f1. , 
i ' i ^ i ' -* 

f . , (f . - f . ) afférentes à l'exportateur j. (En bref on peut écrire: 
3 o J J 

( l / e ) e * e ) -
A t i t r e d ' e x e m p l e , c a l c u l o n s l a d i s t a n c e e n t r e l e c e n t r e de g r a ­

v i t é d e s t r o i s l i g n e s 3 D L , OPL, *DRM e t l e c e n t r e de g r a v i t é du nuage 
N ( I ) ( c f . § 2 . 2 ) . 

£BL SUS 2JR £MR £SN £TC £TU sec 
.3DPR 

1 0 3 ^ 

a A 

. 0 6 3 

. 0 3 2 

. 0 3 1 

. 9 6 1 

1/ .032 

030 

. 2 8 0 

. 3 5 5 

. 0 7 5 

5 . 6 2 5 

1 / . 3 5 5 

. 0 1 6 

. 0 3 6 

. 0 2 7 

. 0 0 9 

. 0 8 1 

1/.027 

. 0 0 3 

. 3 0 1 

. 3 3 7 

. 0 3 6 

1 .296 

1/ .337 

. 0 0 4 

. 0 1 4 

. 0 3 7 

. 0 2 3 

. 529 

1 / . 0 3 7 

. 0 1 4 

. 0 4 2 

. 0 6 1 

.019 

. 3 6 1 

1/ .061 

. 0 0 6 

. 0 4 1 

. 0 4 2 

. 0 0 1 

. 0 0 1 

1 / . 0 4 2 

. 2 2 2 

. 1 0 8 

. 114 

1 2 . 9 9 6 

1 / . 1 0 8 

. 120 

DDPR : p r o f i l s u r J du c e n t r e de g r a v i t é de l a c l a s s e ^?DL, OPL, 3RM} ; 

: p r o f i l s u r J du c e n t r e de g r a v i t é du nuage N( I ) ; 

f 

f 
u " 

"̂ DPR 
A : valeur absolue de la différence des coordonnées de f j et f 1. ; 

3 1 
10 A : élevé au carré et multiplié par 1000, pour format. 

a : coefficients de la formule de distance distributionnelle. 
"JDPR 2 

Le carré de la distance entre f _ et f^ est la somme des termes aA : 
.030 + .016 + .003 + .004 + .014 + .006 + . + .120 = .193 

3. 3 VJi*peK*i.on d'un nuagz multi.dÂ.men*À.onnzl 

Les diverses caractéristiques définies au § 3.0 pour un nuage de 

points sur la droite peuvent être définies pour N(I) au sein de R 

où la distance du chi2 entre deux points joue le rôle de la valeur ab­
solue de la différence des abscisses sur la droite : 

masse totale du nuage : 

m. 
tôt 

Z{i± |i e 1} 

(pour N(I) défini à partir du tableau k , m t = 1 ; mais si l'on 

considère un sous-nuage N(I') avec I' c l , alors m . = Z{f. ji e I'} 
n'est pas égal à 1). 

rayon moyen, ou moyenne des d(f , f ) , distances des divers 

points f1.,. du nuage au centre de gravité f : 

ray = Z{f± dtf^, fj) |i e I>/™tot 
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inertie par rapport à un point quelconque u. de R. : 
J J 

inert TTJ = E{f± d
2(fj , TTJ) |i e 1} 

inertie par rapport au centre de gravité (ou in. totale) : 

inert fj = Z{f± d
2(fi

J, fj) |i £ 1} 

variance, ou moyenne des d (f1- , f „.) : 
o j 

= E{f. d2 t t * , , f j ) | i e i y m t o t 

écar t - type ou racine carrée de l a variance : 

a = ( v a r ) 1 / 2 . 

La remarque du § 3.0 peut être reprise également : le théorème de 
Pythagore sera précisé au § 3.4 à propos des projections ; quant au 
théorème de Huygens il s'énonce : pour tout point c_ de R_ , 

J J 
inert CJ = inert fj + mtot d

2(fj , cj ; 

l'inertie du nuage par rapport à un point quelconque c_ de R_ est éga-

le à l'inertie du nuage par rapport à son centre de gravité augmentée 

de l'inertie par rapport à c de la masse totale du nuage concentrée 
u 

en son centre de gravité). 

Une inertie étant une quantité positive, il découle de la formu­

le ci-dessus que l'inertie par rapport à un point c quelconque est su-

périeure à l'inertie par rapport au c. de g. du nuage, de la quantité 

inert (f, mtot)<3
ui est positive, nulle seulement si c, coïncide avec 

f . Autrement dit, c'est par rapport à son centre de gravité que le 

nuage N(I) a l'inertie la plus faible. 

Enfin, si l'on note min et Max les valeurs minima et maxima de 

dtf1 , f ) sur l'ensemble du nuage, on a les inégalités : 
J' 

1/2 
min < ray < var ' < Max 
1/2 (ray et var ' donnent un ordre de grandeur de la distance au centre 

de gravité). 

Remarque Les définitions données ci-dessus pour le nuage N(I) de 

l'espace R_ se transposent pour le nuage N(J) de l'espace R_. Un fait 
j i 

très remarquable (qu'on ne démontrera pas) est que les deux nuages N(I) 
et N(J) ont même inertie totale. Ce fait confirme la symétrie existant 
entre I et J en analyse des correspondances. 

3.4 VKojzctLon d'un nuagz multX.di.mzn*Lonnzl *uK un axz 

Grâce à la distance définie au § 3.2, la dispersion du nuage au 

sein de l'espace multidimensionnel RT prend un sens. Mais nous ne la 

voyons que par le truchement de projections sur des axes ajustés au 

nuage : les axes principaux d'inertie, qui seront définis au § 4. Ces 

axes, nous le verrons, passent par le centre de gravité du nuage. L'o­
pération de base à considérer est donc la projection du nuage N(I) sur 
une droite de RT passant par f_. 
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Quest-ce qu'une droite dans l'espace à 8 dimensions ? En géomé­
trie élémentaire une droite est définie par deux points. De même, en 
dimension 8, une droite passant par f est définie par le point f et 
un second point a : 

f j - ( f i ' V V f
4 ' V V f v V 

(nous désignons par 1, 2... les coordonnées ^.BL, ^US etc.) ; 

aj = tai' a 2 ' a3' a4' a5' a6' a7' a8 J ? 

un point quelconque e_ de RT de coordonnées : 

e1, c2, c3, e4, e5, tç, e?, eg 

a p p a r t i e n t à l a d r o i t e (fT , a_) s i e t seulement s i : 

^ r ^ ' / ' V 1 ! 1 = ( t - 2 - « 2 ) / ( * 2 - V - . . . . - ( C 8 - f B ) / ( a 8 - f ^ . 

La projection orthogonale d'un point f T du nuage N(I) sur la droi-

te (f f a ) est le point de cette droite le plus proche de f* : notons-

le : pr f j . En outre, le point f étant muni de son poids f., sa pro­

jection sur la droite (f_ , aT) est munie du même poids f. . On définit 
j j i 

a l o r s l e nuage projeté sur la droite (fT , a ) comme l 'ensemble des 
u u 

projections de ses divers points pesants : 
prN(I) = ((prf1. , f.) |i e I}. J i 

Le centre de gravité du nuage projeté n'est autre que fT , et 

les caractéristiques de dispersion du nuage projeté autour de son cen­

tre f_ se ramènent à celles définies au § 3.0 en choisissant sur la 
u 

droite une origine 0 et un sens positiftet en posant pour l'abscisse x 
d'un point c de la droite : 

|x | = d(0 ,c ) ; 

(le choix de l'orientation de la droite, qui définit le signe de x , 
étant indifférent). 

4 kxz* pK<lnc4,paux d1 i,nen.tÂ,z ; jactzuK* 
Ainsi qu'on l'a annocé au § 3,l'objet de l'analyse factorielle 

est de déterminer dans l'espace ambiant à un nuage un système d'axes 
relativement auquel la forme de celui-ci apparaît au mieux. 

Au § 4.0 on rappelle les propriétés d'un système d'axes orthonor-
mé. Aux §§ 4.1 et 4.2 on définit de façon précise le système des axes 
factoriels pour le nuage N(I). Une définition identique vaut pour le 
nuage N(J) (§ 4.3). L'analyse factorielle des correspondances permet 
d'identifier les axes factoriels des deux nuages (§ 4.4). Réciproque­
ment, la connaissance des résultats d'analyse factorielle pour les 
deux nuages permet de reconstituer le tableau k (§ 4.5). 

4. 0 Sy*tzmz d1axz* oh.tkonon.mz : dtcompo*ltA.on dz VX.nzn.tLz 
Dans RT comme dans l'espace usuel à 3 dimensions, un système 

d'axes orthonormés est un système d'axes deux à deux perpendiculaires 
et munis chacun, comme unité de graduation, de l'unité de distance dans 
l'espace. Cette définition est équivalente à la suivante : un système 

http://oh.tkonon.mz
http://VX.nzn.tLz
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d'axes est orthonormé si et seulement si l'espace étant rapporté à ce 
système, l'expression de la distance de deux points en fonction des co­
ordonnées est une formule euclidienne sans coefficients. Par exemple, 
en dimension 3, soit p = (x(p), y(p) , z (p)) et p' = (x(p'), y (p') , z (pO) ; 
le repère est orthonormé si et seulement si l'on a : 

d2(p,p') = (x(p)-x(P'))
2 + (y(p)-y(p'))2 +(z(p)-z(p'))2. 

Aux §§ 3.1 et 3.2 nous avons considéré des repères orthogonaux 
(ortho = droit ) mais non "normes" : les formules de distance compor­
taient des coefficients. 

cvxe>\ 

Numérotons : 1, 2, 3 les axes des coordonnées x, y, z dans l'es­
pace usuel à 3 dimensions. L'axe 3 est perpendiculaire aux axes 1 et 2; 
donc au plan des axes 1,2. Et de même, par permutation circulaire , 
l'axe 1 est perpendiculaire aux axes 2 et 3 donc aux plan des axes 2,3 
etc. . 

La perpendiculaire abaissée de p sur le plan (1,2) est parallèle 
à l'axe 3 et coupe le plan (1,2) au point noté p „, projection ortho-

l, z 
thogonale de p sur le plan (la2). 

Les perpendiculaires abaissées de p » dans le plan (1,2) sur 
1, £ 

les axes 1 et 2 sont respectivement parallèles aux axes 2 et 1 et cou­
pent : l'une l'axe 1 en p et l'autre l'axe 2 en p2. 

Le plan p, p „ , p est perpendiculaire à l'axe 1 (comme conte-
J,z 1 

nant deux droites (p, p,,) et (p,-,?,) perpendiculaires à cet axe) et 

coupe l'axe 1 en p , projection orthogonale de p et de p ~ sur l'axe 

Les projections de p sur les autres axes et plans de coordonnées 
s'obtiennent de la même façon : 0, p , p2, p.„ , p_, p.., p, p2 3 sont 

les sommets d'un parallélépipède rectangle dont les arêtes sont paral­
lèles aux axes de coordonnées. 

On a sur 1'axe 1 

sur l'axe 2 

sur 1'axe 3 

Ôpx = x(p) 

Ôp2
 = y ( p ) 

Op., = z(p) 

La projection sur l'axe 1 du point (x, y, z) est le point (x,0,0); 
sur l'axe 2 : (0, y, 0) ; sur l'axe 3 : (0, 0, z) ; sur le plan (1,2) : 
(x, y, 0) ; sur le plan 2,3 : (0, y, z) : sur le plan 1,3 (xf 0, z) . 
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Propriété caractéristique de la projection : p, est le point 

de l'axe 1 le plus proche de p ; p „ est le point du plan 1,2 le plus 
proche de p : t 

2 2 2 
a <P , P X) = y + z 

et pour un point p' de l'axe 1 : p' = (x', 0, 0) 

d2Cp , P1) - (x - x') 2 + y2 + z2 

2 
(x - x') est une quantité positive, nulle seulement si x = x'. 

2 2 
On voit de la même façon que d (p,p, 2'

 e s t inférieur à d (p,p') 
pour tout point p' du plan 1,2. ' 

La généralisation à un nombre quelconque de dimensions est immé­
diate : 

soit dans l'espace à 4 dimensions p = (x,y,z,t) . 

la projection sur l'axe 1 est p = (x f 0, 0, 0) ; 
etc. L 

et le repère est orthonormé si et seulemnt si : 

d2(p,p') = (x(p)-x(p'))2 + (y(p)-yCP'))
2
2 

+ (z(p)-z(p'))2+ (t(p)-t(p')) . 

etc. 

La propriété caractéristique de la projection d'un point sur un 
axe ou sur un plan d'être le point de l'axe ou du plan le plus proche 
du point que l'on projette reste vraie en dimension quelconque : nous 
l'avons utilisée au § 3.4 pour définir la projection d'un point de 
N(I) sur une droite de R_. 

J 

Considérons, dans le sous-espace de RT support du simplexe des 

profils sur J P_ , un système d'axes orthonormé centré en fT centre 

de gravité du nuage N(I). Notons 1, 2, 3,..., 7 les axes, (en nombre 

7 car le support de P_ est de dimension 7), de ce système et xl, x2.. 
J i 

.. x7 les coordonnées sur ces axes. Un point f _ du nuage a , dans ce 
système, 7 coordonnées que nous notons, xl(i), x2(i)... x7(i). On a 
(en notant pr, la projection sur l'axe 1) 

|xl(i) | = d(fJ,pr1(f
i
J)) ; |x2(i) ] = d (f Jf pr2 (f ̂)) etc. ; 

d2(fJ/f
i
J) = (xl(i))2 + (x2(i))2 + + (x7(i))2 

D'où la décomposition de l'inertie de (f1, , f.) par rapport au 
j i 

de gravité f sur le système d'axes : u 
f1d

2(fJ,f
i
J) = fi(xl(i))

2 + f±(x2(i))
2 + ...+f.(x7(i))2 ; 

t 
inert. f j de pr^f^) 

et en faisant la somme des f. d (f_ , f T) pour tous les points 
i J J 

du nuage, on obtient la décomposition de l 'inertie totale du nuage 
par rapport à son centre f en somme des inerties du nuage projeté sur 
chacun des 7 axes. 
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inert fJ(N(I)) = inert fJ(pr1 (N(I))) +.. . 

+ inert f j (pr? (N (I))) . 

Remarque : De la décomposition ci-dessus il découle l'inégalité 
valant pour tout axe a du système : 

inert fJ(pra(N(I))) < inert fJ (N (I)) ; 

inégalité qui découle également de la situation géométrique des seg­
ments (f _ , f _) et (f _ , pr (f1.,.)) par rapport à la droite (f1,, pr (f3 

J J J a J J a 
le premier est oblique, le second perpendiculaire. 

fJ f»Vo 
La décomposition de l'inertie sur des axes orthogonaux est celle 

que nous avions en vue au § 3 quand nous choisissions dans l'espace une 
métrique euclidienne et que nous prenions pour mesure de la dispersion 
autour du centre f l'inertie du nuage par rapport à ce centre. 

Pareille décomposition s'applique e.g. à la projection de f \ sur 
i le plan des axes 1,2 : pr. „(f _) , et aux axes 1 et 2. On a : 

1 , £. J 

pr1(f
i
J)= pr^pr^Cf^» 

pr2(f
1
J)= p r ^ p r ^ U ^ ) ) ; 

d'où 1' expression de la distance à fT dans le plan (1,2) : 

d2(fj , pr^2(f
i
J) = (xl(i))

2 + (x2(i))2 

ce qui entraîne l'inertie du nuage projeté sur le plan (1,2) : 

inert fJ pr12<N(I)) = inert fJ pr^NU)) 

+ inert fJpr2(N(I)) . 

4.1 Vn.zmi.zn. axe du nuagz W ( ï ) ; Xi , T I , F/U) 

Dans l'espace R_ , parmi toutes les droites passant par le cen-

tre de gravité f de N(I), le premier axe principal d'inertie est ce­

lui sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion, (Si, 

par exception ce maximum est réalisé pour plusieurs droites, on choi­

sit l'une de celles-ci). On appelle première valeur propre, et on no­

te Xïr l'inertie par rapport à f_ , du nuage projeté sur le 1-er axe 
J 

principal d'inertie. (Rappelons, cf. § 3.4, que f_ , qui coïncide avec 

sa projection sur le 1-er axe puisque ce dernier passe par f _ , est cen-

tre de gravité du nuage projeté). 
En analyse des correspondances, cette première valeur propre est 

toujours comprise entre 0 et 1 . 

http://Vn.zmi.zn
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On appelle taux d'inertie relatif à la première valeur propre 
le rapport TI = Ai/inertie totale de N(I), exprimé en % ; c'est-à-di­
re l'inertie par rapport à f du nuage projeté divisée par l^inertie 
par rapport à fj de N(I). Ce rapport Ti est toujours inférieur ou égal 
à 1. (cf. § 4.0 Remarque). 

h'origine de l'axe est fixée en f ; le sens positif est choisi 

arbitrairement ; l'unité de graduation est l'unité de distance dans 

l'espace R muni de la distance distributionnelle. Tout point de l'axe 

peut alors être repéré par son abscisse ; en particulier, pour un point 

fXj du nuage N(I), la projection pr.tf1-) sur le premier axe principal 

a une abscisse notée Fl(i) et appelée premier facteur de i. Le point 

f , centre de gravité du nuage et origine de l'axe a pour abscisse: 0. 

4 . 2 Vzj^nÀ.tlon dz* axz* *uccz**i&* 

Parmi toutes les droites passant par f_ et orthogonales au 1-er 

axe principal d'inertie, le deuxième axe principal d'inertie est celui 
sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion. On appelle 
deuxième valeur propre, et on note \ 2 , l'inertie par rapport à f. du 
nuage projeté sur ce 2-ème axe. 

0 < \ t < X J < 1 . 

Parmi toutes les droites passant par f_ et orthogonales aux deux 
«j 

premiers axes principaux d'inertie, le 3-ème axe principal d'inertie 
est celui sur lequel N(I) se projette avec le maximum de dispersion. 
On appelle 3-ème valeur propre, et on note A3, l'inertie du nuage pro­
jeté sur le 3-ème axe, par rapport à fT : 

0 < A, ^ A2 < 1 

etc. jusqu'à ce qu'on ait épuisé l'épaisseur du nuage. Comme N(I) est 
compris dans un espace de dimension 7 (cf. § 2.1.2), il existe au plus 
7 axes principaux d'inertie. Nous verrons au § 5 en étudiant les lis­
tages de sortie de l'ordinateur qu'il existe effectivement 7 axes prin­
cipaux d'inertie correspondant chacun à une valeur propre non nulle. 
Si l'on cherche à projeter N(I) sur une droite passant par f et ortho-

u 
gona le dans R_ aux 7 p r e m i e r s axes p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e , l e nuage p r o -

J 
j e t é se r é d u i r a à f_ (muni de m. ) e t l a d i s p e r s i o n s e r a n u l l e . C ' e s t 

j t ô t 
ce q u ' i l l u s t r e l e d e s s i n que nous proposons en dimension 3 . 

oLwit&d&Rj orthogonale auuzacceA (l)et(Z) 

hacnuAZ: /e/iutige /V{1) 
ccmksuu damA le. plan, 
oie* cwce& (1)el(2). 
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Il se peut, pour un tableau k .présentant certaines particula­

rités, que le nuage N(I) soit compris dans un espace de dimension n 

strictement inférieure à (Card J - 1) . Dans ce cas, les valeurs propres 

de rang supérieur à n sont nulles : le nuage projeté sur une droite 

quelconque passant par f et orthogonale aux n premiers axes princi-

paux d'inertie se réduit à f, (muni de nu j_) . 
J tôt 

Chacun des axes est centré en f ; muni d'un sens positif arbi-

traire et d'une unité de graduation coïncidant avec l'unité de dis­

tance dans l'espace R , comme il a été dit pour l'axe 1. 
Ainsi l'espace support du nuage, sous-espace de RT , est muni 

d'un système d'axes orthonormés (cf. § 4.0), centré au centre de gra­
vité du nuage. 

Relativement à ce système, un point f du nuage N(I) a 7 coor­

données, appelées facteurs de i : 

Fl(i) , F2(i) ,..., F7(i) ; 

(le centre de gravité FT a ses 7 coordonnées nulles). 
J 

Ce que nous avons dit au § 4.0 s'applique au système des axes 
principaux d'inertie : en projection sur un axe : 

d<V P'Xj» " "Fa(i) ' ; 

A« = Z{fi(Fa(i))
2|i € 1} 

y 
(A est la variance de F ; A /2 donne l'ordre de grandeur de F cf. 
a a a a 

§3.0) ; l'inertie par rapport à f du nuage N(I) s'écrit : 

inert fJ (N(I)) = AÏ + A2 +...+ A7 ; 

cette somme est encore appelée trace (ce qui rappelle son calcul algé­
brique). Le taux d'inertie Ta apparaît maintenant comme la part relati­
ve de la projection sur l'axe a dans l'inertie totale du nuage N(I) : 

ta = Aa/inert f (N(I)) = Aa/trace 

= Aa/(A i + A2 + + A7) . 

Comme nous l'avons fait au § 4.0, on décompose sur deux axes e. 
g. 1 et 2, l'inertie de la projection du nuage sur le plan de ces axes: 

inert f pr, 21^1) = Ai + A2 , 

ce qui représente une part relative de l'inertie totale égale à : 

(Ai + A2)/trace = Tj + T2-

N. B. Nous ne dirons rien du procédé de calcul des directions des axes 
principaux d'inertie et des valeurs propres qui leur sont relatives. 

4.3 Axz* zt Aacte.uK* pouK Iz nuagz M(J) : Rappelons (cf. § 2.3) que 
N(J) est l'ensemble des 8 profils sur I des 8 pays exportateurs cons­
tituant J. Dans l'espace à 14 dimensions : DBL, :jCA, etc., JEE, cha­
que profil f^ est muni de son poids : importance relative du pays j 

http://Aacte.uK*
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dans l'ensemble des 8 pays exportateurs. On note f_ le centre de gra­
vité du nuage N(J) . 

On peut définir dans l'espace R où est situé N(J), un système 

d'axes principaux d'inertie centré en f , centre de gravité du nuage, 

comme nous l'avons fait pour N(I) aux §§ 4.1 et 4.2 ci-dessus, muta-
tis mutandis. 

A prioris on s'attend à déterminer 13 axes, puisque le support 
du simplexe des profils sur I est de dimension 13. Or il se trouve 
que, nécessairement,les valeurs propres sont les mêmes pour N(J) et pour 
N(I) : il y a donc, pour N(J) comme pour N(I), 7 valeurs propres non_ 
nulles en sorte que N(J) admet, comme N(I), un système de 7 axes prin­
cipaux d'inertie ; on voit ainsi que N(J) est contenu dans un sous-es­
pace de R de dimension 7 (et non 13). En outre, on retrouve le fait 

que N(J) et N(I) ont même inertie totale : Ai + A2 +...+ A? (cf. supra 
§ 3.3 Remarque). 

On note Gl, G2,... G7 les coordonnées sur le système orthonormé 
des axes principaux d'inertie de N(J). On a : 

d(f l / Pr a f^)= |Ga(3)| 

(la distance au centre f de la projection sur l'axe a d'un point f-* 

du nuage N(J) est égale à la valeur absolue de la coordonnée de ce 
point sur l'axe) ; 

Aa = Ufj G
2(j) |j € J}. 

4.4 Ident^LcatLon de* *uppoKt* de* deux nuage* : &on.mulz de tn.an~ 
*LtA.on ; principe ba>mczntn.4.Quz : Comme nous l'avons vu au § 4.3 

précédent, les axes principaux d'inertie des deux nuages se correspon­
dent biunivoquement : 

le 1-er axe de N(I) correspond au 1-er axe de N(J) avec la même 
valeur propre : Ai ; 

le 2-ème axe de N(I) au 2-ème axe de N(J) avec la même v. pr.A2; 

etc. 

les 7-èmes axes se correspondent avec la v. pr. A7. 

D'où l'idée de superposer les deux sous-espaces supports des 
nuages en faisant coïncider f avec f ; le 1-er axe de N(I) avec le 

1-er axe de N(J) ; le 2-ème axe de N(I) avec le 2-ëme axe de N(J) ; 
ainsi de suite jusqu'aux 7-èmes axes. 

Mais comme les axes sont orientés chacun arbitrairement, il y a 
deux façons de faire coïncider les axes de même rang. Au total , il y 

a 2 façons de faire coïncider les deux systèmes de 7 axes. Mais pour 

l'une des 2 superpositions possibles, les deux nuages satisfont au 

principe barycentrique que l'on peut énoncer ainsi : à une correction 

près (cf. infra) tout point f1 de N(I) est situé au centre de gravité 

des points f3 de N(J) affectés, comme coefficients de pondération , 

des composantes sur eux du profil de i, et de même, tout point fJ de 

N(J) est situé au centre de gravité des points f T de N(I) affectés, 
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comme coefficients de pondération, des composantes sur eux du profil 
de j . De façon précise, on a, pour une orientation cohérente des axes 
des deux nuages les formules suivantes, dites de transition : 

V e [1, 2,..., 7] : 

Fa(i) = (l/Ua)''
2) E{f

1
j Ga<3) 11 e J) ; 

Ga(j) = (l/Ua)^) Z{f\ Fa(i) ji e 1} . 

(on notera la présence du coefficient (1/Aa) 2 : c'est pourquoi on a 
dit : "à une correction près). 

Ici apparaît la parfaite symétrie qui existe entre les ensembles 

I et J dans l'analyse du tableau k_ _. La conséquence pratique de ces 
x, J 

formules est qu'il suffit de déterminer les axes principaux d'inertie 
et les facteurs relatifs à l'un seulement des nuages N(I) ou N(J) ; les 
facteurs relatifs à l'autre nuage se calculent par les formules de tran­
sition. Quant au principe barycentrique, il permet d'interpréter les 
groupes de points qui apparaissent sur les graphiques plans : la pré­
sence d'un pays exportateur j au sein d'un groupe c de pays importa­
teurs est le signe que le profil de j a de fortes composantes sur les 
pays ce c i.e. que les pays importateurs de c absorbent une part im­
portante des exportations de j . Inversement, la présence d'un pays im­
portateur i au sein d'un groupe s de pays exportateurs est le signe 
que les pays exportateurs de s fournissent une part importante des im­
portations de i . 

4 . 5 formule dz Kzcon*tttutA.on zt modèle d' 4.ndépzndancz 
A partir d'un tableau kT T on a obtenu une description des êlé-

±, j 

ments i de I et j de J par des points de RT et RT rapportés respecti-
vement aux axes principaux d'inertie de N(I) et de N(J), la dispersion 
de N(I) et de N(J) sur les axes successifs étant mesurée par la même 
suite de valeurs propres : Ai, A2,..., An (dans l'exemple traité, n=7). 

Inversement, connaissant les facteurs sur I et sur J, la suite 
des valeurs propres et, en outre, les marges du tableau k i.e. 

(k(i) ]i e 1} totaux des lignes et{k(j) |j e J} totaux des colonnes, on 
reconstitue le tableau k grâce à la formule de reconstitution qui 
s'écrit : 1,J 

k(i,j) =kfxf (l+(AlT
 1/2Fl(i)Gl(j) + (A271/2F2(i)G2(j) + 

...+ (An)"1/2Fn(i)Gn(j)) ; 

avec:k = E{k(i) |i e 1} = E{k(j) |j e J} ; 

f± = k(i)/k ; fj = k(3)/k. 

L'ordre de grandeur des termes successifs de cette formule dimi-
nue comme (Aa) /2 (en effet, on a vu au § 4.2 que (Aoc) * donnait l'or­
dre de grandeur de Fa(i) et de Ga(j)) ; ce qui permet de donner une re­
constitution approchée du tableau k en ne gardant que les premiers 
termes de la formule : I*J 

approx. d'ordre 0 :kO(i,j) = kf.f. 

approx. d'ordre 1 :kl(i,j) = kf. f . (1+( Al)" /2 Fl(i)GKj)) 

etc. 
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L'approximation d'ordre 0 satisfait au modèle d'indépendance : on 
reconnaît la formule (2') du § 2.4. C'est la simplification extrême du 
tableau k dont on ne conserve que les marges. Au fur et à mesure que 

l'on ajoute des termes, on obtient des approximations du tableau k_ _ 
i, j 

de plus en plus riches correspondant à des nuages présentant de plus 

en plus de dimensions. Il arrive qu'au-delà d'un certain rang p , les 
facteurs issus du tableau k_ T ne rendent compte que de fluctuations 

i , j 

a l é a t o i r e s . Dans ce c a s , l 'approximation d'ordre p du tableau kT _est 
i, j 

plus fidèle à la réalité que le tableau k_ _ lui-même. 
I, J 

Au § 2.4 nous avons dit que l'interaction entre i et j était at­
tractive ou répulsive selon que k(i,j) était supérieur ou inférieur à 
k f. f .. La formule de reconstitution, en donnant du rapport k(i, j)/(kf. f.) 
une expression analytique, permet de nuancer cette mesure globale de 

l'interaction : i et j s'attirent de par le facteur a si le terme 

Fa(i) Ga(j) est positif (et tend par conséquent à rendre k(i,j) supé­

rieur à k f. f.)/ c'est-à-dire si les projections sur l'axe a des points 
représentant i et j sont situées du même côté de l'origine ; au con­

traire, i et j se repoussent de par l'axe a si Fa(i) Ga(j) est négatif 

et tend à rendre k(i,j) inférieur à kf. f.. Eventuellement, i et j 
s'attirent par certains axes, se repoussent par d'autres : il n'est pas 
possible d'avoir des attractions et des répulsions un schéma simpliste; 
l'analyse factorielle donne justement de la complexité une image ordon­
née . 

5 Interprétation de* n,é*ultat* d'analy*e : valzun.* pn.opn.e* zt 
gn.apkA.quz* . 

Les résultats sont imprimés sur le listage qui comprend : l'his­
togramme des valeurs propres ; des tableaux donnant, avec les valeurs 
des facteurs, des informations complémentaires qui seront expliquées 
dans la suite ; des graphiques donnant chacun les projections des points 
sur un plan engendré par deux axes principaux d'inertie (appelés enco­
re : axes factoriels). Dans le présent § 5 nous présenterons l'histo­
gramme des valeurs propres et interpréterons l'analyse d'après les gra­
phiques plans sans recourir aux tableaux numériques. Au § 6, nous expli­
querons le contenu de ces tableaux qui aident à confirmer et préciser 
1 ' interprétation. 

5.1 H4.*togn,ammz de* valzun.* pKopn.z* : Valeurs propres et taux d'iner­
tie sont communs aux deux nuages N(I) et N(J) qui ont (cf. 4.3) même 
inertie totale et mêmes valeurs propres (ce qui permet d'identifier les 
axes principaux d'inertie de même rang des deux nuages). 

Chaque ligne de ce tableau correspond à un axe principal d'iner­
tie et on lit de haut en bas : 

• dans la colonne VAL PROPRE : Al = ,45 ; A2 = .32 ; A3 = .15 etc. ; 

ces valeurs sont données avec un nombre de décimales qui dépasse la 
précision permise dans l'interprétation. Le total de la colonne n'est 
pas imprimé : il est égal à la trace, i.e. à l'inertie totale des nua­
ges N(I) ou N(J). 

• dans la colonne POUR CENT : Tl = 40,5% ; T2 = 28,4% ; T3 = 13,7% etc.. 

Rappelons que TOI = Aa/trace et mesure la part afférente à l'axe a dans 
l'inertie totale du nuage. 

http://gn.apkA.quz*
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• dans la colonne CUMUL : ri = 40,5% ; -çl + c2 = 6 8,9% ; T.1 + ~C2 + 
*&3 = 82,6% etc. . La dernière ligne de cette colonne indique toujours 
100%. Dans le cas présent il y a 7 axes et l'on a : cl + "D2 +.. . + Z7 
= 100% car cette somme n'est autre que trace/trace = 1. 

• L'histogramme représente chaque valeur propre Aa par un segment de 
longueur proportionnelle à Aa ; on peut ainsi apprécier d'un regard 
la décroissance des valeurs propres quand leur rang augmente. Sur no­
tre exemple, on voit que chacune des 3 premières valeurs propres est 
nettement séparée de celle qui la suit : Al vaut près de 1,5 fois A2; 
A2 ^ 2 x A3 ; A3 = 2 x A4. 

VALEUR PROPRE 1 ; 1 

NUH ITER VALEUR PROPRE 

.45850079 

.31613224 

.15236717 

.881875621 

.B57581991 

.833471583 

.82856181 

POURCENT 

48.5 
28.42 
13.7 
7.36 
5.17 
^.81 
1.B5 

CUMUL 

48.5 
68.92 
82.61 
89.9? 
95.14 
98.15 
100 

HISTOGRAMME 8ES VALEURS PROPRES DE LA MATRICE 
— i i - i i i t 

ffM«tf»»Ui*MtM*«t*4tM»*t»ttt»*fr*tt**f*ttftt*#»f»*»*t*fr»t 

fCtt«ft4tift«t«i*if««»Ctfttt««itft*»ffft#tff*ft 

tttt*ftt»ft»t»«*t##»tt 

tff»4ftttt« 

*fttftt« 

ftfttf 

#** 

Placé en tête du listage, ce tableau guide l'utilisateur dans le 
choix des plans à examiner et du nombre des facteurs susceptibles 
d'être clairement interprètes. Par exemple, CUMUL3 = 1 + 2 + 3 = 82,6% 
suggère que la représentation dans l'espace engendré par les axes 1, 
2, 3 rend compte assez fidèlement de la dispersion totale des nuages. 
Comme a'autre part les valeurs propres sont bien séparées, les axes 
sont susceptibles d'être interprétés individuellement et peuvent être 
associés librement pour construire des graphiques plans. Dans la sui­
te, nous considérerons les plans 1-2 et 2-3. 

Parfois deux valeurs propres consécutives sont voisines (étant 
bien séparées de celle qui les précède immédiatement et de celle qui 
les suit) : c'est le cas dans notre exemple, de A4 et A5. On peut 
craindre alors que la direction des deux axes correspondants dans le 
plan qu'ils définissent soit instable, c'est-à-dire dépende d'une mo­
dification contingente dans le choix des données ; par exemple de 1*in­
troduction d'un nouveau pays. L'interprétation devra donc être pruden­
te. 

Valeurs propres et pourcentages varient grandement selon les ty­
pes ae données et les cas traités. Des valeurs propres élevées signa­
lent des oppositions tranchées dont l'interprétation est souvent à la 
fois évidente et attendue. Des valeurs propres faibles peuvent corres­
pondre à des corrélations plus discrètes que seule l'analyse aura ré­
vélées. Il est manifeste que les pourcentages sont a priori d'autant 
plus élevés qu'il y a moins d'axes entre lesquels se répartisse l'iner­
tie, c'est-à-dire moins de dimensions dans l'espace ; autrement dit 
que le plus petit des deux nombres (CardI-1) et (Card J-l) est plus 
faible (cf. § 2.1) . 

Nous répéterons donc que l'histogramme des valeurs propres pro­
pose d'abord d'utiles suggestions, mais que seul l'examen approfondi 
des graphiques et des tableaux numériques peut asseoir l'interpréta­
tion. Aucune règle arithmétique ne peut dispenser le savant de la ré­
flexion critique seul garant de la validité de son oeuvre. 
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5 . 2 Examen dz* gn.aphA.quz* plan* 

5.2.1 Le plan 1.2 

IE£ ECC 
e^ADpe de. l'Cit UR5S 

IPLo. 

V-32 1C A rua-tfla, 

EJR^ #nie 

EUSa 
IBResil 
UPon 

îlHd* 
IR Manie. IDLW 

yne-

§5.3 : Projection, des nuage,* /((t)elMl3) j$m 
k plan cfes dcuM premiers a.ye$ fachriels . 
E '.pays exportateurs ; I: pays importateurs, 
(le centre de. gravité, se conserve pour pro-
jeetfon.) 

IITO/KL 

t unTEBL IWUnd 
ISP ^^anc^ 

espaane^Kinadoni 

T4 r4W% 

Dans ce plan apparaissent comme trois pôles bien distincts les 
trois pays exportateurs les plus "lourds" : £CC : URSS (POIDS = 108, 
cf. s 1.3), ^USA (POIDS = 355) et ÏÉMaRoc (POIDS = 337). 

<*CC : URSS et 'JEE : autres pays d'Europe de l'Est (qui se projette 
à proximité de £CC) forment un groupe très isolé du reste des points 
à l'extrémité de l'axe 1. 

^USA et £MaRoc, tous deux opposés à 
posent entre eux sur l'axe 2. 

£CC : URSS sur l'axe 1, s ' op-

Dans l'orbite de £USA se projettent jCAnada (qui importe la quasi-
totalitê de ses phosphates des USA : cf. tableau des profils de lignes 
S 1.3), jBResil, 3JaPon, JÏNde qui ont £USA pour principal four­
nisseur de phosphates. 

La situation de ^MaRoc est moins claire du fait de la présence à 
son voisinage des autres exportateurs africains et de ëfBeLgique qui, 
rappelons-le, joue le rôle d'intermédiaire. Dans ce groupe ficrurent 
la plupart des pays importateurs européens occidentaux. 

La position de dMoRdanie, ̂ RouManie, ^PoLogne et £/DeutsLand, (cen­
trale par rapport aux trois pôles ^CC : URSS, è?USA, ^KaRoc) reste 
à expliquer. 

En conclusion, ce plan 1-2 fait apparaître l'isolement de <*CC : URSS 
dans N(J), et dans N(I) l'isolement de .^Europe de l'ESt suivi de loin 
par ^TPoLogne et ^Roumanie, faits qui ont déterminé le premier axe 
principal d'inertie dans chacun des deux nuages. En sorte que la dis­
persion du reste du nuage N(I)- 3fEE ou N(J)-^CC se mesure sur les 
axes suivants : 2, 3 etc. . L'axe 2 apparaît dans ce plan 1-2 comme 
opposant c*USA aux exportateurs africains (principalement ë^MaRoc qui 

http://gn.aphA.quz*
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est le plus important). Nous le retrouverons dans le plan 2-3 objet 
au 3 suivant. 

5.2.2 Lz plan 2.3 

EBL̂ ue-

ETGo 

rcu IFRancfc 

A j s . l S ^ s - t t , * * 

IDUvnct 

cECDURJS 
UEEst 
EUSCL 

ICAnada 

IliKlngolom, 
belQlguelBL U T a l 

I&Fbgne. 

IPLojne l B R é 5 L l Aa = .3aL ;ris2»i4% 
I JPort 

IRMcvrue-
IlMde 

jordan*e^ 

$5.2 .' Analyse cAùU>ant 
/4 ^5/4 ^nfyniahuM (J_) 

pfanJL-5. 

On dis t ingue quatre groupes : 

<̂ USA sur l ' a x e 2, entouré de ^CAnada, j B R ë s i l , xJJaPon ; ( la 
p o s i t i o n de JEurope de l ' E s t e t £CC : URSS dans ce s e c t e u r d o i t ê tre 
nuancée par l e f a i t qu'en r e l i e f par rapport au plan 2-3 ces points 
s ' é c a r t e n t sur l ' a x e 1, f a i t sur l eaue l nous reviendrons au § 6 .3 en 
l i s a n t l e s l i s t a g e s de f a c t e u r s ) . 

^MaRoc e s t i s o l é c e t t e f o i s des autres exportateurs a f r i c a i n s 
e t entouré de 'JeSPagne, ^BeLgique, J"United Kingdom, 'J ITa l i e . Le 
pays JPoLogne e s t s i t u é dans l e même quart de plan mais t rès près de 
l ' o r i g i n e des axes . Les principaux c l i e n t s de ^SïIaRoc s o n t l 'ESpagne, 
la FRance e t les Pays-Bas , mais ces deux derniers pays : JfFR e t ^NL 
importent davantage des autres pays a f r i c a i n s ) . 

Sur l e 3-ème axe l e s exportateurs a f r i ca ins (autres que cÊMaRoc) 
a i n s i que £î.BeLgique, c e l u i - c i très é l o i g n é sur l e 3-ème axe p o s i t i f , 
a s s o c i é s à JFRance e t JNederLand s 'opposent à S>îaRoc. 

Enfin, la JoRdanie : ^JR e s t i s o l é e en tant qu'exportateur dans 
un quadrant où s e p r o j e t t e n t CTINde: , JRouIIanie e t ^rjaPon s e s t r o i s 
premiers c l i e n t s (cf . p r o f i l s des colonnes § 1 . 3 ) , "^JoRdanie s 'oppo-
s a n t à ^MaRoc sur l e 2-ème axe e t aux autres pays a f r i c a i n s sur l e 
3-ème axe. 

La p o s i t i o n intermédiaire de ZJDeutschLand r e s t e une ques t ion 
posée qui sera r e p r i s e à l ' a i d e des l i s t a g e s de f a c t e u r s . 
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5 . 2 . 3 l e plan 5-6 

^ 6 = 5 ° ' 

tDLand 

E JRda nie. 
IRMame. 

IBLcy; 
INLand IPJ 

BTÙO cancicloICA 

&5 ï nnalyse croisant 
74 pays trriportaicursd) 
ai/ec 8p eypc?rfafeurs(£) 
Plan 5-6 

IJNole 
TNtôle, 

JÊFst 

^5= 5 % 

LUKinqdom 

Nous représentons le plan 5-6 afin de montrer comment se disper­
sent les nuages dans un plan perpendiculaire aux premiers axes facto­
riels (1, 2, 3, 4) : la plupart des points sont massés au centre et 
quelques uns s'écartent de l'origine. Ce sont : 

^ToGo et DNederLand s'opposant sur l'axe 5 à ^SéNégal et 
JUnited King. d'une part, à 2BeLgique et SDeutschLand d'autre part, 
ces deux derniers groupes s'opposant entre-eux sur l'axe 6. Du côté 
de SBeLgique sur l'axe 6, SJoRdanie s'écarte du centre avec 3Rou-
Manie. 

Les faits les plus massifs où entrent en jeu les trois plus gros 
exportateurs : ^USA, aSMaRoc et ^CC : URSS, ayant déterminé les pre­
miers axes, le plan 5-6 se trouve étranger à ces faits : les exporta­
teurs USA, MaRoc et URSS se projettent au centre de ce plan. Tandis 
qu'apparaissent des faits n'intéressant qu'un petit nombre de pays : 

2ToGo 2-ème fournisseur de CTNederLand après 2-USA ; 

2 CC 
2?BeLgique, 4-ème fournisseur de ^JDeutschLand après «SUSA 
URSS et STMaRoc ; 

^SéNégal, 2-ème fournisseur de JUnited King. après <£USA ; et 
enfin, quoique plus central : 

"^JoRdanie, 4-ème fournisseur de JTRouManie, après ^MaRoc, 
^CC et ^USA. 

Ainsi le plan 5-6 rend compte de faits réels bien que ne repré­
sentant que &% de l'inertie du nuage. Mais ces faits, d'autant plus 
intéressants qu'ils sont moins évidents a priori? se verront avec plus 
de précision sur le tableau des facteurs (§ 6). 

Au cours de l'examen des graphiques plans deux questions se po­
sent constamment : quels éléments ont déterminé, les axes ? Où est si­
tué dans le nuage multidimensionnel un point dont on observe la pro­
jection sur tel ou tel plan ? La réponse à ces questions se fait à l'ai­
de des coefficients CTR et COR qui sont imprimés avec les facteurs : 
cf. § 6. 
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6 Lz* tablzaux dz* jactzun.* *un. 1 et *un. J : aldz* à Vlntzn.pn.z-

tatlon 

Les facteurs sur I et sur J sont présentés dans deux tableaux 
distincts mais semblables : en lignes, les points représentant les é-
léments de I (ou de J) dont les facteurs sont les coordonnées sur les 
axes principaux d'inertie. Trois premières colonnes QuaGiTé, poiDS, 
INeRtie en concernent pas un facteur particulier (cf. § 6.1). Puis 
pour chaque facteur, un groupe de trois colonnes : le facteur lui-mê­
me, Fa ; COR ou C02 (cf. § 6.3) ou part de l'axe a dans l'explication 
de l'écart du point considéré au centre de gravité du nuage ; CTR (cf. 
9 6.2) ou part du pays considéré dans la dispersion du nuage le long 
de l'axe a. En général, on n'imprime pas tous les facteurs : la lar­
geur du papier d'imprimante permet le listage sur une ligne de 7 fac­
teurs. C'est ce qui justifie la présence de la colonne OLT donnant la 
qualité de la représentation de chaque point par ses 7 premiers fac­
teurs. 

N.B.l Sauf avis contraire, toutes les valeurs imprimées sur les ta­
bleaux sont en millièmes ; e?g? 7 3 est à lire : 0,07 3. 

N.B. 2 Les sigles désignant les diverses colonnes des tableaux peuvent 
différer d'un programme à l'autre. Par exemple le poids est tantôt dé­
signé par POID, tantôt par PDS etc. . 

6. 1 Lz* colonnz* : qualité., po*,d*, A.nzn,tlz 

• PDS : f. = k(i)/k : f . = k ( j )/k ; f. : rapport du total k(i) de la 

ligne i du tableau k_ _ au total k du tableau ; f. : rapport du to-
±, j 3 

tal k(j) de la colonne j du tableau k_ _ au total général k. Les quan-
i, j 

tites déjà présentées au § 1.2 sont les poids attribués aux divers élé­
ments de I et de J dans l'analyse. Les f. constituent la colonne POIDS 
du tableau des profils des lignes ; les f. la ligne POIDS du tableau 
des profils des colonnes. Le total de la colonne poids vaut pour cha­
cun des tableaux (de I ou de J) : 1000/1000 = 1 car E{k(i)| i e 1} = 
ï{k(j)| j € J} = k. 
• INR : INR(i) = inertf (f^/inertie totale de N(I) ; 

INR (j) = inertfI (f^J/inertie totale de N(J) 

Pour chaque point fT de N(I) (profil de la ligne afférente 

au pays importateur i) ou fj de N(J) (profil de la colonne du pays 

exportateur j), INR donne en millièmes la valeur de 1' iner t i e de ce 
point par rapport au centre de gravité du nuage (i.e. du produit de 
la masse par le carré de la distance au centre), rapportée à l'iner­
tie totale du nuage. 

Remarque la colonne POIDS donne pour chaque pays i la part qu'il a 
aans le total du tableau ; et la colonne INR la part qu'il a dans 
l'inertie totale du nuage. Si pour ce pays, INR est nettement supé­
rieur à POIDS, cela ne peut être dû qu'à sa distance élevée à l'ori­
gine. On a ainsi le moyen de repérer les points excentriques de même 
que les points centraux, pour lesquels POIDS est nettement supérieur 
à INR. Par exemple, 3EE est excentrique, JPL relativement proche du 
centre (en effet, l'Europe de l'ESt a l'URSS pour fournisseur quasi 
exclusif, tandis que la PoLogne (cf. infra) a recours à plusieurs ex­
portateurs (en particulier au MaRoc et aux USA) . 

http://lntzn.pn.z
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• QLT : QLT(i) = d2(f_, pr. (f %)) /d2 (f _, f \) <1. 

j i f ... , n j j o 

Soit i un élément de I, de profil f1 dans l'espace R_. Le ta-

bleau comporte, ligne i , n facteurs imprimés (en général n = 7 ou 

n = 14 cf. supra). Ces facteurs sont les coordonnées du profil f\ sur 

les n premiers axes principaux d'inertie et décrivent la projection 

de f j sur l'espace engendré par ces axes ; projection que nous notons: 

P^1 R(f j) (cf. § 4.0). La figure correspond au cas n = 2 : 

nu) 

cwce.1 

FUI') 
(fT est le centre de gravité du nuage N(I), origine des axes). 

La projection orthogonale diminue les distances, en sorte que 
l'on a toujours : 

d ( fJ' >?rl r/j» * d<fj'fiJ> 

l'égalité n'ayant lieu que si f T coïncide avec sa projection, i.e. 

est situe dans l'espace engendré par les n premiers axes. Dans ce cas, 

QLT = 1 et la représentation de f T par ses n premiers facteurs est par­

faite. S'il n'en est pas ainsi, la représentation dans l'espace engen­

dré par les n premiers axes sera d'autant meilleure que f T sera plus 

proche de sa projection et QLT plus voisine de 1. 

Dans notre exemple, il y a exactement 7 axes factoriels, en sor­
te que tous les facteurs sont imprimés. Quel que soit i , QLT = 1 = 
1000/1000. Mous reviendrons sur QLT à propos de COR (§6.3.4). 

Ce que nous venons de dire se transpose au tableau des facteurs 

sur J : pour tout élément j de J de profil f?- dans R , 

QLT(j) = d2(fI , pr1^^nf
j
1)/d

2(f1 , f
j
z) < 1. 

6. 2 Contn.A.but4.on relative d'un point à un axe ; CTR 

Nous considérons successivement le calcul de cette contribution 
CTR pour un point i du nuage N(I) (§ 6.2.1) ; le calcul, tout analo­
gue, fait pour un point j de N(J) (§6.2.2) ; l'utilisation simulta­
née des CTR afférents à I et à J (§ 6.2.3). 

6.2.1 Calcul dz CTR poun. un point l du nuage H{ï) 

• CTRad) = f±(Fa(i))
2/Aa. 

On sait (cf. § 4.2) que : Àoc = Z{f.(Fa(i))2| i e 1} : CTRa(i) donne donc 

pour tout pays i de I la part de ce pays i dans l'inertie Aa du nuage 
M I ) projeté sur l'axe a. 

La somme E {CTRa (i) | i e 1} vaut 1000/1000 = 1 : le total 1000 est 
souvent écrit au bas de la colonne CTR. 
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6.2.2 Calcul dz CTR poun. un po-tnt i du nuaaz N(J) : La symétrie avec 
N(I) est totale : 

CTRa(j) = f . ( G a ( ] ) r / A a . 

On a : Aa = E { f . (Ga(j)) 2 | j e J } CTRa(j) donne donc pour t o u t 

pays j de J l a p a r t de c e pays j dans l ' i n e r t i e Aa au nuage N(J) p r o ­
j e t é s u r l ' a x e 

La somme E{CTRa(j)] j e J} v a u t 1 0 0 0 / 1 0 0 0 = 1. 

6 . 2 . 3 \XtJLlA,*atJLOn *>tmultanz'e de* CTR ajjZKznt* à l zt à J 

En parcourant la colonne CTR pour un nuage e t un axe donnés, on 
repère l e s éléments qui ont l e plus de part à l ' i n e r t i e du nuage pro­
j e t é sur l ' a x e . On d i t que ces éléments font l ' a x e . Voic i ce qu'on e n ­
tend par l à . D'une part , s i on r e f a i t l ' a n a l y s e sur un tableau de don­
nées modifié en supprimant c e r t a i n e s l i g n e s ou colonnes dont aucune ne 
correspond à l 'un de ces éléments, l e facteur se retrouve généralement 
peu modif ié . S i , d 'autre part , on supprime des éléments apportant une 
contr ibut ion majeure à un facteur , c e l u i - c i d i s p a r a î t . Quand un facteur 
e s t créé par un ou deux éléments comme c ' e s t l e cas i c i pour l e facteur 
1 créé par ^EE e t £€C (cf. infra), l a suppression de ceux-c i f a i t 
d isparatre ce fac teur , l e r e s t e de l ' a n a l y s e s u b s i s t a n t peu modif ié 
mais avec un décalage des axes . Dans l e cas présent , l e plan 2-3 se 
re trouvera i t comme plan 1-2 ; e t c . . On peut a i n s i répondre à la ques ­
t i o n formulée à la f i n du § 5 : quels éléments ont déterminé l e s axes? 

1 PR' QflLT PDS INR ' F i l CD2 CTR ' FI2 C02 CTR ' Fi3 C02 CTR ' F*4 C02 CTR ' FI5 C02 CTR ' Fi6 C02 CTR ' FI7 C02 CTR 

68 22 
86 139 
158 182 
90 50 
59 15 
70 37 
58 51 
57 77 
49 56 
52 63 
68 44 
82 29 
43 30 
78 284 

20 
787 
208 

-59 
226 
514 
242 
8 
156 
398 
569 

-558 
-642 

1 0 
342 117 
57 14 
6 1 
180 7 
450 41 
59 7 
0 0 
19 3 
117 18 
444 49 
803 57 
525 39 

1932 922 647 

-404 390 31 
1038 595 291 

-648 557 200 
94 17 
155 8 
381 50 
279 50 
389 105 
410 80 
124 28 
422 66 
23 2 
40 4 
67 67 

242 
-208 
473 

-522 
-766 
715 
411 
554 

-93 
178 
523 

358 306 50 
130 9 9 
498 328 245 
516 427 157 
317 356 39 
222 64 23 
444 201 74 
822 449 252 

29 12 
164 76 
4 1 

•145 55 11 
379 184 41 
129 4 8 

191 
-471 
-52 

-293 206 63 
-265 39 74 

153 
107 
51 
190 
5 
435 
47 
891 

-269 
3 
381 

-55 

62 31 
0 0 
126 132 
2 1 
585 502 
100 60 
0 0 

184 76 

1 3 

-194 90 39 

45 1 3 

16 0 1 

306 149 146 

6 0 0 

0 0 0 

599 367 361 

37 1 1 

681 370 399 

2 0 B 

18 0 

-150 59 

147 28 

27 0 

0 

33 

16 

1 

27 

150 

54 

2 1 

13 58 

4 14 

429 294 493 

38 5 3 

44 3 4 

52 3 5 

219 32 Bl 

398 127 235 

10 21 117 

74 8 

-35 3 

130 21 

-143 5 

43 5 6 

-21 0 2 

130 22 124 

-81 H 30 

289 294 239 

184 19 37 

299 92 252 

-66 3 

230 42 

3 0 

126 22 52 

150 58 89 

115 17 28 

10 0 0 

12 

128 

0 

J PR 

EBJ 

EUS 

EJR 

EHR 

ESN 

ET6 

E7H 

ECC 

BAL! PD5 INR 

000 32 67 

I 355 201 

i 27 88 

\ 337 122 
800 37 64 

000 61 95 

000 42 32 

000 1BB 339 

Ffl CD2 CTR 

145 9 2 

528 443 220 

0 0 B 

-44 5 2 

299 46 7 

156 14 3 

12 1 -100 

-1784 913 765 

F12 C02 CTR 

439 84 20 

585 543 385 

466 67 19 

-491 602 259 

-767 306 68 

-821 3B7 129 

-449 239 27 

52^ 78 94 

FI3 C02 CTR 

1150 574 280 

50 

-7B4 

-370 

432 

693 

407 

155 

4 6 

190 111 

342 304 

97 45 

275 191 

195 46 

7 17 

F14 CD2 CTR 

47 1 1 

-75 9 25 

1519 713 773 

•133 45 74 

460 109 94 

136 il 14 

184 48 17 

33 0 2 

FIS C02 CTR 

436 83 107 

-9 0 1 

-164 8 13 

20 1 2 

707 258 318 

-721 299 549 

118 17 10 

1 0 0 

F#6 C02 CTR 

752 245 545 

27 1 8 

263 21 57 

45 

•541 

-110 

-124 

45 

5 20 

152 321 

7 22 

18 20 

1 7 

F#7 C02 CTR 

-91 
-2 
9 

4 13 

-37 

247 ^2 11B 

-103 6 32 

637 479 8 ¼ 

7 

Sur l ' a x e 1, on r e p è r e , dans I 

c o l o n n e CTR1 C7EE : 647 a v e c FI = - 1 9 3 2 

OCA : 117 a v e c FI = 787 

on en d é d u i t , quant à l ' e n s e m b l e d e s i m p o r t a t e u r s N ( I ) , que l ' a x e 1 
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est fait principalement par 3EE, secondairement par UCA qui s'oppose 
sur cet axe à OEE. 

Dans J, on repère : 

colonne CTR1 : "2CC = 7 65 avec FI =-17 84. 

2US = 220 avec FI = 52 8 ; 

l'axe 1 est fait par 2CC ; secondairement par ^USA qui s'oppose sur 
l'axe à ^CC(URSS) . 

Dans la représentation simultanée des deux nuages, en projection 
sur le plan 1-2, on voit en effet aux deux extrémités de l'axe 1 : Eu­
rope de l'ESt associé à ^CC d'une part; SCAnada, ^USA d'autre part. 

Sur l'axe 2, on repère : 

pour I, SCA : CTR = 291 

3FR : CTR = 200 

3SP : CTR = 105 

pour J, 2US : CTR = 3£5 

2MR : CTR = 259 

F2 = 1038 

F2 = -648 

F2 = -7 66 

F2 = 5 85 

F2 = -491 

L'axe 2 est donc fait par l'opposition entre les exportateurs 
USA(F2>0) et Maroc(F2<0) au sein de N(J) ; et, corrélativement, au sein 
ae N(I), par l'opposition entre Canada d'une part (F2>0) ; et France 
et Espagne d'autre part (F2<0), oppositions qui apparaissent dans la 
représentation simultanée des deux nuages sur les plans 1-2 et 2-3 : 
cf. §§ 5.2.1 et 5.2.2. La part prépondérante des USA dans>i, alors que 
son poids (355) est voisin de celui du Maroc (337) est due à l'attrac­
tion de ÎTCanada dont la totalité des importations de phosphates vient 

de USA(f | ^ = 99,9%) . 

L'axe 3 est déterminé par les oppositions suivantes : 

dans N(I): EsPagne : CTR = 252 ; F3 = -822 

FRance : CTR = 245 ; F3 = 498 

dans N(J): MaRoc : CTR = 305 ; F3 = -370 

BeLgique : CTR = 280 ; F3 = 1150 

En poids la Belgique représente le dixième du poids du Maroc. 
La France et l'Allemagne absorbent 83% de ses exportations de phospha­
tes (cf. profil de «£BL § 1.3). Nous trouvons ici (axe 3) la Belgique 
associée à la France ; sur l'axe 6 nous la trouverons associée à 1 ' Al-
lemange. 

Poursuivons l'examen des axes. 

Axe 4 : 

dans N(I): OlN : CTR = 503 ; F4 = 891 

dans N(J): 2JR : CTR =773 ; F4 =1520 

L'axe 4 est donc l'axe de la Jordanie, associée à son principal 
client : l'Inde. 

L'axe 5 oppose ^SéNégal, associé à UUnited Kingdom, à £ToGo 
associé à O'NederLand. 
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L'axe 6 oppose <?BeLgique associé à jDeutschLand, à «^SéNégal 
associé à JunitedKingdom. 

L'axe 7 est l'axe de la Tunisie : ^TN : COR = 836 ; F7 = 637. 
C'est le seul pays exportateur se projetant sur la partie positive 
ae l'axe, associé à jFRance, ^ITalie, et JPoLogne, qui importent 
respectivement 12%, 9% et 7 % de leurs phosphates de Tunisie et qui, à 
eux trois, absorbent 7 6% des exportations de ce pays. 

Ainsi, comme nous l'annoncions au § 5.1, tous les axes de cette 
analyse rendent compte de réalités clairement interprétables. 

6. 3 Contribution n.elatl\)Z d1 un axz à V zcan,t d1 un point au czntn.z 
Nous touchons ici au but essentiel de l'analyse qui est de déter­

miner en quoi un pays s'écarte de la moyenne, laquelle est représentée 
par le centre de gravité du nuage, origine des axes factoriels. Après 
les formules de définition de CORa(i) et de CORa(j) (§ 6.3.1) et (6.3. 
2), nous considérons successivement la définition usuelle de cette con-

2 
tribution COR comme un cos (§ 6.3.3) ; le lien entre COR et QLT (§ 6. 
3.4) ; l'interprétation de COR comme corrélation (§ 6.3.5) ; et enfin 
nous utilisons les COR pour compléter l'interprétation des graphiques 
commencée au § 5. 

6.3.7 Calcul dz COR poun. un poA.nt l du nuaaz N [ I ) 

B CORa(i) = (Fa(i))2/d2(fJ,f
i
J) . 

On se rappelle que f_ est le centre de gravité du nuage N(I) (§ 
i 

2.2) ; f T , profil du pays i , le point qui représente i dans le nua-
i ge N(I) (§2.1.2) ; et que le carré de la distance de f à f j a pour 

expression en fonction des facteurs (§§ 4.0 et 4.2) : 
2 i 2 

d (f , f ) =E{(Foi(i)) | a = 1, ... , 7 } ; (7 est le nombre de dimensions 
du nuage dans notre exemple, i.e. le nombre de valeurs propres non 
nulles). CORa(i) est donc la part du facteur a dans le carré de la 
distance du point représentant le pays i au centre du nuage, fj , qui 
est l'origine des axes factoriels. 

6.3.2 Calcul dz COR poun. un posent j du nuagz N{J) 

• CORa(j) = (Gail))2/a2{£1§f\) . 
f est le centre de gravité du nuage N(J) ; f-̂  le point représentant 

le pays j dans le nuage N(J) et l'on a : 

d2(f1,f
j
1) =E{{Ga(j))

2|a = 1,..., 7} ; 

CDRa(j) est donc la part du facteur a dans le carré de la dis­
tance du point représentant le pays j au centre f du nuage, origine 
des axes factoriels. 

Dans la suite, ce que nous dirons d'un CORa(i) ou CORg(i) vaut 
pour un j. 

6.3.3 COR z*t un co*lnu* au can.KZ : Reprenons la formule de défini­
tion : CORot(i) = (Fa(i))2/d2(fT,f

1
T) . Le numérateur (Fa(i)) n'est autre 

que le carré de la longueur de la projection du rayon (fj#f j) joignant 

l'origine : f, au point représentant i : f J t projection que l'on 
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note : (fa . pr^)). 

^Keoc. 

CORa(i) = d2(fj ,pra(f
i
J)/d

2 (f , f^) 

Ce rapport caractérise l'angle 6a(i) que fait avec l'axe a la 

direction dans laquelle le pays i s'écarte du centre : 

CORa(i) = COS2 0a (i) . 

Si cet angle est nul, i.e. si le point f1 est sur l'axe, CORa(i) 

= 1. On dit alors que l'axe a explique à lui seul l'écart de i au cen­
tre. C'est à peu près le cas de l'axe 1 pour 5EE : C0R1( DEE) = 922/ 
1000 =1. Au contraire, si le point i s'écarte du centre dans une di­
rection perpendiculaire à l'axe considéré l'angle 0 vaut 90° et CORa(i) 
= 0. On dit que l'axe est étranger à l'écart du point i au centre. 
C'est le cas de l'axe 5 pour DFR : CORS ( 0FR) = 0. 

Ainsi, en parcourant dans la ligne d'un pays les divers COR af­
férents aux divers axes, on repère les axes qui expliquent l'écart 
des pays au centre : ce sont ceux pour lesquels COR a une forte va­
leur ; dans le nuage, le pays est situé à proximité de ces axes. On a 
ainsi le moyen de répondre à la question : où se trouve, dans le nuage 
multidimensionnel, un point dont on observe la projection (cf. § 5 in 
fine) . 

Considérons deux axes a et B et le plan qu'ils engendrent ; no­

tons pr o la projection sur ce plan ; pr la projection sur l'axe a; 

prR celle sur l'axe g. Pour un point f _ du nuage (comme pour tout au­

tre point) la projection de f\ sur l'axe a coïncide avec celle de la 
i projection de f . sur le plan a-B. 

Pra<f J > - P V e r « B < f J » '• 

e t de même : 

P V f V = PVP'aB^J»' 
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Notons 0 (i), 6_ (i) 0 fl(i) les angles que fait le rayon f_f\ ot p ctp J J 
l'axe a , l'axe B et sa projection sur le plan a-B:(f T^pr 0{f,ï), 

U Clp J 

a 2 ( f J , p r ^ ( f i
J ) ) = d 2 ( f J , p r w ( f i

J 0 ) + d 2 ( f J , p r p ) ( f i j ) , 

d ' où 

c o s 2 e a 0 ( i ) = c o s 2 0 a ( i ) + c o s 2 e ( i ) . 
2 

En s o r t e que l a somme : (CORa(i) + COR B (i)) donne l e cos de 
l ' a n g l e que f a i t l e rayon(f_, f ^ J a v e c l e p l an a-(3. 

2 
L'interprétation de COR comme un cos justifie la notation C02 

parfois utilisée pour COR. 

6.3.4 Calcul dz la Qualité. QLT commz *ommz dz COR : Au § 6.1 nous avons 
aefini la qualité de représentation QLT d'un point i de I par les n 
premiers facteurs comme le rapport : 

QLT-d 2(f J f prx ^ f V ' ^ V ^ j ' • 

Or, pr. (f\) ={Fl(i), F2(i),..., Fn(i)}, ensemble des coor-1, ..., n u 

données de f1. sur les n premiers facteurs (cf. § 4.0), et : 
u 

d2(fT, pr. n(fK)) = Fl(i))2 + (F2(i))2 +..+ (Fn(i))2 ; 
j 11 ... , n J 

en sorte que le rapport QLT n'est autre que la somme des n coeffi­
cients de corrélation COR afférents au point i : 

QLT = 00R1 + COR2 +...+ COR n . 

Si, comme c'est le cas dans notre exemple, la totalité des fac­
teurs se trouve imprimée, i.e. si n est égal au nombre de valeurs pro­
pres non nulles, on a, pour tout élément i : 

d2(fJ,f
i
J) = (Fl(i))

2+ (F2(i))2 + (Fn(i))2 ; 

et la somme des COR de la ligne vaut 1 : 

CORl(i)+...+CORn(i) = ((Fl(i))2+... + (Fn(i))2)/((Fl(i))2+... + (Fn(i))2) 

(de même que la somme des CTR d'une colonne vaut 1 : cf. § 6.2.2) .• Nous 
retrouvons ici le fait que QLT vaut 1 quand la représentation est par­
faite. Sion, la somme des COR afférents à un élément i est inférieure 
à 1 ; de façon précise, si, sur le nombre total p de facteurs on n'en 
imprime que n (les n premiers), la qualité est S diminuer des COR af­
férents aux facteurs non pris en compte : 

QLT = 1 - (C0R(n + 1) + COR(n +2) +..•+ COR p ) 

6.3.5 lnten.pn.etatIon dz COR commz coKKzlatlon : On peut montrer que 
COR (i) est un coefficient de corrélation entre fonctions sur J : 

Revenons au tableau de données {k(i,j)| i e I, J e J) et divisons 
tous les nombres k(i,j) par le total k . On obtient le tableau 
{fx.|i£l, j e J) avec f±j = k(i,j)/k. Posons encore d

1:= f ^ où f±fj 

sont les poids des éléments i et j définis au § 1.2. Le pays i étant 
fixé, {dij| j cJ} est une fonction sur J : dlJ. Et C0Ra(i) est le coef­
ficient de corrélation entre le facteur Ca(fonction sur J) et d 

http://lnten.pn.etat
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(fonction sur J également). De même CORa(j) est un coefficient de cor-

relation entre Fa et d ^ (fonctions sur I). 

C'est pourquoi l'on dit d'un pays i ou j pour lequel COR est 
voisin de 1 qu'il est bien corrêlê à l'axe a. 

6.3.6 U*aaz de COR dan* Vlntzn.pn.ztatlon dz* an.aphA.Quz* : Comme nous 
l'avons dit plus haut § 6.3.3, en parcourant dans la ligne d'un pays les COR 
afférents aux divers axes, on repère les axes qui expliquent l'écart 
du pays au centre : ce sont ceux pour lesquels COR a une forte valeur; 
dans le nuage, le pays est situé à proximité de ces axes. On a ainsi 
le moyen de répondre à la question : où est situé, dans le nuage mul­
tidimensionnel le point dont on observe la projection sur un plan (cf. 
§ 5 in fine). 

Voici comment la lecture des COR aide à interpréter les groupe­
ments observés sur les graphiques plans. 

Dans le plan 1-2 (§ 5.2.1) se trouvent groupés : ÀTuNisie, e^a-
Roc, 2*BeLgique, <£SéNégal etSToGo. L'examen des COR donne pour chacun 
de ces pays le sous-espace de R dont il est le plus proche. 

<*TuNisie : axes 7, 2, 3 ; ^MaRoc : axes 2, 3 ; ^BeLgique :axes~3,6; 
^SéNégal : axes 2, 5 ; 2*ToGo : axes 2, 3, 5. 

Il faut donc exclure de ce groupe la Belgique dont l'écart au 
centre n'est expliqué qu'à 8% par l'axe 2 (COR = 84) ; le point ^.BeL-
gique est proche du plan 3-6 : C0R3 + C0R6 = 820 ; nous avons vu en 
consultant les CTR que <£BL déterminait l'axe 3 en opposition à 2?Ma-
Roc et l'axe 6 en opposition à ^SéNégal. Nous voyons ici, en consul­
tant les COR que l'axe 3 explique 57% de son écart au centre, et l'axe 
6 : 25%. En consultant de même les COR sur l'ensemble I, on voit que 
JFRance et ^DeutschLand sont bien corrélés tous deux à l'axe 3 : 

COR = 328 pour la France et 427 pour l'Allemagne ; ainsi la position 
de efBL à l'extrémité positive de l'axe 3 dans le Plan 2-3 (§ 5.2.2) 
et celle, du même côte de l'axe, de chacun des deux pays Z FRance et 
JDeutschLand traduit bien l'association de ceux-ci avec ^BeLgique dont 
ils absorbent à eux deux, nous l'avons déjà dit, 84% des exportations. 

Il reste à expliquer la position isolée de DeutschLand sur les 
plans présentés au § 5. La ligne des OOR de ,JDL fait ressortir les 
axes 3, 5, 6. L'allemagne a un profil de composantes moyennes sur les 
principaux exportateurs 2.CC, «USA, mais de composante inférieure à 
la moyenne sur ÇMaRoc. Son originalité est son association avec la 
Belgique. Donc, sur le plan 1-2 JDL occupe une position intermédiaire 
entre XCC et £USA à cause de son déficit en ^MaRoc. Dans le plan 
2-3, <3DL se projette sur l'axe 2 avec ^USA ; sur l'axe 3 avec ^BeLgique. 
Dans le plan 5 - 6 il se projette sur l'axe 5 du côté de <£SéNegal a 
cause de son déficit en <*ToGo (alors que son profil a une composante 
moyenne sur £SN) et, sur l'axe 6, avec ^BeLgique. 

tJRouManie, dans le plan 1-2 occupe comme CJDL une place inter­
médiaire entre <*CC et c£US£. Sa ligne de COR indique une très bonne 
corrélation avec l'axe 1 (525) et une corrélation non négligeable avec 
les axes 3 et 4 (184 pour chacun d'eux, soit 368 pour le plan 3-4). 
Par rapport à la moyenne, le profil de la Roumanie est excédentaire en 
*CC • 29% contre 10% ; déficitaire en T&USA : 18% contre 35% ; très 

légèrement excédentaire en ^MaRoc (37% contre 33%) ce qui explique 
sa position sur le plan 1-2 : dans le quadrant de è£CC mais toutefois 
assez centrale par rapport aux trois pôles qui caractérisent ce plan : 
«&CC *MR et &US. Mais transversalement au plan 1-2, 'SRM S écarte 
sur l'axe 3 attiré par UMaRoc qui caractérise ce même côté de 1 axe ; 
es RM s'écarte également dans la direction de l'axe 4, attiré par ^JoR-
danie d'où il importe 12% de ses phosphates (alors que la composante 
sur ^JR du profil moyen est 3% )• 

http://an.aphA.Quz*
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Nous ne dirons rien ici de JPoLogne qui se projette sur le plan 
1-2 au voisinage de la Roumanie et, sur le plan 2-3 près de l'origine, 
dans le quadrant du Maroc : 3PoLogne servira d'exemple au § 7 où nous 
étudierons l'évolution temporelle à l'aide des éléments supplémentai­
res. 

Il reste à commenter la position de <*CC et "JEE sur le plan 2-3 
(§ 5.2.2). L'écart au centre du n ge de £CC est expliqué à 91% par 
l'axe 1. Transversalement au plan 2-3, ^CC s'oppose fortement à ^US 
dans la direction de l'axe 1 négatif ; mais dans le plan 2-3, en oppo­
sition à SMaRoc, ëCC est associé à SUS. Ceci s'explique parce que 
la pénétration de ^CC en dehors de l'Europe de l'Est ( 3EE) se fait 
en particulier en DeutschLand, pays où, des deux fournisseurs mondiaux 
^MaRoc, et ^US, celui-ci l'emporte nettement. 

7 Lz* tablzaux *upplzmzntaln.z* 

7. 1 Pn.ojZctlon d'un pn.ojll quzlconquz *un. lz* axz* £acton.lel* 
Supposons donné un tableau IS> J ayant même ensemble J de colon­

nes que le tableau principal 14*8 objet des §§ précédents, mais dont 
l'ensemble IS des lignes est un ensemble supplémentaire ajouté à l'en­
semble I. Par exemple, une ligne is de IS pourra représenter un pays 
importateur non compris dans I tel que le Portugal ou le Danemark : on 
aura, à la croisée de is et d'une colonne j , la masse k(is,j) de P205 
exportée par j vers is pendant la période 197 3-19 80 ; et le total k(is) 
de cette ligne sera la masse totale de P205 importée par is durant cet­
te période, sans distinction de provenance. Le Profil de is sur J s'ob­
tient comme pour les éléments principaux (§ 1.3) en divisant la ligne 
is par son total k(is) : 

profil de is sur J = f " = { (k (is, j) /k (is)) | j & J} . 

Ce profil est un point de R appartenant au simplexe des profils 

sur J : P, c R , ; f1^ e p,. Dans P_ (où est situé également le nuage j J J J J 
is 

J J 
a mis en N(I)) , l'analyse du tableau kI j à 14 lignes et 8 colonnes 

place un système de 7 axes factoriels centrés en f j , centre de gravi­
té de N(I). on utilise ce système de coordonnées pour repérer n'impor­
te quel profil sur J. 

La calcul pratique des coordonnées d'un profil quelconque sur J 
se fait très simplement par la formule de transition (cf. § 4.4). Ain­
si, pour le profil f1^ de l'élément supplémentaire is, on a : 

Fatf1?) = (Xa)"1/2 U f ^ G a t j ) I j e J} . 

Remarque 1 : Il est clair qu'on peut procéder de même pour adjoindre à 
l'analyse une colonne supplémentaire js en appliquant la formule de 
transition aux composantes de son profil sur I. 

Remarque 2 : Supposons qu'un tableau principal I*J comporte une ligne 
i e dont le total soit très faible relativement au total gênerai k . 
Les résultats de l'analyse seront les mêmes que si cette ligne était 
retranchée du tableau principal, l'élément ie recevant sur les axes 
factoriels les coordonnées que lui donne la formule des éléments sup­
plémentaires. C'est pourquoi on dit que, tandis que les éléments prin­
cipaux se placent sur des axes qu'ils ont crées en ce sens que ces axes 
sont ajustés au nuage N(I), les éléments supplémentaires se projettent 
sur les axes mais ne participent pas à la création de ceux-ci. 
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7 . 2 Ut+l<L*atlon de* élément* *upplzmzntaln.z* 

Nous ne pourrons donner ici qu'un aperçu de l'utilisation des é-
léments supplémentaires. Quiconque aura étudié attentivement de nom­
breux exemples concrets (e.g. dans le domaine de l'économie) se convain­
cra que tout problème énoncé en termes généraux se résout mathématique­
ment par les trois étapes suivantes : collecte de données pertinentes , 
construction à partir de ces données d'un tableau approprié au problè­
me, lecture de la solution, le plus souvent d'après la position d'élé­
ments supplémentaires. 

Citons trois cas d'utilisation d'éléments supplémentaires. 

Après une première analyse, on peut être amené à retirer du ta­
bleau principal des éléments qui ont une inertie telle qu'ils détermi­
nent à eux seuls un axe, tandis que se trouvent masqués des faits qui 
intéressent l'ensemble du nuage. On retire ces éléments perturbateurs 
du tableau principal, mais on les place en éléments supplémentaires, 
en sorte qu'ils se projettent sur les plans factoriels créés par les 
éléments laissés en principal. Ainsi dans notre exemple, on aurait pu 
placer £CC(URSS) en colonne supplémentaire et ÏÏTEE (Europe de l(Est) 
en ligne supplémentaire. Comme nous l'avons signalé au § 5, on suppri­
me par ce procédé le 1-er axe de la 1-ère analyse mais les axes sui­
vants restent axes principaux d'inertie, avec un rang décalé d'une uni­
té par rapport à celui qu'ils ont dans la 1-ère analyse : le 2-ème axe 
devient le 1-er, le 3-ème devient le 2-ème etc. .(Mais il n'en est pas 
toutours ainsi : il se peut qu'une fois retirés du tableau principal 
les éléments qui créent à eux seuls un axe, les axes principaux d'iner­
tie du nouveau nuage principal diffèrent des axes issus de la 1-ère a-
nalyse) . 

On peut être également amené à placer un élément nouveau en sup­
plémentaire, qui n'a jamais figuré dans le tableau principal : pour re­
prendre l'exemple du § 7.1, ce pourrait être le Portugal ou le Danemark. 

Nous nous apesantirons davantage sur l'emploi systématique qui 
a été fait des éléments supplémentaires pour suivre, année par année, 
les profils annuels des divers pays importateurs de I. Pour simplifier 
l'exposé nous ne suivrons ainsi, que les profils annuels de la Pologne (§ 
7 .3) . 

7.3 Ml*e en zlzmznt* *upplzmzntaA.n.z* de* pn.oj^.1* annuzl* de pay* ; 

exemple dz la Voloanz 

7.3.1 Le nuage dz* pay*-année* : Nous avons présenté au § 1.0 le ta­
bleau k_ _ : pour chaque pays i et chaque année t , ce tableau kIxT j 

donne, ligne it, les quantités de P205 importées par i l'année t en 
provenance des divers pays exportateurs de J : HBeLgique, £USA etc.. 

Pour chaque pays it on définit son profil f j ; son poids fit : 
total de la ligne it divisé par le total k du tableau principal k̂. j,-
d'où, dans l'espace R des profils sur J le nuage des pays-années, en­
semble de tous les points {f^li e I ; t e T}, chacun muni de son poids 
f. . Nous ne considérons dans ce § qu'une partie de ce nuage des pays-
années : le sous-nuage constitué par les huit points représentant les 
profils annuels de la Pologne : PL73, PL74,..., PL80. Ce nuage de huit 
points {PL73, , PL80} est imbriqué dans le nauge N(I) analysé aux §§ 
précédents et peut être projeté comme nous l'avons dit au § 7.1 sur les 
axes factoriels et les divers plans qu'ils définissent, issus de l'ana­
lyse de N(I). 
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7.3.2 Calcul dz* kacteuh* de* pn.o^À.1* annuel* : A chaque profil annuel 
de pays e.g. PL73 correspond une ligne du tableau k T : 

PL73 

c'.BL £US £JR oMR ft:SN c*:TG <£TN 

20 3390 47130 5538 

^CC total 

40800 96873 

d'où un profil sur J dont les composantes s'obtiennent en divisant les 
nombres de cette ligne par le total de la ligne : 96878 (c'est ainsi 
qu'on a défini, pour le tableau principal, un profil par ligne au § 1.3). 

f TPL73 

£BL £US 2CJR ^MR <£SN £TG 2LTN ^CC 

,C35 .486 .057 .421 

L'analyse du tableau principal a fourni les facteurs de 
MR, TN, CC ; ainsi que les valeurs propres : 

total 

1 

US , 

FI 

F2 

) 1 

US 

.528 

.585 

.45 ; ) 2 

MR 

-.044 

-.491 

.32 etc. 

TN 

-.100 

-.449 

CC 

•1.784 

.523 

En appliquant la formule de transition, on obtient les facteurs 
ou coordonnées sur les axes factoriels de PL73 : 

Fl( PL73)=(.45) •1/2 ((.528x0. 35)-(. 044*. 486) 

•(.I00x.057)-(1.784x.421)) = -1.132 

F2( PL73)=(.32) 1/2 ((.585x.035)-(.491x.486) 

-(.449x. 057) + (. 523*. 421)) = -.042 

Le programme calcule tous les facteurs pour chacun des 8 points: 
PoLogne-années, et les résultats sont présentés dans le tableau des 
facteurs sur ISUPplémentaires. 

7.3.3 Lz tableau dz* jacteun.* *un. ISUP 

D'une façon générale, le tableau des facteurs sur ISUP est pré­
senté comme celui sur IPRincipal avec trois premières colonnes : QLT, 
POIDS, INR puis des groupes de colonnes F, COR, CTR afférents à chaque 
axe. Mais les colonnes POIDS, INR, CTR n'ont plus ici total 1 comme 
pour les lignes (ou colonnes) principales, puisque le total du tableau, 
l'inertie du nuage et les inerties en projection sur les axes du nuage 
ont été calculés sur le seul tableau principal. Par exemple 

ISUP' BftLT PDS INR 

PL73' 
PL74' 
PL751 

PL76' 
PL771 

PL781 

PL79' 
PLB0' 

11380 1B 
180© 9 
mz 11 
1000 11 
1000 11 
1000 U 
1000 18 
1000 ie 

Ftl C02 CTft 

1133 985 ?8 
853 660 14 

716 18 
519 7 
133 1 
269 1 
618 4 
523 6 

647 
529 
?M 
258 
401 
-5B7 

F»2 C02 CTR 

42 
38B 
132 
-392 
-51 
31 
49 
247 

1 8 
B6 3 
30 1 
2B4 5 
7 B 
4 8 
10 8 
123 2 

F*-* CC2 CTR 

2̂ 0 
391 

37 3 
139 9 

228 89 4 
242 189 4 

43 1 
8 8 
3 8 

228 99 3 

F#4 C02 CTR 

258 44 
2B1 72 
172 51 

1 
4 

19 1 8 
211 110 6 
138 81 2 
20 
312 

2 0 
197 12 

FIS CG2 CTR 

69 

95 

3 1 
7 1 
15 2 

129 M 3 
587 635 48 
352 535 23 
261 262 12 
152 48 4 

F*6 C02 CTR 

29 1 8 
27 1 8 
-69 8 2 
^8 2 B 
9* 23 3 
53 13 1 
-69 19 2 
52 5 1 

Fi? 102 CTR 

109 B 
194 M 

58 

fc 
16 

230 98 27 
172 55 16 
142 49 II 
151 98 12 
158 B6 11 

5 1 
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POID ( PL73) 

tance de 
tie de I. 

= ( total de la ligne PL73 / total de k_ _) mesure 1 ' impor-
±,d' PL73 par rapport à l'ensemble I, sans que PL73 fasse par-

7.3.4 lntzn.pn.ztatA.on dz* n.é*ultat* 
Les 8 lignes ont toutes approximativement même importance quant 

au poids. En revanche la colonne INR montre de grandes différences en­
tre les années : PL73 est le plus excentrique des 8 points. Avec les 
années, le point PoLogne se rapproche de L'origine : PL78 et PL79 
sont les plus proches de l'origine ; puis PL80 s'en éloigne. 

L'examen des coefficients COR fait apparaître que les 8 points 
sont bien corrélés à l'axe 1 ; pour tous, sauf deux : PL77 et PL78, 
COR>.500 ; quant à ces deux derniers points, c'est à l'axe 5 qu'ils 
sont le mieux corrélés. 

Nous donnons le graphique plan 1-5, plan qui se rapproche au 
mieux de l'ensemble des 8 points ; mais nous devrons nuancer l'inter­
prétation à l'aide des facteurs qui ont part à l'écart de tel ou tel 
point à l'origine. 

* SNê al 

é ? ;%Analutedu.t. Hx8ai/ecjen 
Juppttjnenfaire. ta B profits annuek 
efc. ta fhfatjne,jpays tmporfa^eu^^L. 
Projection SUA. k plan US oie Af(J), 
3PL et 4>t$ 8profils annucU. 

PLfi- PLM—+*Xiï> 

f *5 = . 0 * 

«TNWe 

2MIW .Wa-

^JRdcmie, 

PL>8 

PLT-Î 

XTQo 

Rappelons que l ' a x e 1 e s t l ' a x e de l'URSS : cLCC, qu i s 'oppose à 
«i-USA ; e t que l ' a x e 5 e s t f a i t de l ' o p p o s i t i o n e n t r e eËToGo e t £SéNé-

g a l . Le Maroc ne joue aucun r ô l e dans ce p l an : i l se p r o j e t t e à l ' o r i ­
g i n e d ' o ù i l s ' é c a r t e dans l e p l an 2 - 3 . 

Dans l e p l a n 1-5 r e p r é s e n t é i c i , on peu t s u i v r e d ' année en année 
l e cheminement de l a Pologne qui s ' é c a r t e d ' a b o r d de l'URSS p a r a l l è l e ­
ment à l ' a x e 1 : PL73, 74, 75 ; p u i s i n c l i n e sa r o u t e v e r s ^ToGo ; e t 

http://lntzn.pn.ztatA.on
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rebrousse chemin en 78, 79, 80, le dernier point PL 80 se trouvant à 
l'emplacement de PL76. 

PL73 
PL74 
PL75 
PL76 
PL77 
PL78 
PL79 
PL80 

BL US JR MR SN TG TN CC 

35 
6 

131 
55 

270 
267 
231 
264 

7 
30 
55 
52 
57 
92 

32 

486 
619 
484 
536 
255 
316 
357 
296 

16 
15 

355 

9 
79 

172 
122 
99 
40 

27 337 

57 
70 
83 
78 
76 
71 
69 
40 

421 
304 
269 
207 
172 
172 
215 
263 

37 61 42 10S" 

POIDS 

10 
9 

11 
11 
11 
11 
10 
10 

Profils sur J des huit points Pologne-années. 

La colonne ^CC du tableau des profils sur J des huit points Po­
logne-années montre une décroissance de la composante sur c*CC de PL73 
à PL 77, 78 puis une croissance de la composante de PL78 à PL80 : ce 
qui explique le mouvement de la Pologne en projection sur l'axe 1. La 
colonne è?ToGo explique le mouvement de la Pologne en projection sur 
l'axe 5 à partir de 1976, le point extrême, PL77, correspond au maxi­
mum de la composante sur ^ToGo. 

Ce graphique plan donne une vue générale de la trajectoire de la 
Pologne au cours de la période 73-80 ; mais laisse dans l'ombre des 
faits ponctuels qui apparaissent sur le listage des 7 facteurs : 

PL74, bien corrélé au 3-ème facteur, doit sa position particu­
lière à la forte composante de son profil sur SMaRoc ; 

PL76, bien corrélé au plan 2-3, est, de même, associé au Maroc. 

PL77 et PL80 s'associent à la Jordanie sur l'axe 4. 

PL76 et PL80 s'opposent entre eux sur l'axe 2 : PL76 est associé 
au Maroc ; quant à PL80, il ne s'associe pas à 2USA, puisque la com­
posante de son profil sur £USA est inférieure à la moyenne, mais se 
projette au voisinage de ^JR auquel il s'associe dans le nuage. 

Dans le tableau principal kT T, la ligne JPoLogne est le cumul 
1, u 

des huit lignes supplémentaires PoLogne-années. Dans l'espace R_ , le 
J 

point 3PL est donc le centre de gravité du nuage des huit profils an­
nuels de la Pologne. Nous donnons ici le profil de JPL ainsi que le profil f de la ligne de marge de k 

IFJ 
(cf. § 1.3) 

3PL 
f. 

BL US JR MR SN TG TN CC 

e 
32 

161 
355 

34 415 
27 337 

4 
37 

68 
61 

69 
42 

250 
108 

La comparaison de ces deux lignes montre que des affinités par­
ticulières des divers profils annuels avec les pays de J ne subsiste 
pour le cumul OPL que celle avec ^MaRoc. Quant à l'affinité avec 
^CC, commune aux 8 profils annuels, elle est très forte pour 7PL. 

La position de VJPL sur les plans 1-2 et 2-3 présentés au § 5 
s'explique par l'association : JToLogne, £MaRoc. 
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7.4 L'étude des graphiques plans et la lecture des tableaux nous ont 
permis de suivre dans l'espace multidimensionnel des profils sur J la 
trajectoire de la Pologne année par année. Il resterait à faire de mê­
me pour les trajectoires des 13 autres importateurs principaux. Et, au-
delà de cette étude individuelle des pays une question se pose : les 
14 trajectoires occupent-elles des domaines séparés ou s'enchevêtrent-
elles ? A combien de types principaux conviendrait-il de réduire la 
diversité des 112 (14x8) profils annuels des 14 pays importateurs ? 
Quels rapports ces types ont-ils entre eux ? Autant de questions aux­
quelles seule la classification ascendante hiérarchique fournira une 
réponse à la fois synthétique et précise. 


