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Les Cahiers de l'Analyse des Données-' 
Vol. VI - 1981 -n° 1 -p. 9-18 

L'ANALYSE DE CERTAINS TABLEAUX RECTANGULAIRES 

DÉCOMPOSÉS EN BLOCS : 

GÉNÉRALISATION DES PROPRIÉTÉS RENCONTRÉS 

DANS L'ÉTUDE DES CORRESPONDANCES MULTIPLES * 

III. - CODAGE SIMULTANÉ 

DE VARIABLES QUALITATIVES ET QUANTITATIVES 

[ANA. BLOCS III] (à suivre) 

par P. Cazes (1) 

5 Codage. 6Â.multane\ de. vaK^iablz* quaLLtatJL\je.6 zt quantJLZatÂ.vzb - Rela­
tion* zntKZ analu*z de,* cotitiz* pondante* zt analu*z zn co mpo * antz* 
pKinclpalz* 

5.1 \ntn.oduztton : On généralise ici l'idée de B. Escofier (cf. [qua­
litatives et quantitatives], Cahiers, Vol IV n° 2, pp 137-146)qui trai­
te du mélange de variables qualitatives codées de façon disjonctive 
complète, et de variables quantitatives x codées {i.e. remplacées) par 

les deux variables (1 +x )/2 et (1 -x )/2, x ayant été préalablement 
centrée. q 4 4 

Après avoir formulé ce codage et donné le tableau de Burt associé (§5.2), 
on compare les méthodes déduites de ce codage et de l'analyse des cor­
respondances multiples (analyse du tableau de Burt ou de sous-tableaux 
de ce tableau) avec des méthodes plus classiques, d'abord quand on n'a 
que des variables quantitatives (§5.3) puis quand on étudie les liaisons en­
tre un groupe de variables qualitatives et un groupe de variables quantitati-
tes (§5.4). 

Dans le premier cas, si l'on désire décrire les liaisons entre les 
variables quantitatives, on obtient l'analyse en composantes principa­
les usuelle (§ 5.3.1) ; si par contre on recherche les liaisons entre 
deux groupes de variables quantitatives, on obtient une technique qui 
diffère légèrement de l'analyse canonique usuelle (§ 5.3.2). 

Dans le deuxième cas (§ 5.4) on compare en particulier la méthode 
obtenue lorsque l'on n'a qu'une seule variable qualitative avec l'ana­
lyse factorielle discriminante. 

On conlut enfin sur le type de méthode présentée ici (§ 5.5). 

5. 2 TKaltzmznt *<LmuZtanz de vatilablz* Qualltatlvz* zt quantÂXatlvz* : 
On suppose ici que sur un échantillon I de n individus, on a me­

suré un ensemble Q de variables, Q étant divisé en deux groupes K et 
K', les variables du groupe K étant qualitatives et celles du groupe K1 

quantitatives. On suppose de plus que les variables quantitatives sont 
centrées : 

* suite des articles parus sous le même titre dans les CahiersiC^^A BLOCS 
-H, (§§ 13 2 et 3/ formules 1 à 55) Vol V n° 2, pp 145-161 ; LANA. BLOCS 
H],(§ 4 ; formules 56 à 66) Vol V n° 4 pp 387-403 ; articles auxquels 
nous faisons ici de fréquentes références. 

(1) Maître-Assistant, Laboratoire de statistique. Université Pierre et 
Marie Curie. 
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V x e K* : E{x (i)|i e i} = 0 
q q 

x (i) étant la valeur pour l'individu i de la variable quantitative x . 

A toute variable x de K', on associe les deux variables 

x* = (1 +x )/2 et x" = (1 -x )/2, et l'on pose : 
4 4 4 4 

<xq ' *q> ' L' u {Jg]q e K'} 

(les x̂  x pouvant, cf. infra, prendre des valeurs négatives), 

A l'ensemble K' des variables quantitatives est donc associé un 
tableau k_ VIL' 

à 2C , colonnes. 

A l'ensemble K des variables qualitatives est associé de façon 
classique le tableau disjonctif complet k_T où L = u {J„|q eK}, J é-

x.ij q q 

tant l'ensemble des modalités de la variable q de K . 

Posons J = L u L' = u (Ja|q c K u K'} et considérons le tableau 

kJJ - (
kTL ; klL'^ o b t e n u Par juxtaposition de k et k„ ,. Ce tableau 

(on l'a dit) peut comporter des éléments négatifs • par contre ses 

felL «4L' 

JutcbipotiFion eU kIJm ol d* kjif 

marges sur I et J ne comportent (à supposer qu'on dit au préalable re­
tiré les colonnes nulles, correspondant aux modalités des variables 
qualitatives qui ne sont prises par aucun individu) , comme on le véri­
fie aisément, que des éléments strictement positifs (on a en particu­
lier : V i e I, k(i) V j e L' k(j) Cj/2). 

On peut donc définir l'analyse des correspondances du tableau kT_ , com-

me on le fait pour un tableau de nombres positifs, et comme le réali­
sent les programmes d'analyse des correspondances, à partir de la dou­
ble analyse du nuage des profils des lignes et des colonnes de ce ta­
bleau, les poids et les métriques étant définis classiquement à partir 
des marges. C'est cette analyse qu'on effectuera pour étudier conjointe­
ment l'ensemble Q de toutes les variables , suivant la voie qui a été 
proposée par B. Escofier (cf. Cahiers, Vol IV n' 2, pp 137-146) dans le 
cas où les variables quantitatives sont réduites. 

L'analyse des correspondances du tableau k_T ne peut plus par con-
IJ tre s'interpréter comme l'analyse canonique dans R des sous-espaces 

R et R , (sous-espaces des fonctions ne dépendant respectivement que de 

I et de J) « En effet la forme quadratique (dont la valeur pour une fonc-
. U , i j t i o n tyx s ' é c r i t : £{> J k ( i , j ) / k | ( i , j) e I * j } , k désignant t o u j o u r s 

l e total du tableau k ^ éga l i c i à Cj: C ) qui permet de d é f i n i r l a métrique 
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dans le cas d'un tableau de nombres positifs, n'est plus définie si k__ 

comporte des éléments négatifs ; il en résulte que l'on peut avoir des 
valeurs propres supérieures à 1 (de même qu'en géométrie hyperbolique 
avec une forme quadratique de signature mixte, on a des cosinus hyper­
boliques. . . ) . 

Donnons quelques caractéristiques associées à l'analyse des cor­
respondances de k__ : 

JL J 

On peut d'abord noter que le tableau k vérifie la relation ( 4 ) 
avec bq, = 1/CQ : 

V i € I : Z{k(i,j) |j e J ,} = b , k(i) (4) 
4 4 

le centre de gravité de chaque sous-ensemble J ,de J est donc confondu 

avec le centre de gravité total. Il en résulte en particulier que pour 

toute variable quantitative x , les points x et x sont sur tout axe 

factoriel symétriques par rapport à l'origine puisqu'ils ont même poids? 

cette propriété subsiste dans l'analyse du tableau de Burt B associé 
JJ 

à k , ou de sous-tableaux de B__. Il en résulte en particulier que si 

l'on n'a que des variables quantitatives (K = 0 , L = 0 , K' = Q , L ' = J , 

C_ = 2C_) on peut se contenter de ne représenter que les x , et de dia-

gonaliser une matrice de dimension deux fois plus petite que la matri­

ce que l'on diagonalise classiquement (i.e. on diagonalise une matrice 

d'ordre C /2 = C Q au lieu de Cj , dans le cas de k ou Bj ). 
e E' Par ailleurs le produit scalaire entre les profils de x et x , 

F + — 

(avec e = ±1, e* = ±1, et où on a noté x^ pour x si e = 1 et x si 

£ = -1, et de même pour x^,) ramenés au centre de gravité est égal à la 

covariance entre les variables ex et e'x , , tandis que les contribu­

tions de x et x à l'inertie totale CR(J) de k sont égales, leur 

valeur commune étant au facteur (1/(2C0)) près la variance de x notée 

Var(x ). La contribution de J = {x , x } à CR(J) est donc égale à 

Var(xq)/CQ. 

Les contributions CR( j)r CR(J„) , d'une modalité j de L,et d'un sous-en­
semble J de L sont toujours données par les deux premières formules (57): 

CR(j) = (1 - Pj)/CQ 

CR(Jq)= (Card Jq - 1)/CQ 

et l'inertie totale s'écrit : 

CR(J) = (C L-C K + 2:{Var(xq) |q eK'})/CQ (67) 

On peut ensuite remarquer que le sous-tableau k__ (q e K1) ne com­
porte que deux colonnes ; il lui est donc associé une seule valeur pro­
pre non triviale qui est égale à son inertie, inertie qui est égale à 
la variance- de x , et qui vaut donc 1 si x est réduite. Si toutes les 

variables quantitatives sont réduites, on déduit de (67) que CR(J) = 
(C - CQ)/C0 ; on obtient ainsi la même formule que dans le cas d'un 

questionnaire. 
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Le tableau de Burt B__ , dont l'analyse est rappelons-le équivalen-
j J 

te à celle de k _ , se décompose en quatre blocs : BTT , BTT , ' BL«L ' BL'L* ' ̂ VT. 

étant (au facteur C Q/C K près avec la définition correspondant à la for­

mule (31)) le tableau de Burt usuel associé au sous-tableau k ; les 

termes généraux des tableaux BT_, , BT,_ et BT,_, s'écrivent respective­
ment : LL L L L L 

V jeL, V j' = xqeL' : B(j,j') =B(j',j) =k(j) (l+ex"̂ )/(2CQ) (68) 

V(q,q') eK'2, V j = xq , j ' = x q \ :B(j ,j ')=B(j ' ,j )=0^1 + EE 'Cov(xq,xql))/(4CQ) (69) 

x^ désignant la moyenne de x pour les individus ayant pris la modalité 

j de L , individus en nombre égal à k(j), tandis que Cov(x , x ,) dé­

signe la covariance entre x et x ,. 
q q 

Le sous-tableau B , (q,q' e Q) ayant pour total C /C ,1e sous-

tableau de total 1, p qui lui est proportionnel est donc égal à 
JqJq » 

(C0/CT)BT T . L'inertxe du tableau B T _ <q,q' eK') étant égale à 
y j. JqJq' "q'-'q ' 

Cov (x„ , x ^ , ) , l'inertie totale de B__ peut s'écrire d'après (13) (où 
q q 2 0 J 2 

aq = b q = 1/CQ , IN(q,q') = <|>qq, si q,q'e K, avec 0 =Card J -1, siqeK), 
et compte-tenu de ce que l'inertie du bloc q xq' (qe K,q' eK') est é-
gale à la variance interclasse Var (x , ) de x , associée à la parti­
tion induite par q : q q q 

CR(J) = (CL-CK + E{4)^ql|qeK,q'e K, q Y q} + l{ Var2(xq) |qe K' } + £{Cov2(x ,x ) 

|q€K', q'eK', q jq' } +2L{Varg(xq,) |<q,q'J-K * K'})/<C )
 2 (70) 

Si les variables quantitatives x (qeK*) sont de variance 1, les blocs 
BJcrJa (q € K'^ S O n t d i a 9 o n a u x (*) (x* et x" sont non corrélés) comme le 

sont les blocs Bj j (q e K) . BJ(J a donc la structure d'un tableau de 

Burt usuel où tous les blocs diagonaux sont diagonaux. Dans l'expres­

sion (70) de l'inertie, on peut remplacer C L - CR+ Z{Var
2(x )|qeK'}par 

c j ~ CQ'' et si l'on veut annuler l'influence des termes diagonaux qui 

apportent une information triviale, on pourra comme dans le cas d'un 
questionnaire, annuler ces termes et considérer le tableau de Burt mo­
difié (cf. § 4.4 in ZANA. BLOCS II] Cahiers Vol V n° 4). 

Remarques : 1) Tous les tableaux k X J (resp. Bj j ,) ont même poids, 

la somme de leurs éléments valant Cj (resp. CI/CQ) ,-
qon peut donner une 

pondération à J ,soit pour égaliser les contributions de chaque sous-ta­

bleau, soit pour tenir compte de la variance originale de x ( q e K 1 ) 

si l'on a réduit les variables pour avoir des blocs J x j diagonaux , ou 

pour que tous les résultats des §§ 2.4 et 3.2.2 restent valables (cf. 
remarque suivante). 

2) Les propriétés extrémales données au § 3.2.1 (cf. ZAuA. BLOCS H 

(*) De façon précise aes blocs sont égaux, au coefficient C /(2Cn) 
près, à la matrice unité d'ordre 2. I Q 
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Cahiers Vol V n° 2) pour les tableaux construits à partir du tableau kjj 
considéré ici, et croisant deux séries Q1 et Q2 de variables restent va­
lables. Par contre les limitations données aux §§ 2.4, 3.2.2 (Th 1,2,3), 
et dans l'addendum (Th. 3', cf. Cahiers Vol V n° 4, -pp 404-406) ne sont 
plus valables puisque les sous-tableaux k (qeK'), Pj j , (q e K u K' , 

q' eK') pouvant comporter des termes négatifs, on ne peut plus appliquer 
l'inégalité de Schwarz qui est à la base de ces résultats. Néanmoins/on 
peut montrer que si toutes les variables quantitatives sont de variance 
inférieure ou égale à 1, l'inégalité de Schwarz reste valable. De façon 
précise, si l'on considère par exemple le sous-tableau Pjj (tableau de 

total 1 et égal à k__ /CT) avec qeK', on a pour toute fonction </? cen-
q Trr 

trée, et pour toute fonction </> q : 
A/)J I i ^ T -i * .7 \\< lluî1!! llii)Jqll fVarfv ÏY1/2 

l « P I J q < i , j ) * V | i € l , j e J q } [ < l l ^ • L l l p I l l ^ q l l p J q ( V a r ( x q ) r 

' , P I l l ^ J q | l p J q S i V a r { : • q 
s l l* 1 ! ! l l * J q l k s i Var<x ) < 1 

S i donc t o u t e s l e s v a r i a b l e s q u a n t i t a t i v e s s o n t de v a r i a n c e i n f é ­
r i e u r e ou é g a l e à 1 , l e s c a l c u l s e f f e c t u é s aux §§ 2 . 4 , 3 . 2 . 2 e t d a n s 
l 'addendum r e s t e n t v a l a b l e s , e t donc l e s t h é o r è m e s 1 , 2 ( o ù i l f a u t 
remplacer l a c o v a r i a n c e e n t r e deux f o n c t i o n s par l a v a l e u r p o u r c e s 
deux f o n c t i o n s de l a forme b i l i n é a i r e a s s o c i é e ) 3 e t 3 ' l e s o n t é g a l e ­
ment. Dans c e c a s , t o u t e s l e s v a l e u r s p r o p r e s i s s u e s de k , B ou 

de s o u s - t a b l e a u x q u e l c o n q u e s de k e t B (dont en p a r t i c u l i e r k 

pour q e K ' , e t B_ T , pour q e KuK',q ' eK') s o n t i n f é r i e u r e s ou é g a l e s à 
l m j q j q •* 

5. 3 Ca* où l'on n'a quz dz* van.À.abtz* quantitative* 

Dans ce c a s , on a K' = Q, L* = J , e t t o u t e s l e s m é t r i q u e s a s s o ­
c i é e s à l ' a n a l y s e d e s c o r r e s p o n d a n c e s de k , de B J J , ou d ' u n s o u s - t a ­
b l e a u de B T T ( c f . § 5 . 3 . 2 ) s o n t p r o p o r t i o n n e l l e s ( s i du m o i n s o n n e 

j j 
donne pas de p o n d é r a t i o n aux v a r i a b l e s ) à l a m é t r i q u e u n i t é , c e q u i 
c o m p t e - t e n u de l a s y m é t r i e d e s deux r e p r é s e n t a t i o n s a e Q p a r r a p p o r t 
à l ' o r i g i n e , permet d ' i n t e r p r é t e r f a c i l e m e n t c e s a n a l y s e s . 

5.3.1 Analy*z du tablzau k~ , 

L ' a n a l y s e du t a b l e a u k__ d é f i n i au § 5 . 2 , i . e . l ' a n a l y s e d e s c o r -
x j 

r e s p o n d a n c e s du t a b l e a u d e s { (1 + x ) / 2 , ( 1 - x ) / 2 | q e Q } e s t a l o r s é q u i -
4 4 

valente à l'analyse en composantes principales (A.C.P.) du tableau X 

des {x |q e Q},cette dernière analyse revenant à diagonaliser la matrice 

variance V des {xJq eQ}. On peut noter que les valeurs propres issues 

de l'analyse des correspondances de k__ (*) sont égales aux valeurs pro-
J.J 

près de l'A.C.P. de X divisées par C , et que la représentation des in­

dividus dans l'analyse de k__ est identique au coefficient 1/^CZ près à 
x j y 

celle obtenue dans l'A.C.P. de X ; quant à l'ensemble Q des variables, 
du fait du dédoublement, on obtient, comme on l'a déjà noté au § 5.2 , 
deux représentations de Q, symétriques par rapport à l'origine, l'abs­
cisse de la projection de x sur l'axe a étant égale à la covariance 
(*) De façon précise, l 'analysé des correspondances de kTT revient à 

diagonaliser la matrice W = (1/(2CQ)) 
spondancei 

(.1 -;) 
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(et donc la corrélation, s i x est réduite) entre la variable x et l e a-ème f a c ­
teur sur I de var iance 1. 

Si l e s v a r i a b l e s x sont r é d u i t e s , l ' a n a l y s e de k1J rev ient donc 
au fac teur 1/C_ près à diagonaliser la matrice de corrélation des x dont la 

Q q 
trace est C_. On retrouve ainsi que la trace de k__ vaut 1 (résultat que l'on aurait 

\2 XJ 
pu déduire directement de (67)) comme dans l e c a s d 'un t a b l e a u de 0-1 d é d o u ­
b l é , e t que dans ce cas toutes l e s valeurs propres sont infér ieures ou é-
gales à 1. 

Remarques : 1) S o i t { y J q e Q} une s u i t e de var iab les b inaires ne 
prenant que l e s va l eurs 0 ou 1. On s a i t (cf. ZBIN. MULT.], Cahiers,Vol 
I I n° 1 § 3 .5 pp 67 sqq) que l ' a n a l y s e des correspondances du tab leau 
des y dédoublé r e v i e n t à d iagona l i ser au facteur 1/CQ près la matrice 
de c o r r é l a t i o n des y . 

Dans l ' o p t i q u e adoptée i c i , cette analyse peut aussi! être regardée com­
me l ' a n a l y s e des correspondances du tableau des (1 +x ) / 2 dédoublé (par 
rapport à 1 ) , x é tant l a var iable centrée réduite a s s o c i é e â y . 

2 

2) Au lieu d'associer à une variable x de variance-a les varia­

bles (1 +x )/2 et (1 -x )/2 qui sont corrélées (le sous-tableau BT„T„ 
q q jqjq 

du tableau de Burt BT_ n'étant pas diagonal), on peut associer les va-
+ 

riables y = o (1 + x /o ) /2 = (a + x ) /2 et y « < a
a-

xcJ/ 2' qui s o n t 

4 4 4 4 4 4 4 4 4 

non corrélées, ce qui permet de garder l'effet de variance de x , tout en 

ayant des blocs B, j diagonaux. Dans ce cas tous les éléments du ta­

bleau BJJ sont positifs ou nuls, comme on le vérifie aisément ; toutes 

les propriétés données au § 3.2.2 et dans son addendum sont donc vala­

bles, comme on l'a déjà signalé, tandis que les valeurs propres issues 

de l'analyse des correspondances du tableau associé aux y et y" sont 

inférieures ou égales à 1. Notons que cette analyse revient à faire 

l'A.C.P. du tableau des x // a (et non x /o , c omme dans le cas de 
4 4 4 4 

1'A.C.P. sur matrice de corrélation). 
3) Faire 1"A.C.P. par l'analyse des correspondances du tableau k__ 

XJ 
ne présente d'intérêt pratique que si l'utilisateur ne possédant pas de 
programme d'A.C.P., a un programme d'analyse des correspondances à sa 
disposition avec de bonnes sorties (contributions, éléments supplémen­
taires, graphiques, etc.), puisque le passage par l'analyse des corres­
pondances revient à diagonaliser une matrice de dimension double de cel­
le que l'on diagonalise en A.C.P.. 

4)Dans la thèse de F. Nakhlé (cf. Cahiers Vol I n° 3 pp 243-257 et n° 
4 pp 367-379 (*)), on considère un tableau de notes dédoublé, construit à 
partir d'un tableau de notes kfl(i,q) suivant les formules : 

k(i,q+) = k0(i,q) ; k{i,q~) = a(q) - kQ(i,q), 
où la constante a(q) définit l'intervalle de variation (0,a(q)) de l'é­
preuve q ; F. Nakhlé démontre que (p désignant le nombre des épreuves) 
l'analyse du tableau dédoublé se ramène à la diagonalisation d'une ma­
trice p x p. Il est clair qu'aux notations près les résultats de F. 
Nakhlé ne diffèrent pas de ceux exposés dans ce §. 

(*) cf. aussi Prat. de l'A. des Données, Vol 2 § V n° 1 et 2, où ces cf. c 
deux articles sont repris. 
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5.3.2 Btudz dz la liai*on zntKz deux. qn.oupz* de variable* quantitative* 

Si l'on veut étudier les liaisons entre deux groupes Q. et Q2 de 

variables (on supposera sans nuire à la généralité que Q = Q1 u Q 2), et 

si l'on fait l'analyse des correspondances du sous-tableau de Burt 

construit à partir de k__ et croisant ces deux groupes, on est amené à 
x j 

diagonaliser (*) v
l 2

 V21 / (CQ1
CQ J e t V21Vl2/(" CQ CQ *' V12 é t a n t l a ma~ 

trice de covariance des variables {xJq e Q,} avec les variables {x |qeQ2} 
et V21 sa transposée. 

Dans le cas où les variables x (q c Q) sont réduites, et où les va­

riables (x |q e Q1 } sont non corrélées entre elles, ainsi que les varia­

bles {xJqeQJ , les hypothèses 1) et 2) du § 3.2.1 sont réalisées, à 

savoir : 

1) V q e Q, p_ _ est diagonal 
JqJq 

2) V (q,q-) « Q ^ UQ 2
2 : p ^ , = p J q * p J g i 

comme on le vérifie immédiatement puisque : 

V j =x^ , V j' =xf;,1 : pT (j,j'ï = (l +ee'Cov(x_ , x_ , )) /4 = 1/4 
q q dqJq » q " 

% ( j ) = PJ q'
( J , ) - 1 / 2 

Comme de plus les variables ont même pondération, (le tableau ana­

lysé vérifie les équations (3) et (4) avec V q e Q. : a = 1/CQ , 

V q e Q, , b_ - 1/C^ ) on déduit des résultats du § 3.2.1 que l'analyse 
* q «2 

des correspondances du tableau croisant Q, et Q2 est équivalente à l'a­

nalyse des correspondances du tableau k__ ou du tableau de Burt B__ , 
x J j j 

toutes ces analyses étant équivalentes à l'analyse canonique de ces deux 

groupes de variables. Notons que. l'équivalence avec l'analyse canonique 

était évidente, sans recourir aux résultats du § 3.2.1, puisque dans 

cette analyse on diagonalise V~* V12 V~* V21 et V~2 V ^ v~* Vl2 (où V±i 

(i = 1, 2) est la matrice variance des {xJq eQ.}), et qu'avec les hy­

pothèses effectuées V.^ (i = 1, 2) se réduit à la matrice unité. 
L'avantage (par rapport à l'analyse canonique), de la technique 

proposée ici pour étudier les liaisons entre deux groupes de caractè­
res quantitatifs réside dans sa simplicité, la facilité d'interpréta­
tion des résultats, et le fait qu'il existe des programmes d'analyse 
des correspondances performants, alors que l'analyse canonique si sé­
duisante d'un point de vue théorique, l'est beaucoup moins d'un point 
de vue pratique. Par contre, contrairement à l'analyse canonique , la 
diagonalisation de V12 V2- ne permet pas d'éliminer l'effet variance 
de chaque variable et l'effet des liaisons à l'intérieur de chaque 
groupe, effets qui ne sont pas intéressants ici puisqu'on étudie les 

(*) De façon précise, si l'on pose A~p = 7-„ Vp7/(2CQ CQ0)> l'analyse 

des correspondances du sous-tableau de Burt croisant Q~ et Qprevient à 

( A12> ~A12\ 

7A12 > A12/ 
diagonaliser la matrice B„ „ = I . . 1 et la matrice B*. obtenue en é-

changeant les indices 1 et 2. 
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liaisons entre les deux groupes de variables. Pour éliminer le pre­
mier effet, il suffit de supposer les variables x réduites, mais le 
second effet subsiste. 

Remarque : Si l'on veut étudier les liaisons entre Q1 et Q2 en fai­

sant jouer un rôle dissymétrique à Ql et Q2 , Q1 étant considéré par 

exemple comme le groupe des variables explicatives, on est amené à dia­

gonaliser V~J V12 V21 (cf. Rao, Sankya, séries A, Vol 26, part 4, Dec. 

64, pp 329-358, et Obadia, R.S.A. , Vol 26 n° 4, 1978, pp 5-28) ce qui 
est équivalent à la méthode proposée ici si V1]L se réduit à la matrice 
unité. 

5.4 Etude du ca* où l'on zn.oi*z Ven*zmble K de* vaiiable* qualitati-

- vz* avzc. V zn*zmblz K' de* vaiiable* quantitative* 

Le tableau CTT , dont on fait ici l'analyse des correspondances 
XJL 

n'est autre que le sous-tableau B_ _ , du tableau de Burt B__ , dont le terme 
LiLi J J 

général est donné par (68). L'analyse de ce tableau revient à diagona­
liser la matrice EfB Iq e K)/(C1,CV,), B^ étant la matrice variance in-

q x\ j\ q 

terclasse des variables quantitatives associée à la partition définie 

par la qeme variable qualitative. Si les variables quantitatives sont 

non corrélées et de variance 1, et si les variables qualitatives sont 

deux à deux indépendantes, compte-tenu de ce que toutes les variables 

ont même pondération, (CTT , vérifie les équations (3) et (4) avec a^ = 
LILI q 

1/ Cjç si q e K, b = 1/ CK, si q e K'),l'on déduit encore du § 3.2.1 
que l'analyse de C , est équivalente à celle de k et de B , toutes 
ces analyses étant équivalentes à l'analyse canonique dans R des 
sous-espaces respectivement engendrés par les variables quantitatives, 
et par les indicatrices des modalités de toutes les variables qualitati­
ves. 

Dans le cas important en pratique où l'on n'a qu'une seule varia­

ble qualitative (C,. =1) la technique proposée ici revient à diagona-

liser la matrice variance interclasse A des variables quantitatives, alors que 
dans l'analyse factorielle discriminante usuelle, on diagonalise V A, 
V étant la matrice variance des variables quantitatives. Ici encore, on 
a intérêt à supposer les variables quantitatives réduites'.; et la diffé­
rence entre l'analyse des correspondances (diagonalisation de A) et 
l'analyse discriminante, réside dans le fait que dans la seconde on é-

limine (par le choix de la métrique d'inertie V ) l'effet des liaisons 
entre les variables' quantitatives,effet qui subsiste dans l'analyse des 
correspondances. En fait d'un point de vue pratique, on aura intérêt à 
effectuer une analyse factorielle (A.C.P. ou analyse des correspondan­
ces) sur le tableau des variables quantitatives et à effectuer une a-
nalyse discriminante usuelle sur les premiers facteurs issus de cette 
analyse. 

5.5 Conclu*ion : poKtze dz* mztnodz* étudiée* ici^ 

Les méthodes proposées ici permettent de considérer 1'A.C.P. com­
me une analyse de correspondance particulière, et fournissent d1 autres 
techniques pour étudier la liaison entre deux groupes de variables quel­
conques, en effectuant l'analyse des correspondances du sous-tableau de 
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Burt associé, ce qui précise notre conception théorique d'ensemble de 
l'analyse des données. Néanmoins, dans la pratique, il nous semble pré­
férable de traiter u.n mélange de variables qualitatives et quan­
titatives en découpant les variables quantitatives en classes de fa­
çon â homogénéiser l'étude, pour appliquer l'analyse des correspon­
dances usuelle : ceci permet d'une part de tenir compte des liaisons 
non linéaires entre variables quantitatives, et d'autre part d'éviter 
l'hétérogénéité qui subsiste avec le codage proposé au § 5.2, puisque 
dans le tableau ktJ défini au § 5.2, une colonne associée à une moda­
lité d'une variable qualitative ne peut comporter que deux valeurs 0 
ou 1, alors que les colonnes x ou x" associées à une variable quan­
titative peuvent comporter autant de valeurs qu'il y a d' individus 
(avec même des nombres négatifs). 

(à suivre) 

Addzndum au § 4.5.? dz ZANA. BLOCS II] *un. Iz* contribution* d'une 
Quz*tion a un axz &ac.ton.izl. 

Nous donnons ci-dessous une remarque relative aux contributions 
d'une question sur un axe factoriel a issu d'une analyse de corres­
pondances multiples, remarque qui est à insérer à la fin du § 4.5.1 
de ZANA. BLOCS II] (cf. Cahiers, Vol V n° 4, p. 399). 

Remarque : On peut donner une autre interprétation aux contribu­
tions CRa(q), CR'a(q), CRJJ (q) . 

Prenons par exemple le cas de la contribution CR" (q) de q (q e K) 

à la variance A" du a-ème facteur issu de CTT ,. Si l'on adjoint en é-
Ct LIXJ 

lément supplémentaire de CTT , le tableau (k ) TT dont les blocs I* J , rjr LL q IL q* 
(q' e K) sont nuls sauf le bloc I * j qui est égal à k-j et si l'on 

IL' I 
0 

> 

t«fr<ww* (fc_) 

r1"< 

désigne par G le facteur associé, on a 

CH-(q) = CovtF^G* J/ÂVC,, 

/CR-Jq) =Corr (F^, G*) ./W(F*)/CK 
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Faisant L - L*- = J, K - K' = Q, on en déduit, dans le cas du ta­
bleau de Burt, et du tableau disjonctif complet que : 

CR;<q> = Cov(F* ,Gja> Xa/CQ = X^R^q) 

/CÏTT^Corr (F* , oJa) /X^BJ ^ C R ^ q ) 

A désignant, rappelons-le, la valeur propre associée au ex-ème facteur 

issu du tableau disjonctif complet kI(j. 

N.B. a) La formule reliant CRa(q) et Corr (F* , G^) est donnée sous une for­
me légèrement différente par Tenenhaus (cf. L'analyse en composantes 
principales de variables qualitatives, à paratre dans Les Publications 
du Laboratoire de Statistique de l'Université Paul Sabatier, Toulouse). 

b) On peut noter que le facteur G obtenu en mettant (kq)IL en 

élément supplémentaire de CLL, n'est rien d'autre que la fonction *qa=* 

* J q o p1 donnée par (39) où * J q est la restriction à J du facteur 
^a rJq r a . q 
de variance 1 «/>a issu de CLL,. 

c) Les formules précédentes (où il faut remplacer 1/Ĉ  (resp. 1/CQ) par 

a (resp. c I restent valables si l'on considère les tableaux plus géné-
q q 
raux définis au § 3, à condition de supposer les tableaux Pj j (qeK) 

diagonaux, auquel cas on a Var(G*) = Var(«^q), cette dernière varian­

ce étant égale d'après (62) (où 1/CR est remplacé par aq) à 

CR"a<q>/<aqX;>. 

Si ce n'est pas le cas, les formules relatives aux CR£ (q), CR^ (q), 

CR (q) restent exactes, mais les formules relatives aux racines car­

rées de ces quantités ne sont plus valables, car Var (G ) est alors en 

général différent de Var (*£q) . 

ô) La formule reliant Cov(F* , G* ) et CR£ (q) résulte de la rela­

tion Cov(FI * G« ) = S\u
a Var*> q , relation qui se démontre de façon 

analogue à la relation (43) (cf. ZANA. BLOCS I], Cahiers Vol V n° 2 
p. 157). 


