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LA VISION DES COULEURS

I. - STRUCTURE PHYSIQUE DES STIMULI ET

AXIOMES DE L’EQUIVALENCE SENSORIELLE
[COULEURS I]

(@ suivre)
par J.-P. Benzécri M)

Le présent exposé, premier d'une série de quatre consacrés d la
vision des couleurs, fait suite 4 deux articles de psychophysique pa-
rus dans les cahiers (Vol IV pp 391-412 ; 1979).

1 Introduction : Dans beaucoup de recherches psychométriques, le sti-
mulus est une grandeur physique unidimensionnelle, ou du moins une
grandeur dont on ne fait varier qu'une dimension. Mais les stimuli na
turels présentent un grand nombre de dimensions. Un exemple compléte-
ment formalisable mathématiquement est celui des stimuli physiques on-
dulatoires (sons ou lumiére...) : par la formule intégrale de Fourier,
chaque stimulus s'exprime comme combinaison linéaire d'une infinité
continue de stimuli sinosoidaux purs ; les stimuli varient donc dans
un espace vectoriel de dimension infinie. Dans le cas des stimuli so-
nores, l'énergie vibratoire est transmise globalement, mécaniquement,
jusqu'a la membrane basilaire (dans l'oreille interne). A ce niveau,
une certaine analyse spectrale mécanique s'opére, avant que le stimu-
lus ne soit codé en influx nerveux : chaque portion de la membrane
répond principalement aux fréquences d'une bande déterminée. On peut
donc dire que l'infinité des composantes du stimulus se trouve, comme
dans le toucher, distribuée 3 une infinité d'éléments sensoriels ré-
partis continiment (les cellules de la membrane basilaire) ; tandis
que l'organisation en des formes sonores (paroles, musique...)de l'en-
semble de ces composantes est un problé&me plus perceptif que sensoriel.
Mais dans le cas des stimuli lumineux, chaque portion de la rétine est
soumise & un flux complexe entré dans l'oeil par la pupille et réfrac-
té vers cette portion au travers des divers milieux transparents ; cha-
que corpuscule de la rétine répond & un stimulus qui a un nombre infi-
ni de dimensions. Toutefois, la réponse sensorielle n'a pas la com-
plexité du stimulus : le sujet n'a conscience que d'un phénoméne tri-
dimensionnel. Il est possible de demander & un sujet de chiffrer ses
impressions sensibles, et aussi de reprendre ici, dans un domaine mul-
tidimensionnel, l1'étude des seuils. Mais c'est la ré&duction du nombre
des dimensions de 1'infini & trois qui est le plus remarquable : sur
l'espace infinidimensionnel des stimuli est définie une relation d'é&-
quivalence (deux lumiéres sont équivalentes si elles sont vues sem-
blables par le sujet) et l'espace des réponses (impressions sensibles),
espace quotient tridimensionnel, hérite approximativement de la struc-
ture vectorielle de l'espace des stimuli. Mathématiquement, parler de
structure approchée est insolite, (un espace n'est pas @ peu prés vec-
toriel...). Cependant une structure mathématique f, e.g. une loi de
groupe sur E, peut &tre considérée comme un cas particulier d'une
structure ' comportant les mémes relations que ¥ , mais assujetties
a des axiomes plus faibles : e.g., au lieu de la loi de multiplication,
application ensembliste de E xE dans E assujettie aux axiomes des grou-
pes, on aura une application quelconque ou mé&me une probabilité de

(1) Professeur de statistique. Université P. et M. Curie.
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transition de E x E dans E. Dans le cadre général, on peut définir
la proximité entre une structure faible ' et une struture forte .
Or dans les sciences naturelles, il peut &tre fécond et légitime d'as-
socier rigoureusement & des phénomé&nes des éléments d'une structure
math&matique dont les relations ne coincident pas absolument avec les
relations expérimentales : c'est en ce sens qu'on parle de structure
mathématique approchée de la nature. Si, avec, notamment, Suppes et
Zinnes (1963), on considére la psychométrie comme l'étude de systémes
de relations qui définissent sur des ensembles de stimuli ou de ré&-
ponses diverses structures mathématiques, l'exemple des sensations lu-
mineuses est précieux.

Dans notre exposé&, nous ferons de fréquentes références 3 deux
textes, 1'un de Judd (1951), l'autre de Stiles (1955), gui nous ont
apporté l'essentiel des faits analysés ici, ainsi qu'a la thése de F.
Parra (1966) qui nous a apporté de trd@s int&ressants compléments. Pour
la commodité du lecteur, nous donnons ici quelques ré&férences, réser-
vant pour la fin des articles de la présente série, une liste biblio-
graphique compléte.

D.B. Judd : Basic correlates of the visual stimulus ; in Ste-
vens et al., Handbook of experimental psychology, pp 811-867 ; J. Wi-
ley ; N.-Y. (1951).

F. Parra : Recherches sun Le seuil différentiel de couleur ; Thé-
se Paris (1966).

W.S. Stiles : The basic data of colour-matching ; Physical Soe.
Year Book pp 44-65 (1955) ; reproduit dans : Luce et al. : Readings
tn Mathematical Psychology VoL II (nous citons d'aprés la pagination
de ce recueil).

? Description ehgu’guz des stimufi rayonpnants : Décrire les phénomé-
nes lumineux, c’est décrire le champ magn&tique, avec sa double natu-
re ondulatoire et corpusculaire ; probléme qui, dans toute sa généra-
lité, est trds complexe. Il faut tenter de simplifier pour avoir de
1'état de stimulation de la rétine 3 la fois une conception intuitive
et une formulation mathématique convenable. Dans la suite nous emploie-
rons exclusivement le terme de rayonnement quand il s'agira de proprié-
tés physiques et réserverons le terme de lumiére pour les cas ol l'on
considérera 1'impression sensible produite par les stimuli rayonnants;
d'od le titre de ce paragraphe.

Le § 2 reléve de l'optique géométrique. Nous avons tenu 3 &crire
un exposé complet, car les bases gé&ométriques de la propagation du
rayonnement ne se trouvent gudre dans les anciens cours d'optique, ce-
pendant que la notion d'élément de volume sur la variété des droites
(cf infra 2.3.2sqq), ainsi que les notions analogues relatives aux sous-

variétés linéaires de dimension p de RY, servent aux probabilistes
pour r&soudre des problémes de géométrie intégrale tels que celui de
l'aiguille de Buffon (cf, e.g., le cours de G. Darmois). Mais un lec-
teur qui ne s'intéresse qu'a la psychophysique, et accepte de se con-
tenter d'une conception imprécise de la brillance énergétique (puis-
sance émissive d'une source ou d'un pinceau lumineux) pourra se bor-
ner 3 lire les §§ 2.1, 2.2, et 2.5.5.Dans la suite, seuls les §§ 4.1.4 et
4.2.1 (unités de mesure en photométrie et dispositif expérimental de
Stiles) font .essentiellement référence i l'ensemble du § 2.

2.1 Le nayonnement considéré comme un fLuide : Nous dirons que le
rayonnement est un phénoméne vibratoire transportant de 1'énergie : de
ce point de vue, on a une description compldte si, &tant donné un &-
lément de surface AS (d'orientation et de position. déterminées) , un
angle solide Q (ensemble continu de directions orientées, e.q. un secteur
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conique), un intervalle de temps (£ t,) et un intervalle de fréquen-
ce (Vi ,Vv2) on peut (cf infra 2.3) dire quelle quantité d'énergie rayon-
nante de fréquence comprise entre v, et v: ,.,’(on dit dans la bande (v, ’
v2)) , traverse pendant l'intervalle de temps (tl 1 t5) la surface AS

dans une direction appartenant & @ . Ainsi, le rayonnement est assimi-
16 3 un fluide : mais par rapport au mouvement d'un fluide usuel (gaz
ou liquide), le cas du rayonnement est plus complexe en ce qu'en tout
point peuvent coexister une infinité continue de mouvements é&lémentai-
res, correspondant aux diverses fréquences et directions. Dans le vide,
l'énergie rayonnante se propage sans absorption(flux conservatif), en
ligne droite 3 une vitesse (notée c) indépendante de la fréguence .
.Mais,en présence de matidre, se produisent concurremment & des degrés
divers selon le matériau en cause, les phénoménes de réfraction, ré -
flexion, absorption, diffusion, émission, phé&noménesque nous caractéri-
serons sommairement. Dans la matiére, 1l'énergie rayonnante se pro-
page sans changer de fréquence (c'est le principe de 1l'indé&pendance
des fréquences, selon lequel on peut scinder le fluide rayonnant en u-
ne infinité continue de fluides indépendants caractérisés par leur fré-
quence) ; mais la vitesse est le quotient de ¢ par une grandeur supé-
rieure @ 1, 1l'indice de réfraction, qui est fonction de la fréquence
et du milieu. Les variations d'indice, dues & 1l'hétérogénéité du mi-
lieu, ou 3 la juxtaposition de milieux divers, sont cause que le rayon-
nement ne se propage pas en ligne droite : il y a réfraction. A 1la
surface de séparation de deux milieux d'indices différents une partie
de l'énergie rayonnante peut rebrousser chemin (sans pénétrer dans le
milieu contigu & celui d'od elle provient) dans une direction symétri-
que par rapport 3 la normale de sa direction d'incidence ; ¢ 'est la
réflexion (phénoméne qui peut se produire seulement $i l'indice varie
rapidement mais continf@ment, les surfaces d'indice constant jouant le
r8le des surfaces de séparation...). Il se peut encore qu'une partie
de 1l'énergie rayonnante soit renvoyée dans toutes les directions, in-
dépendamment de la direction d'incidence : c'est la diffusion, (qQui se
produit & la limite d'un milieu peu transparent, ou dans toute 1l'éten-
due d'un matériau hétérogéne, e.g. gaz chargé de poussiéres). En défi-
nitive, dans la matiére le flux d'énergie rayonnante n'est pas inva-
riant. D'une part une partie de 1l'énergie n'est ni réfractée ni ré-
fléchie ni diffusée, elle est absorbée (d'autant plus que pour la fré-
quence en cause le milieu est moins transparent...) et opé&re dans la
matiére diverses transformations (par exemple chimiques...). D 'autre
part, il peut y avoir émission, transformation en énergie rayonnante
d'énergie d'une autre nature (par exemple d'énergie chimique, dans u-
ne flamme ol la combustion s'accompagne d'é&mission ; ou d'énergie
rayonnante, mais d'une autre fréquence, dans le cas des substances fluo-
rescentes). Notons qu'absorption et émission ont en commun leur carac-
tére quantique : la plus petite quantité -d'énergie d'une fréquence v
susceptible d'é@tre émise ou absorbée est hv, produit de Vv par la cons-
tante universelle de Planck.

2,2 Mesune et népartition en fréguence : Mathématiquement, une quan-
tité d'énergie rayonnante E est représentée par une mesure positive
E(v)dv sur la demi-droite (0,~) ; l'intégrale

/E = {”E(v)dv
est l'énergie totale ; l'intégrale :

V2 V2

fv{.E sfv. E(v)dv
donne la portion d'énergie correspondant aux fréquences comprises en-

tre Vi et vz . Notons ici 1l'emploi du terme mesure : on parle souvent
de radiation monochromatique E¢ de fréquence vg & quol correspond une
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mesure ponctuelle (toute 1l'énergie est dans une seule frégquence) ; dans
ve cas il n'y a pas de densité continue mais on écrit :

Evo (v)dv = &§(v - vp)dv,

comme s'il y avait une densité&, (la fonction 6(x) de Dirac infinie
pour X = 0, nulle ailleurs et d'intégrale 1). Toutefois, comme 1l'on
ne dispose jamais de radiation rigoureusement monochromatique , on
peut dire qu'il y a une vraie densité& trés grande en vo et nulle en
dehors d'un petit voisinage. En tout cas nous ferons souvent figurer
1'élément différentiel dv pour marquer qu'il s'agit non d'une fonc-
tion E(V), mais d'une mesure E(v)dv (i.e. d'une distribution de mas-
se continue ou discontinue).

L'usage est de répartir 1l'énergie rayonnante non suivant les
fréquences VvV (invariantes quand le rayonnement se propage au travers
des milieux divers) mais suivant la longueur d'onde X dans le vide
(liée 3 v par la formule Av = ¢, c vitesse dans le vide)- La méme
distribution d'énergie pourra s'écrire :

E'(v)dv ou E(A)dA

les deux densités (si elles existent !) étant reliées par la formule
(conséquence de AV = ¢)

E(A) = —% E'(c/A)
AZ

De méme une puissance rayonnante (quantité& d'énergie rayonnée par
unité de temps) sera représentée par une mesure (en v ou plus communé-
ment en A) W(A)dA, la puissance totale é&tant /W qui se mesure dans
les unités usuelles de puissance (e.g. en watts).

Pour une distribution de brillance énergétique on écrira B(A)dXx ;
et /B sera la brillance énergétique totale (qui se mesure en watts par

cm2 x stéradians, cf infra § 2.3.2...).

Dans la suite, partout sauf au § 2.5.4, il s'agira de flux permanent
de rayonnement (flux invariant dans le temps ; ou flux dont la varia-
tion n'est pas considérée...) : on parlera donc presque toujours non
d'énergie, mais de puissance.

2.3 Propagation du flux Lumineux : Nous décrirons d'abord le flux lu-
mineux dans le vide ; nous étendrons ensuite cette description & un mi-
lieu transparent hété&rogéne, ol la réfraction se produirait en 1l'ab-
sence de toute réflexion, absorption ou émission ; nous donnerons en-
fin 1'effet de l'absorption, laissant au n° suivant 1'étude des sour-
ces rayonnantes (&missives ou diffusantes).

2,3.1 Avant de réaliser le programme esquissé au début du § 2.1, comr
sidérons le cas du mouvement plan permanent conservatif d'un fluide or-
dinaire. Soit (Ox , Oz) deux axes rectangulaires (cf fig. 1). Supposons
(pour fixer les notations) que les lignes de courant (trajectoires des
molécules du fluide en mouvement) aient pour équation explicite :

X = X(Xo ,2), avec : X(x¢,0) = x,.

Supposons de plus que le fluide se déplace sur ces lignes dans le
sens des z croissants. On peut écrire le flux (masse de fluide par u-
nité de teémps) qui traverse la droite d'ordonnée z, entre les points
d'abscisse x; et X, (x; <x,) comme une intégrale :
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f,:‘fp(x , z1 ) dx

ol p(x , z)dx est une mesure en x , dépendant du paramétre z , mesure
que nous écrirons toujours (cf § 2.2) comme si elle avait une densité.
La conservation du flux s'écrit alors sous forme intégrale :

L4 x1 ’ x2 ’ z1 :

X2 _rX(x ,21)
ey P, 0)ax = X(x1, z,) PXr21)dx

ou sous forme différentielle :

¥ Xo ,21 : p(xe,0) = p(X(x0,21),2) X (Xer21)

CLY)

Autrement dit les trajectoires peuvent &tre paramétrées aussi bien
par xo = X(x9,0) gque par le= X(x9,21), ol z; est une ordonnée quel-
corique ; le flux est une mesure sur l'espace des trajectoires qui

x
X(12,21)

x,
.—-)

t:/

o 2,

figure1: schéma oA'un Hux plan.
s'8crit selon la paramétrage choisi,
P(x,,0)dx, ou p(xy,,20dxy

avec entre les deux densités la relation correspondant au changement
de paramétre.

2.3.2 Pour le flux rayonnant la situation est plus complexe parce que
les trajectoires dépendent non d'un seul paramétre mais de cing : un
rayon, c'est en effet une droite orientée § (4 paramétres) affectée
d'une longueur d'onde A (1 paramétre) : la variété des rayons est le
produit de la variété {(espace) D, des droites par Rt (ol A prend ses va

leurs).(Dans la suite du § nous distinguerons toujours droite, de rayon,
comme on vient de le faire ici). Le flux rayonnant est dé&fini pour une
mesure sur D, ¥ R+, (la masse d'une partie de la variété& é&tant la puis-

sance transportéé par les rayons, &léments de cette partie). Mais fi~-
nalement le résultat est simple parce que sur D, (espace des droites)
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est défini un é&lément de volume naturel invariant par les dé&placements
de l'espace euclidien-orienté E3. Si on note d8 cet élément de volume,
la mesure flux s'écrira donc :

B(6,X) 4§ ax ;
et la puissance transporté&e par une partie P (pinceau) de D, xRY sera
IP B(8,1) dé di.

Si au voisinage du rayon (6,)) la mesure flux a une densitéB(§,)),
on dit que B(6,)) est la brillance énergétique spectrale du rayon(6,A)
dans le flux considé&ré&, ou encore la brillance du flux (suivant le rayon
§,)). De m&me la mesure B(§,A)dA est appelée distribution de br.illan-
ce énergétique de la droite orientée 6 . Et par intégration partielle
on obtient(len regroupant tous les rayonnements des diverses long ueurs
d'onde) la brillance énergétique totale de la droite § :

B(8) =/ _p B(6,M)dA ;

B(8), (cf § 2.3.3 Zin fine) peut &tre mesurée en watts par cmzxstéradia.ns
Il importe ici de relier la notion de flux ¢ (P) transporté par un pin-
ceau P de droites (les droites d'une partie P<cDy) et celle, usuelle,
de flux ¢<S> traversant une surface S dans un sens donné : ¢<S> n' est
autre que le flux ¢ (P) transporté par l'ensemble P des droites § qui
traversent S dans le sens donné.

Notons que dans les applications pratiques, la conservation du £f1lux
n'est pas rigoureusement vérifiée, soit que les rayons ne portent d'é-
nergie que sur une demi-droite (& partir de la naissance d'une source,
§ 2.4) soit que l'énergie transportée varie continfilment du fait de
1l'absorption (§ 2.3.6 Zn fine). La mesure f, B(§,1)d8 d\ de la puis-
sance transport&e par un pinceau P doit donc &tre définie & un certain
niveau des rayons, par exemple & la traversée d'une surface, (ou d'une
zone de l'espace ol la conservation soit vérifi&e avec une approxima-
tion suffisante). C'est en ce sens que, dans la suite, on parlera par-
fois de brillance 3 un certain niveau (e.g. § 2.5.2 au niveau de la r&
tine).

Nous allons maintenant définir 1'élément de volume invariant dé
sur 1l'espace D4 des droites.

2.3.3 Pour définir un élément de volume invariant sur D, , on utilise
des coordonnées locales, i.e. des paramétres qui permettént de repé-
rer de fagon biunivogue les droites § d'une certaine partie de D4 ’

les changements de param@tres (d'un systéme de coordonnées i un autre)
étant différentiables. Les coordonnées locales utilisées sur D, ne

sont pas valables partout, (comme le sont les coordonnées usuelles sur
E3), parce que, d'une part, les fonctions coordonnées ne sont pas par-

tout définies, (e.g. ci-dessous, & et n deviennent infinis pour une
droite orthogonale 3@ §y), et d'autre part deux droites qui ne diffe-
rent que par l'orientation auraient mémescoordonnées (c'est pourquoi,
ci-dessous, on se limite aux droites faisant avec 8, un angle de co-
sinus positif). Notons qu'en utilisant sur D, des systémes de coordon-

nées locales, reliés par des changements de coordonnées différent ia-
bles, on définit, Zpso facto une topologie sur D4 : un voisinage d'u-

ne droite 61 sera un ensemble de droites contenant toutes les droites
dont les coordonnées sont suffisamment voisines de celles de 8.

Soit 6¢ une droite orientée de 1'espace euclidien E; de dimension3;
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Sy € D4. On va définir sur D4 pour les droites orient@es faisant avec
8§y un angle de cosinus positif, des systémes de coordonnées que nous
appellerons les systémes de centre 8.

Pour définir sur D, un systéme de coordonnées de centre &8¢ on fait
choix dans E3 d'un triédre trirectangle direct de coordonnées (Ox, Oy,
0z) dont le troisiéme axe 0z soit porté& par 8o ; une droite & voisine
de dJpadmettra des équations de la forme :

X =a+ &z
(8)

~

y = b + nz

les quatre nombres (a, b, £,n) seront les coordonnées de la droite §
dans le systéme de centre &o défini par le trié&dre (Ox, Oy, 0z).

Prenons un autre triédre (0'x', O'y', 0'z) dont le troisiéme axe
soit aussi 8, : on aura sur D, un autre systéme de coordonnées de cen-

tre 69 , (a', b', £€', n'), avec les formules de changement de coordon-
nées :

a' =acosl + b sin®d + (£Ecos® x z)+{nsin6é x z)
b' =-a siné + b cos8@ - (Esin® % z)+(ncos6 x z)
g = (Ecos® x z)+(nsin® x z)
n' = - (£sin® x z)+(ncos® x z)

(ol 8 = (Ox, OX"), z = GO').

On constate que le changement de coordonnées est linéaire de dé-
terminant l.Géométriquement, les syst@mes de coordonnées de centre &
sont reliés entre eux par les déplacements de E; laissant fixe So i

e. les coordonnées (a', b',£', n') de § dans le second systéme sont
celles dans le premier de la droite g6 déduite de § par le déplace-
ment hélicoldal g : rotation autour de Oz d'angle -8 et translation
-z le long de 0z ; g n'est autre que l'inverse du déplacement qui fait
passer de (0, x, y, z) & (0', x', y', z).

On peut maintenant définir 1'élément de volume d§ de D, , inva-

riant par déplacement. Il est caractérisé par la propriété suivante :
en tout point &g € Dy (une droite,c'est un point de la variété Dy...)

d§ est égal & daadbadf adn, ou (a, b, £, n) est un systé@me de
coordomées de centre 8o (peu importe le systéme particulier choisi ,
puisqu'on passe de l'un 3 l'autre par une transformation de Jacobien
1 en §,). Autrement dit, dans ce systéme d6 s'écrira :

dé§ = ¢(6) da A db A d§ A dn

avecy (85) = 1. On va déterminer 1l'expression exacte de ¢ (§). Mais d§
est d'ores et déja déterminé puisqu'en chaque point (dans un systéme
de coordonnées convenables) on connait son expression : connafitre ¢(§)
au voisinage de 8§, n'est qu'un calcul de jacobien, qu'on va simpli-
fier par des considérations géométriques.

Remarquons que géométriquement, da A db n'est autre que 1'Elé-
ment d'aire, dS, dans le plan H{(z = 0) (décrit par le point d'inter-
section avec ce plan d'une droite variable) ; d§ A dn est équivalent
8 1'€élément d'angle solide, df, (i.e. 3@ 1'élément d'aire sur la sphé-
re I de rayon 1 du vecteur directeur unitaire w de la droite 6) ; on
a de fagon précise :
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an = (1+&£2 + n%)73/2 g¢ A an.

Au lieu de dire que d8 est &gal au point 8o & daAdbAdf adn,
on peut aussi bien dire que d§ est au point 8o &gal &4 dS A dR . Le
sens précis de cette formule est le suivant : l'applicationdé +M de
D, dans le plan H (resp. § + w de D, dans la sphére unité I ) per-
m%t d 'associer a@ toute forme différentielle sur H (resp. I ) une
forme différentielle de méme degré sur D, : ainsi 1'élément d' aire

ds (resp. dQ ), forme différentielle de degré 2 sur H (resp. 2)de-
vient une forme différentielle de degré 2 sur Dy (en particulier sur
une sous-variété de dimension 2 de D, on peut intégrer dS, ou 42 :

c'est ainsi qu'on parle de l'angle solide d'un cdne C considéré
comme une famille, & 2 paramé@tres, de droites passant par un point)
et on peut parler du produit dS'A dQ2 qui est wune forme de degré 4
sur D,.

4

. S1 on mesure l'angle solide en stéradian (un c6ne découpant l'u-
nité d'aire sur la sph&re de rayon unité& vaut 1 stéradian) et les lon-

gueurs, e.g. en cm, le volume d'un pinceau de droites se mesurera en
cm” X st. : en fait, physiquement, le volume d'un pinceau de droites

a la dimension Lz d'une aire (l'angle solide est sans dimension, 1i.
e. invariant par homothétie).

Si un‘flux de puissance se mesure en watt, la brillance énergé-
tique totale, B(§) =JB(6,A)d)\, se mesurera dans C en

watts/(sz X st.).

2.3.4 Jusqu'ici, on a voulu caractériser simplement 1'&lément de vo-
lume d§ pour en démontrer l'existence ; on va maintenant donner des
formules explicites.

La forme différentielle da A db A d2 est é&gale 3 A8 non seu-
lement en 69 , mais en toute droite perpendiculaire au plan (z = 0).
(Car changer d'origine O dans ce plan revient 3 augmenter a, b de
quantités constantes...). Pour avoir une expression exacte de dé en
toute droite &' , faisant avec 8¢ un angle aigu, on va considérer un
systéme de centre 8’ d'oll le passage au systéme de centre &, soit
facile. D'aprés ce qu'on vient de dire on peut supposer que 8, et &¢
se coupent en O. Notons .(0, 0, £¢, No) les coordonnées de &% dans
le syst@me de centre 6§, défini par le trid&dre (0x, Oy, Oz).

Soit (Ox', Oy', Oz') un triédre direct dont le troisiéme axe
solt porté par 8%. Dans le syst@me de centre 8% (resp. 8o) défini
par (ox', Oy', 0z'), (resp. par (Ox, Oy, 0z)) , une droite variable ¢
aura pour coordonnées (a', b', &', n') (resp. (a, b, &, n).

Fgure 2 : un pinceau de rayons .



[COULEURS I 67

En 8% la forme du second ordre da' A'db' est &gale & (1L +E#nd 12
x daArdb : en effet le point d'intersection avec le plan (Ox',Oy")(perp.
& 6% ) d'une droite 8 voisine de §', est, (au second ordre prés) 1la
projection orthogonale sur (0x',Oy') de l'intersection de § avec 1le
plan (Ox,0y) ; et 1'&lément d'aire da'A db' est égale au produit de

da A db par le cosinus (1 + £3 + n3)" Y2 des deux plans (ou de &, a-
vec 8' ). On a doncien 8§} ) :
a8 = (1 +&3+n3)"Y2 da A db A A2 = da' A db' A aQ

d'od la formule suivante, expression exacte de dé sur l'ensemble des
droites auxquelles s'étend le systéme de coordonnées locales de cen-
tre 6, (droites faisant avec 8¢ un angle aigu) :

dé = (1 + E2 + nﬁ'l/z

da A db A 40 ,
formule que l'on peut aussi &crire :

as

.12
(1 + E? +1n? 2 qa n ab » dag A dn ,
Oou encore :

as cos® ds A 4AQ

formule oti dS est 1'élément d'aire du plan (z 0) et cos8 1le cosinus

de l'angle de § (droite variable) avec &y.

Voici une deuxi@me formule explicite, tr&s utilisée en photomé-
trie (cf fin de ce §);1'introduction en est moins naturelle que celle
de la premiére, c'est pourquoi nous.la plagons ici, quoique analytique-
ment elle constitue une d&finition satisfaisante de d6.

Soit deux surfaces s1 ,82 d'intersection vide ; on suppose
qu'une droite § qui rencontre a la fois 5, et S, n'a en commun avec Sl
(resp. Sz)qu'un point unique noté M, (resp. M,) et que la normale o-
rientée n, a S, en M, (resp. n, a S, en M,) fait un angle aigu 91 (resp.
62) avec le vecteur ﬁ;ﬁz (cette hypoth&se peut toujours &tre réalisée
en orientant et réduisant convenablement les surfaces S1 ,S2 (cf fig.
2) ; en particulier, on peut prendre pour S - deux demi-plans ou -
verts, limit&s 3 leur intersection). Sur le pinceau des droites é ren-
contrant S1 et s, (en allant de 5, vers S, ) 1'élément de volume ds
est donné par la formule explicite :

as = (1/|mM,|%) cos, cose. ds, » as,

ol dS1 s (resp. dsz) est 1'élément d'aire sur S; (resp. Sz) ;i e.g. sid
est caractérisée par ses points d'intersection M, M, avec deux por -
tions des plans H ,H, ; et que M, (resp. MZ) est donné par ses coor -
données (x1 rYy) (resp.,’(x2 ,y2);dans le plan H, (resp. H,) rapporté a
un systéme d'axes unitaires rectangulaires, on a :

as =(1/|M1M2]2) cosby x cosfa dx;, A dy, A ax, A dy,.

Pour démontrer la formule on &tablira d'abord que la densité de
la forme différentielle :

(1/|MM,1%) cose: cose, ds, » ds,
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ne dépend pas du choix particulier des surfaces S§; ,S, : en bref, si
on se place en une droite §, donn&e, on peut remplacer S; et §, par
des plans Hy et H, perpendiculaires a 69 (car,d'aprés la formule de
la projection d'une aire plane, formule utilisée ci-dessus, dl-!:l =
cos Oi dSi , en notant dl-li 1'élément d'aire dans le plan Hi , 1i=1
ou 2), et on peut déplacer les plans H, et H, (1'un aprés 1l'autre)

parallédlement 3 eux-m&mes (on le montre, e.g. par un calcul analogue
3 celui de a', b', en fonction de a, b ol on utilise une méthode généra-
le présentée au § 2.3.5). Puisque 1'élé&ment de volume défini par la formule
est indépendant de S, , S, , il est aussi invariant par dépl acement

car le d§ d'un pinceau de droites rapporté a S, et S, , est égal au
ds du pinceau transporté par le déplacement g et rapporté i gs; , 95,
surfaces déplacées).

Remarquons que si la surface S2 est une sphére de centre M"1 et
de rayon trés grand R, la formule devient :

dé§ = cos 61 dS1 A dQ

en effet, (1/R2)ds2 tend vers d2 quand R tend vers l'infini (limite
uniforme sur l'ensemble des droites 3 une distance bornée de Mi...) .

C'est la formule démontrée au début de ce § dans le cas particulier
ol S1 est plan.
Donnons quelques conséquences des formules ci-dessus.

La mesure de l'ensemble des droites qui traversent (dans un sens
déterminé) une portion de plan d'aire S est 7S. Plus généralement on
a:

S 1i(s8,8)d88 = 18
le

ol 1(S,8) est le nombre de points ol la droite orientée § rencontre la
surface S (d'aire S) en faisant avec sa normale orientée un angle ai-
gu. Donc si S est une surface convexe fermée, mS est la mesure de l'er
serble des droites orientées rencontrant S (en effet si § rencontre S
il y a une "entrée", ol 1l'angle est obtus, et une "sortie", ol 1l'angle
avec la normale est aigu, et i(S,8) = 1). D'od la formule intégrale

(bien malaisée & dé&montrer sans la notion de volume sur D4...) .

= U R
TS .-J‘(Mhl"ll)ts"s IMI lez cosf; cosf,dS5:dS;

—
(o ei =(M1M2mi): angle de la normale &8 S en Mi avec la corde M1M2)'

En photométrie enfin on utilise pour mesure approchée de la puis-
sance transportée par un pinceau, ensemble des rayons (§,)), ol § ren-
contre deux petites surfaces AS1 et AS2 et ol A est dans un intervalle

d'amplitude AXA , la formule :
B(80,)0) (1/r%)cose cos6, AS; 84Sz A ;

formule o6u (cf fig. 2) r est la distance MM

1M2 de A S

1 a ASZ €T (80,Ap)

est un rayon moyen du pinceau.

2.3.,5 L'étude du flux réfracté repose sur la formule suivante, (géné-
ralisation de la relation classique de Lagrange-Helmotz). Si la droite
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§; se réfracte suivant §2 en passant d'un milieu (1) d'indice n, dans
un milieu (2) d'indice n, on a 1'égalité entre élé&ments de volume :

2
1

i.e., au coefficient (nz/nl)2 prés, la réfraction conserve le volume

n? ds;= nlds,,

(quadridimensionnel) d'un pinceau de droites. (De fagon précise, les
indices dépendent de la fréquence v , ou de la longueur d4'onde
dans le vide A ; pour la réfraction d'un pinceau de rayons, on doit
donc écrire :

n, 02 a8 ax = ny(0 2 dsaar

mais pour démontrer une relation géométrique, conséquence de la loi
de Descartes, il est inutile de mentionner A...).

Un méme cadre théorique renferme la démonstration de cette for-
mule et toutes les démonstrations précédentes : nous ne donnons qu'i-
ci ce cadre, pensant qu'il sera mieux vu aprés des exemples particu-
liers.

Soit Up VvV, wq trois variétés de dimension respectives p, q,
q ; (on note L (resp. N, resp. M) un point de U (resp. V, resp. W)) ;
soit dPL (resp. d N, resp. d M) un élément de volume (i.e. une forme
différentielle de dimension maximale) sur Up (resp. Vq ; Yesp. Wq) ;
soit ¢ une application de UXxV dans W ; soit ¥ l'application de U xV
dans U XW définie par :

(LN ¥, (L&)

soit ¢L l'application de V dans W (paramétrée par LeU) :

<I>L
N —=¢(L,N),
soit p (resp.p') une fonction numérique sur U xV (resp. U XW)
Les deux conditions suivantes sont é&quivalentes pour ¢ :
A) L'application ¥ transforme 1l'élément de volume sur U XV,
L,N)d LAd N
p(L,N) p q"’
en 1'élément de volume sur UxW ;

o' (L,M)dpL A qu

B) quel que soit LeU, l'application ¢, transforme 1'€lément de vo-
lume sur V :

D(L,N)qu,
en 1'élément de volume sur W :
p'(L,M)qu.

La démonstration est trés simple : si on fait choix de coordonnées
locales sur U, V, W, le jacobien de ¥ au point (L,N) est &gal au jaco-
bien de ¢L au point N ; car les p premiéres lignes du jacobien de V¥

ne contiennent chacune que des zéros, et un seul 1 (sur la diagonale) ;
tandis que les q derniers termes des q dernidres lignes du jacobien
de Y , reproduisent le jacobien de ¢L.
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Voyons maintenant pourquoi toutes les questions trait@es ici ren-
trent dans ce cadre.

Au § 2.3.3, une portion de D, est identifiée au produit Ix H (resp.
L x H') de la sphére -I par un plan : 38 § € D, correspond la paire

(w,M) ( resp. (w,M')), oli w est le vecteur directeur de 6§ , et M =6 nH
(resp.M'-%n H').

Notons dzw ’ dZM’ dZM' (ce qu'on note ailleurs 42, ds, ds'...)L'élé-

ment d'aire sur I, H, H'isoit § 1l'application de I x H dansI x H' qui
au couple (w,M) des "coordonnées" d'une droite § fait corresponddre le
couple (w,M') relatif 3 cette mé&€me droite. On démontre au § 2.3.4 que
Y transforme 1'élément de volume sur I x H

cos0 dywAd,M

en 1'élément de volume sur I X H' :

! ]
fiose dz“’ Ad2M
Au § 2.3.4, une portion de D, est identifi&e au produit §, xs, ou
Ll A v - L} L
S_;lxs_z ou Slx_S2 ; pour passer de 5, xS, a slxsz, (ou de Slxszé
S‘lx S'z) , on a encore une application de la forme ¢ .

Soit maintenant S la surface réfractante, I la sphére unité& : u-
ne droite § peut @tre considérée comme une paire (M,w) €eSxI, M=§ n §
et w vecteur directeur de 8§ . La réfraction est une application ¢ de
Sx x dans § x I qui & une droite § = (M, wi1) fait correspondre &2 =
(M, wz) ; la loi de Descartes permet de déterminer w, comme une fonc-
tion ¢ de w1 et de M (du vecteur normal n(M) 3 S en M). Il faut montrer
que Y transforme la forme différentielle (ol 6; = (w;,n(M)) :

2
ny 2MAd2w1

en la forme différentielle, (ol 0, = (wz,n(M)) :

cosbia d

2
n, cosb dzM A dzwz

pour cela il suffit d'établir que l'application QM (réfraction suivant
la loi de Descartes au point M), transforme :

2
ny cos0, dzuu

en 2
n’, cosé2 dzwz

Or ce dernier point se démontre simplement : soit trois vecteurs

unitaires I, -5 et K=n(M) (normale & S en M) ; ‘PM transforme le vec-
teur :

wy =Ecosel + sinel(I sing + '5 cosy)
en le vecteur :

d?M(uu) = Wz = ﬁcosez + sinez(-{ sing + ':Tcostp)
avec 0; et 0, reliés par la loi de Descartes

n, sinf; = n, sinb, .

or 1'é&lément d'aire de la sphére est :
dzw = sind 46 A dy
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d'oli & démontrer que sont &gaux :

n21 cosf; dzw; = n, cos®; d9; A n, sinb,; dy

1 1

n22 cosb dzwg = n, cosB, do, A n, sin6, dy
ce qui est &vident d'apré@s la loi de Descartes (ou l'expression diffé-
renciée de cette loi).

.

Si on se souvient du principe de Fermat (i.e. que les lignes sui-
vies par le rayonnement sont les géodésiques (lignes de plus court che-
min) pour la distance nds, produit de la distance ordinaire par 1'indi
ce de réfraction du milieu traversé) on peut rattacher la formule

nzl aé; = n22d62 3 un résultat général de géométrie riemannienne :il exis-

te sur les géodésiques d'un espace de Riemann (ici de dimension 3) un
élément de volume naturel, qui peut se calculer sous la forme, (utili-
sant deux hypersurfaces 5, v 5,) donnée au § 2.3.4 pour le cas euclidien;

l'invariant optique n” d§ est bien 1l'invariant géométrique riemannien 4§
puisque, dans la métrique de Fermat, la distance est nds, donc l'aire

nzds. Du mé&me coup la formule d'invariance est démontrée pour le cas
général de la réfraction dans un milieu d'indice variable.

2.3.6 Soit un flux de rayonnement qui se propage au travers de plu-
sieurs milieux d'indice (variable avec la fréquence v, ou, ce qui re-
vient au mé&me, cf 2.2, avec la longueur d'onde X dans le vide) ny (x) ,

nz(l) etc. .Supposons d'abord qu'il n'y ait aucune absorption ou ré-

flexion parasite. On peut dans chaque milieu (cf 2.3.2) définir la bril-
lance énergétique d'un rayon : soit Bi(éi , A) la brillance du rayon §

lqui est une ligne brisée 6; -82 -03...) dans le i-&me milieu : on a
la relation d'invariance (relation de Lagrange-Helmoltz généralisée...):

By (81, 1) By(8z,1)

2 > e
n; (A) n, (X))
en effet, soit un pinceau différentiel de rayon moyen §, de mesure dé§)
dans le premier milieu, d§, dans le deuxiéme etc. on a d'aprés le prin-
cipe de conservation du rayonnement :
B, (81, A)d6, = BZ(Sz, A)déz2 = ...

et d'aprés la formule d'invariance optique du § 2.3.4 :

n, 0% a8, =n,m0%as = ...

La relation de Lagrange-Helmotz généralisée est d'une importance
fondamentale : elle signifie que sauf phénomé&nes d'absorption et de
réflexion parasite la brillance d'un rayon ne peut &tre modifiée par
aucun systéme dioptrique (lentilles et¢, ou méme milieu transparent
quelconque & indice variant contindment, cf principe de Fermat, § 2.3.4)
ou catoptrique (miroirs réfléchissant totalement...)

§'il y a absorption,enfin, le rayonnement transmis par un milieu
transparent (un filtre, e.g. une vitre colorée) est multiplié par un
facteur t(A) (t(x) <1) : t(A) dépend du milieu, et aussi (multiplica-
tivement) de la longueur 1 parcourue dans ce milieu ; on peut &crire
une formule exponentielle :

t() = e 22N



72 J.P. BENZECRI

ol a()) est un coefficient d'absorption par unité de longueur. La bril-
lance énergétique spectrale d'un rayon, aprés traversée de longueur 1

d'un milieu absorbant est donc ainsi multipliée par ce coefficiente 1alx).

2.4 Sounces de rnayonnement

2.4.1 Sounces ponctuelles : Soit S une source dont on néglige les di-
mensions (S est assimilée & un point géométrique). On peut définir la
mesure Ws(l)d)\ de la puissance émise par S dans les diverses fréguen-

ces. Le flux de puissance issue de S qui traverse une surface I , cf
2.3.2 in fine, est le flux transporté& par l'ensemble P des droites is-
sues de S et rencontrant I ; ce flux ne dépend que du cdne C de som-
met S et de base I ; si S émet &galement dans toutes les directions,
le flux regu par I sera (9/41T)Ws(>\)dl , ol 2 est l'angle solide du cé-

ne C. Il faut noter, que dans D4 , P (bidimensionnel) est de volume
nul : pour gque fP B(§,1)d8 soit non-nul, il faut que B soit infini si

8§ ¢ P ; en fait la source ponctuelle est un cas limite, comme la mesu-
re de Dirac, (cf § 2.2), et il n'y a plus de densité mais seulement u-
ne mesure B(3,)A)dd dont le support, bidimensionnel est la "sphé&re" des
droites issues de S. Comme dans la suite on s'intéresse 3 des expé-
riences psychophysiques oii les stimuli doivent &tre de brillance bor-
née (pour épargner 1l'oeil...) le schéma de la source ponctuelle nous
servira peu.

Notons cependant ici.que l'on peut, pour toute source S convexe
finie définir une source ponctuelle &quivalente. Pour cela on utili-
se la distribution cd'intensité énergétique+spectrale de S, qui est
une mesure IS (w,A)dQ2dX sur le produit I xR de la sphére des direc-

tions I par la demi-droite des longueurs d'onde R+. Notons § un angle
solide (une partie mesurable de la sph&re I) ; notons P(S,f)) l'ensem-
ble des droites orientées issues de S, dont la direction appartient
agQ (ns est une partie mesurable de D, ; pour ne pas avoir & considé-

rer les rayons qui, issues de S, sont réabsorbé&s par S, nous avons
supposé& S convexe...) ; notons A un intervalle (ou plus généralement

une partie mesurable quelconque) de R ; on peut maintenant dé finir
I en fonction de la distribution de brillance énergétique spectra-

S ’
le Bg : quels que soient Q@ et A, on a 1'€galité des puissances :
faxp I, N)AAAA= T g o)y Bg (8,0)d8dN,

(ol Bs est la brillance &nergétique spectrale de S). Si la mesure dis-
tribution d'intensité& a une densité IS (w,A), cette fonction est appe-
lée intensité énergétique spectrale.

Réciproguement, il est clair que si S est une source ponctuelle,
IS détermine BS (Bs est alors une mesure qui, comme on 1l'a dit plus

haut, n'a pas de densité finie...) ; car si P est un pinceau quelcon-
que, 2(S,P) l'ensemble, (angle solide), des directions des droites de
P passant rar S, on a (quel que soit A) :

fa(s,pyxa Igteraadr = £,

(en effet, seuls les rayons passant par S portent de l'énergie!). En
Ce sens, une source S quelconque est &quivalente 3 une source ponc-
tuelle unique définie par Ig.

BS(G,A)de)\
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La notion d'intensité& é&nergétique spectrale est sous-jacente &
celle d'intensité lumineuse (cf infra § 4.1.4).

2.4.2 Sounces étendues : Le rayonnement émis ou diffusé par une sur-
face est complétement décrit si on donne la brillance énergétique
spectrale de tout rayon issu d'un point de la surface. Reprenons les
notations de la figure 2 : si AS1 émet 'vers A82 , et que la brillance

de la droite M1M2 (on dit communément la brillance de la source d ans
la direction Mle) est B(6y, A)dA, la puissance regue par AS2 de 1la
source élémentaire AS1 est (cf § 2.3.4)

(1/r2)B(Ao,)\)AS1 cosf, A52 cosf, di

On dit que la loi é&met suivant la loi de Lambert si la brillance
énergétique spectrale de ses rayons B(§,A) = B()A) ne dépend que de 1},
non de §. La puissance émise par l'unité de surface d'une source rayon-
nant suivant la loi de Lambert est w x B(1) dX (en effet, cf 2.3.4 <n
fine, la mesure de l'ensemble des rayons issus d'un &lément de surfa-

ce S est mS) : par exemple si B = /B(A)d)A, est mesuré en watt/cmzxsbé.

(cf 2.32, 2.3.3) 7B est la puissance totale en watt é&mise par un cm2
de source.

Les sources émissives usuelles (surface d'un filament de lampe;
surface du soleil...) émettent suivant la loi de Lambert : c'est pour
cela que le soleil. (observé au travers d'un filtre absorbant, pour &-
viter 1'é&blouissement...) parafit uniformément brillant, tous les rayons
qu'on en regoit ayant mé&me brillance.

2.4.3 Les sources diffusantes (un écran blanc &clairé par un projec-
teur ; une dalle calcaire au soleil...), renvoient aussi la lumiére
suivant la loi de Lambert. On peut, pour la surface d'un corps (suppo-
sée inerte : non émissive, non fluorescente etc.) définir trois fonc-
tions positives de somme 1 :

(A} 5 d) 5 ad).

Si I(A)dx est la puissance regue par l'unité de surface du corps,
les trois fractions :

r(d) Z(a)da ; a(z(A)dx 5 a(d)z(a)da

sont respectivement réfléchies, diffusées (suivant la loi de Lambert)
et absorbées (ou, éventuellement transmises) : la brillance des rayons
diffusés est donc donnée par la relation (cf supra) :

d(A)Z(A)dx = wB(A)dA

La couleur d'un objet &clairé par la lumiére blanche (e.g. solai-
re) résulte du facteur d(A) : un objet parfaitement diffusant (d(\A)=l)
est blanc et aussi brillant que le permet l'éclairage ; si d(}) est
constant mais inférieur 3 1, l'objet est gris ; si d(X) n'est pas cons
tant, le rayonnement diffusé& a une répartition spectrale autre que cel
le du rayonnement solaire naturel et(en général mais non toujours ; cf
infra) l'objet parait coloré. Le facteur r(A) est responsable, lui,des
reflets ; si la surface est géométriquement réguliére, ces reflets for
ment des images.
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2.4.4 Le rayonnement type est celui du corps noir. C'est 13 une no-
tion idéale de la thermodynamique : un corps dont le coefficient
d'absorption est &gal a 1 (absorption totale) et qui émet suivant la
loi de Lambert avec une brillance é&nergétique spectrale qui ne dé&pend
que de la température et est donnée par la formule, démontrée par
Planck :

he/kTA _ 1) JdA

B, (M)dx = [2hc® 472/ (e
(ol T est la température absolue ; h est la constante de Planck ; k
la constante de Boltzmann).

Cette formule donne approximativement la composition et la puis-
sance du rayonnement solaire, si on fait T ~ 6000°; d'od l'on peut
conclure que telle est la température de la périphérie émissive de
l'astre. Les corps usuels (filaments de lampe etc.) s'écartent plus
ou moins de la formule du corps noir mais en général, quand la tempé-
rature s'éléve, le rayonnement émis se déplace vers les hautes fré-
quences (basses longueurs d'onde) : e.g. le fer chauffé passe du rou-
ge sombre au blanc, par le rouge cerise.

Si dans un flux B(6,)A)dédAr,un rayon (8,,A¢) a pour brillance éner-
gétique spectrale B(8y,A9) = By (cf 2.3.2), on peut, d'aprés la formu-
le de Planck, dire que ce rayon a une température absolue T donnée

par :

5
L - ke Log (Bode 3
T he 2hc?

(i.e. T est la température du corps noir quand il &met un rayon de
cette longueur d'onde et de cette brillance spectrale).

2.4.5 Production de pinceauxde brifllance donnie : A l'origine de tout
flux il y a une source &missive : soleil, lampe... Nous avons vu ( §
2.3.6) que réflexion et réfraction ne modifient essentiellement pas la brillance du
rayon dans le flux : faire croitre la brillance ce serait faire croitre la températu-
re sansécha.nge avec une 2-&me source,d l'encontre du 2-éme principe de 1la
thermodynamique. Tout ce que l'on peut faire ainsi c'est concentrer
les rayons sans augmenter leur température individuelle dans le flux.
(i.e. obtenir qu'un &lément de surface soit traversé par des ra yons
de flux de toute direction ; d'ordinaire, on regoit des rayons solai-
res, de température 6000°, dans un cdéne de diamétre angulaire 31', mais
au centre d'un miroir parabolique, il peut faire 6000° dans presque
toutes les directions). On peut aussi disposer les rayons & 1'aide
d'un prisme : et c'est ainsi qu'on sépare, en vue des expériences de
psychophysique , des flux lumineux dont les rayons n'ont de brillance
€levée que dans une étroite bande de fréquence (cf 3.4.1). On peut mo-
difier par absorption la brillance d'un rayon dans le flux, par exem-
ple en interposant un filtre coloré (la fonction a¢(A), cf § 2.3.6 ,
n'est pas constante) ou non : pour les expériences de psychologie on
- a souvent recours & des filtres interposés entre la source (filament
de lampe) et 1l'observateur.

Enfin,une surface diffusante (cf 2.4.3) qui regoit par unité de
surface une puissance rayonnante I(A)dA, devient la source d'un flux
de brillance (1/m)d(A)Z(A)dA. Dans des conditions d'éclairage type
bien défini, I(A) peut &tre rigoureusement fixé& ; en disposant diver-
ses surfaces diffusantes (surfaces colorées, rassemblées en un atlas
des couleurs, cf <nfra) on peut avoir a peu de frais des sources
diffusantes'de composition spectrale trés variée.

Récemment, on a pu réaliser des sources (tout autres que le corps
noir) émettant tout leur flux dans une bande spectrale et un pinceau
directionnel trés étroit : on atteint ainsi pour un rayon (§,2) au
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centre du flux, une brillance correspondant & des températures inusi-
tées ; d'oll des effets violents.

2.4.6 Mesure de La brillance : Certaines surfaces (surface noire ,

plaques photographiques, cellule photoélectrique, et... rétine de
l'oceil) réagissent (par &lévation de température, transformation chi-

mique (noircissement), courant €lectrique, influx nerveux) au rayon-
nement qu'elles regoivent. Pour mesurer la brillance é&nergétique du
flux au niveau d'une droite 8o, on doit séparer un pinceau centré sur
8§y : pour cela le plus simple est (cf fig. 2, dont nous reprenons les
notations) de disposer sur §o un orifice appelé pupille ASl, percé

dans une surface opaque, et un &lément de surface sensible AS, AS2

regoit alors la distribution de puissance donnée par la formule du §
2.3.4, et sa réponse (chimique, électrique, nerveuse ..) est fonction
de ce qu'il regoit.. Le dispositif trés simple que nous venons de dé&-
crire doit &tre perfectionné : on peut (cf 2.4.5) introduire des len
tilles, pour concentrer les rayons, un prisme pour les disperser, un
filtre pour observer sélectivement une partie du spectre. (Prisme et
filtre permettent d'é&tudier non la distribution de brillance B(&,,A)dA
de la droite 8§, , distribution & laquelle 1'8&lé&ment sensible donne u-
ne réponse intégrée..., mais la brillance énergétique spectrale d'un
rayon (8¢,A9) - ou du moins celle d'une bande &troite du spectre...).
Mais en définitive il y aura généralement une unité de surface sensi-
ble A82 recevant un pinceau de rayonsdéfini par elle et par un cer-

tain AS1 image (réelle ou virtuelle) & la sortie du dispositif d'une

pupille interposé sur le trajet des rayons lumineux. Au § 2.5.2 nous
considérerons le cas de l'oeil.

2.5 Stimulation nétindienne : Aprés quelques précisions de nature phy-
sique ou physiologique, nous donnerons des stimuli une description
trés simple qui seule sera utilis@e dans la suite.

2.5.1 L'oeil néduit de Listing : L'oeil est un syst@me complexe com-
prenant trois milieux principaux : le cristallin, 1'humeur vitrée,et
l'humeur aqueuse. Cette derniére limitée & la rétine, a un indice voi
sin de celui de l'eau, 4/3. Un rayon qui pén&tre dans l'oeil par 1la
pupille, centre transparent de la cornée, &merge (apré&s plusieurs ré-
fractions) de 1'humeur aqueuse pour stimuler la ré&tine. Si l'on ne
s'intéresse qu'aux deux segments extrémes du rayon , (incident dans
1l'air, émergent dans 1'humeur aqueuse), on peut assimiler 1'ceil réel
d un oeil fictif, 1l'ceil réduit de Listing : cet oeil, (cf fig. 3) ,

v

T tSmm Smm 5mm

fa B fa
Figure 3 : l'ceil réduil de Listing .

IS
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est tout entier rempli d'humeur aqueuse ; il est limité par la rétine
et par une sphére, tangente & la cornée en M, (centre de la pupille) ,
dont le centre v est 5 mm en arriére de M,. Le foyer image est en
¢'(Mg¥' = 20 mm) et le foyer objet en ¢ (pMy = 15 mm). Un point M, de

la rétine regoit tous les rayons entrés dans l'oeil parallélement &
vM
2°

2.5.2 Le flux dans L'0eif : Le pinceau de rayon qui touche un &lément
AS2 de la rétine est défini (cf 2.4.6) par A8, , et 1l'image AS, donnée

de la pupille ASO par l'ensemble optique formé du cristallin et des
humeurs. Conservons les notations de la fig. 2. Notons de plus 82(60 A)
la brillance énergétique spectrale du rayon (MIMZ’“ d la fin de sa

traversée de 1'humeur aqueuse. La formule du § 2.3.4 permet de calcu-
ler z:(M2 s A)dX, puissance regue par l'unité de surface de la rétine ,

au niveau du point M, ; on a:
1
M

i:(M2 L A)dX = 5 X €088y xcosfz x A5, X B, (8o , A)dA

;M)

Reste a4 calculer les termes de la formule. Si l'on se limite 3
des points M2 voisins du centre de la rétine (vision centrale) on peut
assimiler & 1 les cosinus. Dans le schéma de Listing, (§ 2.5.1), M1M2
= 20 mm. La puissance regue en M, provient des rayons entrés dans
l'oeil parallélement aosz. Donc, avant réfraction, le rayon 6§, était,
dans l'air porté par §o , paralléle & VM, menée par My . Si t (A) est
le coefficient de transmission de 1l'oeil, et n = 3/4 l'indice de 1'hr
meur aqueuse, on a donc (cf § 2.3.6).:

B, ,A) = & (A) n2B(6, ,A)

(od B est brillance du flux incident). D'olt finalement, en notant P
le rayon de la pupille mesuré en mm :

2
to(A) x B(8, ) x b x [412 d)

Z(M2 ¢, A)dA

2
to(A) x B(8,, A) "‘21'?5‘ da

Il résulte de cette formule que, pour faire varier la stimulation
rétinienne, il est &quivalent de diviser par deux la brillance du flux
incident, ou de diviser par deux l'aire de la pupille ; ce qu'il est
facile de faire en plagant devant l'oeil un diaphragme (pupille artifi
cielle), ou en faisant passer le flux regu par l'oeil au travers d'un
diaphragme dont 1l'image réelle est formée au centre de la pupille (on
dit alors qu'on a une pupille fictive). Cet artifice trés simple s'a-
joute & ceux décrits au § 2.4.5 pour permettre de produire les stimu-
1i les plus divers.

La formule exprimant Z(M2 + A) suppose essentiellement que la bril-

lance B(8,)) varie peu quand la droite § se déplace paralldlement &
elle-mé&me sans cesser de passer & l'intérieur de la pupille, réelle ou
fictive. Cette condition n'est pas toujours réalisée : elle ne l'est
pas notamment dans les magistrales expériences de Stiles ol l'on peut
-dire qu'il y a une pupille fictive complexe dépendant de la longueur
d'onde (le rayonnement des diverses longueurs d'onde ne pé&ndtre pas
dans 1l'oeil par la mé&me portion de la cornée, cf infra § 4.2.1) il faut
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alors dans la formule ci-dessus, remplacer le produit B(d, ,A)sz (de
la brillance par l'aire) par l'inté&grale, &tendue 3 l'aire de la pupilk
le naturelle, de la brillance du rayonnement (diversement diaphragmé
etc.) que débite, e.g., le dispositif expérimental. On écrira :

Do, , MAA=H(0) x LBSM),N) dS() T

formule ol 1'intégrale est &tendue & la pupille P ; 6(M) désigne 1la
paralléle & VM, menée par un point variable Me P, et dS(M) l'é€lément

d'aire de P. Pareille intégrale est difficile 3 calculer, mais plus
facile 3 mesurer physiquement : il suffit de mettre & la place de 1la
pupille de 1'oeil, la pupille (diaphragmée) d'entrée, supposée é&gale
8 P, d'un instrument dont le champ soit limité & un cdne étroit d'an-
gle solide AR, centré sur la direction paralléle 3 M,v. Si on note

R(A)dX la puissance du rayonnement recueilli par cet instrument (puis-
sance que l'on peut mesurer avec des cellules cf supra § 2.4.6) on aw
ra :

1 x L

225 AQ

Z(M2 s A)AX = £ (X)) x R(x)dx.

2.5.3 Absonption et ouvertung : Il existe des tables (cf Judd, 1951,
p. 813) de la fonction to(X) ; toutefois, l'absorption dans 1'ceil d'un
sujet vivant &tant difficile 3 déterminer, on préfére (cf § 2.5.5), dé-
finir un stimulus non par la puissance que regoit la rétine mais par
celle qu'elle recevrait si le coefficient de transmission de 1'oceil

t(A) était &gal & 1 (pas d'absorption).

L'aire de la pupille diminue, on le sait, quand croit la puissan-
ce regue par l'oeil. D'autre part Stiles et Crawford (1933) ont décou-
vert que les rayons qui passent par le bord de 1la pupille stimulent
moins intensément la pupille que ceux rentrés par le centre, effet qui
(cf Bartly 1951 p. 930) semble dfi aux différences d'incidence des di-
vers rayons sur la rétine. Dans les &tudes expérimentales, on fait donc
souvent intervenir une pupille fictive, (utile d'autre part pour faire
varier la stimulation rétinienne, cf § 2.5.2). Toutefois certaines don
nées concernent la pupille naturelle avec son aire fonction de 1'&-
nergie qu'elle recoit (cf e.g. § 4.1.4, tableau 2).

2.5.4 Stimuli ponctuels ou instantanés : On a &tudié 1'effet produit
par une quantité déterminde d'énergie débitée pendant un temps trés court sur u-

ne zone é&ventuellement tré&s petite de la rétine : comme on pauvait s'y
attendre (vu les nombreux phénomé&nes de seuil connus en psychologie )
si le temps est assez court, inférieur & 0,01 sec, (resp. la zone as-
sez petite : diam@tre apparent inférieur & 10' d'angle) 1° impression
est indépendante de ce temps (resp. de cette zone) ; tout se passe
comme si la quantité@ déterminée d'énergie avait &té appliquée instanr
tanément (resp. ponctuellement) : c'est la loi de Bloch et Bunsen-Ros
coe (resp. la loi de Ricco), cf Judd (1951, p. 812). ILa plus petite quantité
d'énergie lumineuse susceptible de produire une impression sensible est
de quelques quanta : donc de l'ordre du minimum physiquement possible
pour une interaction entre rayonnement et matiére.

2.5.5 Schéma simple des stimuli : Nous ne dirons plus rien de ces re-
cherches ; et dans la suite décrirons les é&tats de stimulation en ter
mes non d'énergie, mais de puissance, méme si cette puissance varie
périodiquement (cf infra photométrie 3 papillotage § 4.1.1). Le dis-
positif utilis& pour envoyer du rayonnement dans 1'oeil peut étre fort
complexe (cf supra § 2.5.2 et infra § 4.2.1). Mais le stimulus est dé-
fini complétement par la puissance regue par les divers &léments de la
rétine. Tout stimulus peut donc &tre réalis& suivant un schéma trés
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simple : le sujet a devant lui une source rayonnante plane, perpendi-
culaire & l'axe antéropostérieur de l'oeil (la droite My¢' de la fi-
gure 3). Cette source émet suivant la loi de Lambert ; sa brillance au
point d'intersection avec une droite 6§ passant par le centre de pupil
le ("un rayon visuel") est B(§,A}dA. Ainsi on pourra dire, par e xem-
pPle, que le stimulus est un disque de brillance constante B(\)d), wvu
par le sujet, sous un angle de 20°. Dans les expériences , il s'agit
toujours de stimuli tré&s simples de cette sorte. C'est la réalisation
expérimentale de ce stimulus ou d'un stimulus &quivalent qui, elle ,
n'est jamais simple.

Comme seules les radiations de longueur d'ondes comprises entre
des bornes (que nous fixerons ici arbitrairement 3 0,3u et 0,8p cf in-
fra § 3.5 8) sont susceptibles de parvenir (sans &tre absorbées par
l'oeil) jusqu'a la rétine et d'impressionner celle-ci sans la détrui-
re, on peut supposer que la mesure B(A)dA a son support dans 1l'inter-
valle (0,3u , 0,8u) (pas de masse en dehors de cet intervalle). A insi
les stimuli colorés sont physiquement décrits comme des &léments d'un
espace vectoriel de dimension infinie : l'espace des mesures sur cet
intervalle.

3 Géométnie de L'espace des stimuldi

3.1 Espace muni d'un cdne : Dans la suite, on notera / l'espace veec-

toriel des mesures sur l'intervalle (0,3 ; 0,8) ; on notera M *1a
partie de M ensemble des mesures positives ou nulles sur (0,3 ; 0,8).
Une mesure de M n'est pas, en général, physiquement réalisable (onne
peut ré€aliser une combinaison de radiations ol certaines longueurs

d'ondes figurent avec un coefficient n&gatif!) Mt est le sous-ensem-
ble des &léments de /™ physiquement réalisables. Un &lément de /‘4-+ se-
ra noté comme le produit d'une densité& par dA (B(A)dA, Bi()‘) di..) ou,
simplement d't_me lettre (B, B, +X...). On notera rRY l'ensemble des
scalaires positifs ou nuls.

Examinons la situation g&ométrique de M *+ dans M : Mt est un
cbne convexe strict engendrant M , i. e. :
céne convexe :

vB , B, Mt wker'

+ +
B, + B, eM ikBy €M’ ;
on peut multiplier par un scalaire positif, et additionner sans sor-

tir de M+,
cdne convexe strict :

Il n'y a pas de mesure non-nulle qui soit dans M7 ainsi que son
opposée ;A% ne contient pas de droite entiére.

Mt engendre M :

Toute mesure &lément de M est différence de deux mesures positi-
ves. De plus M muni du céne M * est un espace de Riesz (terminologie
de N. Bourbaki), i.e. toute mesure x € M peut s'écrire de maniére u-
nique comme différence de deux mesures positives, xt et x” (appelées
partie positive et partie négative de x) telles que si y+ et y sont



LCOULEURS Il 79

deux mesures positives de différence x, on a :

xtsyt ; x" <y .

Dans la suite, on he se servira d'ailleurs pas de cette derniére
propriété. On peut définir M 3 partir des seuls termes et opérations
physiquement ré&alisables (i.e. de /‘1+ avec pour opérations 1l'addition
et la multiplication par un scalaire positif). Soit A la relation d4'é-
quivalence sur M * x M™*, ainsi définie :

(B1 ’ Bz) b (B3 ’ B4)
si et seulement si :

BI+B4 = BZ+B3

: Le quotient (M+ x M+)/A correspond biunivoquement i /M par iden-
tification a la différence (B1 -Bz) de la classe d'é&quivalence A(BI'BZ)
de la paire (Bl ’ Bz) . Et on a, pour dé&finir les opérations de 3 par-
tir de celles de M * 1les opérations entre classes :

~

A(Bl 'Bz) + A(B3 ,B4) = A(Bl +B3 ,32+B4)

A(Bl 'B2) - A(B3 ,B4) = A(Bl+B4 ,Bz+B3) H

kA(Bl ’ BZ) A(kBl ' sz) , si k>0

kA(Bl rBy) = A((- k)B, (—k)Bl),si k<0 ;

Dans la suite, on définira les relations d'équivalerice sur M , @

partir de relations définies expérimentalemnt sur /"\+, d'ol les déve-
loppements qui suivent. Les notations seront celles de 1l'alinéa ci-des-
sus : si R est une relation d'équivalence, on &crira :

x *’Xy , ou : R(x) =7\(y),

pour exprimer l'équivalence de x et y;'.?\(x) sera la classe d'équiva-
lence de x, et R 1l'application de 1l'ensemble sur son quotient.

3.7 Equdivafence £inéaire : On dit qu'une relation d'équivalence?\ sur
un espace vectoriel (e.g. surM ) est linéaire s'il existe un sous-es
pace vectoriel (le noyaulMN (R) deR ) tel que :

Rix) = A (y)

si et seulement si :
X -~ y € M (N,

Le quotient M /Rn'est autre alors que l'espace vectoriel quotient
deM par le sous-espace/‘/ (R). De ce que M* est un céne convexe en-
gendrant M , il résulte immédiatement que R (/"\+) posséde les mé&mes
propriétés dans M /R. Mais y\(M+) peut n'&tre pas un convexe strict
(R (M+) peut contenir des droites de M /R ; éventuellement,;fk(/‘\+) peut
étre identique & M /R tout entier) ; une condition suffisante pour que
7~(M+) soit convexe strict est l'axiome suivant :
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Axiome (S)

vxeMT s Rix) =R@O) & (x =0,
autrement dit, M + ne contient pas d'élément non-nul qui soit équiva-
lent 3 zéro.

soient € et .,’f deux relations d'équivalence linéaire surﬂ ;
supposons que € soit plus fine que & , i.e. :

(Cix)y =€ (yy = (Lx) =L y) ;

définit une relation d'équivalence linéaire sur sz : deux clas~
ses d'équivalences pour € (éléments de M /€ ) sont &£ -équivalentes si
et seulement si elles sont contenues dans la méme classe d'équivalen-
ze pour &£ .

Une relation d'équivalence R surM? se prolonge en une relation
d-&quivalence linéaire sur M , (i.e. il existe une relation d'équiva

lerce linéaire sur/M pour laquelle deux &léments de M * sont équiva-
lents si et seulement si ils le sont pour R ), si et seulement si R
satisfait aux axiomes (H) et (A) :

Axiome (H) d'homogénéité :

¥ X x2€M+, vk e RV ;

(x1 NR x2) = (kxlz,nkxz);
Axiome (A) d'additivité

¥ x , Y, + Y, eM+ :

(v, ~p ¥a) e Ux +y)) s~ (x+y,).

De plus le prolongement de R a Mest unique : on le notera donc

R.

Les axiomes (H) et (A) sont évidemment des conditions nécessai-
res ; pour montrer qu'il suffit que R vérifie (H) et (A),onprolonge &

M, identifié 3 (MY x M%) /4, la relation R , en posant :
A(xl ’ xz) ;' A(x3 ’ x4)l
si et seulement si :

(x1 + x4) xX (xz + x3).
On a bien une relation d'équivalence qui prolonge R , parce que
R satisfait a (A) ; et la relation prolongée est lin&aire parce que
7R satisfait de plus a3 (H).

3.3 Dimensdion du gquotient : A partir des relations expérimentales ,

on définira les quotients M +/1§ de dimension finie (voire de dimension
1), propriété& que l'on peut caractériser par des axiomes.

Axiomes (U) d'unidimensionnalité :
.-3 ee/"L+,VxeM,+, -]teR+,Vt'e Rt
(x5 tle) = (£ = ¢,

autrement dit, il existe e, (appelé : R -générateur) , tel que tout x
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de M soit équivalent & un multiple positif te de e et un seul.Cet
axiome permet de mettre en correspondance biunivoque M +/Jl et RV , en
assignant pour coordonnée 3 chaque x 1l'unique nombre t(x) tel que

R (t(x) xe) *R (x). Tout &lément e' deM * tel que t(e') # 0, peut &-
tre pris comme R -générateur.

Pour exprimer que le quotient de M par une relation linéaire R
est de dimension n, on peut écrire :

3 {ei} MNP, vxeM, 3 {ti} e R", V{t'i}e R®

n
xy rtten e ety =ty ,
R i N
formule od {e;} désigne un systéme de n vecteurs geM, {t'} et e}
un systéme de n nombres. (Dans le quotient M /R , e; est une ba-
se).

Pour n'utiliser que des éléments et des opérations de /M +,(physi—
quement définis), on pose l'axiome (Dn) :

Axiome (Dn) de la dimension n :
3 {e;le (NN, vxeM ™, 3(tt) e R?, wierh)e 7

R+ 2z (-they =Rz T epe (erd) = (9
iex LT J

formule o I est l'ensemble des i tels gque t'! soit strictement né-

gatif. Intuitivement, il existe (ei} tel que tout x deM?t soit &-

quivalent & une combinaison linéaire unique des e; ; mais, pour n'uti

liser que des coefficients positifs, on doit ajouter & x une combi-
naison lin€aire de ceux des e; sur lesquels il a une composante né-

gative. Dans la suite {ei} sera appelé uneR -base, et les n-fonctions
t:‘.‘L (x) seront les R -coordonnées.

si R satisfait aux axiomes (H) et (A), l'axiome (Dn) exprime
exactement que 1l'espace vectorielM /R est de dimension n . Mais, en
1'absence de 1l'axiome (A), les fonctions ti (x) ne fournissent pas un

paramétrage de M Y R 1'égalité des R _coordonnées définit une au-
tre relation d'équivalence que R . Par exemple, soit R satisfaisant
a (D3) ; {el rey . e3} une ~base ; des trois égalités :

R (x +e1) =R (e2+e3)

Riy+e) =R (e, +e;)

R (x) =Ry
il est faux, (en l'absence de (A)) que deux quelconques impliquent la
trois@me. (En revanche si x et y ont les mémes 3 R -coordonnées po-

sitives R(x) = R (y)) . En 1l'absence de (A) et de (H), 1'axiome (o)
ne permet pas de faire des "changements de base". Notons que l'axiome
(U) est plus fort que (D; ), mais (U) est une conséquence de la con-
jonction des axiomes (A), (H), (S), (D;).
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3.4 Continuité : Jusqu'ici, on a considéré 1l'espace /M comme un espa-

ce vectoriel muni d'un cone M ¥ : que M soit l'espace vectoriel des
mesures sur (0,3 ; 0,8) va maintenant intervenir. La relation JA étant
supposée vérifier 1l'axiome (Dn) , on va formuler un axiome (C) de con-

tinuité des P -coordonnées th(x) par rappo'rt a la longueur d'onde.
Des axiomes (H), (A), (Dx;) et (C) résultera une expression intégrale

des t".L (x).

Axiome (C) de continutité

Soit {ei} une ® -base ; ti(x) les R -coordonnées correspondan-

tes ;

vedav i ¥EeMT

. nood i
(S(B) < (Ao —a, Ao +a)) =( I 1t7(B) ~t (fB x §(A - X)dA]| <€
i=1

(ou S(B) < (a,b) signifie que la mesure B n'a pas de masse en dehors
de l'intervalle (a,b) ; i.e., si B est une distribution assez concen-

trée au voisinage de Ao, les tl(B) différent arbitrairement peu de ceux
d'une mesure ponctuelle (monochromatique, cf 2.2), SJBXG6(A - Xgdd X2 de
longueur d'onde Ao et méme masse totale, /B, que B.

De l'axiome (C) résulte en particulier 'la continuité des fonctions
de Ao :

tlra,1 = tfs(r -20)an).

Si R satisfait a (H), (B, (Dn) et (C) on a la formule intégrale:

0,8 i
0,'3 tTIAIB(A)AA

en effet, (en bref), on peut écrire B(A)d: comme une somme de mesures
positives B, dont les supports soient des intervalles arbitrairement pe-
tits ; d'aprés (A) et (H), tl(B) est la somme des tl (Bk) ; d'aprés (C)

et (H). cette somme est approximativement une somme de Riemann pour
l'intégrale ci-dessus.

ti(B(x)dA) =

3.5 Relation expérimentale ef nefation d'équivalence, : Lorsqu'on cher-
che 3 définir expérimentalement une relation d'équivalence R satisfai-

sant 3 certains des axiomes définis plus haut, on se heurte aux phéno-
ménes de seuil.

o) A ne peut satisfaire ni & (H) ni a8 (A) : les stimuli sublimi-
naires (inférieurs au seuil absolu) n'étant pas pergus, ils sont équi-
valents pour la relation expérimentale 3} : mais alors, si R satis-
fait 38 (H) ou &8 (A) tous les stimuli seront équivalents 3 zé&ro, (comme
produit par un entier d'un stimulus non pergu). Cette difficulté, (cf
infra B) peut 8tre palliée en considérant comme donnée expérimentale

une relation R dé&finie sur un domaine D + de M * ne contenant pas les
stimuli trop faibles.

B8) R n'est pas définie partout sur M * : un stimulus rayonnant
supraliminaire (supérieur au seuil de douleur) détruit 1l'oeil (ou , du
moins, en trouble temporairement le fonctionnement...). L'expérimenta-

tion ne peut donc porter que sur un domaine borné Y + deM+. Il n'est
pas opportun de ranger dans une seule classe d'équivalence les stimuli
trop forts, car aucun des axiomes (H), (A), (Dn) ne pourrait alors étre
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vérifié&. Il est préférable d'étendre & M * une relation d'équivalence
R établie expérimentalement sur D + comme au § 3.2 on a &tendu R de
M 3 M). Supposons que R satifasse sur 3)+ 3 l'axiome (H') d'homogé-
néité

v x, x' E'D+, ¥ k ¢ R :

+ +
[(x=x') A (kx € A(kx' eD )] = (kx = kx")
xR >) R

On définit sur M * une relation de prolongement de R (deux &lé&-

ments de D ¥ sont équivalents pour la relation prolongée si et seule-
ment si ils le sont pour la relation initiale), not&e aussi R, par la
formule :

Rx) = Ri(y)l o ...
ier o [3x', 7' eDY, 3 keR : (x=kx")A(y =ky")IA(R(x') =R (y')]

(i.e. deux éléments sont équivalents dans M* sriis ont des homothéti~
ques équivalents dans D *). sur M +,y\ satisfait & 1l'axiome (H), et

l'on peut considérer des axiomes sur * impliquant que les axiomes

), (D) etc. soient vérifigs sur M Y.

Y) La relation définie expérimentalement n'est pas une relation
d'équivalence. Pour définir expérimentalement une relation d'équivalen-
ce sur un ensemble de stimuli, on présente conjointement & des sujets,
dans un certain processus complexe, un couple de stimuli (B1 ’ Bz)et 1l'on

note F (131 , Bz) la probabilité& que Bl et Bz soient confondus (la défi-

nition de la confusion dépend de l'expérience, cf, e.g. infrala photo-
métrie par papillotage). On voudrait dé&finir R en posant :

(B 5By « (F(B, ,B,) 2 po)

(ou po est une limite choisie entre 0 et 1...). Or la relation R, ain-
si définie, pourra &tre réflexive (B1 ~ Bz) et symétrique (si B, =~ By,

B2 ] Bl) ; mais elle ne sera généralement pas transitive (le sujet ne
distingue pas Bi de Bj__'_1 ,mais il distingue les deux extrémités, B1 et
B10 , d'une chaine {Bi} de stimuli, chaine dont les maillons sont infé-
rieurs 3 un seuil différentiel).

§) Selon l'axiome (C) de continuité&, l'ensemble A des longueurs
d'onde que l'oeil peut percevoir est un ouvert : (en effet, A n'est

autre que l'ensemble des A ol l'une au moins des fonctions ti[A] est

‘non-nulle) ; et il parait naturel de postuler que cet ouvert est un
intervalle (sans lacune), que l'on peut noter Nyy )‘IR( ,comme s'il

s'étendait de AUV , la plus grande longueur d'onde ultraviolette & AIR'

la plus petite longueur d'onde d'infrarouge. Mais, vu le caractére a-
léatoire des perceptions (et singuliérement & la limite de 1'impercep-
tible), il est déraisonnable de postuler un intervalle de perception
qui’' soit bien défini comme un ouvert ou un fermé...: il n'y a qu'une
probabilité de perception. Toutefois on peut choisir deux intervalles:
un intervalle de fréquences qui (3 un niveau de brillance convenable)
sont srement pergues et un intervalle de fréquences qui, sans lésion
irréversible de 1l'oeil, ne sont jamais pergues : pour celui-ci on a
choisi (0,3 ; 0,8) (arbitrairement ; cf § 4.2.3 on rapporte qu'un rayon-
nement de XA = ly a pu &tre pergu... mais dans des conditions ex tr&-
mes...) ; pour celui-1l3 l'expérience suggére (0,39 ;0,75).
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En pratique, on procé&de comme suit :
+
1°) L'expérimentation permet de dé&finir un domaine X" de l'régula-
rité, ol les axiomes (A), (H) et (C) sont approximativement vérifiés .
Pour que l'expérience soit intéressante, ce domaine D+ doit &tre as-
sez vaste. On voudrait imposer a ) * de rencontrer au moins en un

point distinct de 0, toute demi-droite de M+ issue de 1l'origine.Mais
cf (8), il faut ré&server le cas des mesures dont la masse est concen-
trée aux extrémités de l'intervalle (0,3 ; 0,8). On posera donc seule-
ment :

vxe M'" - {0}, 3kert - (0} : xkxeD?,

ol /'&'+ est le cdne des mesures positives sur 1'intervalle (0,39 ; 0,75)
(M'+,c M.+, est formée de demi-droites dont chacune contient des sti-
muli sdrement pergus).
2°) Il est essentiel que soit vé ifié&, dans ‘D+, un axiome de di-

mension [ (U) ou (Dn)]. Supposons que ce soit (Dn). Selon l'axiome, il
existe dans ) * une R -base {Bi}, ensemble de n stimuli ; tout sti-
malus B de D' est R -&quivalent, (au sens de (D), cf supra § 3.3), 3
une combinaison linéaire unique :

1 n

tT(B) B +...+ t (B)Bn.

Voici le sens que peut revétir cet axiome dans un contexte expé-
rimental :

a) Pour tout sujet, on peut, en ajoutant &8 B une combinaison
convenable de certains des stimuli de la base obtenir un stimulus qui
soit confondu avec une combinaison convenable des autres stimuli de la
base. Si les deux stimuli confondus sont :

et : I 6B,

B+ I oip,,
1 jero 9

ieI

(formule ol I est, comme ci-dessus, une partie des n premiers en-
tiers, et oll les ® sont tous positifs), on dira que l'expérience a
fourni pour B les coordonnées : (tl,..., th,..., tn) ol th est é&gal
a 6", (resp. a -6®) si h¢1I, (resp. heI).

b)Les divers sujets, (ceux, du moins, dont la vue est normale)
s'accordent approximativement sur les composantes et les proportions
des mélanges ; c'est-a-dire que les coordonnées (th) varient peu d'u-
ne expérience 3 l'autre. On peut donc choisir des valeurs moyennes qui
seront par convention, les t'(B).

Il est €galement possible de poser un axiome de dimensionalité a-
dapté & une relation d'équivalence non-linéaire (i.e. s'&cartant des

axiomes (A) et (H)) . C'est ce que nous ferons au § 4 aprés que l'étude
détaillée de l'approximation lin€aire nous aura familiarisé avec la for-

me géométrique du quotient f(/‘(") deM? par la relation d'équivalence
chromatique ¢ .
3°) On détermine des valeurs aussi satisfaisantes que possible

pour les fonctions ti[ko] ; autrement dit, on détermine expérimentale-
ment, cf 2° a et b, les coordonnées dans une base fix&e d'un stimulus
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monochromatique proportionnel a8 §(XA - 1,)dX, et inclus dans . En fait,
cf 4.2.1, on n'utilise que des stimuli quasi-monochromatiques. Notons

que géométriquement, ceci revient 3 se placer dans un sous-clne convexe
de M +, défini par une condition du type suivant : le’stimulus a une densité
B()A) continue, et, sur tout l'intervalle (0,3 ; 0,8) la densité est in-
férieure 3 k fois la masse totale /B (on peut prendre e.g. k = 10.000).

Aux extrémités de l'intervalle (0,3 ; 0,8) (disons en dehors de
l'intervalle (0,39 ;0,75), les fonctions ti[A] sont trés voisines de zé&-
ro ; mais trouver la direction précise du vecteur {ti[x]}de R, (les rap-
ports des ti[A] des uns aux autres), offre une extréme difficulté . Il
.est cependant intéressant d'étudier au mieux la limite de cette direc-
tion quand X tend vers 0,3 (U V) ou 0,8 (I.R.), car tout {tira1} est
vecteur directeur d'une demi-droite du céne R ( M+) . Les valeurs ex-

périmentales des ti[)\J sont tabulées et sanctionnées par une convention
internationale... On pose par définition :

tteman = 22 toasman.

Et, désormais, deux stimuli sontdéclarés &quivalents si la formu-
le intégrale leur assigne les mémes coordonnées. On peut é&crire l'ac-
cord de l'équivalence ainsi défini avec l'équivalence expérimentale ;
on vérifie ainsi dans quelle mesure cette derni&re relation satisfait
aux axiomes. Eventuellement, le dé&saccord entre les deux relations
fait l'objet de formules.

C'est ainsi qu'au prix de retouches successives on parvient a3 pla-
cer les résultats des expériences psychophysiques dans un cadre mathé-
matique régulier ; cadre hérité de la physique ; cadre qu'en dépit de
la complexité des phénom@nes on croit &tre naturel.



