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PROBLEME : AJUSTEMENT D’UN TABLEAU
A SES MARGES D’APRES LA FORMULE
DE RECONSTITUTION
par J.-P. Benzécri ('),

[AJUS MARGES FAC] C. Bourgarit (*)
et J.-C. Madre (3).

0 Il arrive communément dans la pratique que pour une loi de corres-
pondance drgy on ait d'une part, une estimation approchée fIJ de l'en-

semble du tableau ; et d'autre part, une estimation tré&s précise des
lois marginales 9rr 93+ On doit alors reconstituer le tableau grg Sous
les deux contraintes d'avoir pour marges 9 et 9y ¢ et de s'écarter le
moins possible de fIJ : c'est ce qu'on appelle ajuster le tableau fIJ’
d des marges nouvelles 9y 9y- L'objet du présent probléme est d'étu-
dier une procédure d'ajustement particulidre, fondée sur l'analyse de
la correspondance fI J*

Pour nous la procédure d'ajustement présente encore un autre in-
térét. Soit fIJ et 913 deux lois de correspondance. Afin de comparer
913 a fIJ il est commun, d'adjoindre les lignes et colonnes de g1y en
éléments supplémentaires & fIJzil en résulte des facteurs modifiés :

9(4) = iy ., &%) = 3
Fold) = F (g'y) 5 Gy(3) = G (g7).

- Et une question se pose : les différences interprétables obser-
vées entre Fg et F, (ou Gg et Ga) se retrouvent-elles lorsqu'on rem~-
place gpgy Par un tableau giJ construit par ajustement de fIJ aux mar-
ges g et 95 de 9yg ? Si tel est le cas on dira que la différence en-
tre fIJ et 915 est principalement un effet de marge. On sait d 'ail-

leurs, cf Yagolnitzer (in Cahiers Vol II n° 3 pp251-264) que l'analyse d'un

tableau en quatre blocs fournit d'une part les facteurs
f g de la correspondance moyenne(f+g) /2 ; et d'autre part
des facteurs issus de la différence (f-g)/2: et
g £ parmi ceux-ci les deux premiers, et souvent les

seuls interprétables, sont communément des facteurs
de marges (liés directement & la différence des
lois marginales de £ et g sur I et J). Dans la partie 3 du. présent

probléme, on calcule l'expression exacte de Fg dans le cas d'un modé-
le continu simple ; la confrontation avec des“données réelles sera fai-
te ailleurs.

1 Enoncé du problféme x

1.1 On suppose donn&e une loi de correspondance fIJ (i.e. un systéme
de nombres positifs ou nuls fi' dont la somme est 1) ; et deux lois
91 et 9y On note )‘a ' Fa(i), Ga(j) les valeurs propres et facteurs
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issus de 1l'analyse de fIJ ; pour tout profil sy sur I (i.e. systée-
me de nombres positifs sg de somme 1) on note Ga(sI) la valeur du
facteur G, pour sIconsidéré comme une colonne supplémentaire adjoinr
te au tableau fIJ ; et on définit de méme Fa(sJ) pour un profil sur J
considéré comme ligne supplémentaire.

1.1.1 Calculer en fonction des 95 ,gj 'Aa ’Fa(i)' Gu(j) les valeurs
des facteurs Fa(gJ) et Ga(gI)(pour 97 et 9y considérés comme &léments
supplémentaires) .

1.1.2 On considére 1l'expression :
(] = - 3 - .
gij gigj(1+2a{X:'(Fq(i) Au)(Gu(J) Bu)}) ;
(ol la somme Z est étendue soit & tous les facteurs non triviaux is-
sus de fIJ ; 501t seulement aux p premiers de ces facteurs ; p étant
choisi librement) .

Déterminer A afin que le tableau g!. ait pour lois margina-
les et 17
91 93°

1.2 Dans la 2° partie, on conserve les hypoth&ses de la 1° partie et
on suppose que : )

¥ jed : g, = fj(l + b ¢, (3)

J
oll b est une constante réelle ; et ¢; = XY’ G, est le facteur norma-

lisé de variance 1.

1.2.1 Exprimer les nombres B (cf 1.1.2) en fonction de b et des va-
leurs propres A .

1.2.2 On considére le profil g'i

d'une ligne du tableau giJ construit
au § 1.1.2 (avec les marges exactes 91 ,gJ) :

i = iy . li= ] | - 1 .

9'; {qleeJ}. 9'y =9{5/9] = 914/9;

Donner la valeur Fy (g ) du facteur F, pour le profil g (ad301nt

en ligne supplémentalre a fIJ i cf 1.1.1). On exprimera cette valeur d'a-

bord en fonction des g';', Aa et Gu(j) ; puis en fonction des coe ffi-

cients AB et BB (pour B guelconque) et de l'ensemble des valeurs pro-

pres et facteurs issus de l'analyse du tableau fIJ ; puis donner cette

valeur en remplagant les BB par leur valeur (en fonction de b) trou-
vée en 1.2.1.

N.B. Dans cette question, les relations d'orthogonalité& entre facteurs
jouent un rdle essentiel.

1.2.3 Les facteurs normalisés de variance 1 étant désignés par ¢ _(j),
on note : @

Togy = E0q(3) ¢g(3) v (3) £5]5ea} ;
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Montrer que les facteurs F, (g ), calculés en 1.2.2, s'expriment sous
la forme :

Wiy
Fu(g'y) = CGO + ZCuB B(i)

avec des coefficients C dont le calcul est trés simple en fonction

des Au , Ba , Aa et des TGBY . On donnera également les coeffi~-

cients C en fonction de b, et des A(; . Au et TaBY

1.2.4 Généraliser la formule trouvée en 1.2.3 au cas oll on ne suppose
plus que g. a la forme particuliére fj(1+b¢1(j)) mais une forme gé-

L =f.(1+ j)) .
nérale 93 fj( gbawa(J))

1.3 L'objet de la 3° partie est d'appliquer les formules trouvées
au § 1.2.3, 3 une correspondance continue symétrique simple sur le
carré (-1, 1) x (-1,1). On note donc :

X=Y = (-1, 1) (intervalle -1, +1) ;

£(x,y) = (1/4) (1 + (1/2) xy + (x>~ (1/3) (y% - (1/3)).

g(x) = (1+x)/2 ; gly) = (L+y)/2 ;
fyy = f(x,y) dx dy ; gy=g(x)dx ; gy, =g(y) dy.
1.3.1 Déterminer les lois marginales f = f(x)dx et fY =£(y)dy ce la

loi de correspondance f

1.3.2 Déterminer une constante k1 telle que la fonction 9y (x) = klx
ait variance 1 (sur X muni de la loi fx) .

1.3.3 Déterm:.ner une constante k2 telle que la fonction
Yo (x) = k (x- (17/3)) ait variance 1 (sur X muni de la loi fx) .

1.3.4 Quels sont les facteurs 1 et 2 issus de la correspondance fXY
(on donnera >‘1 . Fl(x) , Gl(y) et 12 s Fylx), G,y(y).

1.3.5 Construire la correspondance g;(Y associée & fXY et aux marges
gy + 9y Suivant le procédé expliqué au § 1.1.2.

1 3.6 Utiliser les résultats de 1.2.3 pour calculer les deux fonc-
ions :
Xy = p9 : : Xy=rY .
Fi(gy) =Fi(x) ; et : E@7)) =F5(x) ;

et représenter dans le plan des axes 1 x 2 issu de l'analyse de fXY

les deux courbes d'équation paramétrique :

E = {(F,(x), Fp(x) [xeX} ; E' = {(Fgl(x),ng(x))l x e X}.
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2 Sofution du problime

2.1 Formule d'ajustement d'un tableau & ses marges

2.1.1 Valeun des facteurns poun Les profils des nouvelles marges : La
formule de transition donne :

- /2 . . .
Folgg) = X Z{gj Gy (i) 3 e} ;

Gylgy) = X o{g; F (i) |ieT) .

2.1.2 Calecul des constantes dans fa formule d'afustement : Etudier la
condition pour que giJ ait pour loi marginale g'I = 9gr- On a :

= =1/2 iy - sy o . .
g'ij— gigj(1+2u{>‘a (Fa(l) Au) (Ga(J) Ba)}) ; d'ol :
] = = 172 5Y - T - . -
g'y = ng'ij _gi(1+za{)‘u (Fa(l) Aa) (G“ Ba)}) ; ol on- a
noté : _ 2
G, =2 {gj GG(J)IJEJ} = A\J'F (g3) i

il est é&vident que l'égalité 9 = g'I est vérifiée si on a Ba = Ea '

pour chacun des p facteurs retenus dans la formule de reconstitution;
on peut de plus montrer (sous réserve que les 95 soient tous non-nuls)
que cette condition est &galement nécessaire, i.e. que g'I =9y impli~

que : B = Ea’ Voici la démonstration. Notons :

Ay = (g% /g9y)=1 = E XY (F (1) ~A ) (G, - B))} ; on a :

v - i . = .
(gI—gI)*(VJ‘EI'Ai 0) ;

de la nullité de tous les Ai résulte la nullité de la somme :

Sg = ):{fi Fg (i) Ai|ie I}

zu{xg’ (Eu‘- Ba)Z{fiFB(i) (F (i) -a )| i eI}}

72w = W2 (G - s
zuna (G, Ba) Ay 5::8} AB ((;B BB) ;

d'od finalement la nullité de (EB - Bg) pour tout 8.

Le raisonnement fait pour la marge sur I valant pour la marge
sur J nous conclurons :

_ . . — 172 .

A, = ):{gi F, (i) |ie1} = Ay Gglgyp) i
—_ x s - 172

B, = gy G, (3) [3€3} = ALF (gp) -

2.2 Adjonction des Lignes du tableau neconstitué en éLéments supplé-
mentaires au tableau de base

2.2.1 Caleul des B, dans un cas particulien : gj=fj(1+bA“1"G1(j)) ;
on a :

By, = Iy gy 6,(3)) = 23{£, G, (3)} +BX?E{E;56,006, ()} ;
or les facteurs Ga sont de moyenne nulle, de variance '\a , et deux &

deux non corrélés ; d'ol en notant comme d'usage, 608= 1l sia=Bet 0si-
non) :
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[+

B, =b XY’ Ay 8y 7 i.e. B =D Af’ ; et les autres B

sont nuls.
2.2,2 Adjonction des Lignes supplimentaines dans Le meme cas pariticu-

Lier : On a :
I TR \i s . I .
Folaly) = Xg* flgy G,(3)|Jed} ; on 9y = 9i5/9;

en remplagant g'ij par 1l'expression donnée pour lui dans l'énoncé, il
vient :

12 li —_ . 12 - 5y - .

2 Fa(gJ )= Zj{gj GG(J)(1+ ZB{AB (Fﬁ(i) AB)(GB(J) BB)})} i
et, en tenant compte des expressions pour les A et les B trouvées
au § 2.1.2 :

n i, _ -2 sy _ . . _ .

RS Folelyp) = By + I N (Fg(i) - Ap) (Z4{gy G (5)Gg(3)} - BBy} ;
ici apparalt la moyenne du produit de deux facteurs relativement d la

loz 95 i le calcul de cette moyenne est facile, en fonction de 1l'ex-
pression donnée ici de la densité de gy -par rapport a fJ ; il vient :

zj{gj Gu(j)GB(j)} =Zj{fj G,(3) G B(j)}rsz{fj wl(j)Ga(j)GB(j)}

=Xy 8o t bx"l" Ej{fj Gl(j)Gu(j)GB(j)} ; d'old

aB
|i - V2 "1/2 - 12 .
F (o)) =X7B, + zB{ (g Ag) (Fg (1)-Ap) ()‘ada8+bxl 1‘.j{f:.| GIGGGB}-BGBB)},

il vaut la peine de préciser cette expression, en tenant compte des va-

leurs des Ba trouvées au § 2.2.1 ; et en distinguant le cas @« = 1; on
a :

2

Wiy o . _
Fi(g'y) =b+ (F (i) - A 1 b“)
-1 2 sy 2 .
+ X zB{rB (FB(].) AB)b zj{fj Gy GB}},
Wi
Fa(gJ) = (F,(1) - a))

V2 yI2 V2 [ -
+ X} xu EB{).'B (F B(i) AB) sz{fj G, G, Gg h,

ol dans la derniére formule, o désigne un indice différent de 1.

N. B. La formule construite ici s'apparente 3 la formule de re-
constitution des données en fonction des facteurs, mais en différe en
ce que les Aa + Fy-A,,G,-B, ne sont pas en général les véritables
v.p. et facteurs que donnerait 1l'analyse du tableau giJ ;jon s'en sou-
viendra dans la suite en calculant les facteurs Fag ’ G(;':I , relatifs au

tableau g' adjoint en supplément au tableau f .

2.2.3 Les facteuns calculis sun Les Lignes Aupplémentaines sont des
combinaisons Linlainres des facteuns calculés sun Les Rignes
principales : On reprend les formules du § 2.2.2, en remplagant

1/2 . : .
les sommes Zj{fj Gy Gg GY}par (g AB AY) TGBY ; il vient :
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i, _ ¢ _
Fu(gb') = Xy By * (Fy(4) Ay)
+ I {(F (i) - AT, . ~ (A A28 B} ; soit:
B 8 B laB o B a "B
i = - -
Folgly) = qu + ).‘.B{CuB FB(i)} ; avec :
c, =X B -A -I{a(bT - A Y28 B} ;
[+1] 1 o o 8 B TlaB a "B a B !
- _ ~1/2 .
Cu8_6a6+bT1aB (AGAB) BuBB'
ici encore, les valeurs particuliéres des B nous suggérent de distin-
guer le cas ¢ =1 ; on a :
2
Cip=b -Aa +ab —sz{ABTnB} 3
Cyo =-Am-):>>:ﬁ{1x’3 TNB} ; ol a #1 ;
2
C11 =1 +Db T111 -b™ ;
C18=bT118; ol B #1 ;
Cog = GGB + b TluB ;oo #1 ;
2.2.4 Calcul du cas général od : g, = f. u'+za{ba wa(j)}). Revenons

4 l'expression des facteurs F(g'%) trouvée au début du § 2.2.2, avant
toute hypothé&€se sur la forme de 95 ¢

V2 Wiy v i) - i iy} - ;
Aa Folaly) = By + Z{Xg* (Fg(d) Ag) (2;31956,(3) 65(3)} - B, BB.)} ;

il nous faut calculer en fonction des ba (et des TaBY)' d'une part les

Al 1 . .
Bu , d'autre part les moyennes Zj{gj Gu(j) GB(])}. On a :

By

(ol on a tenu

gy 6, (3) 13 €}

Z{fj (1 + z,ib, ¢ G,(3)1jedl = A;”ba

compte de l'orthogonalité des facteurs).

Mg = Zj{gj G, (3) GB(j)}
= Zj{fj (1+Ev{b7”¥(j”) G, (3) GB(j)}
- w2 172
=2, GaB + }‘a AB ):Y{bY TGBY}.

En résumant la valeur du facteur F

il vient :

(i . -
Fu(gJ.) b, + EB{(FB(l) AB)(GuB bab8+ ZY{bY Ty

y pour une ligne supp1§mentaire,

hl.

il

8y

iy _ iy . .
Fa(gJ') = Ca0+ ZB CGB FB(l) ; ol on a noté :
Coo = bu-Aa + EB{AB (bubB—ZY{bY TaBY})} ;
CaB = 60.8 - by bB + zy{bY TGBY).



{AJUS. MARGES FAC.] 169

2.3 Etude d'un modéfe continu : Notre but est d'apprécier qualitati-

vement l'écart entre le nuage VN (I) des profils fj:] issus ‘du tableau

principal fIJ , et le nuage #'(I) des profils g'lJ issus du tahleau

ajusté g'IJ , et adjoints en éléments supplémentaires & l'analyse prin-

cipale. Pour une telle comparaison le mieux est de considérer un modé-
le continu, aussi simple que possible, mais présentant toutefois des
effets intéressants. Nous choisissons d'étudier une correspondance sy-
métrique, rentrant dans le cas particulier du début du § 2.2 : ainsi on
aura 41\1 = B1 et les autres Au ’ Ba nuls. Mais pour que l'écart entre
N(I) et ¥'(I) soit plus frappant, on désire qu'il n'y ait pas un sim-
ple changement d'échelle sur les facteurs, mais un mélange de ceux-ci:
autrement dit que les CuB extradiagonaux (a # B) ne soient pas t ous

nuls ! Plus précisément, cf § 2.2.3, on a :

=C =b T

12 21 112 ¢
il faut donc que T 12 soit non-nul. Or T 12 qui est la moyenne de
(v ) ¥, + sera non—nul si ¢, est corrélé a (wl) : on réalisera a.u
mieux cela , si ¥, est é&gal (& une constante additive prés) a (v, ) ;

c'est-3-dire dans le cas de 1l'effet Guttman. Compte - tenu de ce qui
précéde, le modéle qu'on va étudier nous parait &tre aussi simple que
possible !

2.3.1 Les Lois manginales de La correspondance de base fxy : Avant

tout, vérifions que la densité proposée f(x,y) est bien positive
sur le carré XY : en effet, le minimum du produit Xy sur le carré est

-1l. Et le minimum du produit (x -(1/3)) (y -(1/3)) est atteint gquand
l'un des termes est maximum positif (il vaut alors 2/3) et 1l'autre mi-
nimum négatif (il vaut alors -1/3) : le minimum de ce produit est donc
-2/9. Finalement, le min. de f(x,y) est supérieur a (1/4)(1-(1/2)-(2/9));
donc positif.

Le calcul de la densité marginale f(x) est rendu tré&s simple par

le fait que la fonction (yz- (1/3)) a été choisie pour avoir moyenne
nulle sur l'intervalle Y = (-1, +1). On a :

fix) =7 f(x,y)dy=%f(1 + (xy/2)+(x2- (1/3))(Y2' (L/3ndy = 1/2 ;
Y Y

fx = f(x) dx = (1/2)dx ; fY = f(y)dy = (1/2)dy.

2.3.2 Nonrmafisation de La fonction Lindainre :

'Pl(x) =k x; ¥, a moyenne nulle sur X = (-1, 1) ;

var(e,) ="/ (¢, (x))2 f(x) ax = k21/3 ; on posera donc :
X

K, =32 e = 32k,

2.3.3 Noamalisation de La fonction quadratique

*Pz(x) = kz(xz- (1/3) ; ¥, a moyenne nulle sur X ;
var(e,) = (k,)? I (x2-/30% (@x/2) = (k,)2(4/45) ; on posera :
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k, = 3/2)52 ; e x) = (3/2)82 (x®-(1/3)) .

2 2

2.3.4 Analyse du tableau fXV : Il suffit de mettre la loi donnée sous

la forme suivante :
£(x,y) = £(x) £ly) A+ I {XF o (x) v ()},

ot les fonctions $, sont des fonctions de moyenne nulle et variance 1
deux a deux non corrélées. Ici le modé&le est congu pour qu'il n'y ait
que deux facteurs, qui sont les fonctions v, et 1) qu'on vient de nor
maliser. Il faut seulement vérifier que ?, et vy sont orthogonales en-
tre elles (ce qui est é&vident puisque 21 est une fonction <mpaire :

vl(-x) =-9 (x) ; tandis que v, est paire : wz(x) = wz(-x) ; d'ol

J ltpl vy dx = 0) ; et calculer les Ay e >‘2 pour rejoindre la densité

-1
£(x,y) donnée. Il suffit de poser

¥ = (1/2) (/K5 ) =1/6 ; A = (1/36) = 0,028 ;

o= (1/k22) = (4/45) ; A, = (4/45)2 = 0,008 ;

£(x,y)=(1/8) (L + (1/6) 37 %) 31/ %)+ (4/45) (37252 :P-1/3) 3/2)5 2 (- (1/30)
On a pour les facteurs F, G :
F1/2 1

Y] - 3772 -1 . =
F) ) =Xy v, —'3 27 x; G (y) =

1/2(,2

F,0 =22 v, = (2/3)5 -3 6y =(2/3)5 2 (y*- (173 .
On notera que l'on a bien ).2 < }‘1 ; comme le suggére notre numéro-
tage.

2.3.5 Ajustement de La corrnespondance aux nouvelles marges : On a po-
sé:

(L +x)/2

g (x) £) (143720 () ;

gy) = +y)/2 = £y 1 +3772 0 (y) ;

on rentre donc dans le cas du § 1.2,1 avec b = 3_1/2. D'ol :

B, =A, =bN?=(/6)3% ; B

et pour la densité du tableau ajusté :

9%&Wﬂﬂﬂﬂ+mu+wu+ﬂﬂHkQﬁMrﬂB»+mL%V$Hf-uﬁm;

il est facile de vérifier comme au § 2.3.1 qu'il s'agit bien d'une den-
sité positive sur le carré XY .

5 =

2.3.6 Adjonction du tableau ajusté en supplément au tableau de base :

Pour appliquer les résultats du § 2.2.3, il nous suffit de calculer les

. i . ot -3-
TGBY : plus exactement ceux utiles ici ; c'est-3-dire T111 ’ T112 et T122.
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On a :
T, = JE) (0, (XN dx = (K, P/2)f x> ax =0
m <y 1 8 /-
Typp = LEX) (v’z(x»2 P, (x) ax

X

(k, (k) 2/2) 1 (x>~ (1730 ax = 0 ;
X

en effet, ici encore il s'agit de l'intégrale sur (-1, +1) d'une fonc-
tion impaire; reste a& calculer Ti12

Tiyp = ] £ (g xn? v, (x) dx

K2k, x2 (x2-(1/3)) @x/2)

k

xS xS

2 kyP-a/3n x*-0/3) (@x/2)

(k2 /k,) = 2573

dans ce calcul on a tenu compte de ce que y, a moyenne nulle sur X
pour remplacer x2 par (xz-(1/3» ; et utiliser ensuite le fait que v,
a variance 1. Ceci posé& on a (cf § 2.2.3)

_ 2
Clo =k -A +A b"-D ):B{A‘3 THB}

=b - a +a b =3"20-01/6) + (1/18)

=342 (g/9) = 0,51
Cpo = By = b Zglag T pgl = = b A Ty

=-5Y2,9 = 0,05 ;

_ 2 2 )
¢, =1+bm, -b?=1-b"=1(2/3);
C22 =1+ b T122 =1 ;

_ _ _ =12, _
¢y =Cy =b T, =252 = 0,516,

D'oll pour les facteurs des éléments supplémentaires :

g =
Fl (x) = C10 + C11 Fl(x) + C12 Fz(x)

0,46+0,192.x + 0,154 x2 ;

F% (x) C

20 + C

0,15 (-1 + x + 2x2) .

21 Fl(x) + C22 Fz(x)

Reste 3 représenter les deux arcs E et E'.

1/2 -1/2 2

E = {32 7% ;2735 x%-(1/3) |xe (-1, 1)} .

Il s'agit d'un arc de parabole, symétrique par rapport au deuxié&-
me axe ; c'est l'effet Guttman sous sa forme la plus pure.
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E' = {Fg (x) ; ng(x) | x e (-1, 1)} ;

puisque 1"‘91 et ng sont tous deux des trindmes du deuxi@me degré en le

paramétre X, il s'agit ici encore d'un arc de parabole : mais cet arc
n'est pas aussi réguli@rement disposé que E : il y ade E & E' une

importante déformation oll le coefficient C12 lié a T112 (donc on 1l‘'a

dit a l'effet Guttman) joue le rdle principal.
Le tableau ci-dessous qui donne les variations de Fg1 (x)et ng (x)

avec x permet de tracer la courbe E' qui est donnée, ainsi que E sur
la figure ci-aprés :

X -1 -0.62 -0.25 0 0.5

F'lg(x)//// - 0 * * M ////////
el - L - o » 1y |

FaCe)




