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PROBLEME SUR L’ANALYSE DES QUESTIONNAIRES

par P. Cazes (')

Le corrigé du probléme présenté ,ici donne un formulaire sur les
contributions d'une modalité&, d'une question 3@ la trace de l'analyse
des correspondances du tableau disjonctif complet associé 3 un gquestion~
naire ; ensuite 1'on voit comment ces contributions varient dans un
questionnaire binaire, quand il y a des non réponses, ces non réponses
étant codées (1/2, 1/2) ; enfin dans la derniére partie on montre que
la subdivision d'une modalité en deux sous modalités peut conduire 3 un
facteur sans intéré&t, car opposant ces deux sous modalités, et nul sur
le reste du questionnaire.

1. Enoncé du probléme

N.B. : La partie C peut &tre traitée immédiatement aprés A,
indépendamment de B.

Un questionnaire est constitué par un ensemble Q de questions dont
chacune, q , admet un ensemble Jq de modalités de réponse. On note :

J=u {Jq |a e Q} ;e

¥3jed:a(i) = qgqeje Jq ’

(i.e. g(j) nous dit 3 quelle question particuliére q , correspond la mo-
dalité j) s

Cardd =3 ; cardQ = Q ; Card Jq =§q .

Un ensemble I de sujets (Card I= n) répoﬁd 3 ce questionnaire. On
suppose dans la partie A que les réponses de tous les sujets sont com-

plétes, i.e. qu'a chaque question q, chagque sujet i fournit une modali-
té de réponse :

rep(i,q) e Jq cJ

A partir de ces réponses on constitue le tableau de contingence

kIJ :

k(i,3)

1 si rep(i,q(j) =3
O si rep(i,q(3) # J

(%) Probléme proposé aux étudiants du D.E.A. de Statistique de 1'Univer-
sité Pierre et Marie Curie, d la session de Juin 1974.

(1) I.5.U.P. - Laboratoire de Statistique - Université Pierre et Man+~
Curie.
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1.A 1°) Calculer k = I{k(i,j)| i e I, j ¢ J}.
On considére désormais le tableau Pry = {k(i,3)/k}.
1.A 2°) Calculer la loi marg%nale Py i
Calculer “pf -pI“;I , c'est-3-dire le carré de la distance entre

Pp et le profil pf dans la métrique du X2 de centre Pr . On exprimera
“pg - pI“: uniquement en fonction de rj==k(j)/n (ot k(3) =2{k(i,d)iieD.
I

1.A 3°) Exprimer en fonction de rj et de Q la contribution CR(j) de j
4 1l'inertie du nuage WN(J) associé 3 la correspondance Pry°

1.A 4°) Quelle est la contribution C R(q) apportée & l'inertie de N(J)
par l'ensemble J_ des modalités de réponse j a la question g ? Quelle

est l'inertie totale CR(J) du nuage W#N(J). On exprimera cette inertie
totale en fonction de J et 3.

1.B 1°) On suppose désormais dans la partie B que le questionnaire Q
ne comprend que des questions & deux modalités de réponses :

+ -
¥ qgeQ: Jq ={q, qtl; Carqu = 2.

On admet la possibilité& de non réponse ; en sorte que l'on pourra awoir :

+ . - .
rep(i,q) = q ;i rep(i,g) =g ; rep(i,qQ =46,
mais les non réponses sont codées par (1/2), (1/2) sur les deux colon-
nes q', q~, suivant la ragle :

k(i,q+) =1, si rep(i,q) = q+
=1/2, si rep(i,q) = @&
= 0, si rep(i,q) = q
x(i,q7) = 0, si rep(i,q) =q
=1/2, si rep(i,q) = @

=1, si rep(i,q) = q .

On note :

rt(q) = caralili ¢ I, rep(i,q) = q'I/n
r°(g) = card{ili ¢ I, rep(i,q) = @ }/n
r (q) = card{ili e I, rep(i,q) = q }/n

r(q) = r'(q) + (r°(q)/2)
Calculer 1la contribution(:R(q+) du point q+ 3 l'inertie du nuage
N(J). On exprimera cette contribution en fonction de r(q), de r°(q) et
de 5.

1.B 2°) Exprimer en fonction de r(q) et de r°(q) la contribution C R(q)
apportée 8 1l'inertie de N (J) par l'ensemble Jq (i.e. par les deux moda-

lités qF et q7).

- On exprimera cette contribution en fonction de r(q), de r°(q) et
de Q.

¥.B 3°) Quelle est l'inertie totale C R(J) du nuage ¥(J) ; on exprimera
cette inertie en fonction des r(q) et des r°(q). Les quantités r°(q) &-
tant supposé@es fixées, quelle est la valeur maximale possible de 1'iner
tie totale? Pour quelles valeurs des r(q) est-elle atteinte.
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j i i i de la
1.C L'objet de cette dernidre partie est d'é&tudier 1'1nf1u§nge
subdivisign d'une modalité dans un tableau mis sous forme disjonctive
compléte. On rappelle les notations usuelles :

¥ 3, 3'ed ¢ t(3,3") =I{k(i,3) k(i,3')] i e 1}

(on suppose comme dans la partie A que le tableau k ne comporte aucune
omission)

t5? = £(3,37/@(3,3) ;
tJJ = {tj? | 3,3" ¢ J}
¢ = By °py
Si WJ est un facteur issu de kyy » relatif d la valeur propre A on
a :
0’ o tg =2y ;

dans la partie C, on utilisera cette définition des facteurs.

Ceci posé, on suppose qu'une modalité de réponse z € J est subdivi-
sée el deux z', z" ; et que le partage des réponses entre z' et z" se
fait comme suit. Notons :

Ja = (J - {z}) v {z', 2"},
alors le nouveau tableau de contingence, td sur Jd xJd est :

¥ 3, 3' € 3 - {2z} : td(3,3i") = t(3.3").

¥ 3 ed-{z): td(3,2z") = td(3,2z") = t(i,z)/2 .

td(z',3j) = td(z",3) =t(z,3)/2=t(j,z)/2.
td(z', z") = td(z", z') =0
td(z', z') = td(z", z") = t(z,2z)/2
A partir de td on définit la transition td&iﬁ :
¥ 3, %€ Ja: tdgd = €d(3,3)/@ ta(, 90
et on &tudie les facteurs de tels que ¢Jd ° tqﬁf = kad

1.C 1°) Montrer que td admet un facteur 79 nul en dehors de {z', z"} ;
quel est ce facteur ? A quelle valeur propre est-il relatif ?

1.C 2°) Déduire des résultats de l'analyse de t§
Jd

Jd °

1.C 3°) Vérifier que la différence entre la somme des valeurs propres de

th‘{id et celle de tJ‘:r est conforme aux résultats de A 4°.

_les autres facteurs
et valeurs propres issus de td
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2. Sofution du probleme

2.A1°) : k=no
2.A2°) ¥ ieI: pi =1/n
¥ jeJ: ﬂij- pI“;I =(1/rj) -1
2.A 3°) CR(j) = (1 - rj)/ﬁ
2.A 4°) CR(q) = Z{CR(I) ]I e I} = (3q - 1)/0
CR(J) = Z{CR(Q) |g e 0} = (F-D/8=GR -1 (1)

Remarque

On voit que si on a une subdivision de plus en plus fine des ques-
tions (cas interessant que si l'on.a un nombre infini de sujets), a la

limite, gquand J tend vers 1'infini, C R(J) est infini, et donc tous les
pourcentages 'inertie sont nuls ; c'est la raison pour lagquelle il vaut
mieux considérer les valeurs propres (qui sont les carrés des valeurs
propres associées a kI } la trace et les pourcentages d'inertie issus
du tableau de Burt congtruit d partir de kIJ (cf [Bin. Mult.], ce cahier
§ 2).

2.B 1°) CR(gT) = (1 - r(q) - r°(a) /(4 (@) /d

2.B 2°) La contribution CR(q") de g & l'inertie s'obtenant en

remplagant dans 1'expression de CR(q+) , r(gq) par 1 - r(q), la contribu
tion totale apportée par la question g vaut :

CR(g) = CR(gH) + CR(Q) = (1 -r°(@)/(4r(@ (1 -r(@N/D

2.B 3°) CR(J) = Z{CR(qQ) |g ¢ Q}
=1- (17400 S{r°(@)/(x(@ (L -x(aM]| q « Q} (2)

Les quantités r°(g) étant fixées, CR(J) sera maximum si ¥ q € Q :
r(g) =1 -r(g) = 1/2, la valeur maximale de CR(J) é&tant &gale a

1 -s{r°(@) | q « Q}/0.

Cette inertie maximale est donc plus faible que celle que l'on au-
rait obtenue s'il n'y avait pas eu de non réponses, auquel cas C R(J)

vaut 1, résultat que l1l'on peut déduire soit de (1) ol J=2 6, soit de
(2) oW ¥ qge Q : r°(q) = 0.

2.C 1°) De la définition de td, et de thJ; , 1'on déduit :
¥ 3, §' eI -{z}: tdj:,' = tj?

¥ § eg-{z}: td_3 = (1/2) tzj = télzJ

1] "
ta? =t2 = 2
3 3 tdy
z' "
td?.. = tdzz. =0
v " P
ta?, = ta%, = t%=1/0
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Il est immédiat de vérifier que tqﬁf est le tableau des lois con-

ditionnelles associé & td, ce qui justifie 1'équation des facteurs de td
donnée dans 1l'énoncé.

Si de est 1l'un de ces facteurs, et si l'on pose
Ja _ ,J1 Lzt 2" .
Jy, =J=-1z}, ¢°7 = (¥", ¢7 , ¢7 ), on a donc :
J J ' " J J
ettt e (1/2) (0P 4 0®) £t =naw !
1 4
J ' '
elot? + 0% f =1d 92 (3)
1 1
J " ”
Plot? 4+ 0% 7 =\d ¢?
b
1
Jd I Iy
On en déduit que ¢ = (0", 1, -1) ol O désigne la fonction nul-

le sur J1 , est facteur de td relatif & la valeur propre

Ad = tzz = 1/0.

2.C 2°) Les autres facteurs de td étant non corré&lés au facteur trouvé

ci-dessus sont de la forme, puisque td(z',z') = td(z",z"):cde= (4 ],'Fz,!P ).

J
Posant wJ = (¢ 1, wz), ces facteurs vérifient d'aprés (3) les équa
tions :
¢l o t] =2a v’

On retrouve ainsi les facteurs de t (ou de kIJ)'

En résumé, les J+1 facteurs de td se décomposent de la fagon sui-
vante :

- le facteur trivial

J =
- le facteur WJd==(O 1, 1, -1) associé& & la valeur propre 1/Q.
J
- les J-1 facteurs (v 1, v%, ¢?%) associés aux valeurs gropres Ad =,
et correspondant aux J -1 facteurs non triviaux w (¢ 1, 7/ ) de t, as-

sociés aux valeurs propres A.

2.C 3°) La différence entre la somme des valeurs propres de td&éf et
celle de t;’ est &gale a 1/5, ce qui correspond bien & la formule (1) du

§ 2.A 4° , ol le passage de t & td augmente J de 1, Q restant inchangé.



