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Les Cahiers de I’Analyse des Données
Vol. II - 1977 - n° 1 - p. 55-71

SUR L’ANALYSE DES TABLEAUX BINAIRES
ASSOCIES A UNE CORRESPONDANCE MULTIPLE

[BIN. MULT]
par J. P. Benzécri (1)

Par tableau multiple de nombres, on désigne communément la donnée d'une fonction
numérique sur un produit fini d'ensembles finis. Sur un produit de deux ensenbles
seulement, on a le tableau rectangulaire, dit encore tableau binaire. On sait que
1'analyse des correspondances extrait de fagon ordonnée l'information contenue dans
un tableau binaire de nambres positifs. Au deld du cas binaire, les tableaux multi-~
ples, ou tableaux n-aires (ternaires, quaternaires, etc.), se pr&tent a divers trai-
tements, dont aucun toutefois ne semble en &puiser 1l'analyse. L'objet de la présente
note est d'exposer pour ces tableaux une nouvelle méthode découverte par L. Lebart a
partir de cette remarque qu'a un questionnaire 3 Q questions mis sous forme disjonc-
tive campléte sont associés 3 la fois un tableau brut, qui est un tableau Q-aire,
et un tableau binaire qui.en est la traduction. La méme ragle de traduction donne a
partir de tout tableau multiple un tableau de correspondance binaire dont 1'analyse

fournit des facteurs susceptibles de diverses interprétations qu'aprés L. Lebart nous
exposerons ci-dessous.

1. Fonme disjonctive complite et prodult find d'ensenitfes {4nds :

Soit {J | g € Q} une famille finie d'ensembles finis J_, indicée par g € Q.
On rote : !

u {Jq|q eQ =0 ; N{J |QEQ}—I.

Si certains des enseambles Jq coIncident entre eux, ou seulement s'ils ont des

&léments en commun, il convient de préciser que J est une union disjointe ol les en-
senbles J ~ se retrouvent juxtaposés sans intersection chaque &lément étant pris dans

J autant de fois qu'il figure dans des ensembles J a distincts. (De fagon précise il
convient de dire qu'on a des applications injectives LJq de Jq dans J ; et que les
Jq (J q) constituent une partition de J ; toutefois cette écriture ne sera que peu

anployée dans la suite).

Soit j € J : on note q(j) 1l'indice g de celui des Jq (ou des LJq(J )) auquel
appartient j. Ona donc : j ¢ J Qs Soit i € I : i est une suite, J.ndicéeparq,
d'éléments des divers Jq ; on écr:.t i(g) la g-&me coordonnée de i ; on a donc :

i={il@|aeQ ; ¥qeQ: Q) e I
Au produit fini I est associé un tableau logique, ou tableau booléen, rectangu-
laire RU , défini comme suit :

A i) =8 . 3 :
(/3) =03 (qein”
en d'autres termes A(i,j) =1 si j est 1'une des coordonnées (dont le rang est donc
a(3) de i ; et sinon A(i,j) = O. Voici par exemple le tableau 7\ correspondant au
(1) Professeur, Laboratoire de Statistique. Unzuer-s'l.té Pierre et Marte
Curie, Paris.
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cas particulier suivant :
Q=1{1,2,3}; 3,={1,2,3} 5 3,=11,2} ; J4={1,2,3,4};

dans la figure 1, on a disposé les lignes i dans l'ordre lexicographique des trois
indices i(1), i(2), i(3) (i.e. d'abord les
J i tels que i(1) = 1, puis ceux tels que
’m i(1) = 2...; et parmi les i tels que i(1)=1
4 2 3 d'abord ceux tels que i(2) =1 etc. On a
4 mis un blanc pour zéro.

On voit que toute ligne i a un poids
4 total- A(i) = CardQ; tandis que le poids
de la colonne j est :

PR N N
-

x(3) =H{Ca.rqu| deQ;a#qlil.

1 Supposons maintenant, pour fixer les
idées sur une situation bien connue, que Q

1 est 1l'ensemble des questions d'un question-

1 naire clos, Jq étant 1l'ensemble des seules

1 attitudes possibles en face de la question
q (réponses explicites, ou non-réponses) .

B I NP N N A
PEN N
—

S o
-

1 Soit S un ensenble de sujets auxquels
est sounis le questionnaire. Notons p(s;q)
1 1'€lément de 1'ensenble Jq qui est la ré-

1 ponse du sujet s & la question q ; le sys-
1 téme des réponses fournies par le sujet s
1 est un &lément p(s) du produit fini I :

.
- = D e D
— e = e

-

- e

1 1 p(s;q) eJq; {p(s,9) |[geQt=p(s) € 1.

1 Aussi bien que par 1l'application p
1 de S dans I, l'ensemble des réponses
fournies par tous les sujets & toutes les

. .. questions peut &tre donné par un tableau
%‘“‘1 Gabtleau é?“’?]tf asdocie e description logique k'g; :

@ un prodiit foniolenserrbls finis.

P S N N N N
N N T
-

"¥seS, ¥ie J: k'(s,) =8 I ¢ 0,11

pls;q(3)

Ia ligne s du tableau k'sJ , n'est autre que la ligne i=p(s) du tableau )‘IJ .

De par le principe d'équivalence distributionnelle, il est possible de grouper les
lignes du tableau k' sJ identiques entre elles, d'additionner en une seule ligne les
lignes des sujets s ayant fourni un méme systéme de réponse p(s). Ainsi on passe du
tableau k's;r d un tableau k'IJ ainsi défini : .

k(i) =Card{s|seS ; p(s) =i} : k'(i,3) =k(i) x A(i,3) ;

La ligne i du tableau k'IJ , n'est autre que la somme des k(i) lignes identiques
qui dans k'SJ portent les réponses des sujets s pour lesquels p(s) =i ; &ventuelle-
ment, pour certains i,k(i) = L'analyse factorielle du tableau k' fournit les mé-
mes résultats que celle du tableau k' : valeurs propres )\ et facteurs \a coInci—
dent ; et les facteurs sur I et S s 1dentifient suivant la 101 T ey (p(s)) =¥y (s)

Ia fonction & valeurs entigres k; = {k(i) |1 € I},peut &tre considérée camme un
tableau de contingence sur l'ensemble I produit des CardQ ensembles Jq ; donc comme
un tableau multiple. Le tableau rectangulaire k'IJ contient évidemment la méme
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information que kI : car k:'[J est construit en multipliant les lignes de )‘IJ (tableau
logique qui décrit seulement la structure produit de I) par les valeurs k(i), valeurs
qui se retrouvent dans la loi marginale de k'IJ H

Fiel: ki) =z{k'(i,3) |jeJ}=CarkoI(i).

(c'est pour éviter de confondre la donnée kI(i) et la loi marginale k'I(i) qu'on fait
ici usage de l'indice prime). Donc, analyser le tableau rectangulaire k'IJ , c'est
analyser le tableau multiple kI' Mais on doit prendre garde que pour appliquer a k:'[J

la formule de reconstitution des données & partir des facteurs, il faut, outre ceux-
ci, connaitre la loi marginale k! (ou kI) : ainsi, pour la reconstitution des
données, les facteurs ne servent d rien puisque toutes les données elles-mémes (les
k(i)) interviennent dans la formule! Cette remarque ne signifie pas que l'analyse

d'un tableau mis sous forme disjonctive compléte n'apporte rien que d'illusoire : la
pratique quotidienne nous convainc du contraire! Mais elle nous avertit que 1l'analyse
d'un tableau rectangulaire tel que k'IJ n'épuise pas’la structure du tableau multiple

kI'. De fagon précise on verra au § 2 que les facteurs mémes issus de ki:J sont complé-
tement déterminés par les lois marginales rectangulaires du tableau kI : ils ne ren—

dent donc aucun campte de ce qu'on peut appeler les interrelations d'ordre supérieur
ou égal & 3 entre les ensembles J Y

2. Juxtaposition des Lois marginales nectangubaires ; fe tabfeau de C. Bunt :
Soit K une partie de Q ; I =r[{Jq|qu} ; on note un élément de I, comme :
ig= {iK(q) |geK}. Le tableau kKpy + tableau projeté de kI sur I, dit encore tableau
marginal, est défini par :

VigeLp : k(i) =Z{kI(i)|ieI i ¥geK : i(@ = i (@]

En particulier, dans l'exemple considéré&, on a pour tout g dans Q un tableau
marginal qu qui, récapitule les réponses a& la question g :

¥ jeJq : qu(j) = card{s|seS ; p(s;q) =3} ;
et pour tput couple de questions q,g' on a le tableau des réponses conjointes :

¥ied ,¥3'ed_,:k

a 4 * Kaqug® (3,3") =Card{s|seS ;p(s;qQ) =3 ; p(siq") =3"}

=2{k(i) |ieI; i@ =3 ; i(@) =3"}
Par jmctaposition(*) de tous ces tableaux rectangulaires on a le tableau carré
k' J7 défini ci-dessous :
¥3, 3'ed : k'55(3,3") = Card{s|seS ; p(siq(i) = J ; elsiq(3') = 3"}
=i{k(i)|ieI ; (@3N =73 : i@@G'V=3'};
L. Lebart propose d'appeler ce tébleau : tableau de Buft, en hommage & un sta—

tisticien qui 1'a considéré avant nous. On notera que dans ce tableau les blocs dia-
gonaux quJ q n'ont d'éléments non-nuls que sur la diagonale (car nul sujet s ne

peut & la méme question q répondre 3 la fois j et j' # j) et que k'JJ(j,j) =qu(j) (3).
[Disons en bref que C.Burt construit le tableau k' Jg et propose d'appeler fac-

teurs les vecteurs propres de la matrice S;; de terme général Sj..=k'jj. k', k',,.J"

il obtient ainsi des facteurs '”:r qui ne différent des facteurs @Y issus dgj >

(*) Suz-.l'anaiys.e des tc{bT:eaux de correspondances, earrés ou rectangulaires, cons—
truits par juxtaposition de tableaux de contingence, cf. Mme A. Leclerc
(A. Brunet). Note INSERM. Bureau des études n° 151 ; (1971).
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1'analyse de correspondance, que par la transformation : WJ = wj (k:'ij;lz ; différence
essentielle toutefois, puisque le facteur trivial constant et égal a 1, ¢;’ devient
une fonction lll; = (kﬁj)m ; et que le principe d'équivalence distributionnelle n'est
plus satisfaitl].

Rappelons maintenant camment les facteurs issus de k&J coIncident avec ceux is-

sus de k'sJ ou k:'[J. Pour cela donnons de k:IJ une nouvelle définition en fonction de
k&g ou k'm.

Card{s|s ¢ S ; k'(s,3) =k'(s,j') =1}
I{k'(s,j) k'(s,j"') | se S}

glk' (4,3) k', 30AMW | ieTr

v

kg (3,3")

puis, afin de retrouver la définition des facteurs substituons aux divers tableaux de
contingence les lois de probabilité péJ ’ p:'[J B p&J qui leur sont proportionnelles :

Voo b . =o', = k(i R
PLy = Sy (ssqyy” /(CardSx CardQ) ; p; =p'; =k()/Cards ;

o= k(i j = i3 ;
Piy = k(i) si(q(j)) /(CardSx CardQ) = p; A(4,])/CardQ ;

P £k’ (s,3) k'(s,3") | s e S}/(Card Q)’Card S)

',
33"

E{péj péj./pé | ses)

2p}; Plju/P} | 1€ T} = Blpy M(1,9) M(L,3")/(Card@? | 1T} 5

(ici p:'[ , loi marginale de péJ ou de pi:r coincide avec Py loi sur l'ensemble produit
définie par kI 7 mais on conserve l'indice prime pour distinguer entre pJqu, , loi
marginale rectangulaire de Py et p&qu. soxzxs-tableau de p&J ; en effet pJqu.,a pour
masse totale 1, tandis que chacun des (Carc} Q)" blocs de p&J a pour masse 1/(Card Q)" ;
de méme pJq , loi marginale de Pr est a distinguer de p&q , sous—-tableau issu de p&
loi marginale de p&J : pJq a pour masse totale 1, tandis que chacun des p&q a pour mas-
se 1/CardQ; voir figure 2).

Dans ces formules, on voit que p‘IJ et p&J sont camplétement déterminés & partir
de la loi multiple P et du tableau logique )‘LJ associé au produit J. C'est pourquoi,

comme nous l'avons annoncé d'abord les constructions introduites ici & partir d'un
questionnaire et d'un ensemble S de sujets valent pour toute loi Py donnée sur un

produit I (ou plus généralement pour tout tableau kI de nombres positifs ; lequel di-
visé par sa masse totale, donne une loi pI) . Aux réserves prés formulées 3 la fin &u
§ 1, on a dans 1l'analyse du tableau binaire p&J une méthode. d'analyse pour toute cor-
respondance multiple Pr-

Les &quations des facteurs s'écrivent par les calculs de transition usuels, (cf
[Dis. x2 Corr.] TII B n°® 5).

d

I Wi . N _ .
pJ {pj.lieI, JEJ} ; PJ. —PJ'_J-/P']-_ H
p'IJ = {p'iJ lieI, jed} ; p'iJ = Piy/PYy i

J _ I s . . j_ .
P'J = {p'jv|J€Jr j'ed} ; P'j--P:'jj-/P'j:

On voit d'aprés cette derniére formule que l'on a : p&J = p&I ° piJ , car :

pt

19 = £lpy 5./ (RypY) | LT} = Z{pé.i pj? i1,
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L'identité des facteurs issus de piJ et de p'l.J est maintenant claire. En effet
soit w&J un facteur issu de piJ relatif & la valeur propre )\& ¢ on a par définition :

,.J I IJ = "' |J - IJ IJ .
Yo ° Py °Pp =A% =¥, ° Py
qpo'LJ est donc facteur de p"m relatif & la valeur propre 7\'02 car :
J J J 2 J
ﬂP& ° Pj ° p& = AL vy -

et on a ainsi tous les facteurs issus de p"n puisque les facteurs issus de piJ (en y
camprenant &ventuellement ceux relatifs & A = O) forment sur J un systéme canplet de
fonctions orthonormées.

2' NOTE : Analyse du tableau de Burt, et analyse du tableau rectangulaire :

5i on applique au tableau de contingence p&a un programme usuel d'analyse de cor-
respondance on aura sur les listes les valeurs propres A& = (k& )2 et le facteur
F'J :
a
. Lo =\t o195
¥jed:Fy (3) 7\m vy (3.
L'analyse factorielle du tableau p:'[J conduirait & des triples (F&I, G&J, A& ) qu'il
est facile de calculer en fonction des résultats figurant sur les listes issues de

1]
IS

= 20 Ty e s R
N A e =g BTG
N , i . - . 5 -1 I,
F&I(l) = Z‘.{pjl G&J(j) Ra "’|35J}=7\um Card Q Z{Ga (i(qQ) |q € Q}.

Quand dans la suite nous traiterons des facteurs issus du tableau p:m , il s'agi-
ra toujours des facteurs de variance 1, ¢&J, qui sont les mémes pour Pyy et Pl 5
mais par valeur propre nous entendrons 7\& telle que : W&Jp'g = 7\& tp&J ; ainsi, nous
éviterons d'écrire en maintes places 1'exposant fractionnaire 1/2 ou - 1/2.

I1 importe toutefois de noter que du point de vue de 1l'interprétation on doit se
référer aux valeurs propres A& (donrées par 1'analyse du tableau carrd de Burt cf supra) ,

Llutdét qu'aux R& (issues de 1'analyse du tableau rectangulaire p:'[J) . En particulier les

pourcentages d'inertie significatifs ne sont pas les TS = 7\&/ (= Ré) mais les '~

T& = A&/ (= Aé ) . Comme la suite des A& décroit plus vite que celle des 7\& =A& , les
pourcentages T& (calculés sur le tableau de Burt sont supérieurs aux T& , calculés
sur le tableau rectanqulaire piJ; la considération des T; donnerait une sous-estima-

mation systématique de 1‘'importance relative des facteurs interprétés ; donc une ap-
préciation pessimiste de la qualité de 1'analyse.

. Reste § justifier notre préférence pour les A, ! Nous le ferons par référence au
cas limite des correspondances continues. . Dans beaucoup d'études pratiques en effet,
le nombre de modalités des réponses 3 une question q résulte d'un choix arbitraire
soit dans la maniére dont les questions ont &té posées soit souvent dans le codage
sous forme disjonctive compléte des données effectivement recueillies (sur ce codage,
cf dans ce cahier 1'article de B. Ghermani et C. & M.Roux , PP.115-118 ; 1¢ § 3.7.3
du texte Histoire, 5° partie, pp 30 - 31 ; et de nombreux exenples d'application). Il
est clair qu'au lieu de demander & un sujet s'il approuve tout Q@ fait,en partie , ou
nullement, telle thése; on aurait pu lui demander s'il 1'approuve absolument, en géné-
ral, en partie ou nullement ; et a fortiori rien n'impose de considérer quatre mogs-
lités sucvessives @€ la taille d'un pétale, plutSt que cing ou six. Donc nous considé-
rerons le cas modéle oli les données de bases sont des grandeurs continues ; i.e. dans
les notations posées au § 1, pour chaque question dq, l'ensemble des réponses n'est
pas un ensemble fini Jq i mais un espace Yq (par exemple un intervalle de la droite

réelle) ; et la réponse p(s,q) de chaque sujet s est un point de cet espace :
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p(s,q) € Yq ; p(s) eX = "{Yq |9 € Q}, X généralisant I.
On peut maintenant reprendre les constructions faites ordinairement dans 1'&tu-

de des correspondances continues (cf [Corr. Esp.] TII B n® 7 ; et la thé&se de

J. Ch.. Naouri ,citée 13) en les complétant pour 1'étude des correspondances multiples

(camme il est fait dans la th&se de I. H.Kamal). Il reste possible de construire un

tableau de Burt, avec au lieu d'un ensemble J union des Jq , un espace Y union des Yq'

En pratique, & condition d'avoir un &chantillon infini de sujets, il est avan-
tageux de subdiviser chacun des Yq en un ensemble Jq de cellules aussi fines que possi~

ble : on aboutit alors, & la limite, & des facteurs arbitrairement proches de ceux
que donnerait l'analyse fonctionnelle (espaces de Hilbert etc ; of [Corr. Esp.l) ap-
pliquée au tableau de Burt continu (sur YxY). L'analyse du tableau de Burt passe
bien a la limite, 3 la fois quant aux facteurs et quant aux valeurs propres.

Qu'en est-il pour le tableau piJ? Il y a certes passage & la limite pour les

facteurs (qui ne différent pas essentiellement de ceux issus du tableau de Burt) et
les valeurs propres A& (qui sont les racines carrées des A& ): mais les taux -r&

tendent systématiquement vers zéro | 'car la trace I )‘la , qui comme on le démontre ci-

dessous (§ 3.2) vaut (CardJ/CardQ ) -1, tend vers l'infini quand s'affinent indéfi-
niment les subdivisions Jq (CardJ = Zq Card J a + o), Le codage par classes infiniment

fines entrafne l'existence d'une suite infinie de facteurs dont seuls les premiers
sont interprétables, mais dont les derniers n'en cumilent pas moins une inertie infi-
nie, si toutefois celle-ci ‘est mesurée par I 7\& ; d'oll pour le quotient )\a'/ trace

une limite nulle.

Nous conclurons donc que quant aux facteurs il est dans la pratique indifférent
d'analyser le tableau de Burt, ou le tableau piJ : seule est modifiée 1'échelle sur
les axes. Mais les pourcentages d'inertie 1'& calculés sur piJ sont dépourvus de sens

et sous-estiment indGment 1'importance des facteurs interprétables ; il faut calculer
les taux T¢ sur le tableau de Burt (T = A&/(ZAé)).

3. Etude des facteurs d'apsids Le tableau de Burt :

A llipstar Gu tableau p} , fomé de (Card®)? blocs Plqzqr Juxtaposés, un
facteur \p'J issu de piU peut &tre considéré comme une suite de fonctions w'Jq définies
sur chacun des ensembles J . ,Et, puisque 1'analyse d'une correspondance binaire Phx72
fournit des couples de facteurs (w‘n B J2) de moyenne nulle et de variance 1, on est

conduit a chercher si le systéme {sp'Jq g € Q}, qui provient au fond de la correspondan-
ce multiple Pp donnée sur le produit des J 9’ ne posséde pas des propriétés analo-
gues. Nous verrons en suivant L. Lebart, dans quelle mesure cette conjoncture se réa-
lise.

3.1 Le nang du tableau de Bunt : 1'ensemble des lignes (ou des colonnes) du ta-
bleau p“m satisfait a des relations linaires, conséquences faciles de la structure

de blocs de péJ. On a :

Ve : 2pyylicd ) = Cardo) " py

(ol p& n'est autre, on l'a dit, que la suite des pJq juxtaposés divisés par Card Q) ;

soit un systéme de (CardQ-1) relations linfaires et homogénes indépendantes entre
les colonnes. Le rang du tableau p&J est donc au plus égal & CardJ~ (CaxrdQ-1) ; et

la valeur propre zéro a une multiplicité au moins &gale & CardQ-1. Ce fait, joint i
l'existence du facteur trivial relatif & la valeur propre 1 explique que L. LERART
puisse réduire 1'analyse du tableau p&J de dimension Card JxCardJ, 3 la diagonalisa-—

tion d'un tableau carré (CardJ-CardQ) (CardJ -CardQ) ; nous y reviendrons.
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Les relations entre colonnes de p"m se retrouvent entre colonnes de p'g ;

an.jl = p&j/p.j et plj= pj/Ca.rdQ , il vient :

de

: p = pt
VvgeQ: E{pjp:J IJqu} Py
Ce qui en termes géométriques s'exprime ainsi : dans le nuage J associé i la cor—
respondance p&J » le sous-nuage Jq affecté du systéme des masses p&q (ou, du systéme
pJq qui lui est proportionnel) a pour centre de gravité le centre méme p'J du nuage
tout entier. On a donc pour tout facteur Fg (coordonnée du nuage dans le systéme des
axes principaux d'inertie) autre que le facteur trivial :

¥aeQ:Ilpy T () | Jedt =0 =1y 2{p; cp&J(j)ljeJq}.

J J
J, J; J.
Ty tin  |Tads SJ: ta (kA ’
J Iy, J3
P | tan |Tas , it | Sn M
Py = (g D i g = (el A Te |eds|
1".!_3.74 "'J_;J:. 1'-'13-’3 - 4"-13 1"33 SJ; .
i L : o
' ' N ) i

@naﬁma&ma éé/m& & Burt ol diy tableau Ao tiansibion pssocied celuic ¢ .

Le facteur w&Jq (facteur de variance 1 restreint 3 Jq) est lui-mdme centré (de
moyenne nulle pour le syst&me des poids p.) & la condition que A& soit non-nul: On
trouve ainsi pour les systémes de fonctions {W&Jq|qe @ 1'une des propriétés des cou—
ples de fonctions {wgl, wgz} qu'on extrait d'ordinaire 4'une correspondance binaire.
En revanche les W&Jq ne sont pas en général de variance 1 ; excepté si CardQ =2, cas
oll 1'analyse de pEU fournit, on le verra au § 3.3, les mémes facteurs que celle du
tableau rectangulaire P12 = Pr-

3.2 Sthuctune de bloc du tabloau de transition p%] : & un coefficient Cardg !
prés, les blocs p&;q du tableau pSJ ne sont autres que les transitions p‘g associées
aux lois ma;ginales rectangulaires Py I ; ées blocs diagonaux &tant les matrices
identité GJC? . On voit donc que le tableau p'J a pour trace (somme des &léments diago-

naux) CardJ/CardQ ; si on retranche la valeur propre 1 relative au facteur trivial

il reste pour somme des autres valeurs propres (CardJ/Card Q)- 1. Plus précisément, on
peut montrer, cf [Corr. Esp.] TII B n® 7 § 5.8, que chaque réponse j apporte & 1'iner-
tie du tableau péJ ou PiJ une contribution ((1/Card Q) —p'j ) ; d'ol il résulte que

1'ensemble J a des issues & une question g apporte une contribution totale
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(Canqu ~1)/CardQ ; d'ol pour 1l'ensemble J tout entier la contribution globale

(CardJ/Card -1, appame ici comme trace de p' ) L'équation des facteurs

W&J ° pJ = 7\' ¢' peut s'écrire en distinguant les blocs de p‘.‘r et les segments suc~

cessifs W&Jq de tp&J :
Y qeQ: (Cardox Aj-1) 9373 = 5{or ™ pJqqlq cQ:q #q ;

formule ot on a pris garde quepJq (Card Q) -1 8;?.

On a dit plus haut que les facteurs non—-triviaux %J sont centrés (i.e. de moyen-
ne nulle) sur chacun des J a Les autres facteurs, au contraire, sont constants sur
chacun des Jq. On a d'une part le facteur trivial w:,J constant et égal & 1 sur J ;
d'autre part le sous-espace propre, de dimension CardQ-1, relatif & la valeur propre
zéro. On vérifie sur 1'équation qu'un facteur W'J de ce sous-espace est défini par la
donnée d'une fonction tp'Q sur Q de moyenne nulle et variance 1 :

09 = (pd |geQ} ; s{¢'9| geqt=0 ;Z{(v'q)z lgeQ} = CardQ ;
¥jed: le(j) = wlq(:])'
Ainsi 1'espace RJ des fonctions sur J est scindé en deux sous—espaces orthogo-
naux : l'un, le sous-espace des fonctions constantes sur chacun des Jq ne contient que
des facteurs triviaux ; l'autre, sous-espace HJ des fonctionc centrées sur chacun_des

Jq , contient’les facteurs proprement dits. Imposer a priori la contrainte e

permettra, en faisant choix d'une base dans H‘I, de mettre en ceuvre 1'idée annoncée
plus haut (cf § 3.5) : réduire 1l'analyse factorielle & la diagonalisation d'une ma-
trice carrée (CardJ - CardQ) (CardJ- CardQ) .

3.3 Réduction du cas binainre a £'analyse de cornrespondance : considérons le cas
particulier ou CardQ =2 ; I=Jli2. On a pour les facteurs le systéme suivant :

J2 31
P12
- J2 _ _,Jq1 J2
(2N -1) 9" ¥ ° Py

Si donc (2N '-1) est strictement positif, (¢ J2) est un couole de fac-
teurs assoc:.es issus du tableau rectangulaire PrixJ2 et relatif & la valeur propre

= (2N ' - 1) #si (2N '-1) est négatif, (w'Jl - J2) est un couple de facteurs
assoc1és J.ssus de pyy,j, €t relatif a la valeur propre A= (272 - 1)2. Ainsi 3 un fac-

N -1) Il =

IJl

teur («pa ' Py ) issu de Pj1x72 et relatif & 7\Ot correspondent pour p&J deux facteurs

1] -

P B8 Voo
J o .Jl_Jl_ W2 _ 32y, "
Py PP =YL i el T=e 0 AL =+ @A))h/2
I, .Jl J1.J2_ J2 o »
Pl Wl =Y e tEm T s N = (- A2

(‘P&i et «p&‘f sont, comme d'usage, chacun déterminés au signe prés).

Appliquons-nous & dénombrer complétement les facteurs issus de p"m . Supposons
pour fixer les notations que Ca.rdJ < Card J De Py1x72 sont issus Ca.rdJ facteurs ;
parmi lesquels le facteur constant et égal 5 190 . Ces facteurs donnent 2 Car.dJ fac-
teurs W&J et ¢' issus de pJ T ; pami ceux-ci, w'J est le facteur trivial constant
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et égal 3 1 ; tandis w'J,quivaut+1 sur J, et -1 sur J,, , est le facteur tri-
&g que ¥, 1 2 Q
vial relatif & 7\;_ = 0 associé selon les notations du & 3.2, & ¢'~ = {1, -1}. Reste

a trouver (CardJ2 -CardJl) facteurs issus de p&J : ceux—ci nous sont fournis par

les fonctions sur J, orthogonales & tous les facteurs wiz ; i.e. par les fonctions

2
sz telles que ¢J2 ° p‘;.’zl = 0. A une telle fonction correspond sur J une fonction y'

définie par 9" = 0, 9192 = 72

relatif & la valeur propre (1/2).

J

; on vérifie que W'J est un facteur issu de p'JJ

3.4 Un cas de réduction d'une correspondance mubltiple & une cornespondance
binaine : Soit py une correspondance termaire : Q ={1,2,3}. Supposons qu'il
y ait indépendance entre J1 et J2 (autrement dit entre les questions 1 et 2) au sens
suivant : Po1xy2 = Py ¥Pjpe Alors 1'analyse du tableau de Burt p&}u issu de Pr équi~
vaut d 1' analyse du tableau pr"mJ issp d'une certaine loi binaire Pro,. décrite ci-
dessous : Notons :

J,=Jd,ud,; I =J id=J, ud,uvd, =J

127 %1 " Y2f Tty TM127 Y3 7Y T P2 YNy T Yy
¥3ied) s, ¥yedy:prp (3,y) = (1/2) Py 59(5,¥) ¢

UJ3;

¥jedy ,¥yedy-:prp (3,¥) = (1/2) pyp 12(3,y) 5
Autrement dit, le tableau prp. est construit en superposant les deux lois margi-
nales rectangulaires Py133 et Prog3 * le coefficient (1/2) &tant nécessaire pour que
Pry, ait masse totale 1. Soit W'J = (W'Jl ; w'Jz ; v'J3) un facteur non-trivial (i.e.

. J

centré sur chacun des Jq) issu de p"m relatif 3 A' ; alors p:r'J'J admet v r'"
orY = (ap! ;ap? ;o= (4317 B = (273”7,
pour facteur relatif 3 la valeur propre A r' : (2A r'=-1) = 2""2(3r'-1),

J2 ; BW'JB)

On peut en se guidant sur la figure 3, vérifier ce que nous venons d'annoncer.
Ci—dessous, nops démontrerons un résultat f:lus général : ce nous sera un exercice

dans l'emploi de notations descriptives complétes, exercice précieux pour la concep-
tion des algorithmes.

Soit K une partition de Q en CK classes k 3 l'intérieur desquelles les questions

soient deux & deux indépendantes c'est a dire que 1l'on ait, en notant k(q) la classe
dans K d'un élément q de Q :

Q=u{keK};k#k’*knk’=¢;CardK=CK;Cardk=Ck H

¥ q'eQ: (kl@=k@NA@F#AV= Prgar = Pgg Pygr -

Alors sous l'une ou l'autre des deux conditions suivantes :

1°) CK=2; 2°) ¥k, k'eK : Ck=Ck, R
1l'analyse du tableau de Burt p' I3 associé a Py équivaut d celle du tableau de Burt
pr'JJ associé 3 une loi réduite Py sur un produit de Cg ensembles Jk'

De fagon précise notons :
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VkeK:Jy =u {Jqlqek} : P =1{C |keK} = Card Q ;
o = I{k|k e K} ; A = {qK(k) |k e K} €Qp s agk) ek H
I = H{Jklke K} 5 dip = {ig(k) lkeK}e I, 5 igk) edy.
Le tableau Prox est construit par juxtaposition des lois marginales d'ordre CK

de la loi Py (lois projetées de p;y sur un produit I

oK de CK des ensenbles Jq appar—
tenant chacun & une classe différente) :

v iKE Tx : pr]]((lK) = (1/P) qu(iK) (LK) H
el = {al )| kek) e g

PqK(iK) = projetée de p; sur H{Jq(iK(k)) | keK} :
AN 0
5 S A (]
¥ P T| Puags = s /2
0 N
N
Nz 0 0 e
3y =0B) [ toar iy | % . P32.33 g (1) ‘{"fe\ Tusn
N\ 0 0
P 7
P || trsu 2 (sak| "o
LN 0 \
N " 7
32 J3
S | o 154‘73/;
A \
' J / ) 1J4 \8 b)) I3 y 7 a‘;! ‘ Jj/
f5'= (173, 'tLJz‘ Jz\ 'f";);g 'fm’J =Mk) 11:12, 2
\
N AN
H b)) I3 H J2 J3
T |6 35 Py 1M 3
N\

%I&M&Mw s ﬁééaa«/f}jl/‘ytjfdaéd lobleawa de bansilion & cun akbreids
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Dans cette formule, le facteur (1/P) est introduit pour que proy ait masse tota-
le 1 : en effet, le produit IK est formé& d'un ensemble, indicé par QK , de P blocs,
car suivant chaque facteur Jk se juxtaposent Ck ensanbles Jq (ge k).

Camparons maintenant 1'équation & laquelle satisfait un facteur tp'J non trivial
(i.e. de moyenne nulle sur chacun des Jq) relatif & A', issu de plyy 4 1'&quation
d'un facteur non trivial wr' issu de pr' T (tableau de Burt issu de Proy ) et relatif

a A r'. Chacun de ces facteurs est une juxtaposition de segments successifs foncticns
définies sur les Jq (ou les J, k Qqui sont des sommes de Jq), ce que nous noterons comme

une somme directe ; (si Q &tait infini, il serait juste de distinguer entre R':I espa-
ce de fonctions, qui est un produit direct de R et RJ espace de mesure qui est une
somme directe des RJq ; mais ici, il est possible sans risque d'erreur, de n'user que
du seul signe ® de la samme directe) :

o' = ofpJd lgeq} ; ort’ = efprK | ke K}

‘Pr'Jk

= ofp r'’d lqekl.
Les camposantes de W'J satisfont au systéme saivant :

1 ]
¥ qeQ: (C A" -1) 999 = 5(prTd p. g e q #aql ;
Q Jq
VqeQ: (CoA' -1 09 = pz(pd’ pJq.Jq lq'ek'} k'e K ; k' #k(q)} ;

1
Dans le dernier systéme on a supprimé les termes v'Jq P q,Jq , pour gq'e k(q),
parce que ces termes sont nuls pour un facteur non trivial : en effet, q et q' éta.nt
indépendants on a :
¥jedg, V¥ i ¢Jq : Pjquq (3:3") = pJq(j) P1q' an s

JIG ,ay .
Y9 = PIgiq* (3:31/ pg(D
=By (3"
ce qu'on peut écrire : pJq Ja - pJq' ® qu (ot qu est la fonction constante 1 sur
L] L}
Jq) ; et W'Jq pa.q,Jq est nul parce que w,Jq est de moyenne nulle.
Les composantes de tpr'J satisfont au systéme suivant :

Vkek: Ar -1 vr™ = 2for e T ee k5 k' £k ;

VageQ: (CAr' -1) or''d = p{z{pr’? PLyg Iq ek'}| k' e K; k' #k(q)} ;
%

Dans le dernier systéme on a tenu campte de la structure de bloc des transitions
Jk
Proe - Ona: ,
-1
prml=e {(Ckckl) PJquvlqikl q' e k'} ;
pry . =© {(Ck)'-1 Prg g € k} ;
' JK -1 J
pro . = {(q,) pJq,q laek, g'ek'}= {PrquqIQ' €k', qekl ;
. formules ol Pry, et Pryoqke désignent respectivement les lois marginales simples et
rectangulaires de la loi produit proy. Une fois calculés les blocs prJq.J 9 ges per‘:Jk,

le systéme devient : :
¥ qeQ: (CAr' -1)~pr"’q—z{z{(ck( o) e Tp q.Jqlq'e k'}Hk' € K;k' #k (@ ).
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On peut maintenant tenter d'identifier les fonctions spr'.J et np'J d'aprés les

systémes auxquels elles satisfont, en supposant que sur chacun des JK ’ wr'J et qp'J
sont proportionnelles, i.e. qu'on a un systéme de nombres {Bklke K} et que :
¥gqeQ: prId = Bk(q)v"]q. I1 vient :

Yk K'eK: (k' #K)=B (AT ~1)/(Cy A ~1) =B,/
Si (3 < CK), il résulte de ce systéme que :
VkeK:BCAT -1)/(C N -1) =B /G

Le systéme ne peut donc &tre satisfait que si tous les Ck sont égaux entre eux
(2° condition ci-dessus), donc &gaux & CC/CK : et il 1'est en effet en choisissant
Ar' d'aprés 1'équation :
' _ L. =
(chr 1)/(cQ At-1) cK/cQ.

J J

et prenant tous les Bk égaux & 1 : ¢r' colncide alors avec v'".

SiCy=2 k= {1,2}, le systa&me peut &tre satisfait quels que soient C, etC,
en posant :
2 Ar'-1) = (€5 N -1/(G C " 5 B = G L)
dans ces formules, B, et B,, qui doivent &tre proportionnels respectivement 3 Cl"‘ et
C’z" , ont &t& normalisés afin que ¢r' = (N 'Jl“’ﬁzv"n) ait pour variance 1.
On notera qu'outre les facteurs venus des facteurs non triviaux de p' JT° pr'
posséde des facteurs qui sont constants sur chacun des Jq. Ce sont :

JJ

a) le facteur constant 1, relatif a la valeur propre 1

b) les CK- 1 facteurs relatifs & la valeur propre O, définis par une fonction
cpK de moyenne nulle sur K : ¥ j ¢ Iyt \Pr'J(j) = \PK(k).

c) CK groupes, chacun de Cp-1 facteurs, relatifs a la valeur propre l/C'K' et

définis chacun par une fonction wk de moyenne nulle sur 1l'une des classes k :

quk,'VjeJq: or'd(9) = @ ; vied-g : vl =o.

Il va sans dire que le cas d'une correspondance ternaire, signalé au début du
§ 3.4 d'apréds L. Lebart, est celui ol : K = {1,2}; C=2;C,=1.

3.5 Analyse par diagonalisation d'une matrice de rang (CardJ - Cand Q) :

La transition p'JJ définit un endomorphisme de 1'espace vectoriel RJ des fonc-

tions sur J. A la recherche des facteurs, seule importe la restriction de cet endo~
morphisme au sous-espace HJ des fonctions sur J qui ont moyenne nulle sur chacun des
J_. Pour étudier cette restriction, on fait choix dans HJ, muni de la norme associée
a la loi p';, d'une base orthonormée {Uzl i e M} (ol M est un ensenble d'indices :
CardM = CardJ - CardQ) ; on calcule les produits scalaires sml. Sy
on diagonalise la matrice s, ? un vectJeur propre {unl B e M} relatif 3 la valeur
propre A correspond le facteur ¢ =Z{uﬂ OMly € M} relatif 3 la méme valeur propre.

J J,a J
=<0“ p'J ,0“.>=
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Soient 6%, deux fonctions sur J ; on a :
J J i 3. 3.
<8 p'J ’ \I)J>p,J z{z{6’ p'j:l |3 € 3} p'j, W 13 ¢ I}
. .
z{67 p'jj' Wlijea, j' ¢ J}

~

J J J
<0 1°,1 eul‘]>p,JJ

J J . . JJ . 33 _ 3 L3 J

oll on a noté o ® B la fonction de deux variables Y™“ : ¥ =a’ B’ et ol 1" est
la fonction constante et égale & 1 sur J.

Supposons maintenant que 69 et lllJ aient chacune leur support restreint & un
seul bloc, J_ pour 07 et Jq. pour v (i.e. q(3) #q=07 =0 ; q(§) #q'= ¥ = 0);
il vient : ¢

J -2 ) 43" . .
<67 Py « vI> 1y = (CardQ) £{ed ¢ Py |3 € Ig ' e Jq,}

ol Py = Pygiq’ (3,3') est la probabilité de la paire (j,j') selon la loi marginale
projetée de py sur quJq, , et oll on a fait usage des valeurs des blocs de p'JJ por-

tées sur la figure 2. Si les fonctions 69 et lI’] ont variance 1 sur J tout entier,
elles ont variance CardQ sur leur support respectif :

P

3,2 . _ J 2
267 py |3 e Jg }=cardQlle ||p,J
3\ 2 . _ 2
z{ () Py 13 € 3= CardQIlw‘]IIp,J
L'élément de matrice apparaft donc proportionnel 3 un coefficient de corrélation :
J _J J _ =1,,J Jq ' .
7 pty, ¥ g = (Caraoi 7L, w’ﬂp,J corr (679, 7 ) st ¢
le coefficient de corrélation étant calculé sur J quq, suivant la loi marginale
pJqu' .
On choisira donc dans HJ une base formée de fonctions OMJ dont le support est
restreint & un seul des Jq : le calcul des 8,1 en sera facilité., Sur chaque Jq on
prendra (Card Jq- 1) fonctions de base de moyenne nulle. Pour un tableau dédoublé (ce

cas nous a été signalé par plusieurs statisticiens ; e.g. par S. Blumenthal, & Mme
M.-F. Bara), oll pour tout q : Canqu= 2 ; Jq= {q+ , 9_}, on aura une fonction

0; par question avec :

1 - . 9t _gd'- _4o .
¥q' e Q- {q} q q o ;
0t - ; 09 = - ;
q ~ TqPq- q q Par

ol le coefficient de normalisation r, est choisi tel que 1871 1:

qQp'g”
r = pq_/C::L‘l:'n:lQ)"’z H

q = P

et pq+ , pq_ sont:.I lestrobagilités de répondre oui et non 3 la question q. Le coeffi-
cient St = < ﬂq Py o/ 0q. > est donné par la formule :

-1 ] ] v - [
Sqq,=(Ca.rdQ) Z{p_e Pl e pee,lt-:,e e {+,-}}/(pp p' p' )"

.
7

ol on a noté : PE =Pq€ ’ P'E =Pq|€ ’ PEEI =pJqul (ge, q' €').
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Un autre cas usuel et qui mériterait de faire 1l'objet d'un programme, est celui
des questions 3 trois issues oui, non, abstention : Jq = {q_'_ r do} ; on a alors

deux fonctions indépendantes ayant pour support J a et pour moyenne O ; par example :

J at q- do _

[’] ] = ; 0 = - : 0 =0;

a *'q T TqPg- q *q Pgr q

07 0% _ 9T - ; 6 F=-r (1 Py R
o

Qo © Qo ge - Tgo Pge

ol les coefficients de normalisation rq et rqo sont donnés par les formuiles :

= (pq (1 Py ) /cardor? oo = (1 Py ) /caxd oy

Remarque : les calculs qui précédent ne requirent pas qu'on traite un tableau
de Burt, c'est 3 dire un tableau de correspondance carré issu d'un tableau Pyy OU Pgy

mis sous forme disjonctive campléte. Seule importe 1'hypoth&se qu'il y ait dégénéres-
cence du rang. De fagon précise, soit Pgy un tableau de correspondance dont les colon~

nes se groupent en blocs complémentaires :

X
q

J=u{Jq|qu} ;
VsaS,Vqu:Z{psjljeJq}=pSZ{pj|jeJq}

(c'est le cas d'un tableau de notes avec leur complémentaire : Jq={q+, a-} ; cf
[Liban 60], [Colambiel], TII C n® 4, 6). Les facteurs non triviaux sont de moyenne nul-

sur chacun des Jq :

¥geQ: 2{%? PjIjEch=0

On peut dans 1'espace H‘:r des fonctions satisfaisant & ce syst2me de conditions

choisir une base orthonormée de fonctions o7 dont le support est restreint a un seul
des Jq. En particulier s:.J ={gt+, g-} on posera :
J qt _ q- _ J
6, 07 = i 0 =~ ;0 (3-3) =
a “Ya TTqPg q “TqPq P 0q U-Ig =0
= + -Ifl.
g « Pg- pq+) Pg+ Pg-!

On prendra garde qu'ici, & l'encontre de ce qui était noté au début du § 3.5,
les probabilités p Ay p sont relatives & J tout entier (non 8 J ) et n'ont donc
pas pour somme 1. Notons :

J 3"

J __S . R i .
PJ _PJ QPS ’ Pj P'jjn/Pj. ’

p'jj' = z{péj st./ps I's € s} pJJ = {P 3t | 3,3 €ad.

on a comme plus haut pour tout couple de fonctions i ’ wJ :
7ol ¥ =mtpryy, 03 W gyt e

A partird'une base orthonormée {GJ |# e M}, (norme i:{(Bj)2 | jedl=1),on
construit la matrice Sym (qui n'admet pas pour les fonct:.ons a support restremt Jq
J q la méme interprétation de corrélation que ci-dessus) : s = <07pJ u Py e 0 ; et
a'un vecteur propre de Sy Uy = {u | e M}, E{Iu |2|l1 eM} =1, correspond un fac-
teur &P qu# J|# e M}.
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4. Propriités extnimales des facteuns :(*)

On sait que les facteurs issus d'une correspondance binaire usuelle
Py132 peuvent &tre définis comme des couples de fonctions (le, ¢J2) le

plus corrélées entre elles (cf Corr. Esp. TII B n° 7). On doit pour ce-

la considérer 1les fonctions d'une variable ‘le et ¢J2 comme des fonc-

tions de deux variables particuliéres, lesquelles peuvent s'écrire com-
me les composées ¢J1 ° "JlJliz et csz ° “J2J'1xJ2 des fonctions données

avec les applications projections du produit J xJ2 sur ses facteurs.
: Jlg2 .. 0272 oy ’
On a alors, sous les conditions l¢ “le =ly "pJ2 = 1:

1 2, _ 1 132 2 1J2 _
Corr (¢ l¢:r)_<¢1 eﬂJJL .‘JJ o >pJ1J2_)\
Au lieu de ce produit scalaire, on peut se proposer de rendre maxi-
ma la norme de la fonction moyenne des ¢ o 7 car :

(RO "Jguz + 972 1rJ‘;1Jz)/2II2 = (1 +corr(e’t, ¥72) /2.

Dans la recherche de ce maximum enfin, on peut affaiblir la condi-~
tion que le et ¢J2 aient variance 1, pour demander seulement que :
J1,2 J2,2 _ .
(g IIle + ly "sz)/z =1 :
en effet, sous cette contrainte, le maximum de la norme de

(¢J1 o + ¢J2 ° m)/2 est atteint quand ¢J1 et ¢J2 ont méme variance.

Ainsi nous avons substitué & l'analyse factorielle d‘'une correspondance
binaire, un probléme extrémal qui se généralise immédiatement au cas
d'une correspondance multiple quelconque, et fournit alors, comme 1'a
montré L. Lebart, les facteurs mémes issus du tableau de Burt.

Reprenons les notations des §§ 1, 2, 3.1, 3.2. Rappelons que L&Tq

est l'application inclusion de Jq dans la somme directe J (cf § 1) et

notons,de plus "Jé la projection du produit I sur Jq. Soient wJ € RJ H

les blocs successifs dont est composé wJ peuvent s'écrire ¢Jq=¢J o LJJq.

Chacune de ces fonctions d'une variable peut &tre considérée comme une

fonction de 'CardQvariables, ou fonction sur I : ¢Jo LJ‘,Tq ° FJ;. La

moyenne de ces fonctions sur I fest une fonction que nous noterons ¢. LJI:
J J I

¥ °¢JI = CardQ-1 I{e" o tgq ° ”Jq |lg ¢ 0} ;

Si on considére les applications t o 7 comme des transitions proba-
bilistes particuliéres (cas dé&terministe cf Note Lim. TII B n° 1 § 5)

on peut écrire que LJI
1a :

est &galement une transition, moyenne de celles-

I _ -1 Jq I .

t; = CardQ Z{LJ ° Tig |q ¢ Q} ;

cette transition associe au point i de I une mesure probabiliste sur J,
i

Lo qui est faite de Card Q masses ponctuelles &gales chacune a CardQ—}

(le total des masses &tant bien 1) ; et placées aux points i(q) coordon-
nées de 1 :
¥iel: ol =carag ! 208} @ |q 0.

(x) Les résultats de ce § ont été grandement généralisés par P. Cazes ; ef [ 1
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Quoiqu'il en soit de cet exercice de notations, la définition de
la fonction WJ &; doit étre claire!

J

viet:y® J(i) =carag ! s’ (i@ q € 0}

Le probléme extrémal, proposé ci-dessus dans le cas binaire, peut
s'énoncer maintenant dans le cas général d'une correspondance multiple

p; : maximiser Hwaiﬂ;ﬂgl sous la contrainte leﬂ;,J=]d C'est un problée-
me classique dont nous rappellerons la solution avec d'autres notations:
Soit RJ muni de deux formes quadratiques, dont 1'une P33 est défi-

nie positive et 1l'autre 053 ©st quelconque. On note comme d'usage :
J J I T J J I B
p1g0" 0 )=Z{pjj.w3¢3 133" €} 05500%,0%) =2{04, 02T 5,5 €3}

La recherche du maximum de o (¢,¢) sous la contrainte ple,0) =1
équivaut & la recherche des vecteurs propres (de norme ple,p) =1 de la
transition aﬁ?, ci-dessous ; les maximas de o (¢,9) &tant les valeurs
propres A :

. . T
Wy =%y

-L,33 3 °wJJ P
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(od on a noté (p-l)Jfa forme quadratique sur R.J dont la matrice est in-

verse de celle de P33 ¢ forme qui existe puisque P33 est définie).

Revenons aux notations propres 3 l'analyse de la correspondance
multiple Py On a : ’

J J i, 2 .
Prg (0" ") = tipd) p'j|J e J} ; pjj' =65, p'

i3’ j
- - sar = sy
e HIT=(p™H3I 5,50 e 3y, LI 8551/P" 5
J J, _ -2 Jq I 2
05507, ¢7) = cardQ” “lz{e"9 , T1q lqa e Q}IIpI .

-2 J I Jq' I
Card Q Z{<¢ a m r P a "Jql>p1| q9,49"¢ Q}

Les produits scalaires partiels se calculent aisément d'aprés la
loi marginale pJqu. de Pr @

Jgq I Jq' I - Jq Jq'
<y qu ' P qu. >p1 pJqu.(np , P )
Loy
= 0207 prggqr (3315 € T, 3t )
On reconnait alors dans °JJ la structure de blocs de p'... On a
donc : JJ
J 1,37 -
Wy =0657°(p ") = p'gz° (p 193 - p'_f.

Ainsi comme nous l'avions annoncé, on retrouve & partir d'une dé-
finition extrémale 1'équation méme des facteurs &tudiée au § 3 :

07 o pd = oI,
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5. Nuage associ?é a une correspondance mulitiple :

Dans la legon [Dis. x2 Corr.] TII B n° 5) on définit les facteurs
par la recherche des axes principaux d'inertie d'un nuage : soit N (I),

nuage associé 3 I dans R, ; soit N(J), nuage associé 3 J dans RI'. Au § 7

de cette legon on considére un nuage de couples ¥(Ix J) qui conduit aux
mémes facteurs. Cette construction de N(Ix J) ne peut toutefois &tre
généralisée 3 une correspondance multiple sur I = H{Jqlq € 0}, parce que

chacun des ensembles du cas binaire y &tant représenté par un nuage de
lois de probabilités sur l'autre, le fait qu'il y a deux espaces joue
un r8le essentiel. Mais il s'offre une autre voie, d'ailleurs plus sim-
ple, qui i partir d'un nuage N¥(I) nous rendra l'équation déja vue :

‘PJ ° p'; =>\¢J : c'est tout simplement de construire dans RJ le nuage
associé a la correspondance p'IJ. Décrivons bri&vement ce que produit

ici la construction usuelle ([ Dis. )(2 Corr.] § 2.3).

Le nuage N (I) = {(p'Ji, p'i Y] ie1} < RJ est construi'l_: en associant i
chaque point i du produit I une loi de probabilité p'Jl sur J ; cette
loi étant considérée comme un point affecté 3 la masse Py (pI = p'I loi
marginale de p'IJ). Il vient :
VieI, V3ed: p'ji = (cara @) ! sji (a3
autrement dit p'Jl est fait de Card Q masses &€gales placées au point

i(g) de chacun des Jq :

Viel:py = (caran) tzist (@ g 0).

La matrice d'inertieo

de ce nuage relativement i l'origine,
n'est autre que P'yg: JJ )

s . _ R .
¥ 3, 3' € J : Ty Z{pipj pj,l:l. e I} ;
0550 = (Card Q) 2 Zip, [1eT ; S(a(3N =3 ilq(3') = 3')
- (Cars o)~ 2- sy oo

La matrice d'inertie relativement au centre de gravité Py du nua-

_ _ . 2 f _

ge est 7;,=0,,-p; € P (cf [Dis. x Corz:r.] § 3). L'espace R; des me
sures sur J est muni de la métrique du x° de centre p":r :

2 2 .
I - I = {0, - y. ' :
%3~ Yglpg o - v /.z.>.J I J.G..J}
mJJ = {m33 Ij'j' e J}: mdd = s3] /plj ;

L'équation des facteurs est (cf [Repr. Eucl.] TII B n°2 § 4 & 7) :

o7 - NS BN
cette premiére &quation ne différe on le sait (cf [Dis. x2 Corr.] § 3)
de la suivante qu'en ce que celle-ci admet la fonction constante pour
facteur relatif &8 A = 1, alors que pour celle-13 c'est un facteur re-

latif 8 A = 0 :

-
’

J JJ J J

" c m = l¢" ; i.e. 1 @ p';=7\¢a'

JJ

C'est de nouveau 1l'é&quation considérée au § 3 et déj3d retrouvée
au § 4.



