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BULLETIN

SCIENCES MATHEMATIQUES
ASTRONZ)TMIQUES. |

SECONDE PARTIE.

REVUE DES PUBLICATIONS ACADEMIQUES
ET PERIODIQUES.

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES DE L'ACADEMIE
DES SCIENCES, t. XCGVI; 1883 (1).

Nora. — On a oublié de mettre en téte de la page 221 du numéro de
novembre 1883 les mots : n° 13; 26 novembre.

N° 14; 2 avril.
Séance publique annuelle.
N° 18; 9 avril. N

Schwars. — Sur les surfaces & courbure moyenne nulle sur les-
quelles on peuat limiter une portion finie de la surface par quatre
droites situées sur la surface. (1011).

De telles surfaces sont en général composées d’'un nombre infini de parties
identiques; il y a exception pour cinq classes de surfaces; pour chacune toutes

les lignes droites qu’elles contiennent sont paralléles aux axes de symétrie d'un
cube; M. Schwarz a étudié deux de ces surfaces, M. Neovius a étudié la troisiéme.

Cruls. —Observation du passage de Vénus a Punta-Arenas.(1013).

(") Voir Bulletin, t. VI, p. 187,
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Périgaud. — Observations de la cométe Swift-Brooks, faites a
I’équatorial coudé. (1015).

Appell. — Sur les fonctions uniformes affectées de coupures et
sur une classe d’équations différentielles linéaires. (1018).

Si Yon considére une aire limilée par des arcs d’cllipse tournant leur con-
vexité vers lintérieur de I’aire et ayant pour foyers respectifs les points (a,, &,),

(ay by), ..., (@, b,), une fonction holomorphe dans cette aire ®(z) y sera
développable en une série de la forme

k=nvV=ew
O N\ —5 T\
P
. ®(z)= Z ZAf, ’(xk——\/x?‘—l),
A=1v=0
a.+b —2x
Ty = ——————F—> '
a, —0b,

le signe du radical étant déterminé de telle sorte que le module de
z,— \/x}i —1
soit moindre que 1.
Si les ellipses s’aplalissent en segments de droites, on aura l'expression la

plus générale d'une fonction admettant ces segments de droites pour coupures.

Ces développements sont analogues a ceux relatifs a une aire limitée par des
arcs de cercle.

Soit une équation différentielle linéaire

d'"y . dm-! ¥
dx™ =M dxm—1 kR X”,_}’,

dans laquelle les cocfficients X sont des fonctions uniformes avec un nombre

fini de points singuliers, et telle que I'intégrale générale soit holomorphe dans
le voisinage du point .

Soient a,, a,. ..., a,_, les points singuliers des X, et joignons ces points dans

Pordre des indices par une ligne polygonale commencant en a, et finissant en
a,_,; intégrale générale, qui admet cette ligne pour coupure, sera représentée
par une série telle que la précédente, ou I'on suppose

’ blzazl b2:aa! RS bu:an“l'

De Jonquicres. — Loi des périodes. (1020).

Dyck (W.). — Remarques sur la primitivité des groupes. (1024).
Résumé d’'un Mémoire inséré dans les Mathematische 4nnalen, ou Iauteur
définit la primitivité et la non-primitivité d’un groupe sans représenter les sub-
stitutions du groupe par des permutations de lettres.
Lucas (E.).— Détermination des progressions arithmétiques dont
les termes ne sont connus qu’approximativement. (1026).

On donne unc série de n quantités

Qyy @y ooy @y
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qui représentent approximativement, & des écarts fortuits prés, les termes con-
sécutifs d’'une progression arithmétique inconnue

Qpy Byy evy &

Il s’agit de déterminer cette progression de facon qu’elle puisse étre substi-
tuée le plus avantageusement possible & la série donnée. .

Cesdro. — Sur un théoréme de M. Stieltjes. (1029).

Démonstration de ce théoréme, fondée sur la proposition suivante :

Soient
Q,= <'—l> + <5l> +. <£>,
1 2 P

Qu=/(1) -+ f(2) +...4+ f(n);

Q¢+Q5_Qn:n7 .

en sorte que

on aura
pourvu que af = n.

Léauté. — Sur un perfectionnement applicable  la turbine Jonval.

(r031).
N° 16; 16 avril.

Jordan. — Note sur les travaux de M. H.-J.-S. Smith, lauréat du
grand prix de Mathématiques, décédé le g février 1883. (1095).

Bertrand. — Remarques relatives au sujet du prix du concours

de Mathématiques pour 1883. (1097).

Loewy. — Deux méthodes nouvelles pour la détermination des
ascensions droites des étoiles polaires et de I'inclinaison de I’axe
d’un méridien au-dessus de I’équateur. (1098).

Voici le principe de la méthode proposée par M. Leewy : avec tout instrument
méridien on peut mesurer la hauteur d’un astre au-dessus de ’équateur, trouver
son ascension droile en notant ’heure de son passage au méridien et déterminer
la distance de cet astre au plan instrumental au moyen du fil mobile en ascen-
sion droite placé dans le micrométre.

En dirigeant la lunette vers le pole, on voit défiler dans une nuit plusieurs
centaines d’étoiles entre la 10° et la 2° grandeur, observables toute la nuit; pour
I'une ou 'autre d’entre elles, on peut donc déterminer, & chaque instant, la
déclinaison et la distance au plan instrumental.

Or, en comparant la variation de ces coordonnées par suite du mouvement
diurne de la Terre, la désorientation de la lunette se fait sentir et fournit le
moyen d’évaluer 'inclinaison de I'axe instrumental au-dessus de I'équateur.

Trois rapports, en effet, varient avec le temps écoulé : le rapport entre la
distance au plan instrumental et la déclinaison, le rapport entre cette distance
et le temps, le rapport entre le temps et la déclinaison instrumentale. M. Leewy
a élabli, pour ces trois cas, les équations de condition en examinant les varia-
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tions que subissent ces rapports par la désorientation de I'instrument, et I'ana-
lyse des formules montre que l'on peut, par 'observation, déterminer au moyen
de deux méthodes I’élément cherché.

La premiére méthode, qui est la plus précise, repose sur ce que, lorsque le
chemin parcouru par I’astre dans une direction perpendiculaire au plan instru-
mental est égal a la distance polaire apparente de l'astre, on peut avec préci-
sion déterminer l'inclinaison de l'arc instrumental par les variations qui se
manifestent entre la déclinaison ‘apparente et la distance par rapport au plan
instrumental.

Dirigeant la lunette vers le pole, on choisit a un instant quelconque, parmi
les astres qui passent entre le pdle et 1°40', celui qui est le plus brillant et se
trouve encore a 1"46™ avant son passagc au méridien. On eflectue alors simul-
tanément, en ascension droite et en distance polaire, deux séries de dix pointés,
séparées par un intervalle de cinq minutes, sans qu’il soit nécessaire de marquer
le temps. N

Puis, aprés un intervalle de trois heures et demie, on répéte la double série
de dix pointés sur la méme étoile.

La comparaison des résultats nouveaux avec ceux qu’on a obtcnus déja
permet de déterminer l'inclinaison de I'axe instrumental au-dessus de I'équa-
teur; en multipliant le nombre des pointés, on peut porter la précision a 15
de seconde.

Sylvester. — Démonstration graphique d’un théoréme d’Euler
concernant les partitions des nombres. (1110).

Le nombre de partitions de n en nombres impairs, qui se divisent en ¢ groupes
de nombres distincts, est égal au nombre de partitions de n en i suites tout a
fait distinctes de nombres consécutifs.

Callandreau. — Calcul d’une intégrale double. (1125).

Quadrature approchée de l'intégrale double

| =

2
%

A

/‘m 2 cosix cosjvdrdyv
0 V14 a2 — 2\ (rcosz + vcosy)

Gonnessiat. — Observations de la cométe Swift-Brooks, faites
avec I'6équatorial Brunner de I'Observatoire de Lyon. (1128).

De Jonquiéres. — Loi des périodes. (1129).
Picard (E) — Sur les groupes de transformation des équations
différentielles linéaires. (1131).

L’auteur donne, relativement aux équations différentielles linéaires & coeffi-
cients rationnels et & intégrales réguliéres, un théoréme qui correspond au
théonéme fondamental de Galois sur les équations algébr'iques: il montre
Pexistence de substitutions de la forme

Y, =0+ )+ o Gy Yo

ol les )’ sont un systéme fondamental d'intégrales, ou les a sont des fonctions
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rationnelles d’un certain nombre de paramétres arbitraires, substitutions dont
I'ensemble constitue, au sens de M. Lie ('), un groupe G, et qui jouissent de
la propriété suivante :

Toute fonction rationnelle de x el de y, y,, ..., y,, ainsi que de leurs dé-
rivées, s'exprimant rationnellement en fonction de &, reste invariable quand on
effectue sur y,, », .., », les substitutions du groupe G; réciproquement,
toute fonction rationnelle de x et de y, »,, ..., ¥, ainsi que de leurs dérivées,”
qui reste invariable par les substitutions du groupe G, est une fonction ration-
nclle de .

Poincaré. — Sur les fonctions & espace lacunaire. (1134).

Considérons le plan des # comme divisé en deux parties par I'axe des quan-
tités réelles. Soit f(z) une fonction n’existant que dans la partie supérieure et
étant partout holomorphe dans cette partie; soit f, () une fonction n’existant
que dans la partie inférieure et élant partout holomorphe dans cette partie. On
peut trouver, deux fonctions ¢ (x) et 4 () jouissant des propriélés suivantes :
clles existent dans tout le plan; la somme ¢ + ¢ est égale & f dans la moitié
supérieure, & f, dans la moili¢ inféricure. La fonction » admettra pour coupure
le segment (—1, +1); la fonction ¢ admettra les deux coupures (— o, 1),
(+1, +=x).

Picquet. — Sur une généralisation du théoréme de Fermat.
(1137). )
Par des considérations de Géométrie, M. Picquet arrive a la proposition sui-
vante :
L'expression
Ld o _n
f(r)=ax"— x4+ Sz —. . . £Xgpab. .l

ol @, b, ..., I sont les faclteurs premiers de n, est divisible par n, quels que
soient les entiers n et z.

M. Kantor, qui avait élabli ce théoréme par d’autres considérations de Géo-
métrie (Annali di Vatematica, t. X, p. 64; Bulletin, 2* série, t. VI, 2¢ Partie,
p- 114), adresse, dans une Communication postérieure, une réclamation de
priorité.

N° 175 23 avril.

Tisserand. — Rapport sur les travaux de M. Roche, professeur
d’Astronomie a la Faculté des Sciences de Montpellier. (1171).

Loew)-. — Nouvelle méthode pour la détermination des ascensions
droites des polaires et de I'inclinaison au-dessus de I'équateur.

(Suite). (1179).

Trépied. — Sur une maniére de déterminer 'angle de position

(') Transformationen-Gruppen (Math. Annalen, t. XVI).
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d’un point'de la surface d’un astre & I'aide d’une lunette hori-
zontale. (1198).

Thollon. — Sur I’emploi de la lunette horizontale pour les ob-
servations de spectroscopie solaire. (1200).

, . . . 3,

Darboux. — Détermination d’une classe particuliére de surfaces

a lignes de courbures planes dans un systéme et isothermes.
(1202).

Cette question fait 'objet de deux Communications (n°* 17 et 18) : I’élément
linéaire étant pris sous la forme

ds* = e**(du?® + dv*),

la fonction & devra, d’aprés la nature de la question, salisfaire 4 deux équations
aux dérivées partielles, auxquelles on peut substituer les deux suivantes :

g:—: =Ue*+ U,eh,
h  dh _
Ju? o - .

B . . . 1y »> . .
ou U et U, sont des fonctions arbitraires de u, ol ¢, est une fonction de ¢ dé-
finie par I’équation

dVl = m’

V désignant une fonction arbitraire de ¢.
M. Darboux déduit de la qu'on doit prendre

0 (w)
0w

_[l’(O)l‘l((t+o)) —u
= he(w)e(u)

, 0’ (w)
U, (0 H(u—u) ngi
' 20(w)0(u)
, 6<u+wl—m>e<u—tf),—m> orio)
et = — 2 2 Le'otw,
H<u+lﬁ‘+m>ﬂ<u—l;|+w>

w étant une constante arbitraire, ainsi que le module .

Finalement, il parvient a la génération suivante des surfaces cherchées :

« Déterminons dans un plan P les coordonnées rectangulaires z,, ¥, d'un
point quelconque en fonction de u,, v,, au moyen de I'équation complexe

v

H(u—e—w,—;—?m) T
(1 —ivy)

2

= — " CITYE
P Hae)A (o) H<u+iu,+w‘) e e
2

alors I’équation ¢, = const. représente une famille de courbes isothermes.
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Faisons correspondre & chaque courbe (v,) la droite du plan passant par
Porigine et définie par I'équation

() +iy) e 18 (iv, + w) = (2, — iy, )ew10 (v —iv,).

Faisons rouler le plan sur un cone quelconque ayant pour sommet 'origine des
coordonnées. Les différentes droites du plan passant par I'origine viennent suc-
cessivement s’appliquer sur les génératrices du cone. La courbe (v,), corres-

pondant dans chaque position du plan a la droite de contact du plan et
du cone, engendrera la surface cherchée.

Minkoswshi. — Sur la réduction des {formes quadratiques positives
ternaires. (1203).
Soit
n

. ?= XQ‘AE.E;(

1

une forme quadratique posilive; pour n =1, 2, 3, 4 cette forme est réduite, et
clle ne l'est que si elle satisfait aux inégalités

et A toutes les inégalités
(P(EH €y wvn su)——iau"

dans lesquelles ¢, = -1 et ou les autres ¢ sont +1, 0, ou —1.

Ce théoréme est le suivant :

Une forme quadratique positive f = Sa,x,z, n’admet que pour un nombre
fini de systéemes numeériques (x,) une valeur qui ne surpasse pas une quan-
tité positive donnéee, montrant que l’on peut, pour chaque forme positive f,

determiner, par un nombre fini d’operations, toutes les formes reduites de
sa classe.

De Jonquiéres. — Loi des périodes (fin). (1210).

Fouret. — Sur une relation d’involution concernant une figure
plane formée de deux courbes algébriques dont 'une a un point
multiple d’un ordre de multiplicit¢ inférieur d’une unité a son
degré. (1213).

Ltant données, sur un méme plan, une courbe algébrique quelconque (K,)
de degré n, unc seconde courbe algébrique (L,) de degré r, ayant un point
multiple I d’ordre » —1, et une droite arbitraire (D), si Pon désigne respecti-
vement par a, b, ¢ les points d’intersection avec (D) : 1° d’une droite joignant
le point I & I'un quelconque des nr points d’interscction des deux courbes (K,)
et (L,); 2° de la courbe (K,); 3° de Pune queclconque des r —1 tangentes en [
a (L,); si I'on désigne en outre par e et f deux quelconques des points d’inter-
section de (D) avee (L,), on a la rclation d’involution

<¢ﬂ?;/)lu- - ([b)_;)n <$>:L~l ’
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les parenthéses désignant les produits des valeurs multiples des quantités mises
enlre ces parenthéses.

N° 18; 3o avril.

Faye. — Sur la réduction du barométre et du pendule au niveau
de la mer. (1259).

Sylvester. — Sur un théoréme de partitions de nombres com-
plexes contenu dans un théoréme de Jacobi. (1276).
Conséquences de I'égalité
(1= g0 F¢") (1= g ) (1 g+ (15 ¢°+) (1= ¢%)...

e+ila—b)

= N

Baillaud. — Une nouvelle formule pour le développement de la
fonction perturbatrice. (1286).

Sur une formule applicable & la théorie de Pallas et pour laquelle I'inclinaison
des orbites constitue plutét un avantage qu'un inconvénient.

Tacchini. — Observations des taches et des facules solaires, faites
a I'Observatoire royal du Collége Romain pendant le quatriéme
trimestre de 1882. (1289).

Tacchini. — Observations des protubérances, facules et taches
solaires faites a I'Observatoire du Collége Romain pendant le
troisi¢éme et le quatriéme trimestre de 1882. (1290).

De Teffé. — Observation du passage de Vénus a Saint-Thomas
des Antilles. (1291).

’ . N « . .
Cruls. — Sur 'emploi d'un verre biréfringent dans certaines ob-
servations d’analyse spectrale. (1293).
o

Darbouzx. — Détermination d’une classe particuliére de surfaces
a lignes de courbure planes dans un systéme et isothermes.

(1294).

De Jonquiéres. — Sur les fonctions continues périodiques dont
les numérateurs différent de l'unité. (1297).

Lucas (E.). — Sur la généralisation du théoréme de Fermat.

(1300).
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Pellet. — Sur une généralisation du théoréme de Fermat. (13o1).
Il s'agit de la proposition communiquée par M. Picquet.

Poincaré. — Sur les groupes des équations linéaires. (1302).

Goursat. — Sur quelques intégrales doubles. (1304).

Etude des fonctions de z définies par une équation de la forme

F(u,t, (u,t,3)
P (z dt du
(=) f ./: G(u,4,5) \
On sait les conséquences si importantes que M. Hermite a tirées de l'étude
des fonctions analogues ou ne figure qu’une intégrale simple.

Bourguet. — Sur la fonction eulérienne. (1307).
L’équation ,

1
0o=P(z)= z zai " L2 (z +2)

1 1

a une infinité de racines réelles.

N° 19; 7 mai.

Leewy. — Nouvelles méthodes pour la détermination de la por-
tion relative de I'équateur instrumental par rapport a ’équateur
réel et des déclinaisons absolues des étoiles et de la latitude

absolue. (1329).

D’Abbadie. — Observations relatives a la Communication précé-

dente. (1334).

Schwedoff. — Sur la figure de la grande cométe de septembre.

(1349).

De Jonquiéres. — Etude des identités qui se présentent entre les
réduites appartenant, respectivement, aux deux modes de frac-
tions continues périodiques. (1351).

Autonne. — Sur la nature des intégrales algébriques de I’équation

de Riccati. (1354).

Soit 5 une solution de I'équation de Riccati

a
() d;;+Py+Qy+R:0

Si z satisfait 4 une équation algébrique Q de degré m, I'équation Q jouira des
deux propriétés suivantes :
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Par Vadjonction de deux intégrales de (1), I'équation Q se décomposera en
facteurs abéliens.

Toutes les m racines de Q sont fonctions rationnelles de deux queclconques
d’entre elles; si donc le degré m est premier, Q est une équation de Galois.

Léauté. — Etudes pratiques pour la substitation, & un arc donné,
de certaines courbes fermées, engendrées par les points d’une
bielle en mouvement. (1356).

N° 20; 14 mai.
Borrelly. — Planéte (333", découverte le 11 mai 1883 a 'Observa-
toire de Marseille. (1413).

Bigourdan. — Observations de la nouvelle planéte @ Borrelly,
faites 4 I'Observatoire de Paris. (1416).

Cruls. — Sur la détermination du méridien dans les basses lati-
tudes, comme celle de Rio-de-Janeiro. (1416).

Duponchel. — Conservation de 'énergie et périodicité des taches

du Soleil. (1417).

De Jonguiéres. — Lois des coincidences entre les réduites des
fractions périodiques des deux modes. (1420).

Kantor (S.) — Sur une généralisation du théoréme de Fermat.

Picquet. — Sur la généralisation du théoréme de Fermat, due a

M. Serret. (1424).
- Ne 21; 21 mai.

Leaewy.'— Observations des petites planétes, faites au grand in-
strument méridien de I’Observatoire de Paris, pendant le pre-
mier trimestre de I'année 1883. (1445).

Périgaud. — Observations de la planéte (16) Psyché. (1463).

Poincaré. — Sur les fonctions fuchsiennes. (1483).

Détermination, avec une approximation indéfinie, du groupe d’une fonction
fuchsienne susceptible de prendre toutes les valeurs possibles, sauf n valeurs
données rangées sur un cercle de rayon 1 et dont le centre est a I'origine.

Bourguet. — Sur la théorie des intégrales eulériennes. (1487).

‘
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Sur les racines imaginaires de I’équation
P(z)=o.
De Jonquiéres. — Lois des identités entre les réduites des frac-
tions périodiques des deux modes. (1490).

N° 22; 28 mai.

Bigourdan. — Observations de la grande cométe de septembre
1882 (I, 1882), faites & 'Observatoire de Paris. (1559).

Vaneléék (J.-S. et M.-N.). — Sur les plans tangents et oscula-
teurs des courbes & double courbure et des surfaces. (1563).

Les auteurs poursuivent I’étude des propriétés des courbes et surfaces engen-
drées par le mode qu’ils ont défini antérieurcment (3o janvier 1882).

Stephanos. — Sur les relations qui existent entre les covariants
et invariants de la forme binaire du sixiéme ordre. (1562).

Application de la méthode exposée dans les Comptes rendus des seances
de I’ Académie des Sciences du 12 janvier 1882.

Picard (E) — Sur les formes quadratiques binaires a indéter-
minées conjuguées. (1567).
Etude spéciale de la forme ,
F = axx,+bxy —+ byXoy + CY¥o

ou, a, ¢ sont des quantités réelles, ou b et b, sont des imaginaires conjuguées,
ainsi que z, z, et ¥, ¥,, dans le cas ou bb,— ac = D est une quantité positive.
— Réduction d’une telle forme; application a la résolution en ncmbres entiers
de I’équation de Pell généralisée

zx,— Dyy,=1.
De Jonquiéres. — Lois des identités entre les réduites des deux
modes. (1571).
Ne 23 4 juin. .

Cornu. — Sur la possibilité d’accroitre dans une grande propor-
tion la précision des observations des satellites de Jupiter.

(1609).

Lalanne. — Note accompagnant la présentation de deux Notes de
M. Ed. Collignon relatives a la « Résolution, au moyen de Ta-
bleaux graphiques, de certains problémes de Cosmographie ».
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Bigourdan. — Observations de la cométe Brooks-Swilt («, 1883),
faites & I’'Observatoire de Paris. (163q).

Baillaud. — Sur le développement de la fonction perturl)a(r'ice.
(1641).

Sur I’application de la formule insérée dans lc n° 18 des Comptes rendus des
seances de U’Académie des Sciences.

Appell.— Sur des fonctions uniformes de deux points analytiques
qui sont laissées invariables par une infinité de transformations.

(1643).

L’auteur montre, sur un exemple, qu’il existe, pour une courbe du premier
genre, des fonctions de deux points analytiques (z,y), (&', »') qui ne changent
pas de valeur quand on remplace les deux points (z,y), (z', ') par deux
autres points (z,, ¥,), &}, ;) déduits des premiers a 'aide d’une transforma-
tion rationnelle réversible, c’est-a-dire que les deux points (z,y), (z', ')
étant supposés connus, les coordonnées des deux autres points (z,, ¥,),
(z',y,) sont déterminées par des équations du second degré ayant pour coeffi-
cients des fonctions rationnelles de (2, »), (z', »') et réciproquement.

Farkas. — Sur les fonctions uniformes. (1647).
Si une fonction uniforme n'admet qu'un nombre fini de discontinuités, il n’y

a que deux valeurs qu’elle ne puisse pas prendre.

Barbier (E.). — Une correction des formules stéréotypées de la
Préface de Callet (tirage de 1879). (1648).

Py

Léauté. — Régles pratiques pour la substitution & un arc donné
de certaines courbes fermées engendrées par les points d’une
bielle en mouvement. Cas des bielles isoscéles et rectangulaires.

(1649)-

Application des régles indiquées par 'auteur le 7 mai 1883.
’ N° 24; 11 juin.
Brioschi. — Sur quelques propriétés d'une forme binaire du hui-

tiéme ordre. (1689g).

Etude de la forme binaire du huitiéme ordre f (z,, z,), pour laquelle on a

a:"li(f/)A:mf?

m étant une constante.
Ledieu. — De I'homogénéité des formules. (1692).

Backlund. — Sur le mouvement de la comeéte d’Encke dans les
années 1851-1881. (1711).
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Vanécek (J.-S. et M.-N.). — Sur un mode de transformation des
figures dans I'espace. (1714).

Etude des coincidences dans le mode général de transformation qui est I'ob-
jet des travaux des auteurs.

Perrin. — Sur la théorie de la forme binaire du sixiéme ordre.
(1717)-
Dans diverses Communications antérieures (12, g, 26 février 1883 ), l'auteur a
donné une méthode générale pour calculer les syzygies entre invariants et co-
variants des formes binaires, et les résultats de I'application de cette méthode

4 la forme du cinquiéme ordre. I donne maintenant un Tableau de formules
analogues pour la forme binaire du sixiéme ordre.

De Jonquiéres. — Etudes sur les fractions continues périodiques.
(1721).

Ne 23; 25 juin.

Leewy. — Méthode nouvelle pourla détermination des ascensions
droites et déclinaisons absolues des étoiles (suite). (1745).
L’auteur apporte un nouveau perfectionnement i la méthode qu’il a commu-

niquée antérieurement a ’Académie, perfectionnement qui repose sur ’usage des
observations simultanées de deux polaires ayant méme déclinaison.

Faye. — Sur un dessin de la grande cométe de 1882 exécuté a
I’Observatoire de M. Bischoffsheim, prés de Nice. (1756).

Faye. — Sur les mouvements du sol de I'Observatoire de Neu-
chatel. (1757).

Krets. — Sur la détermination des volants des machines-outils.
(1769).

Une machine recoit le mouvement d'un arbre animé d’une vitesse constante;

la résistance éprouve, pendant un temps donné, une augmentation connue et

reprend ensuite sa valeur normale. On demande de déterminer le moment d’i-

nertie que doit avoir le volant pour que la variation de tension soit une frac-
tion donnée de la résistance agissant & la méme distance de 'axe.

Vanélek (J.-S. et M.-V.). — Sur un mode de transformation des
figures dans I’espace. (1773).

Les auteurs donnent divers énoncés généraux relatifs aux degrés de courbes

ou dc surfaces décrites par le sommet libre d’un triangle ou d’un tétraédre po-

laire par rapport 4 une quadrique dont les autres sommets décrivent des courbes
ou des surfaces données.

Bull. des Sciences mathém., 2° série, t. VITL. (Février 188/.) R.2
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Perrin. — Sur la théorie des formes binaires du sixiéme ordre.

(1776).

Suite de la Communication du 11 juin.

Picard (E.). — Sur la réduction continuelle de certaines formes
quadratiques.

Suite de la Communication du 28 mai.

L’auteur avait montré comment I'étude des formes binaires indéfinies & in-
déterminées conjuguées se raméne i la question de la réduction continuelle
d’une forme définie renfermant plusicurs paramétres; il indique une représcn-
tation géométrique qui simplifie notablement la solution du probléme.

Picart (A.). — Sur un nouveau systéme de bascule. (1782).

Cette bascule repose sur I'extension suivante du principe de Roberval :

Soit un parallélogramme articulé & des sommets et dont deux céOtés opposés
passent par deux points fixes, divisant ces deux cOtés en segments inégaux, res-
peclivement proportionnels, deux forces paralléles aux deux autres cotés, ap-
pliquées & des points invariablement liés & ces cOtés, se feront équilibre si elles
ont des grandeurs inversement proportionnelles aux deux segments.

N° 26; 18 juin.

Lewy. — Méthodes nouvelles pour la délermination des ascen-
sions droites et des déclinaisons absolues des étoiles. (1813).

Cornu (A.) et Obrecht (A.). — Etudes expérimentales relatives
a I'observation photométrique des éclipses des satellites de Ju-
piter. (1815).

, .

Ledieu. — Réciproque de 'homogénéité, similitude des formules.
(1854). .
Callandreau. — Sur le calcul des variations séculaires des élé-
A .
ments des orbites. (1841).

Communication relative & un Mémoire de M. Hill : On Gauss’s method oy
computing secular perturbations.

Perrin. — Sur la théorie de la forme binaire du sixiéme ordre.
(1842).

Barbier (E.). — Sur une formule de Lagrange déja généralisée
par Cauchy. Nouvelle géncéralisation. (1845).

Le déterminant du sixi¢me ordre dont les ¢léments sont les mineurs du se-
cond ordre d’un déterminant du quatrié¢me ordre A est égal a A’ : extension de
cclte proposition.
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Tome XCVIT; 1883.
N° 1; 2 juillet.
Bertrand. — Note sur les travaux de M. de la Gournerie. (6).

Stephanos. — Sur le systéme complet des combinants de deux
formes binaires biquadratiques. (27).

L’auteur donne le tableau complet des combinants de deux formes binaires
ak, bk; ce tableau présente une composition semblable a celle du systéme com-
plet de la forme a8 = (a%, b%), qui cst 'un des deux combinants élémentaires -
des deux formes données: l'auteur indique d’intéressantes relations entre les
¢léments des deux tableaux.

Goursat. — Sur une classe d’équations linéaires du quatriéme

ordre. (31).

Si les intégrales d’une équation linéaire du quatriéme ordre a coefficients uni-
formes F(u) = o vérifient unc relation homogéne du second degré, ct une
seule, cette relation pouvant étre mise sous la forme u, v, = u,u,, les intégrales
de cette équation sont les prodwits des intégrales de deux équations linéaires
du second ordre, dont les coefficients sont uniformes, en racines d’équations
quadratiques a coefficients uniformes.

Le Paige. — Sur les surfaces du troisi¢éme ordre. (34).

Construction d’une telle surface déterminée par 19 points; le point de départ
cst la proposition suivante :

« Si, par un point P d’une surface du troisiéme ordre, on méne trois droites ar-
bitraires &, 7, §, les plans qui joignent tous les points de la surface a trois
droites de celle-ci, X, Y, Z, ne se rencontrant pas deux & deux, coupent respec-
tivement &, m, § en des points §,, 1, §, dont les jonctions, c’est-d-dire les plans

£,1,§, enveloppent une surface de la seconde classe tangente aux faces du
triédre §n§. »

Ne 2; g juillet.

~

Foerster. — Sur les conditions du sous-sol de ’Observatoire de
Berlin. (78).
Gourier. — Sur une méthode capable de fournir une valeur ap-
prochée de l’intégralef+wF(x)dx. (79)-
Cette méthode reposc sur l; substitution aux polyndémes X, de Ia,méthode de
B

Gauss des polynomes que M. Hermite a déduits de la fonction e 2.

Barbier (E.). — Généralisation du théoréme de Jacobi sur les
déterminants partiels du systeme adjoint. (82).
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Pellet (A.). — Sur la réduction des €quations. (85).

Picart (A.). — Sur une bascule, nouveau systtme de romaine &
curseur automatique. (86).

Ne 3; 16 juillet.

De Saint-Venant et Flamant. — Résistance vive ou dynamique
des solides. Représentation graphique des lois du choc longitu-
dinal, subi & une de ses extrémités par une tige ou barre prisma-
tique assujettie & 'extrémité opposée. (127).

I. Solutions anciennes et solution nouvelle de la question. — II. Equation
différentielle et conditions définies du probléme. 1II. Solution et valeurs succes-
sives de la fonction arbitraire qui y entre. — IV. Vérification et justification des
expressions trouvées. — V. Temps de la fin du choc.

André (C.). — Sur 'observation faite par M. Gonnessiat de la
grande cométe de 1882. (150).

Gérillot. — Changements produits surla durée de 'année julienne
par les variations des quantités dont dépend cette durée.
(151).

La petite différence qui existe entre le moyen mouvement du Soleil adopté
parBessel et celui qu'ont adopté depuis Hansen et Le Verrier n’a, contrairement
4 l'opinion émise par M. Stone, qu’une influence trés faible sur la durée de I'u-
nité de temps employée dans la construction des Tables astronomiques; I'effet
en est presque insensible sur le calcul des positions théoriques des corps cé-
lestes, dans les limites de temps ou les Tables actuelles sont susceptibles de
présenter une précision suffisante.

Boussinesq. — Du choc longitudinal d'une barre prismatique,
fixée & un bout et heurtée al'autre. (174).

’
Extrait d’un Livre actuellement en cours d’impression : Application des po-

tentiels a Vetude de Uéquilibre et des mouvements des solides élastiques, avec
Notes etendues sur divers points de Physique mathématique et d’Analyse.

Radau. — Remarque sur le calcul d’une intégrale définie. (157).

Sur la méthode proposéc par M. Gourier. — Cas ol les limites sont oet .

Le Paige. — Sur les surfaces du troisiéme ordre. (15q).

N° 4; 25 juillet.

De Saint-Venant et Flamant. — Résistance vive ou dynamique
des solides. Représentation graphique des lois du choc longi-
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tudinal, subia une de ses-extrémités par une tige ou barre pris-
matique assujettie a I'extrémité opposée (suite). (214).

V. Loi des dérivées de la fonction arbitraire. Leurs maxima et minima. —
VI. Valeurs de ces dérivées dans I'état de niveau libre. — VII. Loi de la fonc-

tion arbitraire elle-méme. — VIIL. Loi des déplacements des divers points de la.
barre.

Halphen. — Sur quelques équations différentielles linéaires du
quatri¢éme ordre. (247).

Il s’agit des équations signalées précédemment par M. Goursat, et dont les
intégrales sont liées par une relation quadratique : auteur expose comment on”
peul reconnaitre qu’il en est ainsi et les réduire au second ordre. Pour cela, il
fait usage d’unc courbe gauche, attachée, pour ainsi dire, 4 équation du qua-
triéme ordre, les coordonnées homogénes d’un point quelconque étant, chacune,
une intégrale de I’équation. Il y a identité entre les inconvénients de cette
courbe et les inconvénients de I'équation différentielle.

Poincaré. — Sur certaines solutions particuliéres du probléme
des trois corps. (251).

Les masses de deux corps étant supposées trés petites, I'auteur déduit d’un
théoréme de M. Kronecker P’existence d’une infinité de solutions particuliéres
jouissant, entre autres, des propriétés suivantes : le mouvement est périodique,
c’est-a-dire que, le temps augmentant d’une période constante, les trois corps re-
prennent la méme position initiale relative. A la fin d’une période, les distances
des trois corps reprennent leur valeur initiale, ainsi que les vitesses relatives
estimées soit dans la direction du rayon vecteur, soit dans la direction perpen-

diculaire. Le systéme entier a sculement tourné d’un certain angle autour du
centre de gravité, supposé fixe.

Picart (A.). — Nouvelle disposition du segment de bascule ro-
maine & curseur automatique. Troisi¢éme Note. (252).

Thollon. — Perturbations solaires nouvellement observées.
(252).

N° 35 3o juillet.

De Saint-Venantet Flamant. — Résistance vive ou dynamique des
solides. Représentation graphique des lois du choc longitudinal,
subi 4 une de ses extrémités par une tige ou barre prismatique
assujettie & l’extrémité opposée (suite). (281).

IX. Loi des déplacements des points de la barre dans T'état de détente libre,
ot la barre et le corps hcurtant ont cessé de se toucher. — X. Lois des dilatations

ou contractions des divers éléments de la barre rapportées a 'unité de leur lon-
gueur. — XI. Plus grands déplacements de Pextrémité heurtée. — XII. Déter-
.
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mination de la plus grande des dilatations ou contractions des divers éléments

de la barre, sur I'unité de leurs longueurs. — Conclusion.

Picart (A). — Sur l'intégration d’une cerlaine classe d’équa-
tions différentielles partielles du second ordre a deux variables
indépendantes. (303).

L’auteur considére le type d’équations aux dérivées partielles du second ordre
obtenu en remplacant R et R’, dans I'équation

¢(R,R") =0,
par les racines de I'équation
(rée =R+ 14+ p*+q'[(1+q*)r—2pgs +~ 1+ p?)t]1R
+G+p+gtP=o.
Ne 6; 6 aout.
Passack i Vinus, do 6 décembre 1882. — Rapports prélimi-
naires. (353-443).

Mission pe v'iLe v’Hairi. — Rapport de M. d’ Abbadie, de
M. Callandreau, de M. Chappuis. Note de M. de la Beaume-
Pluvinel.

Mission pu Mexique. — Rapport de M. Bouquet de la Grye,
de M. Héraud,de M. Arago.

Mission pe LA MarriniQue. — Rapport de M. Tisserand, de
M. Bigourdan, de M. Puiseux ; Note de M. Térao.

Mission pE LA Frorioe. — Rapport de M. Perrier.

Mission mE Sanra-Cruz pE Pataconie. — Rapport de M. Fleu-
riais.

Mission pu Cuiui. — Rapport de M. de Bernardiéres, de
M. Barnaud, de M. Favereau.

Mission pe Cuusur. — Rapport de M. Hatt; Notes supplémen-

taires ; observations du passage de Vénus a Montevideo, par
M. A. de Penfentenyo.

Mission pu Rio-Necro. — Rapport de M. Perrotin.
Misston nu Car Horn, — Rapport de M. Courcelle-Seneuil.
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Mission pe Bracavo. — Lettre de Son Excellence le D' Dardo-
Rocha, gouverneur de la province de Buenos-Ayres, a
M. Dumas ; Rapport de M. Perrin.

De Saint-Venant et Flamant. — Résistance vive ou dynamique
des solides. Représentation graphique des lois du choc longitu-
dinal, subi 4 une de ses extrémités par une tige ou barre prisma-
tique assujetties & 'extrémité opposée (swite et fin). (454.)

Ne 7; 13 aott.

Stone. — Observations relatives & une Communication précé-
dente de M. Gaillot, sur les changements produits sur la durée \
de I'année julienne. (484).

L’auteur contesle les résultats obtenus par M. Gaillot et maintient ses propres
conclusions.

André (Ch.) et Gonnessiat. — Sur la détermination des ascen-
sions droites des étoiles circumpolaires. (486 ).

Sur une méthode analogue a celle que préconise M. Leewy.
N° 8; 20 aott.

Mouches. — Observation des petites planétes, faites au grand in-
strument méridien de 1'Observatoire de Paris, pendant le
deuxiéme trimestre de 'année 1883. (305).

Faye. — Sur une lettre du général Stebnitski, relative a la figure
de la Terre. (308).

N° 9; 27 aott.

’

Gaillot. — Sur la mesure du temps. Réponse aux observations de

M. E.-J. Stone. (364).

Lord Rayleigh. — Sur une formule relative a la vitesse des ondes,
en réponse & M. Gouy. (365).

Autonne. — Recherches sur les groupes d’ordre fini, contenus
dans le groupe des substitutions quadratiques homogénes & trois

variables. (367).
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L’auteur définit un type de substitutions quadratiques homogénes appartenant
4 un méme groupe; il donne la condition pour que ce groupe soit fini et montre
comment l’étude des groupes considérés se raméne a I'étude des groupes li-
néaires fractionnaires a deux variables.

N° 10; 3 septembre.

Janssen. — Rapport sur la Mission en Océanie, pour I'observa-
tion de 'éclipse totale du g mai 1883. (586).

Dans le Rapport général sont intercalés des Rapports sommaires, rédigés im-
médiatement aprés les observations par MM. Janssen, Tacchini, Palisa et Trou-
velot et qui permettent de faire la part de chacun; parmi les importants résul.
tats obtenus par ces éminents observateurs, on notera particuliérement les

conclusions négatives auxquelles ils paraissent étre arrivés relativement a Pexis-
tencc de planétes intra-mercurielles.

Bigourdan. — Observations de la planéte (234, faites & 'Obser-
vatoire de Paris. (610).

N° 11; 10 septembre.

Bigourdan. — Observations de la nouvelle cométe découverte par
M. Brooks et de la planéte (234), faites 3 'Observatoire de Paris.
" (636).

Brassinne.— Proposition sur une question de Mécanique relative
alafigure de la Terre. (637).
Si I'on considére un ellipsoide homogéne dont I'équation est
xﬂ J,z z'l
e -+ B -+ i 1= o0,
les composantes de la force exercée sur un point (z', »’, 3') de la masse inté-

rieure sont de la forme Pz’, Qy', Rz'; 'auteur en conclut que Pellipsoide est,
pour une'masse fluide, une figure d’équilibre, si ’on a la proportion

N° 12; 17 septembre.

Schulhof et Bossert. — Eléments et éphémérides de la cométe
Pons-Brooks (cométe de 1812). (662).

Trouvelot. — Recherche de l'étoile rouge observée pendant I'é-
clipse totale du 6 mai 1883. (665).

Celle étoile pourrait, d’aprés I'auteur, étre unc planéte intra-mercurielle.



REVUE DES PUBLICATIONS. ' 25

Perrotin. — Sur I'étoile double 2400 du Catalogue de Dorpat.
(665).

N° 13; 24 septembre.
Bigourdan.— Observations despetites planétes (i59), (199) et (218

et de la cométe de Pons-Brooks, faites 4 1'Observatoire de Pa-
ris. (701).

Périgaud. — Observationsde la planéte (113) Amalthza. (704).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE, puBLIEES
$OUS LES AUSPICES DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE, PAR UN CoMITE
DE REDACTION COMPOSE DE MM. LES MAITRES DE CONFERENCES DE L EcoLE (1).

Tome XI; 1882.

Gorceiz. — Ktude géologique des gisements de topazes de la
province de Minas-Geraes. (10-31).

Sauvage (L.). — Sur les propriétés des fonctions définies par
un systéme d’équations différentielles linéaires et homogénes &
une ou plusieurs variables indépendantes. (32-78).

L’objet de I'auteur est 'étude des solutions d’un systéme d’équations aux dif-
férentielles totales de la forme

dy;=(ay ¥+ ayy,+...+a,r,)dz,+...

(1)
+(li|.71+lizyz""'“"‘lin}’n)dxp’

oui=1,2,...,n dans les régions du plan ou les coefficients &, b, ...,? sont
des fonctions analytiques des p variables indépendantes x,, @,, ..., Z,.

Il résulte tout d’abord du théoréme de M. Bouquet sur les systémes d’équa-
tions aux différentielles totales (Bulletin, 1™ série, t. III, p. 265) que, si les
coefficients a sont des fonctions réguliéres (au sens de M. Weierstrass) au point
(%> &y .-+ §,), il existe n fonctions y,, ¥30 «o vy Py satisfaisant aux équations
proposées, réguliéres en ce point (%, £,, ..., §,) et prenant en ce point des va-
leurs arbitrairement choisies 1, 7, ..., n,. Cette proposition permet de définir
une solution du systéme (1); en partant, avec des valeurs déterminées, d’un
point (z,, Z,, ..., &,), on peut, par la continuité, en imposant aux variables
indépendantes des chemins et des marches déterminées, aboutir, avec des va-

(') Voir Bulletin, V1,, 266.
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leurs détcrmindes, & un autre point (X,, X,, ..., X,), cn supposant, bienentendu,
qu’on ne rencontre aucun point singulier des coefficients a, b, ...; mais il est
cssentiel d’observer qu’on peut, entre certaines limites, altérer les chemins
et les marches des variables, sans cesser d’arriver avec les mémes valeurs au
point (X,, X,, ..., X,).

Une solution du systéme (1) est un groupe de n fonctions y définies par le
procédé qui vient d’étre expliqué.

Quand on considére simultanément plusieurs solutions, on suppose que les
variables ont les mémes marches sur les mémes chemins.

Un systéme de solutions est I'ensemble de n solutions des ¢quations propo-
sées.

Un tel systéme

. Yivr Yay cees Vo

ety esay ey eeey
ylu! y?u? cery Van

est dit fondamental si le déterminant formé au moyen de ses éléments est
différent de zéro; M. Sauvage prouve lexistence de systémes fondamentaux;
toute solution du systéme (1) peut s’obtenir par des combinaisons linéaires et
homogénes & cocfficients constants des éléments d'un systéme fondamental
quelconque de solutions. M. Sauvage poursuit les analogies bien ¢videntes avec
la théorie, due & M. Fuchs, des équations différentielles linéaires et donne, cn
particulier, un procédé pour construire un systéme fondamental de solutions,
cn procédant de proche en proche, par la considération de systémes contenant
un nombre de moins en moins grand d’inconnues.

En supposant ensuite que les variables reviennent au point de départ, on
arrive, comme pour les équations différentielles linéaires, a la notion de I'égua-
tion fondamentale, équation dont les racines sont liées en quelque sorte 3 un
certain systéme fondamental; I'analogie est compléte.

Enfin, dans la dernié¢re partie, auteur étudie le cas particuliérement simple
o il n’y a qu’une seule variable indépendante.

E'lliot. — Propriétés et applications de certaines fonctions ana-
logues a la fonction 0. (791-118).

Sous ce titre, M. Elliot a publié¢, dans ce Volume des Annales, deux Mé-
moires dont nous rendons compte simultanément, et dont 'objet essentiel est
la résoluti6n d’un systéme d’équations aux dérivées particlles, analogue a celui
qui définit les fonctions abéliennes, mais ou figurent des intégrales normales de
troisiéme espéce; cetle question avait déja été trailée, d’une facon toute diffé-
rente, par MM. Clebsch et Gordan (Theorie der Abelschen Functionen,
p. 287).

M. Elliot la résout en étudiant directement les fonclions ©'9) introduites par
ces auteurs, et en faisant entrer dans leur composition des constantes telles
qu'on puisse leur appliquer les deux théorémes de Riemann relatifs a la fonc-
tion @[« (z) — G,]; la marche suivic est alors toute pareille a celle que
M. Briot a adoptée dans sa Théorie des fonctions abéliennes. Ajoutons que
MM. Clebsch et Gordan ont seulement considéré le cas ot les équations aux
dérivées partielles contenaient ¢ intégrales de troisiéme cspéce, tandis que
M. Elliot traite lec cas ou clles conticndraicnt cn outre » intégrales normales
de deuxiéme espéce.
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Notations : courbe fondamentale, de genre p, de degré m :

F(z,y) =o.

Intégrales normales de premicre espéce :

Uy Uy ooy U,

Intégrales normales de troisiéme et de deuxiéme espéce :
O Yy ey 93
Wiy Way aery Wi

Les périodes normales d’indice pair des intégrales () sont représentées par

2a;; quant aux périodes d’ordre pair, une est égale & 2w ‘/—I, les autres
sont nulles.

Pour les intégrales normales ¢(*), les périodes normales d’indice impair sont
nulles; les périodes normales d’indice pair sont désignées par

2A,,= uli (7)) — u® (§®);

(&), £, (M, m(})) désignent les points analytiques pour lesquels ¢¥) devient
infinie; intégrale w® (§,) est prise le long du chemin formé par les lacets fon-
damentaux de deuxiéme espéce conduisant de la racine initiale y, avec la-
quelle commence le circuit unique qui contient le lacet du point (E®, ),
chemin suivi des lacets relatifs aux points critiques algébriques qui entrent
dans ce circuit jusqu’a la droite O&*) décrite une seule fois de O vers £(*); I'in-
tégrale u)(n() a un sens analoguec.

Pour les intégrales normales de deuxiéme espéce w®), les périodes normales
d’indice impair sont nulles; les périodes normales d'indice impair sont repré-

sentées par )
= (4o
twi =\ gz ()’

on les obtient en remplacant z et ¥ par les coordonnées £, ¢ du péle de I'inté-
dul®)
les ——-

grale w, dans les s

Enfin, en considérant les mémes chemins d’intégration que ci-dessus, on
pose )

o) (&)Y — oR) (E(K)) = Liy
et 'on a
Lix = Lk

Désignant ensuite par ¢, €, ... ¢, ¢ quantités égales a =1, M. Elliot intro-
duit les constantes H définies par les équations
4H; = ¢ Ly + &Ly ..o, Ly,
ou
S=1,2y,¢.4y4,
et il pose .

k=q 1 2 ex(v(R)+Hg)

) (1), p(h)) = 29 0 +EEA’Aki e =1 ;
€ A=1
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chaque terme est le produit d’une fonction 8 ordinaire par une exponentielle;
il y a autant de termes que de groupes distincts de quantités ¢, c’est-a-dire 27;
par exemple, pour ¢ =1, on a

1
. ) L
80) (u, o) = @ (ul) + A,,)e2”

RO
+O(ud—Ae 3 .

Ces fonctions 8¢ sont les mémes fonctions que celles considérées par
MM. Clebsch et Gordan. M. Elliot considére en outre les fonctions 8, et
8(%) définies comme il suit :

On a

8 = wl( @ 4+ Dg) 8,

le Dy ®© désignant la dérivée de la fonction ® par rapport & z, ou Yon con-

vient de remplacer les variables x et y par {0, 4! dans les derivées des
intégrales ul) seulement, en d’autres termes

2=p
08[ul (2
. i=1

de méme,
8, = W(z)e(‘) -+ Dz 8,

Ledeuxiéme terme dudeuxiéme membre est la dérivée de 8(,) par rapport a z,avec

la convention que I'on remplace z et y par {®, §{?’ dans les dérivées des inté-
grales u') et de l'intégrale w),

0, = w®e, 4 Dy 0(;

ici, dans la dérivée, par rapport & = de ©,, on doit remplacer z, y par §(3)
¢'3) dans les dérivées des u(), de w(") et w(), ... : 8, est symétrique par rap-
port aux diverses intégrales w.

On a ensuite

8{{} = w8 — Dymew.

Le deuxiéme terme du deuxiéme membre est la dérivée de 8(?) par rapport

a z, ou lon remplace z, ¥ par §(\), {1}, mais seulement dans les dérivées des
intégrales u(9) et dans celles des intégrales o(%):

07} = wNe(fl) + Dynell;

L . . du®  do)  dwh
ici, il faut faire z = §("), y = ¢{” dans T d 4o
L’étude de la fonction

8{f) (ul) — Gy, 01 — gy, W — ), )
ou les G;, gy, 7, désignent des constantes quelconques qui, d’ailleurs, sont suscep-
tibles de prendre une infinité de valeurs, conduit ensuite aux propriétés sui-
vantes :

.
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Cette fonctlion admet p -+ g + r zéros satisfaisant aux équations

J=prg+r
u(x;) —G;= Gy,
j=t
J=prg+r
oW (z;) — g, =D,, ’
j=1
. J=pq+r
wh (2;) — 1, =E,.
j=t

Les deuxiémes membres sont des constantes auxquelles on doit ajouter des
multiples quelconques des périodes des intégrales qui figurent dans les pre-
miers membres correspondants; les constantes G, g, Y peuvent étre choisies de
fagon que la fonction considérée admette p + g -+ r zéros donnés arbitraire-
ment.

La considération des courbes adjointes conduit ensuite 'auteur aux propo-
sitions suivantes :

La fonction ©{f), dont les arguments sont

J=p+q+r—1
ul (z) + Z uli) (z,) — ud(a) — G,
j=1
j=p+q+r—1
W (z)+ ¥ eW(z) — oW(a) =D,
J=1
j=prgr—t
wO(2)+ D W (z) —w® (0) —Ey,
Jj=1

admet le zéro (e, B) et p + g -+ r —1 autres zéros indépendants du premier.

Soient ®(z, ¥) = 0, ¢ (&,¥) = o les équations de deux courbes données de
degré n,(a, b,) les mn points d’intersection de la premiére, (2, B,) les mn
points d’intersection de la seconde avec la courbe fondamentale F(z, y) = o,
les deux produits

J=prq+r
I=m GW}) ut® ('z}) —ul (ae) - C‘u Lo
’ .
_ j=1
V= =p+q+r
=1 i) 2 ul) (z,) — u (a,) = Cp ...
J=1
et
l=mn

‘I)(xe’ye
P=
]_.[d>(.z',,y,
=1

ne différent que par une constante.
M. Elliot se trouve maintenant en mesure de résoudre le probléme posé au
début de la méme facon que M. Briot a résolu le probléme de linversion
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pour les équations abéliennes; d’une fagon précise, ce probléme, si I'on pose, en
employant des notations qui s’expliquent d’elles-mémes ,
»Y 92 ¥)
X0,Yo F'y(z,y)

Y 4/ (z, y)
o0 () ——f 0, nlgk)]Fy(-T,)’) @

uld(z) = dz,

e ya(@,7)
oy LEMIFY(2,5)

consiste dans la résolution par rapport aux z, les u, ¢, w étant regardés
. comme donnés, des p + g + r équations différentielles

wh(z) = dz,

n=p+q-+r

7 dr,=du; (i=1,2,...
Fy(xn?yn) " ( T ’p),

n=p+q-+r
“h’ (zn’ .yu)
[E®, a1, Fy (2, 7,)

dr,=dv, (k=1,2,...,9),
n=1
r=p+q+r
X (Zws V)
s —dz,=dw, (h=1,2,...,7);
~ h
[C(h)]n 3'(17,,,}’,,) " To ! ’
les indices n dont sont affectés les crochets signifient que, dans les fonctions
linéaires de z, ¥ que représentent ces crochets, on a remplacé 2 par z,, ¥ par y,.
Cette question, interprétée géométriquement, revient a la suivante :

Trouver les p + q + r points d’intersection avec F(z,y) = o d’une courbe
adjointe du degré m + q + r — 2 passant par p + q + r -+~ m — 2 points de
F(x,y) =o0 et par q + r points situés respectivement sur chacune des droites
[0, a7, [§® ] en dehors de la courbe.

Charve. — De la réduction des formes quadratiques quaternaires
e, q ques q
positives. (119-133).

M. Selling (Journal de Borchardt, t. LXXVII) a donné une méthode de ré-
duction poyr les formes ternaires positives que M. Charve a d’ailleurs exposée
dans le t. VII des Annales; M. Charve applique cette méthode aux formes qua-
ternaires positives.

On commence par remplacer les variables z, y, 5, ¢ de la forme quaternaire
donnée par les quantités * — u, y — u, 5 — u, t — u, puis on la met par une
transformation facile sous la forme

o=a(z—y )l +blx—35) +clz—1t)+d(z—u)y+e(y—z)?
+fy =) +g(y—u)+h(z =ty +k(s—u)l+1(t—u),

et c'est cettc forme que l'on étudie : il cst bien aisé de voir comment on
passe des substitutions relatives a la forme donnée (4 qualre variables) aux
substitutions relatives a la forme ¢ (& cinq variables) et réciproquement.
La forme ¢ cst dite réduite si elle satisfait & Pune des conditions suivantes
1° Ou bien tous les coeflicients a, b, ¢, ..., ! sont positifs;
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2° Ou bien a est scul négatif et il est inférieur en valeur absolue 4 a, b, ¢, d
e, [, 83

3° Ou bien a et b sont seuls négatifs, de plus @ est inférieur en valeur ab-
solue & b, ¢, d, e, f, g; cn méme temps X cst inféricur en valeur absolue &
b, ¢, e, f, k, I; cnlin a + I cst inférieur en valeur absolue 4 b, ¢, e, f.

Cette définition est précisée par les propositions suivantes, établies par
M. Charve :

1° Il y a toujours une forme équivalente a la forme donnée et verifiant les
conditions precedentes ;

20 Il n’y en a qu’une, abstraction faite de celle que Uon peut déduire par
la permutation des lettres, c’est-a-dire que si une forme satisfait a quelqu’une
des trois conditions, aucune forme équivalente ne satisfera a l’une de ces con-
ditions, quelle que soit cette condition. -

En outre, M. Charve établit que la réduction peut étre obtenue par I'emploi
répété (un nombre fini de fois) de deux substitutions seulement.

K

Hiouzx. — Racines communes & deux équations algébriques en-
tiéres. (135-136).

Note additionnelle 4 un Mémoire inséré dans le t. X des Annales.
Chappuis. — Etude spectroscopique sur I'ozone. (137-186).
Parmentier. — Sur les silicomolybdates. (187-218).

Keenigs. — Sur les propriétés infinitésimales de 'espace réglé.
(219-338).
Le travail de M.Kcenigs a été analysé dans la premiére partic du Bulletin.

Brillouin. — Comparaison des coefficients d’induction. (339-

424).

E'lliot. — Propriétés et applications de certaines fonctions ana-
logues a la fonction ©. (425-436).

Voir plus haut.

Nicolas. — Etude sur les fonctions de Fourier. (Supplément,
1-go).
Monographic des fonclions connues aussi sous le nom de fonctions cylin-
driques ct de fonctions de Bessel.

1. Propriétés principales des fonctions de Fourier. — II. De la fonction de
decuxiéme espéce. — III. Autres développements en séries; ces Jdéveloppements
sont obtenus cn introduisant la fonction exponenticlle en facteur. — IV. Repré-
sentation des fonctions de Fourier par dcs inlégrales définics. — V. Etude
de nouvelles intégrales. — VI. Cas ou le paramétre ¢ est dc la forme n —i—l2 ,
n étant un nombre entier et ¢ le paramétre qui entre dans I'équation différen-
ticlle du sccond ordre : ce cas corrcspond & une ¢équation différentielle inté-
grée par M. Serret en cmployant la méthode des difféventiclles et indices quel-
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conques; M Nicolas traite cette équation directement ct parvient & quelques
propriétés remarquables de la fonction exponentielle, signalées en partie par
M. Hermite (Comptes rendus, 183).

¢
JOURNAL DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, publié par le Conseil d'instruction
de cet établissement (1).

L1I° Cahier. — Tome XXXIII, 1882.

Halphen. — Mémoire sur la classification des courbes gauches
algébriques. (1-200.)

Ce Mémoire a été couronné par I’Académie des Sciences de Berlin (Prix
Steiner, 1882).

Nous citons en partie le résumé que donne 'autcur des principaux résultats
obtenus par lui.

Le probléme de la classification des courbes gauches algébriques se pose en
ces termes :

Enumeérer, définir entre elles les diverses familles de courbes d’un méme
degré, de telle sorte qu'aucune famille ne puisse jamais étre cas particulier
d’une autre plus génerale.

...Je me borne d’ailleurs, et d’une manic¢re absolue, aux courbes qui n’ont pas
de points singuliers.

En premier lieu, il convient d’examiner quelles sont les familles dont on peut
obtenir une définition immédiate. A cet égard, on verra dés le début, et de trois
maniéres différentes, le résultat suivant :

Les courbes de degré d, ayant k points doubles apparents, forment une
seule famille si le nombre k est compris entre les deux limites H(x) et H(2)
ci-apreés,

H() =

(d—l)a(d—z), H(2)

— (d—2)(d—3) 1.
2

Et voici le caractére distinctif de ces familles :

Toute courbe plane, de degré d, ayant des points doubles en nombre h,
compris entre ces deuzx limites, est la perspective d’une courbe 'gauche de
degré d, ayant h points doubles apparents.

Au contraire, une courbe plane, de degré d, ayant des points doubles en
nombre h inferieyr a H (2), et d’ailleurs quelconque, r’est pas la perspec-
tive d’une courbe gauche de degré d.

Jusqu’au sixiéme ordre inclusivement, il n’existe pas d’autres courbes que

() Voir Bulletin, VII,, 165.
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celles dont je viens de parler. Dés le septiéme degré, il en apparait d’autres.
C’est de 1a que naft toute la difficulté du probléme.

Quoique la caractéristique % ne puisse suffire 4 distinguer les diverses familles
de courbes d'un méme degré, elle est cependant trés propre & séparer les unes
des autres la plupart de ces courbes. Aussi est-il essentiel de connaitre d’abord
quelles sont les diverses valeurs numériques de cette caractéristique :

—1\2 ’
Le minimum de h est l’entier contenu dans <d I> .
2
Voici maintenant un autre résultat bien saillant :
La caracteristique h n’est pas susceptible de devenir égale a un quelconque

—1\? - —
des entiers depuis <d ) Jusquw'a (—d———#—%), mais seulement a

quelques-uns d’entre euzx.

Ainsi, pour un méme degré d, la suite des nombres 2 est discontinue, elle
présente des lacunes. Cette circonstance ne s’offre pas avant le neuviéme degré.
On a en méme temps cette proposilion :

Les courbes de degré d qui ont moins de (d—_l)3(_d:3_)

points dou-
bles apparents sont situées sur des surfaces du second degre. Les nombres I
qui s’y rapportent sont donnes par la formule

h=— d(d—1)
2

—AMd—2),

. . I L. d—i1\? .
ot N est un entier arbitraire. Le minimum <——:—) est atteint pour

\
A= (‘—i——;t-l-) Les autres valeurs s’obtiennent quand on fait croitre A.

A chacun de ces nombres h correspond une famille de courbes G, situées
sur une surface du second degre. Tant que h r’atteint pas la limite
(_‘Zl_l);ﬁl_:__"’) s ces familles seules existent. Quand h depasse cette limite
H(3), les courbes C, composent des familles qui coexistent avec d’autres cor-
respondant aux nombres d,h.

Le nombre H(3) est donné par une formule générale, comprenant aussi H (1)

et H(2), et dont il sera parlé plus loin. .
. .. (d—1)(d—2) .
A partir de la limite — la suite des nombres 72 ne présente

plus de lacunes.

A chaque nombre entier pris pour h, a partir de

@=n@=n

respond une famille de courbes C,, situces sur des surfaces du troisicme,

[

degré. Tant que h natteint pas la nouvelle limite 3

} » ces courbes

C, existent seules, conjointement avec les courbes C,. Au dela, elles compo-
sent encore des familles distinctes tant que h n’atteint pas une autre limite
H(4). Au dela, elles ne sont plus que des cas particuliers.

Cette sélection se poursuit encore :

. . ; e [(d—2)
A chaque nombre entier pris pour h, a partir de 3 I correspond

Bull. des Sciences mathem., 2° série, t. VITL. (Mars 1884.) R.3
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une famille de courbes C, situées sur des surfaces du quatriéme ordre (sauf

une lacune d’une unité dans les valeurs de h a partir du minimum, quand le

degré est divisible par 4). Tant que h r’atteint pas la limite » [(—@¥d—_—§)]

d(d—35)
5

C, coexistent seules avec les courbes C,, Cy;. Au dela, elles composent encore

des familles distinctes, tant que h r’atteint pas une autre limite H(5).

ou, pour le cas ou d est divisible par 5, la limite 2[ ], ces courbes

La méme sélection, qui ne peut étre reconnue que sur des exemples ou d soit
choisi assez grand, se continue, et voici enfin ’énoncé général de la loi qui y
préside.

Soit m un nombre entier égal ou inferieur au plus petit nombre entier M
pour lequel est satisfaite la condition

(M 1) (M +2) (M

! +3) > Ma 43

A ¢e nombre m correspond une fonction }(m) jouissant de la proprieté
suivante :

I. Toute courbe du degré d qui a moins de % (m) points doubles appa-
rents est située sur une surface de degré moindre que m.

La fonction 5 (m) est toujours croissante avec m. (On dira dans un instant
quelle est cette fonction.)

II. A tout nombre h, égal ou supérieur & ' (m), correspond une famille
de courbes C,,, du degré d, situées sur des surfaces de degré minimum m
(sauf quelques lacunes dans les plus petites valeurs de /& et le cas m = 2). Tant
que h reste inferieur a une autre limite H(m +1), les courbes C,, coexistent
conjointement a toutes autres et composent des familles distinctes. Au dela
de cette limite, ce ne sont plus que des cas particuliers. La limite H(m +1)
est donnée par la formule

(d—m—x)(d—m—2)+ m(m+r1)(m—+2)

H(m +1) = > 4

III. La courbe C,, qui a le plus grand nombre de points doubles apparents
h=H(m + 1) —1, comporte dans sa définition 4d arbitraires. Chacune des
autres’en comporte davantage, savoir fd+H (m+1) — 1 — h(sauf encore quel-
ques exceptions pour les plus petites valeurs de 2).

Si, dans la fonction H, on fait varier I'entier m de toutes les maniéres pos-
sibles (sans tenir compte d’ailleurs de la condition m < M), on reconnait que
cette fonction H a un minimum. Ce minimum donne lieu & une exception pour
la proposition précédente. Voici cette exception : En general, il existe dans le
voisinage de M un ou plusieurs entiers m, pour lesquels la limite fy(m) est
supérieure au minimum de H; ce n’est d’ailleurs pas pour un de ces nom-
bres que H atteint un minimum, et, dans tous les cas, comme l’¢nonce I1
Vexige, H(m 1) est toujours supérieur a }y(m). '

Pour un tel nombre, la fonction Y(m) jouit toujours des proprietés 11
et 111, mais non plus de la propriété 1; a l’égard de cette derniere, }(m)
est remplacée par le minimum de H.

Pour les nombres m, supérieurs a M, il existe une fonction H,(m,) donnant
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lieu encore a la propriéte 1. Cette fonction a la méme définition que H, mais
appliquée a d’autres valeurs de l’argument

(d—m)) (d—m;—1) -

Silmy) = 3

m,(m}—1).
L’enoncé 11 subsiste si l’on y remplace 11 (m —+1) par §(m,+1). ‘
Quant a la proposition III, elle se change en celle-ci :

IV. Chaque famille génerale de courbes du degré d, échappant a la défi-
nition des courbes C,,, comporte 4 d arbitraires.

Il reste cnfin, pour compléter cet énoncé, a définir la fonction H(m).

V. Soit o le plus petit nombre non négatif qui rende d + o divisible par mt
et soit d+ ¢ = mp. Sous la condition formelle m*— m < d, on a

(d—0) (m—1) (p—1)

. 5(m)=
o (m) >

Mais, pour les nombres m', donnant m'*— m'2 d, il r’y a point de formule
simple fournissant l’expression de la fonction }(m'). Je dois me contenter
de dire, dans ce résumé, qu’il existe une méethode certaine pour calculer
cette fonction.

Il est assez malaisé de saisir la portée véritable de ces théorémes autrement
que par des exemples. Mais encore faut-il prendre le nombre d assez grand pour
que la plus grande partie des propositions se puisse appliquer. C’est pour cette
raison qu’aprés avoir présenté, au Chapitre VIde ce Mémoire, la classificationsuivie
compléte des courbes jusqu’au vingtiéme degré inclusivement, j’ai traité aussi
et la classification des courbes de degré 120. On verra, par les résultats de cette
classification qui terminent le Mémoire, que les théorémes précédents résolvent
véritablement ces deux parties du probléme proposé : Enumerer et distinguer
entre elles les diverses familles de courbes d’un méme degré. Quant 3 cette
autre partie : definir en courbes, c’est-a-dire en donner explicitement une re-
présentation ou, du moins, le moyen d’y parvenir, la solution n’est pas com-
pléte. Mais c’est qu’aussi cette partie du probléme ne parait pas susceptible d’une
solution générale, et doit étre abordée a part pour chaque cas.

Le probléme dont il s’agit se réduit a cet autre, appartenant a la Géométrie
plane : Trouver deux courbes, de degrés donnés, qui se touchent en des points
dont le nombre soit €gal a un nombre donné. C’est 1a un probléme dont il ne
semble pas qu’on puisse jamais obtenir une solution générale.

Toutefois, et ¢’est 1a un des traits principaux du Mémoire actuel, ce probléme
n’existe, A chaque degré d, que pour une faible minorité des familles de courbes.
Effectivement, on a cette proposition :

VI. Toutes les courbes dénommées tout a Uheure C,, sont immédiatement
définies et représentées au moyen de courbes de degré moindre.

Si Pon joint & cette proposition celle que j’ai énoncée au sujet des courbes
pour lesquelles & est supéricur a H(2), on n’a plus a traiter de nouveaux pro-
blémes que pour un nombre fort restreint de courbes. Ainsi, dans Iexemple
d =120 que j’ai examiné, ou le minimum de % est 3540, le maximum 7o21, ce
sont sculement les nombres & compris entre les limites 6020 et 69o3 qui donnent
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lieu au probléme dont je parle. Il ne se pose pas, d'ailleurs, avant le onzi¢me
degré, et jusqu’au treiziéme degré inclusivement il se résout immédiatement.

Tels sont, en résumé, les principaux résultats de ce Mémoire. Quant & la mé-
thode qui s’y trouve employée et a ordonnance des matiéres, il me reste peu de
mots & ajouter. Je me sers principalement, pour représenter les courbes, de
deux équations ou coordonnées rectilignes

] —o, = Y@=
(V) , v(z,y) =o, 2=z )

ol ¢, ¢, 7 désignent des polynémes enticrs. Les lettres z, , 5 sont ou bien des
coordonnées cartésiennes, ou bien les rapports de coordonnées homogénes. Ce
mode de représentation, tout naturel, a été employé par M. Cayley dans quelques
courtes études sur les courbes du quatriéme et du cinqui¢me degré (Comptes
rendus des séances de ' Academie des Sciences, t. LIV), ct par M. Edouard
‘Weyr, dans un Mémoire auquel j’emprunterai un résultat important.

Aprés avoir exposé, avec tous les développements nécessaires, les premiéres
notions qui se rattachent immédiatement au mode de représentation (A) ety
avoir consacré le Chapitre I, je montre, dans le Chapitre I, comment s’offre
cette circonstance si curieuse : la suitc des nombres /2 présente des lacunes &
partir du minimum.

Le Chapitre I1I, le plus long du Mémoire, est aussi celui qui contient la théorie
la plus abstraite et la plus importante. J'y expose les propriétés de certaines
opérations algébriques, analogues a I’élimination, et qui, appliquées aux trois
polyndémes ¢, ¢, y,conduisent d’une courbe quelconque a une autre courbe que
jappelle adjointe. Cette adjointe n’a pas de définition géométrique, elle dépend
essentiellement des ¢léments de la représentation (A) qui peuvent étre variés a
Pinfini. Néanmoins toutes les propriétés de la courbe envisagée, qui ont de I'in-
térét pour la classification, se reflétent dans cette adjointe. C'est par 'inter-
vention de cctte derniére que je parviens aux résultats énoncés précédemment.

La partie de ces énoncés relative aux courbes situées sur les surfaces du troi-
siéme degré est exposée en détail dans le Chapitre IV; I'extension des résultats
aux courbes tracées sur les surfaces du quatriéme et du cinquiéme degré et
enfin de degré quelconque fait 'objet du Chapitre V, qui se termine par ’exposé
des moyens prgpres a la classification des courbes d’un degré quelconque.

Jai déja dit que le Chapitre VI contient les applications numériques néces-
saires A la parfaite intelligence des résultats généraux dont la démonstration
termine le Mémoire.

Léauté. — Application de la résistance des matériaux au calcul
des piéces des machines. (201-210).

Les formules ordinaires de la résistance des matériaux supposent que les
composantes et les moments des forces extérieures peuvent étre évalués comme
s’il n’y avail pas eu de déformation. Cette hypothése, qui permet de ramener le
probléme aux quadratures, n’est plus admissible pour les piéces de machines :
alors, en effet, les actions principales proviennent souvent d’efforts élastiques
exercés par les picces en relation avec celle que 'on considére, de telle sorte que
ces actions dépendent alors essentiellement des déformations qu’éprouvent ces
piéces. Ces déformations elles-mémes dépendent, par suite des liaisons, de la dé-

formation de méme ordre qu’éprouve la piéee étudiée, ct les forces extériecures
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auxquelles cette piéce est soumise se trouvent ainsi fonction de la déformation
inconnue qu'elle subit; d’autre part, pour étudier rigoureusement un organe
d’une machine, il faut étudier séparément les ¢léments qui le composent et
tenir compte, pour chacun de ces ¢léments, des forces élastiques qu'exercent
sur lui les éléments quile composent.

Dés lors, le probléme change de nature : dans ’hypothése ordinaire, les forces
extérieures que I'on doit considérer sont fonction seulement de 'unique variable
qui définit lIa position de ce point, et I'on est ainsi conduit & de simples quadra-
tures; dans le cas considéré par M. Léauté, les forces qui interviennent dé-
pendent enoutre de la déformation au point considéré, les équations contiennent
les éléments de la déformation et leurs dérivées : ce sont ces équations diffé-
renticlles qu’établit M. Léauté, en se bornant toutefois a I’étude des pleces
planes A section constante, qui sont les scules employées habituellement.

Baille. — Etudes sur la résistance de l'air et les mouvements
oscillatoires trés lents. (211-251).

Ce Mémoire comprend deux Parties : dans la premiére, 'auteur étudie la ré-
sistance que l'air d’une cage plus ou moins grande oppose au mouvement des
différents mobiles suspendus au levier de la balance de torsion; la relation des
nombreuses expériences et les considérations théoriques développées par
M. Baille mettent en évidence I'extréme complication du probléme. La seconde
Partie contient la critique d’'un Mémoire de M. Hirn : « Recherches expérimen-
tales sur la relation qui existe entre la résistance de l'air et sa température. Con-
séquences physiques et philosophiques qui découlent de ces expériences. » Le
Mémoire, dont les conclusions étaient contraires a la théorie des gaz, a eu un
grand retentissement. D’aprés M. Baille, la formule que M. Hirn déduit de
cette théorie et les expériences qu’'il a faites ne se rapportent pas a la méme
chose. Enfin l'auteur termine par la relation d’expériences, faites dans la voie
ouverte par M. Hirn, et relatives a la variation de la résistance de l'air avec la
pression et la température.

LIlfe Cahier. — Tome XXXII, 1883.

Resal. — Solution de quelques questions se  rapportant aux ponts
suspendus. (1-15).

Formules générales pour déterminer les déformations du tablier produites par
les variations de température dans les cables et les tiges de suspension, et 1’é-
lasticité lors de la mise en charge de la’construction. — Conditions qui doivent
étre remplics par I'une des poutres longitudinales auxquelles on peut avoir
recours pour donner de la rigidité au tablier du pont ou pour tout autre motif,
pour que cette poutre repose dans toute son ¢tendue sur le tablier. — Condi-
tions de résistance des cables en écheveau.

Resal. — Développement sur un point de la théorie de la rota-
tion des corps solides. (17-30).

1l s’agit du cas ou la résultante des forces extérieures passe par un point fixe,
le corps étant mobile autour de cc point. M. Resal simplifie et précise 'analyse
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par laquelle Poinsot est parvenu a 'équation différentielle du cone lieu de I'axe
instantané dans lespace fixe, ou plutdt de la courbe lieu du point de contact
de I'ellipsoide d’inertic avec plan fixe sur lequel roule cet ellipsoide.

Moutier. — Saur la loi de Dulong et Petit. (31-57).

Léauté. — Sur une famille de courbes que I'on rencontre dans
les transmissions de mouvement et sur leur application dans les
machines. (59-78).

11 s'agit de ce probléme : « Ktudier la forme des courbes engendrées par les
différents points d’une figure mobile dont deux des points parcourent des cercles
fixes. » M. Léauté considére le cas d’une bielle dont la téte parcourt une circon-
férence de cercle et dont le pied s’appuie sur un cercle de grand rayon. Il forme
Péquation de la trajectoire en négligeant, au dela de Ja seconde, les puissances
du rapport du rayon du cercle décrit par la téte & la longueur de la bielle, le
rayon du cercle décrit par le pied étant supposé comparable a la longueur de la
bielle; les équations approchées définissent des courbes unicursales du quatriéme
ordre, qu'on peut regarder comme des réciproques de coniques.

Ces équations peuvent étre mises sous la forme

x=A,+e(AcosO+ Bsinf) -+ e* (A, cos26+ B, sin20),
¥ =By+e(Ccosd +Dsinbd) + e?(C,cos206 + D,sin20),

e étant précisément le petit rapport défini plus haut et dont on néglige le cube.

Ces équations s’interprétent immédiatement; elles permettent de discuter les
différentes formes des trajectoires : les courbes qui présentent le plus d’intérét
pratique sont celles que I'on obtient en supposant que ellipse a laquelle elles
se réduiraient en négligeant e? est trés aplatic; M. Léauté montre comment on
peut les substituer & un arc de courbe donné de petite étendue et le degré de
précision que 'on peut obtenir ainsi.

Picquet. — Quelques développements sur les équations différen-
tielles linéaires & coefficients constants. (79-134).

Quand on copnait un systéme fondamental d*intégrales d’une équation linéaire
d’ordre n sans second membre, on peut, en se servant d’une formule due a
Lagrapge, trouver I'intégrale générale de la méme équation avec second membre.
M. Picquet examine ce que devient la formule de Lagrange lorsqu’on suppose
constants les coefficients de I'équation linéaire sans second membre : il insiste
en particulier sur le cas ou I'’équation caractéristique a des racines multiples.
Malgré son caractére élémentaire, la question préte, comme le montre auteur,
4 d’assez riches développements analytiques, ol, naturellement, la théorie de la
décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples joue un role pré-
pondérant. M. Picquet rencontre, chemin faisant, un grand nombre d’identités
algébriques, parmi lesquelles nous signalerons en particulier 'expression des
fonctions symétriques e’ des racines a« d’une équation algébrique f(z) = o, de

la forme
2 : ant
f’( a)

lorsque n est un entier positif supérieur au dégré de ’équation proposée.
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Lecornu ( L.). — Mémoire sur les surfaces enveloppes de sphéres.
(135-173).

L’auteur montre comment, en partant des formules de Codazzi, on peut par-
venir 4 la détermination cxplicite des éléments d’une surface enveloppe de
sphére : son procédé consiste a exprimer les fonctions cherchées au moyen d’une
fonction auxiliaire ¢ qui vérifie ’équation aux dérivées partielles '

0? 09

<~ (log =% )= — = =%,

oA 0p.< dp) o\ o
oil A et p sont les paramétres relatifs aux paralléles (cercles de contact avec la
sphére) et aux meridiens (trajectoires orthogonales des paralléles sur la sur-
face). Cette méme équation a été considérée par M. Darboux dans une Commu-
nication 4 Académie des Sciences, analysée par le Bulletin, Sur les surfaces
a lignes de courbure planes dans un systéme et isothermes, communication
faite le 23 avril 1883, 4 un moment ou le travail de M. Lecornu était sous presse.
‘M. Lecornu montre comment cette équation se raméne 3 une équation différen-
tielle linéaire ordinaire du second ordre et sans second membre. Il interpréte
aussi la signification géométrique de la fonction ¢ en introduisant la considéra-
tion des lignes d’inflexion, en chaque point desquelles le méridien présente
une inflexion géodésique. Pour un déplacement effectué¢ suivant une ligne d’in-
flexion, la variation de ¢ est égale & la torsion de la directrice (lieu des centres
des sphéres); pour un déplacement effectué suivant un paralléle, cette varia-
tion est égale a celle de angle au centre. M. Lecornu introduit une fonction «
du paramétre A qui, pour chaque paralléle, mesure la torsion totale correspon-
dante de la directrice a partir d’une valeur initiale : la quantité ¢ — a est ce que
I'auteur appelle longitude d’un point; la longitude est nulle ou égale &  pour
les lignes d’inflexion; M. Lecornu étudie les lignes d’égale longitude. Signalons
encore la démonstration de cette proposition : « Lorsqu’une surface est ’enve-
loppe des sphéres osculatrices a une courbe, elle conserve cette propriété pen-
dant le développement de sa directrice considérée comme aréte d’une surface
développable. »

Cornu (A.). — Sur les raies telluriques qu’on observe dans le
spectre solaire au voisinage des raies D (175-212).

Brisse. — Exposition analytique de la théorie des surfaces. (213-
233).

Ce travail est la Ve Section d’une exposition d’ensemble dont le but a été inséré
dans les Annales de I’Ecole Normale supérieure (2° série, t. III, p. 87). Il est
relatif aux systémes les plus simples de coordonnées sur une surface : lignes de
courbure, lignes asymptotiques, lignes géodésiques avec leurs trajectoires ortho-
gonales.



4o SECONDE PARTIE.

NOUVELLES ANNALES pe MatuimaTiQuES, rédigées par MM. GErono el
Ch. Brissg (1). — 3° série.

Tome II; 1883, 2° semestre.

Realis (S.). — Sur une équation indéterminée. (289-297).
Il s’agit de la résolution, en nombres entiers, de 'équation
4+ k =y
qui a donné lieu & de nombreux travaux de MM. Catalan, Le Besgue, Gerono et
de Jonquiéres. M. Realis I’étudie au point de vue de la résolution, et il établit

d’intéressantes identités, d’ou dé¢coulent, comme conséquences immédiates, plu-
sieurs propriétés des nombres, trés dignes de remarque.

Dewulf (E.). — Théoréme de Cinématique. (297-300).

Propriété du déplacement d’une figure plane, ayant trait aux centres de cour-
bure des trajectoires.

Keenigs (G.). — Surles cubiques gauches passant par cinq points
donnés. (301-306).

Indication de plusieurs propriétés, concernant surtout les complexes formées
par les tangentes; cet article tire son origine d’une question proposée par
M. Genty.

Genocchi. — Démonstration d’un théoréme de Fermat. (306-310).

Le systéme d’équations 2)y?—1 =&, 222— 1 = 2z? n’admet de solution en
nombres entiers que pour z = 7. Le savant professeur de I’Université de Turin
démontre simplement cette proposition, en complétant les travaux du P. Pepin
sur le méme sujet.

ProrosiTions pE M. Lionner. — (310).

Cinq énoncés concernant les propriétés des nombres.
Levaire (E.). — Solution de la question de Géomélrie analytique

proposée au Concours d’admission a I’Ecole Centrale; premiére
session, 1882. (311-317).

Probléme sur un systéme de coniques passant par des points déterminés.

BisrLiocuarme. — P. Miquel : Les organismes vivants de ’atmo-
sphére ; compte rendu par le D* Harzé. (317-319).

(') Voir Bulletin, VII,, 24q.
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PusLications nécenTES. — (319-322).

Moret-Blanc. — Solution de la question 1410. (322-323).

Contour polygonal inscrit dans une parabole.

Faugquembergue (E.). — Solution de la question 1413. (324).

Propriété d’une sécante commune a deux coniques homothétiques.

Les. — Solution de la question 1418. (325-326).

Lieu géométrique relatif a Pellipse.

De Strékalof (V.). — Solution de la question 1421. (326-329).

Propriété du triangle.

Romero. — Solution de la question 1422. (329-330).

Si N*=a’+ (a+1)% N est ¢gal & la somme des carrés de trois nombres en-
tiers, dont deux au moins sont consécutifs.

Goffart (IV.). — Solution de la question 1423, (331-332).

Propriété de la normale A la parabole.

Giat. — Solution de la question 143 %. (332-333).

L’angle de deux hyperboles équilatéres concentriques est double de angle de
leurs asymptotes.

Questions prorostes. — 1451 a 1459. (333-336).

Antomari (X.). — Relations entre Jes distances du foyer d’une
conique a quatre points ou & quatre tangentes. (335-347, 385-
397).

Suite d’une étude dont nous avons analysé le commencement dans le compte
rendu du premier semestre.

Ici, auteur étudie spécialement les foyers de ’hyperbole et de la parabole,
les propriétés de quatre coniques circonscrites a un quadrilatére, les relations
entre les distances d’un foyer a quatre tangentes et les propriétés de quatre co-
niques inscrites dans un quadrilatére.

Laguiére. — Détermination et construction nouvelle du cercle
qui coupe trois cercles sous trois angles donnés et de la sphére
qui coupe quatre sphéres sous des angles donnés. (348-352).
Complément et simplification d’un article précédemment publié¢ dans le méme

Recucil. Théoréme remarquable sur I'enveloppe des sphéres coupant trois sphéres
fixes sous des angles constants.

it ]

Goflart. — Théoréme de Géométrie. (353-354).
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Lieu des points de contact des ellipses ayant méme foyers avec les droites
parallé¢les & une direction donnée.

Biehler (Ch.). — Sur la construction d'une courbe algébrique
autour d’un de ses points. (354-368, 397-412).

Simplification d’une méthode précédemment publiée par l'auteur dans le
méme Recueil ('). On considére ’équation qui donne les coordonnées des points
d’intersection de la courbe et d’une transversale passant par le point considéré.

Dans les présents articles, M. Biehler recherche, non plus les expressions des
racines infiniment petites de cette équation, mais certaines fonctions symétriques
desdites racines.

Le Mémoire se termine par une étude des asymptotes et des branches parabo-
liques.

 Dostor (G.). — Distances du centre de gravité aux points re-
marquables du triangle. (368-370).

. Cette Note donne Pexpression des distances : aux sommets, au centre du
cercle circonscrit; au point de concours des hauteurs; et enfin au centre des
cercles inscrit et exinscrit.

Prorosirrons pe M. Rearis. — (370-371).

Enoncés de cinq propriétés sur les racines entiéres d’équations du quatriéme
degré.

CorresponpaNnce. — M. d’Ocagne : A propos du centre de cour-
bure de I'ellipse. (371-372).
Faugquembergue (E.).— Solutionde la question 1281. (372-373).

Solution d’une équation exponentielle indéterminée.

Rebuffel. — Solution de la question 1420. (374-375).
Détermination de deux intégrales.

Goffart (IV.). = Solution de la question 1421. (375-356).
Propriété d’'une conique.

Moret-Blanc. — Solution de la question 1424. (376-377).
Lieu géométrique relalif a Pellipsoide.

Chabanel (Ch.). — Solution de la question 1427. (378-380).
Détermination d’une intégrale.

Cesdro (E.). — Solution de la question 1428. (380-381).

Nombre des solutions entiéres des équations

x+oy=n—1, 22+3y=n—3, 3z-+4y =n—),

(') Voir Bulletin, 1IV,, 265; V,, 13} et VI, 157.
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QuesTions rrorostes. — 1460 a 1468. (382-384).
Fauquembergue (E.). — Question d’Astronomie. (413-415).

Connaissant les durées des quatre saisons, trouver l’excentricité de Vorbite
terrestre. La question est extraite de la Nouvelle Correspondance mathématique.

Barisien (E.). — Solution de la question proposée au Concours
d’admission & I'Ecole Centrale, 2¢ session, 1882. (415-420).

Probléme sur un systéme de paraboles.

Cartier (H.). — Solution de la question proposée au Concours
d’admission a I'Ecole Polytechnique, 1881. (420-422).

Lieu géométrique relatif & hyperbole.

PusLicaTions RECENTES. — (422-421).

D’Ocagne (M.). — Solution de la question 1391. (425).
Propriété de 'enveloppe d’une droite de longueur constante.

Borletti (F.). — Solution de la question 1396. (426-427).
Intégration d’une équation différentielle.
Chabanel (Ch.). — Solution de la question 1417. (427-429).

Propriété de deux systémes de résidus par rapport & un module premier.

L. B. — Solution de la question 1429 (429-430).

Démonstration de la formule

P(Z) _g9
3 8
*(3)
Fauquembergue (E.). — Solution de la question 1459. (430-
431).

L’équation indéterminée

24 4
25

P~
O

8o 121
8 81 120

BN

Y=z (2 +1)

n’admet comme solution que y = 1, £ = o.
Questions provostrs. — 1469 a 1472. (431-432).

Bourget (J.). — Note sur les permutations de n objets et sur
leur classement. (433-450).
L’auteur a déja traité le méme sujet dans le méme Recueil, en 1871, et dans

le Journal de Mathématiques élémentaires (1881). Il recherche ici la formule
du rang occupé par un élément déterminé dans une permutation de rang donné.
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A cet effet, il propose un nouvcau mode de classification, qui consiste essentiel-
lement dans le partage des permutations en groupes de permutations circulaires.
Cela le conduit & des résultats nouveaux et fort intéressants.

D’Ocagne (M.). — Sur un élément du triangle rectiligne ; symé-
diane. (450-464).

La symeédiane est la symétrique de la médiane par rapport a la bissectrice
issue du méme sommet. L’auteur établit plusieurs propriétés relatives a cet élé-
ment qu'il croit nouveau, mais qui a déja été étudié, & plusieurs reprises, par
M. E. Lemoine; puis il en fait application a4 des problémes divers, notamment
sur la parabole, la lemniscate, la spirale d’Archiméde et les coniques. L’article
se termine par les ¢énoncés d'un certain nombre d’exercices. [ Voir sur le méme
sujet une Note de 'auteur Sur une ligne considerée dans le triangle rectiligne
(Journ. de Math. elémentaires, t. IV, p. 539; 1880)].

Moret-Blanc. — Solution de la question proposée au Concours
d’admission a I'Ecole spéciale militaire en 1882. (464-469).
Probléme sur le cercle-calcul logarithmique.
Dostor (G.). — Les moments d’inertie polaires du triangle, par
rapport a ses points remarquables. (469-471).

Moments par rapport au centre de gravité¢; aux sommets; au centre du
cercle circonscrit; au point de concours des hauteurs; aux centres des cercles
inscrit et exinscrit.

Moret-Blanc. — Solution de la question 1399. (471-474).
Lieu géométrique relatif aux coniques.

Chabanel (Ch.). — Solutions de la question 1401 (474-475).
Proposition d’Arithmétique.

Fauquembergue (E.). — Solution de la question 1453. (476).
(V2 4+1)m 4 (Vo —)n
2y/2
Chambon (J.). — Solution de la question 1463. (477-478).

Propriété de Vellipse.
Raclot (M.). — Solution de la question 1466. (478-479).
Propriété du trapéze.

QuesTions prorosees. — 1473 a 1480. (479-480).
Resal (H.). — Sur la théorie des tautochrones. (481-493).

Cet article, extrait du Cours de Mécanique de 'auteur, présente I'application
et le développement d’une méthode d’Analyse due & M. Puiseux (Journal de
Mathématiques pures et appliquees, L. IX, 184}). M. Resal considére, aprés un
exposé d’ordre général, lc cas de la pesanteur, celui d’une force centrale attrac-

Le nombre

cst la somme de deux carrés entiers.
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tive ou répulsive, proportionnelle 4 la distance; il termine enfin en considérant
un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.

Realis (S.). — Résolution d’une équation indéterminée. (4g4-

497)-
L’équation dont il s’agit est
2+ nxy —ny*=1.

D’Ocagne (M.). — Sur les propriétés segmentaires du triangle.
Solution du probléme général : « Mener par le sommet d'un
triangle une droite qui divise le c6té opposé en segments pro-
portionnels aux puissances 2™ des cotés adjacents ». (497-500).

Cet article se rattache a celui qui a été publié dans le méme Recueil, p. 450
(voir ci-dessus).

Chambeau (A.). — Solution de la composition du Concours
d’admission a I'Ecole Centrale en 1881 ; seconde session. (500-

504).
Sur les normales menées d’un point & une parabole.

Hilaire (A.). — Solution analytique de la composition du Con-
cours d’admission & 'Ecole Polytechnique en 1882. (504-511).

Sur les coniques passant par les points d’intersection de deux circonférences
et tangentes a ces circonférences.

Kien (L.). — Solution de la composition du Concours d’admis-
sion & 'Ecole Normale en 18352. (511-515).

Roulement d’une tangente mobile sur une conique.

Corresponpance. — M. d’Ocagne : A propos de la question 1463,
concernant le centre de courbure de Pellipse. (515).

BisLiocrarmie. — Exercices de Géométrie comprenant 'exposé
des méthodes géométriques et deux mille questions résolues,

par F. I. C; compte rendu par M. H. Faure. (516-518).

- PusLicaTions RECENTES. — (518-520).

Goflart (V.). — Solution de la question 1462. (521-522).
Sur le triangle isoscéle.

Moret-Blanc. — Solution de la question 1463. (522-523).

Tangentes & une conique.

Moret-Blanc. — Solution de la question 1468. (523-525).

Probléme relatif aux aiguilles d’une montre.
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Lemoine (E.). — Solution de la question 1472. (525-526).

Propriété du triangle.
AnonymE. — Solution de la question 1474. (527).

Propriété du triangle rectangle.
QuesTions prorostes. — 1481 a 1483. (528).

Catalan (E.). — Sur quelques développements de sinnz cos nz.
(329-535).

La grande simplificalion obtenue par M. Catalan consiste dans I'introduction
de 2 sinz, 2 cosz au lieu de sinz, cosz. Il expose la remarquable méthode de
M. Yvon Villarceau avec de légéres modifications; puis il y ajoute quelques appli-
cations et plusieurs remarques trés intéressantes. ( Voir, du méme auteur, une
Note dans la Nouy. Corr. Math., t. VI, p. 100).

Realis (S.). — Résolution d’une équation indéterminée par
formules directes. (535-542).

L’équation proposée est
(n+§)2*—ny =4,
avec n entier > o ou << — 4. M. Realis donne deux formules trés curieuses, un
peu analogues a celle du bindme, pour z, et y,; il donne ensuite les relations de

récurrence, et présente, par de faciles transformations, de curieuses applications
de ces résultats.

De Saint-Germain (A.). — Etude sur le mouvement d’un point

pesant. (542-554).

L'auteur fait une analyse aussi attentive que possible, et trés rigoureuse, de
cette question : application naturelle de la théorie du mouvement relatif. Il dis-
cute un point qui a divisé jadis Bour et M. Resal, sur la forme de la trajectoire
apparente. Il étudie enfin la question des déviations en assimilant la Terre a
un ellipsoide homogéne, et donne, dans ce cas, les équations différentielles du
mouvement. -

Saltel (L.). — Nouveaux développements sur une méthode d’éli-
mination. (554-566).

Suite du travail publié dans le méme Recueil, t. XX, 2° série. La méthode
employée permet d’éliminer successivement XK —1 inconnues entre k équations
par la résolution de I'équation az" + b = o. Ici Pautcur ajoute a sa précédente
étude un certain nombre de remarques et d’applications.

BisLiograpHIE. — Cours de Mathématiques spéciales; I'* Partie,

Algebre, par M. G. de Longchamps. (566). A. L.
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Tune QUARTERLY JOURNAL oF PURE AND APPLIED MATHEMATICS (1).

Tome XVII; 1881.

Hill (J.-M.). — Sur quelques propriétés des équations de I'Hy-
drodynamique. (1).

Soient u, v, w les composantes de la vitesse d’une particule de matiére ap-
partenant & un fluide incompressible, soumis a I’action de forces cxtérieures -
admettant un potentiel ; soient &, ¥, 5 les coordonnées, a 'époque ¢, de la parti-
cule considérée; u, ¢, w pourront étre regardées comme des fonctions de z, y,
3, t. Ceci posé, soient P, Q, R trois intégrales indépendantes de 1’équation

of of of

+uﬁ+9537+wd—z"°’

il existera trois fonctions f,, f,, f; de P, Q, R, telles que
udz +vdy +wdz — (f,dP + f,dQ + f,dR)

soit une différentielle exacte dK, les différentielles dP, dQ, dR, dK étant rela-
tives & dx, dy, dz. Les équations des lignes de vortex seront de la forme

F,(P,Q,R)=C
F,(P,Q,R)=C

G, G, étant des constantes. Si par la limite d’une aire infiniment petite on
méne des lignes obtenues par Dintersection de deux surfaces, telles que les
premiers membres de leurs équations satisfassent & I’équation

of 2[ of
ot T¥ +"—+ %=

=o,

on formera un filament liquide contenant toujours les mémes particules, fermé
ou limité & la surface du fluide, tel qu'a chaque point corresponde un vec-
teur tangent au filament, et qui, multipli¢ par la settion normale, donne un
produit constant pendant lc mouvement.

Cockle (J.). — Saur les relations entre certains symboles. (20-
37).

L’auteur apprend a effectuer, sur les équations différentielles linéaires, cer-
taines opérations symboliques, analogues a celles qui conduisent & la décompo-
sition du premier membre dune tellc équation en facteurs symboliques : son
travail fait suite & un Mémoire antérieur inséré dans le méme Recueil, en 1877 :
On linear differential equations of the third order.

(') Voir Bulletin, VI,, 48.
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IForsyth. — Sur quelques intégrales (37-46)."

Il s’agit des intégrales

+1 +1
f P,pmdy., P, cosmb dp.,
-1 Lo

+1 +1
f Py dy., P;sinmbdy,
-1 —t

-

P, est le *=° polyndme de Legendre ou p = cosf est la variable.

Prost. — Sur le potentiel et I'attraction sur un point extérieur

d’une couche ellipsoidale. (46-50).

Le calcul est fait d’aprés une indication de M. Cayley (Proceedings of the
London Mathematical Society, t. VI, p. 58), en décomposant la couche en pe-
tits éléments obtenus au moyen de cones ayant pour sommet commun le point
ou la normale & Iellipsoide homofocal a I’ellipsoide qui limite extérieurement la
couche, et passant par le point attiré, perce le plan polaire de ce dernier point;
la méthode est une conséquence de la démonstration bien connue de Steiner
relative a la direction de l’attraction.

Glaisher. — Un chapitre de la théorie des fonctions elliptiques.

(50-65).

Allen. — Sur quelques problémes relatifs a la conductibilité élec-
trique. (65-86).

Le cas qui a été le plus étudié, soit théoriquement, soit expérimentalement,
depuis les célébres travaux de Kirchhoff, est celui d’une surface conductrice plane
dont certains points sont mis en communication électrique avec une source au
moyen de fils métalliques tres fins.

L’auteur traite les problémes analogues en remplacant la surface plane par
une surface sphérique.

Greenhill. — Sur le mouvement constant d’une toupie ou d’un
solide de révolution dans un liquide indéfini. Démonstration
élémenjaire. (86-89).

Stearn. — Sur quelques cas du mouvement d’'un liquide vis-
queux. (9o-104).

L’autcur examine le cas ol le mouvement sc produit suivant des anneaux
circulaires concentriques; il parvient ainsi & I’équation par laquelle Fourier a
résolu le probléme du mouvement de la chaleur dans un cylindre; M. Stearn
examine diverses conditions initiales, par exemple le cas ou le liquide est con-
tenu dans un vase cylindrique fixe, en admettant, avec M. Stokes, que le fluide
en contact est aussi au repos. '

Jeffery. — Sur les courbes sphériques de troisiéme classe avec
trois foyers. (104-129).

Discussion de ces courbes d’aprés la position des foyers.
Yy
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Scott. — Note relative a un théoréme de M. Glaisher sur les dé-
terminants. (129-132).

La déterminant

al a2 an

a a . a
(') 3 1 n—l

a a; ... a

est égal au produit
(a4 a,w +. ..+ a,u"™ '),

ol » désigne une racine de I’équation
" —1=o0;

le déterminant qu’on déduit du précédent en changeant les signes de tous les
termes situés‘en dessous de la diagonale est égal & un pareil produit, en fai-
sant représcenter 4 w une racine de I'équation .

" 4+ 1= 0.

La combinaison de ces deux propositions presque évidentes montre que le
déterminant analogue 4 (1), ot » est remplacé par 2n, se décompose en un
produit de deux déterminants de 'ordre n: c’est le produit de ces deux déter-
minants qui figurait dans le théoréme de M. Glaisher.

Sharp. — Sur 'équation de Fourier. (132-133).

Taylor. — Sur les propriétés de 'orthocycle, d’aprés Gaskin et
Plicker. (134-137).

Démonstration géométrique simple de ces propriétés : le cercle circonscrit a
un triangle conjugué par rapport 4 une conique est orthogonal a l'orthocycle
de cette conique (lieu des sommes d’un angle droit circonscrit); les cercles
décrits sur les diagonales d’un quadrilatére circonscrit 4 une conique et I'ortho-
cycle de cette derniére ont méme axe radical; les orthosphéres des quadriques
tangentes a huit plans ont méme axe radical.

Cayley. — Sur ce théoréme : « Le nombre de covariants d’un
quantic binaire est fini. » (137-147).

La seule preuve connue de cette proposition a été déduite, par M. Gordan,

de la reégle de la formation des covariants par dérivation : c¢’est & un point de

vue tout différent que se place M. Cayley : considérant un quantic d’ordre n

mis sous la forme (z — a) (x — ), ..., la forme monomiale générale d’'un co-
variant est

(a— )y (@ =y (B—1)...(z—a)(z—B)...,

ol la somme des exposants de tous les facteurs qui contiennent une racine a
est constante. Par exemple, les covariants monomiaux de

(z—a)(z—R)(z—7)
Bull. des Sciences mathem., 2* série, t. VIL. (Avril 1884.) R.4
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sont :
(a—B)(e—¥)(B—7v), (B—1)(z—2), (a—:.')(z—ﬁ),
(e —B)(z—7), (z—a)(z—B)(z—Y)

Cela posé, deux théorémes se présentent :

A. Le nombre des covariants monomiaux irréductibles d’un quantic de-
composé en facteurs linéaires est fini;

C. Le nombre des covariants, dans le sens ordinaire, d’un quantic mis
sous la forme habituelle est fini.

Ces deux propositions se trouvent reliées par le lemme suivant :

B. Le systéme infini dont les termes X sont des fonctions rationnelles en-
tiéres d’un nombre fini de lettres (a, b, ¢, ...) quirestent inalteérées par les
substitutions G (a, b, ¢, ...) d’un certain groupe, renferme toujours un sys-
téme fini de termes P, tels que tout terme X soit une fonction rationnelle
entiére des termes P.

M. Cayley donne une démonstration du théoréme A ct montre comment le
lemme B permettrait d’en déduire le théoréme C; mais il n’est pas en posses-
sion d’'une démonstration compléte du lemme B, bien évident quand le groupe G
est le groupe symétrique ou le groupe alterné des lettres @, b, c, ....

Mannheim. — Construction de la normale & la surface de
Glaisher. (147-149).

Cette surface est le lieu des milieux des cordes de longueur constante dont
les extrémités se déplacent sur un ellipsoide donné, chacune de ces cordes
étant telle que les normales a l'ellipsoide, tirées de ses extrémités, se ren-
contrent : en joignant le point de rencontre au milieu de la corde, on ob-
tient la normale.

Roberts (S.). — Un théoréme utile dans la théorie de 'attraction.
(149-153).

Soit V, le potentiel exprimé en coordonnées cartésiennes relatif & un point
(2, y, %) attiré par une plaque située dans le plan des «, y, l'atlraction étant
en raifon inverse de la n'®=° puissance de la distance; on a

oV, 0V, 0V,  n—2 9V,
ox* dyt T 032 s T

Wargen. — Etude élémentaire du théoréme de Legendre con-
cernant l'attraction d’un ellipsoide sur un point extérieur.

(154-164).
Prost. — Sur le potentiel électrique de deux sphéres conduc-
trices chargées situées a une dislance donnée. (164-168).

Hill. — Quelques propriétés des équations de I'Hydrodynamique.
(168-174)
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Me Alister. — Sur la loi de la moyenne géométrique dans la
théorie des erreurs. (175-194).

Greenhill. — Sur P'équation différentielle aux excentricités des
couches dans la théorie de la figure de la Terre. (203-207).

Discussion de I’équation

d? L. 4mrt dp
2 — = — !
e (Me) [L(z—l—!)—i——M dr] Me = o,
ou
daM X
dr hrpr,

p étant la densité pour la couche de rayon r, dans diverses hypothéses relatives
a la loi suivant laquelle p varie avec r. \

Cockle. — Addition aux relations entre certains symboles. (208-
210).

Glaisher. — Démonstration algébrique des développements en
somme de fractions pour la cotangente et la cosécante. (211-

226).

Les formules sont obtenues en partant des expressions cotz et cosécaz, lors-
qu’on remplace cosz et sinz par les produits infinis équivalents et en décom-
posant ces expressions en fractions simples.

Ferrers. — Sur le mouvement de 1’eau contenue dans certains
vases cylindriques et sur certaines expressions analytiques qui
se rencontrent dans cette recherche. (227-244).

L’auteur détermine la fonction de courant pour un liquide contenu dans un
vase cylindrique tournant uniformément autour d’un axe, en supposant que la

base du cylindre est limitée par des arcs d’ellipse et d’hyperbole homofocales
ou des arcs de paraboles confocales.

Cayley. — Sur la méthode de Schubert pour le contact d’une
ligne et d’'une surface. (244-258).

Analyse de la méthode suivie par M. Schubert dans son Calcul der abzéihl-
enden Geometrie, faite d’ailleurs 4 un point de vue différent de celui de
M. Schubert; application de cette méthode.

Cayley. — Sur le théoréme des deux, quatre, huit et seize carrés.
(258-276).

On sait que Ic produit de la somme de deux carrés par la somme de deux
carrés est une somme de deux carrés; le théoréme a été étendu par Euler a la
somme de quatre carrés, il s’étend aussi & une somme de huit carrés; mais,
d’aprés M. Young (Trans. R. I. A..t. XXI; 1848), I'identité d’Euler nc peut
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pas s’étendre & une somme de seize carrés ; M. Roberts a repris la question
dans le Volume précédent du Quarterly Journal; M. Cayley critique les dé-
monstrations précédentes; l'identité d’Euler relative a la décomposition en trois
carrés de l’expression

(2} + o} + 2} +28) (1 +0i+r3 + 1) — (@ + &0+ 2+ 24
repose en derniére analyse sur I'identité symbolique

12.34 —13.24 +14.23 = o,

ou12 =&, Y,— &, ¥, -... On a, pour 'étendre & une somme de huit carrés ou
de seize carrés, a considérer des arrangements analogues de couples symboli-
ques formés au moyen des huit ou des scize premiers nombres et 4 déterminer
les signes dont on doit affecter ces couples pour parvenir a l'identité généra-
lisée; or le probléme ainsi posé conduit dans le cas de huit quantités 4 un seul
mode de groupement, et, dans le cas de seize quantités, & quatre modes de grou-
pement; d’aprés M. Cayley, un seul de ces groupements avait été considéré jus-
qu’ici et I'impossibilité de déterminer les signes n’avait été établie que pour ce
cas; la preuve donnée serait donc incompléte; dans son Mémoire, il la poursuit
avec détail pour les quatre groupements possibles.

Roberts. — Note additionnelle sur 'impossibilité d’une extension
générale du théoréme d’Euler. (276-280).

M. Roberts, mis en cause dans le précédent Mémoire, en conteste les asser-
tions. D’aprés lui, les quatre groupements de M. Cayley peuvent étre obtenus
par le procédé qu’il a exposé dans son Mémoire antérieur (t. XVI, p. 159-170),
en sorte que sa démonstration demeure entiére.

Roberts. — Note sur un liea dans I'espace. (280-283).

La normale au lieu décrit par un point quelconque d’une corde de longueur
constante dont les extrémités restent sur un ellipsoide et qui est perpendiculaire
4 sa polaire passe par le point d’intersection des normales & ses extrémités. Dé-
monstration analytique.

Greenhill. — Solution au moyen des fonctions elliptiques de
quelqués probléemes sur la conductibilité électrique ou calori-
fique pour des surfaces planes. (284-292).

Cockle. — Sur une équation de Schwarz. (293-301).

11 s’agit d’un cas particulier de I’équation & laquelle satisfait la série hyper-
géométriquc et dont les intégrales sont algébriques,

z(l—x)%+<§—% >;%+/:—8y=°; .
en désignant par C,, C,, C, trois constantes liées entrc elles par la relation
C§+a?Cl +aCl =o,
ol ¢ est une racine cubique imaginaire de 'unité, 1a solution générale de cette

\
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équation est donnée par la formule

y= \/C,((:—ax%)+\/Cz(1-—a’z%)+\/c,(x—x%).

Ce résultat avait été indiqué par M. Cayley (t. XVI, p. 263).

Hirst. — Sur la transformation quadratique. (301-3171).

Le Mémoire de M. Hirst, communiqué par auteur & ’Association britannique
en 1865, contient des résultats qui ont été retrouvés indépendamment par
M. Cantor (Annali di Matematica, t. X; voir Bulletin, 2° série, t. VI,
2¢ Partie, p. 103).

Ce résultat avait été indiqué par M. Cayley. (T. XVI, p. 263.)

Jeffery. — Sur I'inversion dualistique des coordonnées de Des-
cartes et de Booth. (311-319).

Roberts. — Sur quelques formes de 1'équation de la surface des
ondes. (319-328).

L’auteur établit analytiquement diverses propositions démontrées par M. Mann-
heim; il étudie aussi le complexe des cordes d’un ellipsoide vues du centre
sous un angle droit.

Hicks. — Sur les images fonctionnelles dans les ellipses. (327-
351).
Illustrations de la méthode de Sir W. Thomson.
Harley. — Note sur une équation différentielle. (352-353).
Glaisher. — Sur la connexion entre les fonctions elliptiques et
la Trigonométrie sphérique.

Dans un triangle sphérique dont les angles sont A, B, C, les cotés a, b, ¢, on
peut faire

sina = snu, cosa = cnu,
sind = sny, cosb = cny,
sinc =sn(u + v); cosc = cn(u-+ v);
sinA = ksnu, cosA= dnu,
sinB = k sno, cosB = dny,
sinC = ksn(u+¢); cosC=—dn(u+ 9).

Partant de 13, M. Glaisher calcule les éléments des triangles sphériques ob-
tenus en menant par un sommet un grand cercle perpendiculaire au coté opposé
et retrouve ainsi plusieurs formules de la théorie élémentaire des fonctions el-
liptiques.

Tome XVIII; 1882.

Jeffery. — Sur les courbes planes de quatri¢tme classe a foyers

quadruples. (1-40).
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flarley. — Notes supplémentaires sur une équation différentielle.
(41-46).

Les solutions d’une équation algébrique entre ) et z satisfont & une équation
différentielle linéaire.

Muir. — Sur un théoréme du professeur Cayley relatif aux dé-
terminants symétriques gauches bordés. (46-49).

Le théoréme a été donné par M. Cayley dans le Journal de Crelle (t. LV,
p- 277), il concerne le déterminant que 'on déduit d’un déterminant symétrique
gauche d’ordre pair en conservant la loi de tous les éléments, sauf des éléments
de la premiére ligne et de la premiére colonne; toutefois le premier élément
est toujours o; un pareil déterminant n’est plus un carré, mais le produit de
deux pfaffiens, en entendant par pfaffien la racine carrée d’un déterminant sy-
métrique gauche; M. Muir donne une élégante démonstration de ce théoréme.

Taylor. — Sur les coniques circonscrites harmoniquement.
(50-52).
Cayley. — Sur 'équation du sixiéme degré de Jacobi. (52-65).
Cette équation se raméne a la forme
(a, b, o, d, 0, f’ g)(zy 1)8=o,

ol
ag + 94f —20d* = o;

sa résolution se raméne & la résolution d’une équation du cinquiéme degré.
Son groupe est le sous-groupe des 6o substitutions positives qui fait partie du
groupe de 120 substitutions (découvert par M. Serret) qui laissent invariable
une fonction de six lettres. En effectuant sur I'équation la transformation de
Tschirnhausen

X=—aszs—6b32—10d,
on obtient une équation du sixiéme degré en X qui n’est autre que la résolvante

du sixiéme degré de I'équation du cinquié¢me degré
’,

(15 0, €'y 0, €, f') (@, 1)%

¢ =2d, ¢ =—gbf+36d%, f'=y2i6h,
h=—af’ + 63" + 60btdf? — 2fobd’f + 256 d5 = \’” L_J=a,

A étant le discriminant de I’équation de Jacobi.

Greenhill. — Réduction des intégrales elliptiques .

sds3
f(z3—1)/z3—b3 f(z"——l);/#—bé

aux fonctions de Jacobi. (66-72).

\
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Ferrers. — Propriété de courbes du quatritme ordre a trois
points doubles. (73-74).

Les tangentes aux six points d’inflexion touchent une conique.

Hudson. — Formules pour la théorie des équations. (74-89).

L’auteur donne, entre autres formules, Pexpression du quotient par (z — a)”
d’un polynéme en x de degré n>m, et I'expression générale d’une racine
d’ordre de multiplicité m d’une équation entiére de degré n, m étant un entier
satisfaisant aux inégalités

nzZmz2i(n+1).

Prost. — Sur les vingt-sept droites, les quarante-cinq plans tan-
gents triples, les trente-six double-six d’une surface du troi-
siéme degré; moyen de construire un modéle ol sont figurées
les droites supposées réelles. (89-96).

L’¢équation de la surface est supposée mise sous la forme

uow + u'v'w' = o,
u, v, ..., w' étant des fonctions linéaires des coordonnées (ui sont supposées
satisfaire & des identités de la forme
au + by +cw +a'v +b'v' +c'w =o,
au+ B+ yw+a'w + B + y'w =o,
4 coefficients a, ..., y numériques. L’auteur donne des nombres pour la con-

struction du modéle.

Ferrers. — Sur la distribution de I'électricité sur une calotte.
(97-109).

Muir. — Liste de travaux sur les déterminants. (110-149).
Genese. — Sur les coordonnées biangulaires. (150-154).

Cayley. — Un cas résoluble de I'équation du cinquiéme degré.
(154-157).
Les cinq racines d’une équation du cinquiéme degré, o le second terme
manque, peuvent étre mises sous la forme
B+ a,C+ a,D + o, E,
les « étant des puissances convenables d’une racine cinqui¢me imaginaire de
Punité; M. Cayley montre qu’en supposant nulle une des quantités B, C, D, E,
ce qui revient & établir une relation entre les coefficients de I'équation proposée
la résolution de celle-ci dépend de la résolution d’une équation du troisiéme
degré.
Jeffery. — Sur les stapetes-points des courbes de cuatriéme
classe a foyers singuliers. (158-186).
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Muir. — Sur quelques propriétés récemment découvertes de cer-
tains déterminants symétriques. (166-177).

Il s’agit principalement dans ce travail des circulants, ¢’est-a-dire des déter-
minants de la forme

c d
b
C(a, b, c,d) = a

S o QR
S /g &
R oo

d

et d’autres déterminants dont toutes les ligness ont aussi des permutations d'un
méme systéme de lettres, en particulier de tels déterminants d’ordre 27, symé-
triques par rapport a leur centre et décomposables, d’aprés une proposition due
4 M. Puchta, en facteurs linéaires; nous noterons aussi les propositions suivantes:
Un pfafier symeétrique gauche d’ordre impair est nul, un pfafien symetrique
gauche d’ordre pair est une différence de deux carres.

Cox. — Coordonnées homogénes dans la Géométrie imaginaire:

application aux systémes de forces. (178-215).

Hudson. — Sur les racines égales des équations. (213-230).

Nouvelle expression d’une racine multiple d’ordre de multiplicité supérieure
& ]a moitié du degré de I'équation. M. Cayley a ajouté une petite Note au tra-
vail de M. Hudson.

Greenhill. — Sur le mouvement régulier d’'un solide de révolution
roulant sur une surface de révolution sous 'influence de la gra-
vité. (229-231).

Greenhill. — Sur les images fonctionnelles dans les ovales de
Descartes. (231-245).

Application a ces courbes de la méthode employée par M. Hill pour lellipse.
Stuart. — Réduction des intégrales de la forme
’ zm—1dz
Ji==
(245-260).

Cette réduction repose sur la remarque suivante : Si ¢ () est une solution de
I’équation

dz
S(z")

cette solution jouit de la propriété ’

= duz,

wp(z) = ¢(vz + C),
C étant une constante et » une racine quelconque de I'équation

b)"‘—1=0; . " ’
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il suit de 1a que les facteurs de 2" — c® sont de 1a forme
#(2) — ¢(wa + C),

en supposant que pour 5 = ¢ on ait £ = «; ensuite on a

zm-tdz o wa"dx o wtdz .
(& —c") f(5")  nc*™ 3—wc nc"""Ecp(x) — ¢(wa+ C)’

pour n =1, 2, 3, 4,

Sl =z =7,
la fonction ¢ se calcule aisément et le calcul s’achéve sans peine.
Muir. — Saur les circulants d’ordre impair. (261-265).

Un tel déterminant est divisible par la somme des éléments d’une colonne;
M. Muir montre comment on pcut obtenir le quotient sous forme d’un détermi-
nant persymétrique d’ordre moindre d’une unité que le circulant proposé.

Niven. — Sur une méthode pour résoudre approximativement les
problémes d’électrostatique. (266-270).

Effet d’une légére courbure sur la distribution de 1'électricité sur les deux
faces d’'un accumulaleur presque plan.

Jeflery. — Sur les courbes sphériques de quatriéme classe a
foyers quadruples. (250-310).

Tucker. — Sur le radial de I'ellipse. (310-312).
Forsyth. — Sur un théoréme de Jacobi. (313-327).
Il s’agit de la fonction symétrique

U
de dp _ Odp Of

des mn solutions des deux équations
Sz, y) =0, ¢(z,y)=o0.

Jacobi a démontré que cette somme était nulle quand le degré du polyndéme
U ne dépassait pas m -+ n— 3; 'auteur évalue cette somme pour un degré non
supérieur & m —+ n —r1; il y parvient en généralisant la méthode par laquelle
Abel a prouvé le théoréme analogue dans le cas d’une seule variable.

Hudson. — Sur les racines égales des équations; résultats addi-
tionnels. (327-338).
Sthinthal. — Sur la solution de I'équation

dxy dy
—_22) —a — - = 0.
(11— )‘M2 22 n(n—+1)y =o0

(3;7-345).
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Les solutions de cette équation regardées comme fonctions de n sont discutées
en partant d’une intégrale définie qui est un cas particulier de I'intégrale définie
(d’Euler) bien connue qui satisfait & 'équation hypergéométrique.

Greenhill. — Images fonctionnelles dans les ovales de Descartes ;
détermination des images. (346-362).

Hart. — Sar le cercle qui coupe orthogonalement les quatre
cercles tangents aux c6tés d’un triangle. (363-365).

Equation de ce cercle en coordonnées aréolaires.

Johnson. — Sur la preuve, au moyen du triangle sphérique, du
théoréme sur 'addition des fonctions elliptiques. (365-370).

Glaisher. — Sur une intégrale définie renfermant l'intégrale ex-

ponentielle. (370-377).

Détermination des intégrales
© o
f e—ax"Li(az") dz, f ewr*Ei(ax") dz,
0 0

ol n est une quantité réelle plus grande que 1 et ou

r ou .
Ei(x):f %du;

ces intégrales sont respectivement égales a

r 1) k] r(X ]
n) n n n
- L ™ 1 LT
ar  tang — anr  sin —

n n

1
0 (a2+x2)~2-(2p+l)

Thomson (J.). — Note surf”———cgﬂ— dx. (377-381).

Ona .,

/‘ ® cossz dxr
1
o EY

2 L 1
(@t-+a2*)'*2 p+

1 I 32
— e [ Py (=35 ]
=y2T— 1 -+ e )

ar 1.3.. 2as (2as)!

— L
2p—1 (as)?

Hart. — Sur la développée de la bicirculaire quartique symé-

trique. (382-384).



REVUE DES PUBLICATIONS. 59

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE, pUBLIKES
SOUS LES AUSPICES DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE, PAR UN CoMITE
DE REDACTION coMPoSE DE MM. LES MAITRES DE cONFERENCES DE L'EcoLE (1).

Tome XII; 1883. 2° série.

Appell (P.). — Sur une classe d’équations différentielles linéaires
bindmes a coefficients algébriques. (g9-46).

Le Mémoire de M. Appell a pour objet I’étude des équations différentielles
linéaires de la forme
dts
a7 = Y@ )5,

ol Y (&, y) est une fonction rationnelle des deux variables z et y, liées par
une relation algébrique. L’auteur indique le moyen de reconnaitre si une pa-
reille équation admet une intégrale de la forme

5= ef:p(r,y)tl?',

o(x, y) étant une fonction rationnelle de = et y, et de trouver cette inté-
grale si elle existe. Il examine plus particuliérement l'équation du second
ordre
d’s
dot = Y(z, y)s,
4 laquelle se raméne toute équation différentielle du second ordre & coefficients
rationnels en x ct y.
M. Appell commence par traiter le cas simple ou les fonctions ¢ ct © ne dé-
pendent que de la variable #. Par un changement de variables il raméne

2~
g

I’équation & une autre de la méme forme (cii_t- = 5 f(t), dans laquelle le

point « est un podle ou un point ordinaire de l'intégrale. Il est ramené du

méme coup & chercher les intégrales de la forme z = AL 14t 6w la fonction
rationnelle @w(¢) s’annule pour ¢ = . Voici les conclusions auxquelles il est
conduit. Pour qu’il existe de pareilles intégrales, les infinis de f(¢) doivent
étre d'ordre pair, excepté certains d’entre eux qui peuvent étre du premier
ordre. Les poles d’ordre pair, au nombre de 7, sont pdles d’ordre moitié moin-
dre de la fonction inconnue @(?); ils donnent lieu & des fractions simples
dont les numérateurs sont fournis par des équations qui admettent deux sys-
témes de solutions. Les poles simples de f (%), au nombre de n’, sont aussi péles
simples de @(¢); les résidus correspondants sont toujours égaux a l'unité.
Enfin @(¢) peut devenir infini du premier ordre en 2" points, autres que les
infinis de f(¢); ces infinis ont tous pour résidu 1. Si lon appelle A, 'un des
résidus correspondant aux n podles dont nous avons parlé en premier lieu, la

(') Voir Bulletin, V,, 25.
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somme XA, 4+ n' doit étre égale & —n" ou a4 1 —n"; il faut donc que cetie
somme compte, parmi les 2” déterminations dont elle est susceptible, des va-
leurs entiéres négatives ou nulles. Si cette condition est réalisée, on formera
les fonctions w(¢) correspondantes, contenant »” fractions simples dont les in-
finis sont encore indéterminés, et I'on essayera chacunc dc ces fonctions @ (¢)

pour vérifier 'équation @® + %’ = f(¢t).

Cette analyse détaillée nous dispense d’insister sur le cas plus général de
I’équation
2
Z_zfz =z9(z, 7)), .
ou les variables & et y sont liées par une relation algébrique F(z, ) =o de
" degré m et de genre p. Tous les points critiques sont supposés du second ordre :
on sait que I'on peut, par une substitution rationnelle, ramener le cas général
4 ce cas particulier. On trouvera, dans le Mémoire de M. Appell, les résultats
d’un calcul analogue a celui du cas précédent, mais nécessairement plus com-
pliqué. La démonstration repose sur I’cxpression analytique d’une fonction ra-
tionnelle de deux variables # et , dont on connait les infinis et la valeur en
un point, expression que M. Lindemann a déduite de la formule de Roch.
Dans ce qui précéde, le genre de la courbe F est supposé plus grand que
zéro. Lorsque la courbe est unicursale, on raméne P'équation différentielle a la
2~
forme précédemment étudiée %—t; =35 f(t), en remplacant x et y par leurs
valeurs en fonction rationnelle d’'un paramétre. Lorsque le genre est égal a 1,
on peut la ramener & une équation différentiellé du second ordre a coefficients
uniformes doublement périodiques. La méthode de M. Appell conduit dans ce
cas & l'intégration d’une classe nouvelle d’équations diflérentielles linéaires du
second ordre & coefficients doublement périodiques, qui donnent comme cas
particulier celles de M. Fuchs (Journal de Liouville, 1878), et les équations du
second ordre comprises dans la classe étudiée par M. Picard.
L’auteur passe ensuite & Péquation d’ordre quelconque
k -~
Z———T =¢(z, ¥) 5.

Aprés avoir indiqué sommairement la marche a suivre dans le cas général, il
applique sa-méthode, avec tous les développements qu’elle comporte, & Péqua-
. - a3
tion du troisiéme ordre 35}_; =y d(x).

Le Mémoire se termine par une remarque générale sur les équations différen-
tielles a coefficients algébriques

n—2 ~

drs s ar?sz

¥(z,y)= dzt -+ ‘Px(‘z'y.y)d_zT_T +‘?2(x7.7)m e+ 9,(2, ¥) 3 =0,
ol les coefficients ¢;(z, ) sont des fonclions rationnelles des variables x
et y liées par une relation algébrique F (x, ) = o, de degré m et de genre p.

Si p est égal & 1, x et y sont des fonctions elliptiques d’un paramétre 6, et
I'on transforme 'équation différentielle en une autre, dont les coefficients sont
des fonctions uniformes doublement périodiques de 8. M. Appell montre com-
ment cc résultat peut étrc étendu au cas out p est plus grand que Punité. Le
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principe de la transformation qu’il effeclue consiste & remplacer I'équation dif-
férentielle unique W' = o par un systéme de p équations simultanées définissant
5 comme fonction des p variables (z,, ,), (2, ¥,),--+» (2, ¥,) liées par les
p relations

F(z,y,) =0, F(xy, y,) =0, ..., F(x,n}’,,):():

puis & prendre comme nouvelles variables indépendantes les intégrales abé-
liennes u,, 4, ..., u, dont sont fonctions les p points analytiques (z, »,),

(i=1,2, ..., p).

Floquet (G.). — Sur les équations différentielles linéaires & coef-
ficients périodiques. (47-88).

Le Mémoire de M. Floquet a pour objet I'intégration des équations différen-
tielles linéaires homogénes a coefficients uniformes et périodiques, de méme
période w, Les idées dont s’inspire 'auteur sont empruntées au célébre Mémoire
de M. Fuchs; la méthode est identique & celle qu’a suivie le géométre allemand
dans I’étude des intégrales autour d’un point singulier.

Soient f(x), fo(x), ..., f,(x)m solutions distinctes de¢ l’équation consi-
dérée

dm dm—t dm—?
P(y) = 3?9,,’, Py mlyl +P1Wug; Tt Ppy =0,

dont l'intégrale générale est supposée uniforme. A cause de la périodicité des
coefficients, on obtient un nouveau systéme évidemment fondamental en chan-
geant dans les fonctions susdites z en £ + w. On peul donc poser

Silz+w)y=Ay fi(2)+ Ap fo(@) +.. .7y, [,.(2),
Sfa(z+w)= Ay fi(Z)+ Ay f,(2) +...- Ay, [,(2),

cheeecsraes cesesecaaane . IR creereseste aay

_f,,,(x_i' (’)) = Aml.fl(‘Z) -+ Ame'z(x) +"'+Amm/'m($ ’

le déterminant des m* quantités A étant diflérent de zéro. Les coefficients A dé-
finis par ces relations figurent dans une équation de degré m par rapport a l'in-
connue ¢ :

Ay—e A, e AL
A Azl Am— € ... Azm =o,
Aml Am2 Amm'— €

que, par analogie avec I’équation fondamentale de M. Fuchs, M. Floquet a nom-
mée Véquation fondamentale relative a la période . Les racines de cette
équation sont indépendantes du choix du systéme fondamental.

Afin de simplificr les énoncés, I'autcur reprend la dénomination de fonctions
periodiques de seconde espéce, pour désigner des fonclions qui se reproduisent
multipliées par un facteur constant, lorsqu’on augmente la variable d’une cer-
taine quantité.

1l s’agit de reconnaitre si 1'équation P =o admet pour intégrales des fonc-
tions périodiques de seconde espéce et de période v, et de déterminer dans ce
cas les multiplicateurs ¢ correspondant a ces fonctions. Voici les conclusions
de la premiére Partie du Mémoire.
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Le multiplicateur ¢ doit &tre racine de I’équation fondamentale. Lorsque cette
équation n’a que des racines simples, P = o admet comme intégrales distinctes
m fonctions périodiques de secondc espéce et de période w. Lorsque 'équation
fondamentale a des racines multiples, 7 ¢tant le nombre des racines distinctes,
P =0 admet comme intégrales indépendantes au moins n fonctions périodiques
de seconde espéce, ayant pour multiplicateurs ces racines. Ces intégrales con-
courcnt & former un systéme fondamental, que M. Floquet nous apprend a
compléter : les autres éléments de ce systéme ne sont plus des fonctions pério-
diques; mais chacun d’eux affecte la forme d’un polyndéme en z, ayant pour
coefficients des fonctions périodiques de seconde espéce de méme multiplica-
teur ; les multiplicateurs sont les racines de I’équation fondamentale. Chaque
racine distincte donne ainsi naissance & un groupc comprenant autant d’inté-
grales qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité.

Dans la derniére partie de son travail, auteur s’attache & préciser le nombre
des intégrales périodiques dc seconde espéce : il utilise le procédé qui a servi a
M. Hamburger pour compléter I'étude de M. Fuchs, relativement aux intégrales
des équations linéaires homogcénes, a coefficients uniformes, autour d’un poins
singulier. L’application de ce procédé, qui permet & M. Floquet de distinguer
les groupes d’intégrales dont nous venons de parler en sous-groupes indépen-
dants les uns des autres, le conduit a des résultats trés nets que nous allons
faire connaitre. Le nombre exact des fonctions périodiques de seconde espéce,
linéairement indépendantes, qui satisfont & I’équation P = o, est égal A la
somme des ordres des premiers déterminants mineurs de A qui ne s’annulent
pas, lorsqu’on y remplace ¢, successivement par chaque racine de l'équation
fondamentale. La condition nécessaire et suffisante pour que P = o admette
comme intégrales distinctes m fonctions périodiques de seconde espéce est que
chaque racine de I'équation fondamentale annule tous les mineurs de A, jusqu’a
Pordre égal au degré de multiplicité de cette racine exclusivement.

Dans le type P = o rentrent les équations linéaires I coefficients constants,
dont la méthode de M. Floquet permet de retrouver les intégrales bien con-
nues, 'équation de Lamé, ct les équations & coefficients doublement périodiques
récemment étudiées par M. Picard.

Méray. — Solution du probléme général de 1'Analyse indéter-
minée du premier degré. (89-104).

Les problémes les plus simples de l'analyse indéterminée du premier degré
sont résofus depuis longtemps : M. Méray est le premier qui ait traité le cas
général.

Il s’agit de trouver toutes les solutions en nombres entiers d'un systéme de
m équations du premier degré & n inconnues et a coefficients entiers. On doit
supposer lc systéme algébriquement indéterminé; car, s’il était indéterminé,
Papplication des formules, de Cramer révélerait immédiatement sa possibilité
ou son impossibilité arithmétique.

Considérant un systéme de m formes linéaires & n indéterminées (n>m),
Pauteur appelle determinant de ce systtme par rapport 4 m de ces indétermi-
nées le déterminant des m? coefficients qui leur correspondent. Cela posé,
voici la condition nécessairc et suffisantc pour que m équations linéaires a
cocfficients entiers admettent des solutions entiéres. Les déterminants des
formes linéaires, auxquelles les premiers membres de ces équations se rédui-
sent par la suppression des termes connus, doivent admettre pour plus grand
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commun diviseur un nombre d, divisant tous les déterminants d’ordre m, ob-
tenus en remplagant dans les premicrs une colonne quelconque par la suite des
termes connus.

Reste & trouver les solutions entiéres, une fois lcur existence reconnue; elles

sont comprises dans des formules générales, pour lesquellecs nous renvoyons au
Mémoire de M. Méray.

Rafy (L.). — Recherches algébriques sur les intégrales abé-
liennes. (105-190).

Ce travail a été analysé dans une autre Partie du Bulletin.

André (D.). — Troisitme Mémoire sur la sommation des séries.
(191-198).
Ce travail contient la suite des recherches de M. André sur la sommation de

toutes les séries convergentes dont le terme général allecte une forme donnée.
Il concerne celles pour lesquelles ce terme U, est de la forme

p=P@+rnp+2)...(p+n—r

" 1.2.3...n

u" ‘z")

n étant un entier quelconque non négatif, p un nombre quelconque positif ou
négatif, mais non pas entier; u, représente le terme général d’une série récur-
rente proprement dite quelconque.

L’auteur montre que toutes ces séries peuvent se sommer a l'aide de fonc-
tions algébriques rationnelles et d’irrationnelles de la forme (1— ax)P.

Il commence par donner a l’expression de %, une forme nouvelle appropriée
i son objet et qui s’obtient en partant d’une identité due a J.-F.-W. Herschel.
Grice a cette transformation, 11 arrive i l’expression suivante de la somme
cherchée :

h=o—1

S:E Z Qratxt (1 — ax)™rh

h=0

Dans cette formule, la premi¢re sommation s’étend a toutes les racines a,
b, ... d’'ordre de multiplicité a, B, ... de I'équation génératrice de la série
récurrente proprement dite dont u, est le tcrme général; Q,, est un polynéme
dont M. André a donné la formation. Ainsi le probléme se trouve résolu de la
maniére annoncée.

L’auteur montre ensuite que beaucoup de séries différentes de celles qu’il
vient d’étudicr peuvent ou s’y ramencr ou s’en déduire. Le Mémoire sc termine
par une application a la série

O LA Do) (A =)
1.0.3...n

n1 .T",

b/

n=1
dont la somme cst

z (g +182 + x?) .

wa—a)Vi—a

S =
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Brunel (G.). — Etude sur les relations algébriques entre les
fonctions hyperelliptiques de genre 3. (199-260). .-

Ce travail a été analysé dans une autre partie du Bulletin.

Goursat. — Mémoire sur les fonctions hypergéométriques d’ordre
supérieur. (261-286).

Le Mémoire de M. Goursat a pour objet les séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et positives d’une variable, dans lesquelles le rapport de deux
coefficients consécutifs est une fonction rationnelle du rang de I'un d’eux. Il
commence par la démonstration d’un théoréme général sur les intégrales régu-
liéres de I’équation differentielle linéaire a coefficients uniformes. Pour qu’une
équation linéaire admette une intégrale holomorphe dans le domaine du point
singulier = a, ct que cette intégrale ainsi que ses p —1 premiéres dérivées
puissent étre prises arbitrairement pour z = g, il faut que cette équation sqjt
de la forme

d d"‘_l"V
= Q) (@ — et S

v dr
(2 — @) Qe (2) dpof + Quo( @) T Q@)

(x—a)™pr = .

Réciproquement, toute équation de cette forme admettra une intégrale holo-
morphe dans le domaine du point a, et les valeurs de cette intégrale, ainsi que
de ses p —1 premiéres dérivées pourront étre prises arbitrairement pour z =a,
si I’équation

o(s)=(r—p) ... (r—m-r)
—Q{a)(r—p)...(r—m+2)—...—Q,_,(a) =o

n’a aucune racine entiére supérieure & p —1. Si dans le théoréme de M. Gour-
sat on fait successivement p = m et p =1, on trouve les deux propositions sur
lesquelles M. Fuche a fondé la théorie des équations différentielles linéaires. Ce
théoréme donne en outre un moyen de reconnaitre dans quels cas tous les lo-
garithmiques disparaissent des intégrales, bien que I'équation déterminante rela-
tive & un point critique admette un groupe de racines telles que les différences
de deux d’entre elles soient des nombres entiers.
Dans la seconde partie de son travail, I'auteur prouve que, étant données
2n —1 quantilés constantes a,, a,, ..., a,_, @,, b, b,, ..., b,_,, telles qu'au-
n-—-1 n
\ .
cune des quantités b,, b,— &,, a,— a,, 2 b, —2‘ a, ne soit un nombre entier,
t=1 =1
il existe une fonction multiforme de la variable , jouissant des propriétés sui-
vantes. Entre n -+ 1 déterminations de la fonction il existe une relation linéaire
et homogéne a coefficients constants. Chaque branche de la fonction est holo-
morphe pour toute valeur de z différente de o, 1, = . Dans le voisinage du point
& = o0, on a les n déterminations linéairement indépendantes :

P, (z), &=t Py(z), ..., zl=b-1P (&),

P.. P, ..., P, étant holomorphes pour  —o. Dans le domaine du point z =1,
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on a les n déterminations linéairement indépendantes

QU(z), Qu&); «vvy Qi (@), (1— @)1 Hbat by —i—ta— —an) (g),
Q, Q,, ..., Q, étant holomorphes dans le domaine de ce point. Enfin, pour

T . . . ] . .
Z= — =,ona les n déterminations linéairement indépendantes

'R (2'), z'“R,(2), ..., 2'"R(z),

R, R,, ..., R, désignant des fonctions holomorphes dans le voisinage du point
critique &' = o. Cette proposition revient 4 dire que toute fonction jouissant
des propriétés énoncées satisfait & une équation différentielle qui est compléte-

ment déterminée, savoir

_ dlny _ drt ¥ _.an '2.’,
" 1(x—I)W+(Aw—B)z'l 7d‘z_”_|+(C.z‘—-D)x" 1W+"'
. a’y dy _

A, B, G, D,..., L, M, N étant m —1 constantes, dont les valeurs sont toujours
données effectivement par un systéme d’équations du premier degré. Ces con-
stantes étant en méme nombre que les paramétres a et b, I'équation précédente
est la plus générale de son espéce. Mais, pour qu’une équation de cette forme
admette un systéme d’'intégrales jouissant des propriétés énoncées, il faut que
ses coefficients vérifient les conditions d’'inégalité imposées précédemment aux
paramétres a et b.

M. Goursat signale ensuite les analogies de l’équation qu’il vient d’obtenir
avec I'équation différentielle d’Euler que vérifie la série hypergéométrique. Ces
analogies résident dans la forme de la nouvelle équation qui, pour n =2, se
réduit & équation d’Euler, et dans la forme de ses intégrales qui sont les fonc-
tions hypergéométriques d’ordre supérieur. Dans Ja série entiére qui représente
aux environs de 'origine I'intégrale holomorphe, le rapport du terme en z™+!
au terme en x™ est, comme dans la série de Gauss, une fraction rationnelle
dont les deux termes sont du méme degré en m. De plus, par les transforma-
tions bien connues qu’admet I'équation d’Euler, on déduit ici encore I'intégrale
générale de la connaissance d'une seule intégrale particuliére. Enfin les fonc-
tions hypergéométriques d’ordre supérieur satisfont & des relations analogues a
celles que Gauss et Kummer ont données pour la séric hypergéométrique vrdi-
naire, et elles peuvent s’exprimer par des intégrales définies multiples.

Comme application de ce qui précéde, on retrouve les résultats obtenus par
Clausen (Journal de Crelle, t. 3) relativement a la série hypergéométrique.
Le Mémoire de M. Goursat se termine par quelques indications sur une classe
de fonctions qui se rattachent aux fonctions hypergéométriques d’ordre supé-
rieur de la méme maniére que la fonction exponentielle & la série du bindme,
et les transcendantes de Bessel et de Fourier aux fonctions de Gauss.

André (D.). — Sur les séries ordonnées suivant les puissances
croissantes d'une variable. (287-300).
Connaissant la somme f(x) de la série
Uy U T~ Uy TP+ Uy T+,

Bull. des Sciences mathém., 2¢ série, t. VIII. (Mai 1884.) R.5



ob A/OBRGONDE PART IR Vi1
N E svalé“ Pl S ‘déﬂﬂn’efé’lék;ﬂﬂhé’G—("‘t’) Hejm 1g&iens 2nours1dqo'h basydh nmous

wrtrpucd abod o sen eal oot ensh Jasausiver
i e sl e @ Uy “('”""'uz“’wzz’h Wy O B rttsemt snoiicins xnsll

VRN BT
ohtc ue e‘n mu

liant’ les termes successifs de'1a”prédicté par les terhids'de
”“m‘(f., , I:ang d'une série recgrrente proprement dlte ’M" ‘André“avait ‘ddjh ré8dlu
e ‘probleme ‘dans trois cas parucuhers par des 1 m s plas ou*moins - compli-
i]'ués “Un’ procédé pius snmple et plus pmssant a la fons Im permet au)ourd’hm
de le résoudre dans sa p'leme generahté ‘

Y rr l’une guelconque ‘des’racines de I'équatioh’ génératrice

15

Sf I‘pn desngne
de ia seneé réc urente, par ¢ son degré de multlpilclté G (z) sera'la somihé de
}plusleurs senes G, (x), en nombre égal 4 celui’ des' racmes distinctes, et déﬁmes
i par. la formule generale :

monuva = Qref (r2) +Qr,1rwf S Qr,p‘—"‘?*‘x?“‘ﬂ’""‘(rx)»

o= vt 1)
i Leq Icqefﬁczents Q,, se determ,ment de, la mamere sulvante lc terme gé‘ '
~ufle ] série récurrrepte est un polyndme entiérement connu du degré P
2o XApPArt . A n. En, apphquan,t une remarquable formule, du calcul des dlfferences
5o finies,, qwi est due a J.-F.-W, Hetschel on peut meure ce polynbme sous, la
o BOEIG b v ol st e Clewens Ae

l‘;“'—bl 0+Ql,lﬁ+Q.“"tl<ﬂ) ?)4— +le 1h(n——r)(n’~—2) (n——p—f»n).
P31 ERERIREA S BRSSO AR
Ce developpement ‘fait connattre les coefﬁcnents Q, g
291 | gette ingbnieuse salution rameéne "1'étude -générale des séries ordonuées: sui-
titvant:les puissances oreissantes d’une variable a-c¢lle d’'un nombre relatwempnt
sCrestreint de: sémes pafrtmuhéres. : 4 ‘ .

#90 dnsdiowt oo o

“y

Guwhard ( C.). — Theone des pomts smguhers essenuels. (3&0—
fios 9 ) N wey ) ‘ z

Gdtk)“sat. — Mémmre sur les foncuons hvperge«omémqwes d ordre
supeneur 2¢ Partie. (395- 430) o

creoE

£ ;’,Ce’i,ravall fait, suite au Mémoire que l’auteur a publlé sous le méme tltr_e d,ans
Je 'méme Volume des Annales (p- '361- 286) et contiént la généralisation’ de 'ses
Jpremijtres:recherches. Il débute par quelques-principes relatifs a la théorie des
équations linéaires. Aprés avoir défini les équations différentiellds linéaires ra-
-nanifiees.de la.méme maniére, M. Goyrsal.démgnire que, si denx gquations sont
si¥amifiées dela ‘méme ‘maniére, Vintégrale de Ja =econde est 2 .

oo A enordinoag sl v cEn ue

z_Poy+P

dy’
'd

donod

i
s, fgsignant |

uniformes d

gystémes (ondamenta x de deux equatlons ramnﬁees de' la méme n
g R -

\
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tion dépend d’opérations en.ppmbre jlimité, complisiuées,sans dp»tq:,,,lgpn; (qui
reviennent dans tous les cas a des calculs algébriques.
Deux équations linéaires & coefficients uniformes—et-de méme ordre sont dites
.ntransformées 'yne de lagtre si le quotient de leurs m.tegales énérrglf,e%' est
upe fonction de la seule vamable mdependante On “reconnait faci ifement si
denx équations linéaires sont transformées I'une de I'autre. Les equahons de ‘méme
classe et les équations transformées rentrent dans la catégorie p]us géner]ale
des équauons de méme famille, ‘établie par M. Poincaré.
.[Ces principes posés, lauteur définit les nouvelles fonctions hypergeomé-
; triques dont 1l va s’qccuper. Ce¢ sont des fonctions muluformes de la va-
., viable z jouissant des propriétés suivantes. Entre n +1 branches de la fonction
il existe une relation linéaire et homogéne a coefficients constants. Chaque
branche de la fonction est uniforme pour toute valeur de x différente’ de
o, 1,0 § dans le voisinage du point £ =0, on a les n determinatiens Jinéaire-
ment indépendantes ¢,, ¢,, ..., ¢,, dont la premiére est uniforme pour z = o
et dont les autres sont multiplides respectivement par les n —1 facteufs con-
stants différents w,, w,, ..., w,, lorsque  décrit un lacet dans le sens direct ‘au-
tour du point & = o. Dans le voisinage du point & =1, on a les n branthes
linéairement indépendantes ¢, ¢,, ..., y, dont la premiére ¢, est multiplide
par le facteur conslant w,, lorsque z décrit un lacet dans le sens direct autour
«du point z =1, et dont les  —1 autres sont uniformes dans le voisinage de
ce point. Enfin, dans le domaine du point z = i—, =, on a n déterminations
' ah o
il péatrement indépendantes w,, «,, ..., T,, qui sont respectivement. multipliées
 par n facteurs constants différents @', wy, ..., &y, lorsque la variable, z-déerit
sur la sphére un petit lacet dans le sens inverse autour du peint &' =&y De
cette définition résulte que toutes les fonctions de cette nature admettant les
“mémes mulfiplcatenss w et w™ sonty en général, ramifides de la méme mar
niére. Ces nouvelles fonctions comprennent, comme cas particulier, les fonctions
hypergéométriques d’ordre supérieur que M. Goursat a définies dans' son
premier Mémoire. On péut généraliser la propriété de ces fonctions hypergéo-
métriques. Soit, comme plus haut, z une fonction multiforme de z jouissant des
prapriétés deja émoncées. Pans le voisinage des points eritiques, on a.& hran-

ches qui ont respectivement les formes suivantes : R
* 4“)

Pour z =o, o (z), @ (Z)y, .. Z'n—1 9, (2),
"Pour z =1, ) ¢, (), $(2), oy Yy (‘-1’) ('—'27“3’_"2177),
"Pour £ = »x!-, =, .1:"":1!" ('), .z"";'ic(x' | TP x":xa;[(xa'fr),

"“fes Yonctions, v, ¢, , étant holombrphes dans 1¢ domaine du pomt cm-mspbn-
dant. Supposons, de plus, qu'aucun des nombres R, r, — r,, 7, — ry,’'de "Smt
entier. L’équation hypet\géométrlque corrcspond au cas ou les nombres R, r, r
vérifient la relation

E2r+3r'4+R=n—1.

! M G(;ursat démontreﬁque Vintégrale généraTe "d’une pareille equatxon’ e :}g(r}me

toujours au moyen de séries ypergéometnques d’ordre supérieur.

1 appllque ensuite ces résultats aux sénes hypergeometrlques de Gauss dant
lc carré est une série hypergeOméerqlle d’ordre supérieur et arrive &' ce théo-
réme: « Pour que le carré &’ une série hypergéométrique ordipaire F(a, ;3, e z)

ERTIR ¢



68 SECONDR PARTIE,: -

soit une série hypergéométrique d’ordre supérieur, il fant, et il syffit que
2(y —a— ®) soit un nombre entier positif impair ». o
Le probléme qui vient d’étre traité n’est qu’un cas particulier de celuj-ci :
« Dans quels cas le produit de deux séries hypergéométriques de Gayss est-il
une série hypergéométrique d’ordre supérieur ». M. Goursat aborde cette ques-
tion générale et en donne la solution compléte : le produit

oty

n by onap
F(a,§ v, 2) < F(a, B, ¥, @) ]' ;
est une série hypergéométrique d’ordre supérieur dans les deux cas suivanty et
dans ces cas seulement : I

1° Lorsque l'on a les relations f
i AR RAY
, . , 2n +1
@ =a+1—7, Q::@v(—t—‘{, Y = 2417, Y-'-&.—-'?-T‘- —5™ it
n étant nul ou égal & un nombre entier positif; )
2° Lorsque les différences o' — «, 8’ —§, ¥’ — v sont des nombres eatiers ct
lorsque l'on 3

Ty —a—a — = =, woee

n étant nul ou égal A un nombre entier positif. ' !
Pour terminer, Pauteur signale une nouvelle géneralisation qu’on peut donner
au théoréme de Riemann : étant données deux équations lindaires d’ordre m
ayant un méme point singulier z = a, on dira que les équations sont de méme
forme dans le voisinage de ce point lorsqu’on pourra trouver deux systémes
fondamentaux d’intégrales des deux équations appartenant aux mémes expo-
sants et se comportant de la méme maniére dans le domaine de ce point. Deux
équations ayant les mémes points critiques et la méme forme dans le voisinage
de chacun de ces points, ainsi que pour le point z = o, auront un certain
nombre de coefficients identiques, et, en général, elles auront en outre un cer-
tain nombre de coefficients tout & fait arbitraires. Ces derniers ne pourront in-
tervenir que dans les relations linéaires entre les divers groupes d’intégrales.
M. Goursat montre que ces relations ne peuvent étre les mémes pour les deux

équations a moins que ces équations se confondent. .

; IR
Coare kg
IR NS

ANNALES DES MINES (*). ) T b

e . s oo b

8¢ sériec. — Tome II; 2° semestre 1882.

' e -

Olry. — Note sur une soupape de streté imaginée par M. Codron,
y

de Lille. (109-114, 1 pL). '
Dans la pratique, les soupapes des divers types employés jusqu’ici ne se sou-

lévent guére que de 1™=; mais, aussitdt que la vapeur a trouvé ume isste, la

pression décroit rapidement, la charge de la soupape redevient prédominante,

(') Voir Bulletin, 1,, 317; Il,, 105; 1V,, 204, et VII,, 83.

HEN tan o L
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‘et, pour obtenir ‘ure’sensibilité suffisante, il faudrait donner a la soupape un
diamétre énorme et généralement irréalisable. ,

Le nouveau réglement sur les appareils & vapeur spécifie que, pour étre tom-
plétement efficaées, les soupapes doivent étre manceuvrées artificiellement:!

Dans le type de soupape imaginé par M. Adams, de Manchester, la levée est
augmentée par Paction de la vapeur qui, en s’échappant, vient frapper eontre
un rebord disposé autour de 'obturateur.

Le systéme présenté par M. Codron parait plus satisfaisant encore; il donne
une solution tout & fait compléte du probléme, en permettant d’obtenir des le-
vées aussi grandes qu’on le juge utile.

Vicaire. — Rapport de la Commission chargée d’examiher le
frein 4 air comprimé de M. Wenger. (115-134, 1 pl.).

Ce rapport est suivi d’'une Note cemplémentaire indiquant les conditions du
fonctionnement du nouveau frein. .

Seguela. — Ltude sur I'action des freins. (361-392, 1 pl.).

L’auteur examine successivement Uinfluence d’une action tangentielle motrice
et d’un effet de traction résistant, puis d'un effort de traction moteur et d’un
effet tangentiel résistant; puis il discute les résultats des expériences entreprises
en Angleterre par M. le capitaine Galton.

Cas particuliers. Arrét d’une voiture non soumise a toute la puissance de
frein. Freins continus. Examen d’un attirail de frein. Examen du moteur. Sys-
témes automatiques et non automatiques. Considérations générales sur l'arrét
d’un train soumis & I’action d’un frein continu.

i

. Tome III; 1°* semestre 1883. o

Sartiauzr et Banderali. — Matériel des chemins de fer de la

Corse. (307-396, 10 pl.).

Description du matériel, présentée.sous forme de rapport au Comité de Pex-
ploitation techniquc des chemins de fer.

Ce document est accompagné d’annexes dans lesquelles on a indiqué, entre
autres particularités, les conditions de résistance du type de rvail et d’éclisse,
des traverses, les charges que les machines peuvent remorquer sur des rampes
continues de différentes inclinaisons; enfin, les données d’expérience pour le
fonctionnement des locomotives du type adopté.

11 4 .
Thiré. — Note complémentaire sur le planimétre d’Awsler. (4o1-

484, 1 pl.). N

Dans une précédente Notice ( t. I, p. 487-500; 1882), Fauteur a donné la;théoric
du planimétre d’Amsler; en décomposant la surface plane & mesurer au moyen
d’un double réseau de lignes qu'il a appelées cercles de roulement et courbes
de glissement.

Le méme principe de démonstration pourrait étre conservé avec d’autres
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ﬁ;:!nt‘):ile‘;”dﬁe ‘gqéc(%ir;ég:sllelgﬁ“;jg iréu 15u';:-15‘(53t 1“!13 :éés\ﬁ}réi-” ‘fﬁar"‘ Fk@fﬁﬁ‘lf{“’*‘dn bolfrrait
avoir recours A des cercles concentriques du pdle et &' dey riyond passiht par le
,,?t)"lq.'.g‘e,mmg ‘,dq, ‘d?'qgn}ggs}tior} a l’gvantagc de’ n'e r donne’r }If\l rqu"a ‘ﬁvl‘\'%&’lcul
tres glémentaire. ) b

Haton de la Goupilliére. — Formules analytiques relatives aux

lois de la richesse des filons: ¢405-421, 1 pl.).

Certaines de ces lois, d’'un ordre purement géométrique, se rapportent a la
dlspos'ition relative fle.la stratification, dy tep:':‘ii{\‘et' d;g\,ﬂr?%weﬁhgl‘xg /l’,q jt
affecté. Dans les variations d’allure de ces derniéres, il y a lieu de distinguer
leur direction, leur inclinaison et I'orientation de leur intersection par le plan
des strates. Ces trois &lémiénts ont donné fied 4 d’importantes remarques énoncées
par d,"’e“f ipgénieurs et minéralo?stcs, R. Thomas, Hellot, R. Tregaskis et
‘M. Moissenet! @ g s il (EEN NN

Ces lois ne sont pas, du reste, isolées les unes des putres., Elles se trouvent,
au contraire, étroitement reliées par une coordination rationnelle qui”a été

- tévetappée avee beaucoup de jugement, de prudence et de sagacité par M. Mois-
" genet. i

3¢ 0n pévt saivre, pour cette rechérche, une marché graphique ou la voie: du
calcul. Les procédés de la Géométrie descriptive ont été déja employés par
M. Moissenet dans ses études sur le Cornwall, et, d’aprés sa méthode, par
-liM. Burthe pour les filons auriféres de Gondo (Valais). Cst, au contrairg, &Ja
& méthode analytique que se rapporte le présent travail. Jusqula présent, les re-
lations qui font connaitre les variations de direction et d’inclinaison n’ont été
données que pour le cas particulier du plan vertical ; cellé' qui exptime la puis-
sance en fonction du ghissement du toit ne I'a été que pour le cas spécial du
"Sroavement, guivant 1a ligné dé la plus grande pente, et seulement d’une afa-
niére approximative; enfin, celle qui détermine le sens'des colonnes- métalli-
féres n’a pas encore été formulée. « Je me propose », dit Pauteur, « de traiter ces
1%¢rbis problémes d’une maniére & la fois générale et rigoureuse. Si les calculs
“7 qui m’efr onit fourdi les solutions restent un peu comphiqués, malgré les. ssmpli-
-f fications qae j’ai réussi A y apporter, il ést nécessaire de remarquer que, les for-
mules finales étant maintenant établies, leur application numérigue 4 chaque

sl cas particulier sera, au eonlraire, simple et rapide. »

Vouci la subdivision du travail : otientation des colonnes métalliféres; dévia-

tion de la direction; déviation de I'inclinaison; relation de la puissance au

glissement.

Haton de la Goupilliére. '— Note sur le profil d’équilibre des
tractions mécaniques en rampe. {422-428, 1 pl.). '

{ ‘r; Quand on emvisage une traclion méecanique destinée & remonter sur upe
rampe, par I'action d’un moteur, les matiéres fournies par une exploitation en
vallée, 14 perturhdtion apportée dans le jeu du moteur par la variation du poids
““odif cdBle devient trop importante pour que on we cherche pas & em attépuer
BRR Y. 0 A8 “ o
On peut se proposer d’adopter uné voie ern.courbg, et d’un profil d’équilibre
_ tellement choisi, que les variations de poids du céble soient compensées par des
variations correspondantles dans la pente, et, par suite, dans les composantes
tangentielles du poids mort ct du pords-utile & chaqué instant. <4 v~}

£
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)
161 M-d ¥on HMaper a dqnne de ce probleme une solution complete, et est arrivé
14 ge i‘éjsull.a@ rejmpr({gable, que la courbe c'hlerchée n'estaatre que Ta dy-
« ploide, )

L auteur du present travail s’est propose de donner une demonstration sﬂn(g)le

et directe de cette propriete. H 8.
Xub esvidglor erupd lear oot gy ! AL TAARS R PRI TR TN
(g gt b - U1 fob erol
v i } 1ohoe I w19 )
ANNALES DES PONTS ET CHAUSSKES (1) L e

t [N SR

i
5° série. — Tome XX, 2° semestre 1880.

T ’

Léoy-Lambert. — Tableaux graphiques pour le calcyl dgs rgs-
sorts. (5¢9-65, 1 pl.). )

i I3

LLe talcul des ressorts, an moyen des formules esablies par M. Phullaps, emige
un certain nombre de tAtonnements de la part du constructeur Il parajt donc
utite et commoade d'apphquer a ces calculs les methodes d’anamorphose. creees
‘par M. Leon Lalannc

!
Bloch (R.). — Note sur la recherche des dépenses d’eau par infil-
tration et imbibition dans un canal aprés un changement de sa
~ H
section mowllge. (66-70, 1 fig.).

(
Mocquery (C.). — Largeur 4 donner aux canaux dans les courhes.
(118-124, 1 pl.).

Lorsque deax hateaux ont 4 se croiser dans une courhe, un bateau station-
naat-peut se treuven, tantdt sur la rive comvexe, tantdt sur la rive concave
On demontre aisement que toute largeur qui conviendra a l un de ces cas gon-
viendra necessarrement i 'autre

Designant par z la largeur cherchee, R le rayon de la courbe conygxe, { la
dargeur des bateaux, L leur longueur, ; le jeu, an trouve )

2 2
(x+R)2=%+[l+1+\/(R+l)*+I—Z]- e lq

¢ b ndiliny v ool
La discussion de cette.formule fait 'objet de la presente Notice

1
‘Cuwng. ++ Vérhcation de la stabilite des voites. (145-156, 3 pl.).

Dans un travail paru aux Annales, en 186y et 1868, M A Durand Claye a
precise le role des courbes des pressions, et indique, par des comstryctions geo-
metriques, quelles sont toutes les courbes des pressions compatibles avec
Pequilibre et avee la resistance d’une voute donnee:

> 1

(') Voir Bulletir, v. X1, 399, II,, 106 et IV,, 211 I R R T 7Y
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L’auteur de ce Mémoire s’est proposé d’indiquer des constructions extréme-
ment simples et d'une exécution trés rapide, pour la pratique de la méthode
de M. Durand-Claye, el de faire connaitre une autre méthode de vérification,
dans laquelle les conditions d’équilibre sont ncttement accusées par les posi-
tions relatives de lignes droites et de courbes-contours déduites de I4 volte a
étudier au moyen d’unc trés simple transformation.

Willotte (H.). — Note sur la détermination, a I'aide de tableaux
graphiques, des surfaces des profils de terrassements. (303-311,

1 pl.).

L’emploi des méthodes graphiques pour résoudre les problémes de construc-
tion tend a se généraliser de plus en plus. Chaque jour les méthodes nouvelles
se créent ou se perfectionnent, et les progrés accomplis ne font qu’appeler plus
vivement sur ce sujet I'attention des ingénicurs.

L’auteur se propose d'examiner deux problémes particuliers que I'on peut

avoir & résoudre quand il s’agit d’évaluer, d’'une maniére expéditive, la surface
d’un profil en travers.

Boulangier. — Méthode de calcul des terrasses par réduction a
I'horizontale. (312-316, 1 pl.).

Exposé d’'une méthode trés rapide et trés exacte, qui s’applique aux
avant-projets comme aux projets définitifs de routes, de canaux et de chemins
de fer, et dont lauteur a fait usage dans l'avant-projet du canal direct de
Dunkerque a Lille, qui comporte 16 millions de métres cubes de déblais.

Dupuy (C.). — Note sur les raccordements des courbes avec les
alignements droits dans le tracé des chemins de fer. (544-552.
4 fig.).

Discussion en faveur de ’'adoption de lacourbe de raccordement due & M. Nord-
ling '
Yy = mz’,

tangente & l'alignement droit ct au cercle, de maniére a avoir un rayon de
courbure infini au contact avec la droite, et un rayon de courbure égal 3 celui
du cercle au contact avec cette derniére courbe.
La courbe proposée par M. Michel, et qui a pour équation Pt
y=mz*—nz, “ab
présente le défaut de ne pas se raccorder avec I'alignement droit, et de ne pas
différer essentiellement de la courbe de Nordling. Il parait donc avantageux de
s’en tenir a celle-ci.
o
aas
6° série. — Tome I'; 1* semestre 1881. Lo

AR BN A

Flamant. — Remplissage des écluses. (81-g1). Cynpat

Note sur I'économie d’eau & réaliser par I’'emplor d'une colonne liquide pour
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v le remplissage et la vidange des écluses de navigation. Influence du frottement
.. de Peau contre les parois de laqueduc. Evaluation plus approchée des pertes
dues a quelques autres causes.

Siegler. — Procédé rapide de détermination des surfaces de pro-
fils en travers. (98-108, 1 pl.). .

Question qui préoccupe a juste titre un grand nombre d'ingénieurs dans
la préparation des projets de routes et le calcul des cubatures des terrasses.

Le procédé exposé ici n’exige pas le dessin des profils en travers, et ne de-
mande que la construction d’un graphique ou de quelques graduations mé-
triques qu’un dessinateur peut exécuter en deux ou trois heures de travail.

Ce procédé permet, avec le méme graphique, de passer rapidement d’un
gabarit de voie 4 un autre. Il donne en méme temps les surfaces d’emprise et
de talus.

L’emplo1r du graphique est trés simple et peu fatigant, de sorte que les er-
reurs matérielles se produisent rarement.

Crépin (A.). — Etude sur le desséchement des pays watringués
du nord de la France pour I'écoulement des eaux nuisibles 4 la
mer. (137-196, 4 pl.).

Jusqu’a présent, 'empirisme et le tAtonnement ont régné en maitres dans les
rédactions des projets de watringues. On procéde par & peu prés et I'an déduit
les conclusions de prémisses contestables.

L’Etat va cxécuter des projets et faire des dépenses considérables pour des
travaux d’ouvrages a la mer devant servir aux desséchements. Quand ces travaux
seront finis, ou ces dépenses seront absolument inutiles, ou il faudra que les
watringues procurent des améliorations a leurs canaux en rapport avec les ou-
vrages de débouché.

Or avec les formules ordinaires de 'hydraulique, le probléme est des plus
eomplexes et on ne sait quelquefois par quel bout I'aborder.

L’auteur a pensé qu’il ne serait pas inutile d’étudier un instrument de calcul
qui apporte la clarté dans cette étude d’un abord si épineux.

L’emploi des méthodes se préte avec avantage a cette recherche; les tableaux
ainsi construits ne gardent rien de la complication relative des calculs qu’il est
nécessaire de développer pour justifier leur tracé.

Yvon Villarceau. — Sur ’emploi des fonctions hyperboliques
dans les calculs de résistance des matériaux. (207-212).

Cette courte Note, rédigée & la demande de M. Lalanne, a pour objet de faire
bien nettement ressortir I'avantage que présente I’emploi des fonctions hyper-
boliques dans la solution de certains problémes de la pratique industrielle, par
exemple, les calculs de résistance des matériaux.

Appliquant ces formules a 'étude de trois questions traitées par Navier, 'au-
teur montre qu’elles conduisent & des réductions nouvelles, que les notations
de la Trigonométrie ordinaire ne permettaient pas d’apercevoir facilement.

. 4 . Y
Flamant. — Calcul de I'effort nécessaire pour mouvoir un bateau
dans un canal courbe. (213-224, 2 fig.). W e
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niot Sicl'effory nécessaive,.pour, faire, monvois un hatgap (rectangplairg de, lon-

cin
gueur @ et de Jargeur 4), dans un canal rectiligne, aves,nne, certaing ) ltggse,
(4% représenté par Vupité, celui quil faudra, exercer pgur, donper au batepu la

méme vitesse dans une courbe de rayon R sera NP

: at ’
O 4 R st Ao A0 cowprotl
Combe pre
htdbllssement et dlscussnon de cette formule.
A Ly’ t UUC

Deceeur (P.). — Emploi de bassins d'épargne pour réduire 1a'dé-
pense d’eau dans les canaux éclusés. (428-454, 1 fig.)

La circulation sur les voies navigables devenant de plus en plus active, il
arrivera un moment ou 'alimentation des ¢anaux éclusés sera a la fois trés@if-
+ ficilé et dispendleuse. "' ' poon
“ L’auteur se propose d’établit' qu'en abandofinant cofhpléteinent Pidéw: de
l'utilisation de la force vive de I’eau par les mouvements intermittents oa le
systéme des coups de bélier, on peut obténir, au moyen de plusieurs'bassins
d’épargné,’une écanomie d’eau aussi grande qu'on voudra, et arriver facilefent
4 un rendement de plus de 60 pour 100 en n’employant qu’'un seul bidssin
'd’épargne, relié au sas par'un conduit de peu de longueur, mais de grandésettion.
i, b
Blum. — Calcul rapide des terrassements. (455-461, 2 pl.y.
sn 1)
Description d’un instrument destiné a faciliter ce calcul. Antérieurement,
M. Toulon avait eu I'idée d’ajouter une régle glissant l¢ long d’une régle fixe,
toutes deux étant convenablement graduées, au lieu d’un tableau graphlqne a
" double entrée.
L’auteur a ainsi mis en évidence I’équivalence des propriétés de la ‘l‘égle' lo-
garithmique ou régle & calcul et de Pabaque. -
11

Cornaglia (P.-A.). — Du flot de fond dans les liquides én état
d’ondulation. (587-695, 1 pl.).

I

Prelumnau'es et question. Détermination du flot de fond. Partlcularltés du
flot. Effets du flot. Applications et conclusions. Réfutation de la théorie d’Emy

sur le flot de fond.
! o2 [T 11.)h

e - Tome II; 2° semestre'i881. W roand s(
' ' cuadds
Fontaine et Desmur. — Durée de I'éclusage au canal du centre
des bateaux chargés a 300 tonnes. (13g-161, 1 pl.). ,

' (R
« La loi a fixéa 2= la profondeur d’eau minimum, et une circulajre minjstérpelle
a prescrit de fixer, d’aprés cette donnée, la position des seuils des é‘qlu§es. 1l
semblerait donc que les seuils devraient étre placés simplement & 2™ ep, coptre-
bas de la tenue d’eau normale des biefs.
., L’auteur se propase de montrer que, si on les établissait ainsi, sans se p:éoc-

cuper sérieusement de donner beaucoup plus de facilité au dégagement de l'eau
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bl Ry R ales; oty iraitdu-devant dé gravés mécompteset- Gu’bi serait loin

de perttibtite pratiquiertient 16 passagé de bateauk-chargds & oo tondes. g

s C4dé ‘rgdultdts auxquels il parvient trouvent une vérification trés satisfai-
sante. [

Mocquery (C.). — Courbes de raccordement des canaux. (198-
219, 5 fig.). .

b I
Suite et complément & une Note antérieure. La formule donnée dans le pre-
mer ravail peut se rédwre trés;simplement & . N

$=10m+381:m’ v L |
i Lo .
quia été consacrée par une circulaire ministérielle. v r Wt i
Il reste a examiner les conditions du raccordement des parties courbes glar-
o1 gies suivant la formule, avec les parties droites contigugs dont la largeur est
normale. )
« « Glest la Pobjet de la présente Note out l'on étudie successivement trois cas :
1 1 Pélargissement symétrique; 2° Pélargissement total par la rive copcaye;
3¢ Yélargissement total par la rive convexe.
Dans la suite de ses recherches, 1 auteur est condpit a étudier I'enveloppe
d’une droite de longueur constante L dont les extremilés s’appuient sur une

K [ T

circonférence (e rayon R) et l'une de ses tangentes OY. sy
Il faudrait, pour en avoir 'équation, éliminer a entre I'équation
S ¢ {
Be [I2+ (az—y)]yi+at =2L(a*z —ay + R) 1%

* et sa dérivée par rapport a a. Il est plus simple de recourir & la détermin’a)‘t}ion
graphique des principales singularités de cetie enveloppe, qui présente 1 point
double, 2 points d’inflexion et 4 points de rebroussement.

Enfin, dans le cas particulier du raccordement de deux courbes contigu%ﬁ et

1., de rayons diffévents, on aurait & chercher P'enveloppe d’une droite de longueyr

constante L dont les extrémités s’appuieraient sur deux circonfémnceg (de
rayons R et R') tangentes entre elles.
Si P'on se décide, toujours dans le méme cas, & porter tout 'excédent de lar-

' gepr du cOté convexe, les Tives circulaires convexes seront seules a raccorder.

La courbe de raccordement A employer scra alors une parabole du seténd
degré, tangente aux deux cercles.

’

4

De Lagrené (H.). — Sur la poussée des terres avec ou sans sur-
charges. (441-471, 13 fig.).

IR ESt

fes nombreux travanx insérés dans les Annales des Ponts et Chad}s‘éés,
sur la poussée des terres et sur le calcul des murs de souténement, semblent
montrer que les solutions indiquées n’ont pas encore atteint le degré de clarté
4l permet de les graver'dans 1a mémoire et de les appliquer sans hésitation.
‘Dans plis d'une circonstance, 'autéur de ce travdil a dd recommencer’ des
" “vétherches assez longues pour calculér un bajoyer d’écluse ou un mur de 'guai,
et il aurait été heureux d’avoir sous la main un résumé des principes ttiles

dahs’ 14 pratiqué et uné indication claire et simplé des caleuls ou des épures
[ r{c?:’éséﬂi'n“!s‘.'“"‘""“ Ch el b 2y oonsat iranh B IEINGe e 13qun

s{l

¥
k)
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De 1773 a 1820, Coulomb, de Prony et Francais ont produit divers Mémoires
sur la question, en négligeant le frottement de la terre contre la paroi da mur
de souténement. Ce nouvel élément, introduit par Poncelet en 1840, est venu
compliquer le probléme, mais Rankine indique comment on peut I'éluder, quand
I'angle de frottement de la terre sur la magonnerie n’est pas moindre que celui
de la terre sur elle-méme, ce que 'on peut généralement admettre. (Annalés,
1874, et Bulletin, t. XI, p. 264.) .

Le probléme peut étre ramené a trouver en grandeur et en posilion la poussée
exercée sur le plan vertical passant par 'aréte intérieure de la base du mur.

On simplifie en ne tenant pas compte de la cohésion des terres et en suppo-
sant que le remblai est limité 4 sa partie supérieure par un plan unique faisant
un angle 6 avec I’horizon.

En désignant par ¢ le talus naturcl des terres coulantes, p leur densité, & la
hauteur de la section verticale définie précédemment, on trouve que la poussée

a pour expression sper i
1 cosB — /cos’d — cos’ o R
3 pltcosh . oo M
c0s0 + /cos?0 — cos?o ol e

Pour 8 = o, elle devient , o
;__.S“-“P . I <ol tue-

1
2 1+smg’ ' el
et la direction de cette poussée est horizontale.

Le Mémoire se termine par une comparaison entre la poussée de la t.erre et
la poussée de l'eau; une étude de la poussée d’un terre-plein uniformément
surchargé et une application numérique a un bajoyer de I’écluse de Saint-
Aubin.

Tome III; 1°" semestre 1882.

Dubret. — Généralisation des tableaux construits d'aprés la
méthode de M. Willotte. (go-100, 1 pl.).

La méthode précitée repose sur la construction de courbes d’égales surfaces,
formant un systéme d’hyperboles homothétiques faciles & tracer, dés que I'une
d’elles a éte bien exactement construite an moyen de quelques-unes de ses tan-
gentess

Il a paru avantageux de pouvoir opérer au moyen d’un tableau unique, oa de
deux tableaux au plus, dressés I'un pour les déblais, ’autre pour les remblais.
Préparés sur carton fort, ces tableaux ne seraient pas soumis aux causes d’al-
tération (retrait du papier, etc ), qui agissent sur les feuilles gravées et nuisent
A Pexactitude des résultats. On pourrait construire les épures a grande échelle,
multiplier par suite le nombre des hyperboles, donner enfin au procédé une
précision des plus grandes.

L’auteur propose ’emploi d’un rapporteur transparent, formé d’un cadre tra-
pézoidal, en bois ou plus simplement en carton, dans I’évidgment duquel on
tend une toile a calquer, ot 'on a au préalable représenté toutes les inelihaisons
du terrain naturel.

Perron. — lInstrument pour tracer par points les courbes de ni-
veau sur un plan coté. (103-105, 2 fig.). N e
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+ La détermination d’un point d’unc ecourbe-de niveau revient par le fait{a la
construction de deux triangles semblables, dont les ¢Otés sont proportionnels
aux différences entre la cote du point cherché et celle des deux points qui
servent a le déterminer.

Pour éviter la surcharge du dessin par un nombre considérable de triangles,
Pauteur propose d’effectuer mécaniquement les constructions dont nous ve-
nons de parler.

D’aprés linventeur, cet instrument permet de faire en deux jours un travail
auquel il faut consacrer cing jours quand on emploie la méthode ordinaire.

Huléwics (M.). — Calcul de résistance des poutres droites a plu-
sieurs travées. (141-218, 12 fig.).

Ce travail est divisé en deux parties.

Dans la premiére partie, 'auteur rappelle d’une maniére succincte les équa-
tions générales servant de base aux développements ultérieurs, dans le cas ou
le nombre et l'ouverture des travées sont quelconques. Cette partie est basée
sur les formules générales de MM. Collignon et Bresse.

La deuxiéme partie donne les expressions des moments fléchissants maximum
sur les appuis et les équations de la courbe enveloppe définitive de ces moments
dans les principaux troncons de chaque travée. Toutes ces quantités sont ex-
primées en fonction des charges, de 'ouverture de la premiére travée I et du
rapport des ouvertures 3. Elle contient, en outre, les expressions en fonction de
ces mémes quantités, des abscisses quilimitent les trongons de chaque travée, et
enfin les équations de la courbe enveloppe des efforts tranchants.

Le nombre des travées considéré s’étend de trois a4 huit, appartenant d une
poutre symétrique, c'est-a-dire ayant ses travées intermédiaires égales entre
elles, et les travées de rive présentent également la méme longueur, mais dif-
férente de celle des travées intermédiaires.

Lévy (M.). — Mémoire sur le transport électrique de I'énergie.
(225-242).

Le probléme du transport d'une quantité donnée d’énergie, & une distance
‘quelconque, avec un rendement donné, ne trouve aucune solution dans les lois
quon pourrait appeler les lois de similitude énoncées jusqu’ici. Ces lois, scien-
tifiquement exactes, sont illusoires dans la pratique, parce que leur application
exigerait ou un accroissement sans limite de la force électromotrice, ce qui
rendrait tout isolement impossible, ou le décroissement indéfini de la quantité
d’énergie transportée, ce qui rendrait 'opération inutile.

Le probléme peut étre résolu par 'emploi de machines de dimensions cou-
rantes établies de facon 4 pouvoir fournir, sans vitesse exagérée de leurs
anneaux, la tension maximum que peut subir, en toute saison, une ligne aérienne
ou souterraine.

Du Bois (P.). — De l'effet des endiguements sur le profil en
long d’une riviére a fond mobile. (324-337).

Quand on endigue une riviére 4 fond mobile, on modifie les conditions de
Pécoulement. 11 peut donc arriver qu'on détruise I'équilibre préexistant entre la
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force du courant et Ja résisiance du fond. Pe.da,des.changements dans,l¢.prafil
ren long, dont on'néglige erdinairement de tenir compte dans les préyisigps,et
dont les effets peuyent surprendre d’une. fagon fungstec . f g Bria
Les formules ordinaires de hydraulique soat impuissantes pgur-les.galepjer,
car elles supposent que le fond reste fixe, ou hien, si I'on prévoit upeg.modifi-
cation du fond, on la détermine arbitrairement. ! seop
L’auteur a pensé que ses formules établies dans son Mémoire sur le Rhone
et les rividres i lit affourltable (Mnnatles, 1849, et Bulletin, IV;, p. 213 Jpobrt
raient trouver un,utile emploi dans cg genre de recherche. 21
Jacquier. — Détermination graphique de la poussée des terrés.
(463-473, 5 fig.). 2ofd

Le but de la présente Note est de faire connaltre, pour 'applicatioh de la
théorie exposée par M. Considére, un autre procédé graphique, qui paratt Belu-
coup plus simple et qui a avantage d’éviter toute ambiguité pour le thwicé des
réactions, lorsque celles-ci ne sont pas normales aux plans auxquels élles'§'ap-
pliquent. Ce procédé est en outre plus général, car on peut opérer sur yn pl‘a‘l
quelconque, au lieu d’étre obligé de s’en tenir au plan a frottement nul ou maxi-
mum mené par la base de la paroi. "

M. Coasidére fait observer que sa théorie est, sinon identique, au moips. par-
faitement conforme & celle que M. Maurice Lévy a présentée a I'Institut en
juin 1869; mais il n’est peut-étre pas sans intérét de faire remarquer que. cette
méme théorie est au fond identique & celle qui a été donnée par M. Rankine,
dés 1856, dans les Philosophical Transactions. L’autorité du célébre ingénieur
anglais contribuera sans doute & rassurer les ingénieurs qui voudront faire
usage de cette théorie.

: LR
Curie (J.). — Note sur la brochure de M. B. Baker, relative a la
poussée latérale réelle des remblais. (558-592, g fig.).

I’auteur s'éléve contre une assertion formulée par M. Baker, qui affirrae 9
manque de données expérimentales précises et l'indifférence des congtrucgtRurs
sur ce sujet. Il estime que M. Baker aurait pu vérifier, d’une facon plus atten-
tive, 'accord de Pexpérience avec la théorie qu’il a exposée dans un Ouvrage
publigen 1870, puis dans des Communications 3 'Académie des Sciences-en-1873,
et enfin dans le Memorial de I’Officier du Genie en 875 (Voir Buylletin, 11,
. 213; VI, p. 87; XI, p. 254).

La théorie de la poussée des terres, en tenant compte du frottement ,de;s
terres sur la paroi postérienre du mur, a été donnée en dernier lieu par
M. Boussinesq, dans un J[Fssai theorigue sur U’equilijbre des massifs pqlgerz-

sants, publié en 1876 par '’Académie royale de Belgique. A la spite de lad;scus—
.sion du, Memoxre de M, Baker, M. Boussinesq, sur la demandede M. 1. Forxest,,
secrétaire de la Société des ingénicurs civils, a adressea\ cette Société une Note
dans laquelle i} établit, d’'une maniére élémentaire et slmple, les résultats prin;-
+ cipaux de cet Essai, pour le cas assez ordinaire d’un massif homzontal souteny
par un mur vertical, et ofi il donne des formules susceptlbles d’une applncauon
pratique immédiate. Dangs cette Note, M Boussinesq montre que le rapport dF
. Vépaisseur du mur & Ja hauteur est nn minimum lorsqu’on g'en tiept aux resul-
tats du calcul, mais que 'on peut lui assigner ausst ung limite supérneure, de
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tiandére qu'dh'realY les expéhieniceb décrites par M) Baker condutraient & un
aceord cottbtarit ¢ ceétte thesrié et des tails observés M. Baker ne slest pemt
etre pas assez preoccupé des causés de la divergence qu'il avait constatée eabre
les résultats de Ia théorie et ceux dé ses observations pratiques Il et pw ainsi
$¢ montrer moins sévere A I'egard de 1a plupart des auteurs qui ont écrit sur
la poussee des terres 11

-

Flamant (A.). — Note sur la poussée des terres. (616-624).

Reflexions et remarques au sujet du Memone precite de M Baker Objections
qu infirment quelques conclusions de la theorie de Rankine.

Boussinesq (J.).— Note sur la poussée des terres (625-643, 1 fig.).

Cette Note, indiquee 4 propos des deux articles precedents, a pour objet la
determination de I'epaisseur minimum que doit avoir un mur vertical, d'une
hauyteur et d’une densite donnees, pour contenir un massif terreux, sans <}:ohé-

;st1on, dont la surface superieure est horizontale

Lavollée. — Notice sur les portes de I'écluse d’Ablon. (644-658,
2 fig., 2 pl.). '
Les notes annexees a ¢e travail renferment le calcul de la force qui fait

équilibre a la pression de Peau en un point du vahtail et les ecalculs de resis-
tahce d’un vatitail. .

’ Hu B- EE
[T »\ 3 - o
ot 1 i i "
REVUE D’ARTILLERIE (') o
! 7 \ya a
Tome XXII, avril-septembre 1883. | ‘ AR
1 -~ ¥ -~ '1
Dyguet. — Résistance des corps solides. (132-153; 185-321;
4r1-441, 35 fig. ). -

b
Mémoire circonstancie dans lequel I'auteur n a fait intervenir que les noill(ons

. - —t
(V) Voir Bulletin, XI, 74 11, 137, IV,, 206, V,, 231 et VI1,, 86 :
Errata — T V1II,, 2° Partie, p 5, au liew de 26 novembre, lisez 26 mars

T 'VII,, 2° Paitie, p 14, higne 11 en remontant, au lew de n° 3, lisez n> 13, § 79,

fignes 12, 13, 14 et 15 en remontant, les titres enoncés doivent etre en gréawds

caracteres, p 84, ligne 1r cn remontant, au lieu de séptembie, lisez semestre

T. VI, 1 Pattie, o 21, auBlew de p2b?, tisez u?— 8%, p 29, highe 1, ajduter

.funl‘lef,, 1877;rhgne 3, au liew de coor données, par, fisez coordoniiées polarres, pdr,

p 51, higne 10 en remontant, du liew de genératrice, lisez genération, p 55 et 56,

les énonces de la p 53 ont ete reproduits par erreur p 185, ligne 8, on a oinis

Pindication qui correspond & (*J. T VI,, 2¢ Partie, p 110, lighe 7 en remontiht,

au lieu dé on peut regarder, datis, lisez on peut dans, etc , p 159, auw lLiéw de

huit racines, &isez huit veies p 211-212, les titres des travaux cites de Caylev,

Spottiswoode, Harley et Russel ddivent étre indrqués en pétits Caractéiresi; P« 289,

i1‘1gne 13 en remontant, au heu de par, lisez pour dent oty ol eInd
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analytiques les plus indispensables, de maniére & laisser aux faits d’observa-
tions toute leur importance et a4 donner, autant que possible, des interpréta-
tions fondées sur des considérations géométriques.

Voici les subdivisions des articles publiés dans ce Volume :

Cmavitee I. Theéorie mathématique de l'élasticité. — Forces élastiques.
Ellipsoide d’¢lasticité. Composantes normales et tangentielles des forces élas-
tiques. Coefficient d’élasticité. Considérations sur les hypothéses ou principes
des théories mathématiques de 'élasticité.

Cmaritre 1I. Reésistance a la rupture. Cassure. Cohésion. — Position de la
question. Torsion simple. Compression simple. Hypothése fondamentale et ses
conséquences immédiates. Résistance au glissement, & la traction et & la com-
pression simples. Relations générales entre les forces principales de rupture.
Traces des cassures sur la surface libre. Cassures en général. Cohésion. Cris-
taux. Fibres. Grains. Talus.

Cauapitee 111 Limite d’élasticité. Ecrouissage. — Limite d’élasticité: Efforts
simultanés. Forces principales limites. Limite d’élasticité d’un corps primiti-
vement déformé. Efforts successifs. Ecrouissage.

Cuseirre IV. Enervement. — Efforts agissant successivement en sens contraires.
Enervement.

Cuarithe V. Déformations. Densité. Stabilité. — Déformations et déplace-
ments des éléments. Forces et couples intérieurs. Déformations élémentaires.
Glissement et densité. Equation d’équilibre et coefficient d’élasticité, dans
Ihypothése de I'indépendance des petits effets des forces élastiques. Stabilité
des déformations. Considérations sur les recherches expérimentales relatives au
développement des forces élastiques.

Canet (G.). — Etude d’un frein hydraulique pour affat de 155=,
modele 1877. (289-298, 1 pl.).

L’auteur décrit un systéme de frein hydraulique dont ’'adoption présenterait,
d’aprés lui, les avantages suivants :

1° Protection mieux assurée des servants et du matériel, par suite de la mo-
dération du recul;

2° Rapidité du tir, par suite de la remise automatique de la piéce en bat-
lcrie‘; B

3¢ Facilité de manceuvre;

4° Diminution du nombre des servants.

Or, il a établi, dans un travail précédent (Revue, 1879; Bulletin, 1V,, p. 208),
que le seul frein qu’on puisse disposer pour obtenir ces résultats est le frein hy-
draulique a orifices d’écoulement variable.

Dans ces conditions, le probléme parait pouvéir étre résolu d’'une maniére
satisfaisante par I'emploi d’un frein hydraulique limitant le recul a o@,95 et
calculé pour une pression totale de 13 tonnes.

L’aire variable y» des orifices d’écoulement, lorsque l'affitt a reculé d’une
longueur z, est représentée, pour la piéce en question, par I'expression

y= om,0068\/1—— §,

{ étant le recul total.
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Siacci. — Sur les axes des groupements. (321-544).

Discussion de plusieurs passages d’'un précédent Mémoire de M. P. Bréger
au sujet des cllipses d’égale probabilité (Revue, 1877; Bulletin 11,, p.130).

La fonction qui représente la probabilité simple d’une erreur donnée est
étroitement liée & la régle d’aprés laquelle on détermine le centre d’un grou-
pement, de sorte que, si ce point est lec centre de gravité ou le point par rap-
port auquel la somme des carrés des écarts est un minimum, cette adoption
renferme nécessairement la formule de la probabilité simple, c¢’est-a-dire celle
de Laplace, ainsi que Gauss I'a démontré. Gauss, en effct, a établi que, si l'on
admet comme valeur la plus probable d’une quantité la moyenne arithmétique
de toutes les quantités observées, la fonction qui exprime la probabilité d’une
erreur donnée est celle de Laplace. Et la démonsiration est rigoureuse, au
moins si 'on admet que la fonction cherchée a une dérivée.

D’accord avec le principe & I'aide duquel on détermine le centre du groupe-
ment, 'auteur adopte la formule connue de Laplace et, sur cette base, il se
propose d'établir le théoréme suivant :

Quels que soient le nombre et la direction des causes déviatrices, elles
peuvent toujours étre réduites a deux causes indeépendantes et perpendicu-
laires entre elles; et les directions de ces derniéres coincident avec les deux
azxes principaux d’inertie passant par le centre du groupement.

Ce théoréme étant démontré, il n’y a plus & douter que les groupements ad-
mettent des axes. Ces axes existent, qucls que soient les projectiles; il y en a
dcux, et leurs directions sont celles indiquées ci-dessus; le théoréme lui-méme
permet de les trouver, puisqu’il donne le moyen de les détermincr par Pexpé-
rience.

Pour les projectiles sphériques, ou tout est symétrique par rapport au plan
vertical passant par I’axe de la bouche & feu, I’expérience n’est pas nécessaire;
Pun des deux axes est certainement vertical, 'autre est, par conséquent, hori-
zontal; par suite, cclte proposition, qui auparavant était une simple hypo-
thése, s’éléve désormais au rang de théoréme.

Pour les canons rayés, des expériences faites avec soin pourront, en s’ap-
puyant sur ce théoréme, déterminer les directions des deux axes. Il est vraisem-
blable que 'un d’eux se trouve dans le plan osculateur de la trajectoire, et si
cela se vérifie, comme ce plan est vertical, on aura une justification de la mé-
thode actuellement en usage pour déterminer la probabilité d’atteindre une
surface donnée. Sinon, non.

Telle est la base du présent article, dont voici maintenant les subdivisions :
composition de plusieurs causes agissant suivant une méme direction. Trans-
formation de deux causes agissant dans deux directions quelconques en deux
autres agissant dans des directions perpendiculaires. Composition de trois
causes agissant dans un plan suivant des directions quclconques. Composition
de n causes agissant dans un plan. Axes d’inertie. Groupements dans I'espace.
Sur la composition des écarts. Sur le mode d’agir des causes déviatrices.

H. B.

Bull. des Sciences mathém., 2° série, t. VIIL (Juin 1884.) R.6
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COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES DE L’ACADEMIE
DES SciENCES, t. XCVII (suite); 1883 (1).

N 14; 1 octobre.

Coggia. — Observations de la planéte 23)) et de la cométe
Brooks, faites a I'Observatoire de Marseille. (738).

Stieltjes. — Sur I'évaluation approchée des intégrales. { 740).
] PP 3 (7

Evaluation approchée d’unc intégrale S§ f(2), G (x)dz,ol f(x ) est une fonc-
tion positive et G(x) une fonction continue & nombre fini de maxima et mi-
n

. AN ) .
nima, sous la forme approchée }-‘ A, G(x,), ou les A sont des constantes

i
positives et les x, des racines d’une ¢quation algébrique.

Dutordoir. — Démonstration nouvelle du théoréme fondamental
de la théorie des équations algébriques. (742).

Picard (E.). — Sur les tormes binaires indéfinies a indétermi-
nées conjuguées. (745).
N° 13; 8 octobre.

Bigourdan. — Observations de la cométe Pons-Brooks et des
planétes (142), (185, (21 et (¢, faites a 'Observatoire de
Paris. Remarquable changement d’éclat de la cométe Pons-

Brooks. (794).

Cruls. — Suar une particularité remarquable présentée par la
queue de la grande cométe australe de 1882. (797).

Stieltjes. — Sur]’évaluation approchée des intégrales. (798).

N° 16 15 octobre.

Tisserand. — Note sur une formule de Hansen. Premiére Partic.

(816).

(') Voir Bulletin, V1,, 51 et 19.
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Partant des formules

s .
1 I r
ey Z rm PO,
ou P est le polynéme de Legendre, si 'on remplace z = cosV par
. cosu cosu'+ sinu sinu’ cosJ,

et que I'on ordonne les résultats suivant les cosinus des multiples de u et de «',
on obtient une formule due & Hansen, que M. Tisserand obtient fort simplc-

ment, comme il suit.
Posant
Pr(3) = §SpoiAl) cosim cosjy,
N 2 J . S . . .
ol W—u=uz,u+u=y, cos‘; =u, sm‘; = ¢, il déduit de I'équation dif-

férenticile auxquelles satisfont les P la relation

@Ay o Fai e G
iin SinJ[(21+Ql+I)COS +2j + 2] A

+(n—i——j)(n+i+j+1)A'i’!’}:0;

en remplacant ensuite la variable J par la variable ¢, on retombe sur 'équa-
tion hypergéométrique; on en déduit

AP =KkPIF(E+j—n, i+ +n+1, 2] +1,0),
F se réduisant ici 2 un polyndme; quant a {2}, c’est une constante, pour la-

quelle Pauteur trouve la valeur

1 O(n—+i+/))0(n—i-+j)
11+i——_/'>

i T 3 (2)) H(’};f_—_1>11<n_;+j>n< 2

Liouville (R.). — Sur une transformation des équations aux dé-
rivées partielles du second ordre, 4 deux variables indépen-
dantes, et sur quelques intégrations qui s’en déduisent. (838).

L’auteur signale, comme l'un des résultats de son travail, la définition de la

classe des équations du type
F(r,s,t) =0

qui, transformées par ces méthodes, admettent des intégrales intermédiaires.

Boussinesq. — Résistance d'un anneau a la flexion, quand sa
surface extérieure supporte une pression normale, constante

par unité de la longueur de sa fibre moyenne. (843).
« Etant donné un

Solution pratique d’une question posée par M. M. Lévy
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manchon cylindrique ou plutdt un anncau mince de rayon moyen R, & section
rectangulaire, soumis extérieurement & une pression normale et constante p,
par unité dec longueur, on demande de désigner les valeurs de la pression p
qui seront capables de le faire fléchir ou, autrement dit, de lui faire perdre la
forme circulaire. »

Picard (E.). — Sur les formes quadratiques ternaires indéfinies
4 indéterminées conjuguées et sur les groupes discontinus cor-

respondants. (843).

Darboux. — Saur les surfaces dont la courbure totale est con-
stante. (848).

N° 17; 22 octobre.

Tisserand. — Note sur une formule de Hansen. Deuxiéme Partie.

(880).

On conscrve ci-dessous les notations qui ont été expliquées en rendant
compte de la premiére Partie de la Communication de M. Tisserand.

On déduit aisément d’un résultat établi par 'auteur, dans le t. XV des An-
nales de l’Observatoire et de la Communication précédemment analysée, que
le coefficient de cos2 ix cos2/y dans la fonction

sin(2n+1)V
sinV

est a un facteur prés le carré du coefficient de cosiz cosjy, dans la fonction
P{% quand on y remplace z par @ cosz + ¢ cosy.
La raison de cette analogie se trouve dans ce fait que, en posant

zm = Sin(z+ 0V

sinV
olt cosV =z, on a, pour 0 <1,

©

— =V pzm
1— 2065+ 6 —_2 ’
0

1 [
T s
0

On est ensuite conduit a la question suivante :
Posant

I

= E 8Pt (p, 2),
(1—202—!—0‘)]7—2— 0

ol pZ2, trouver une formule générale qui donne le développement du poly-
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néme P*(p, z), quand on y remplace 5 par pcosx + ¢ cosy. Ces polynomes P
sont les fonctions sphériques d’ordre supérieur de M. Heine.

Ce qui précéde résout la question pour p = 2, 3. M. Tisserand indique com-
ment on peut, pour p = 24q -+ 3, ¢ étant un entier positif, trouver le coeffi-
cient B{2"?) de 4 cosiz cosiy dans le développement de P*(2g + 3,3); on a
alors

perg - M+ g)M(n+g+D(po) o
0 O(r)U(g)U(g+HU(HU(n—2) ¥
ou
F;=F(a B v; 3, ¢, sin?])

est un polyndme hypergéométrique du second ordre, défini par les éléments .
a=i—n, 8=2i+1,
Bp=i+1, e=1i-+4q-+1.
Y=i+n-+q-+1,

Stieltjes. — Sur quelques théorémes arithmétiques. (889g).

Si f(n) désigne le nombre des solutions entiéres de I’équation
n=x*+y?
on a, pour n = 4¢ +1,

S(2.1) + f(2.5) +...+ f(2.n) .
el /=1 n—3* L (n— 5 yora (=1
_SI_E(———[' >+ (—-—3'4 ) +E<__5.4 > —-] -+ {cos ( 7 )l‘[,
w étant Pentier impair immédiatement au-dessus de /7 ou égal a y/n.
L’auteur donne des théorémes analogues pour diverses formes de l'entier n,

ou relatives a la somme des diviseurs impairs de n, ou encore ala fonction nu-
mérique qui désigne le nombre de solutions de 'équation n = z? + 2.

Darboux. — Sur les surfaces a courbure constante. (892).

Aprés avoir rappelé, dans une Communication antérieure, divers travaux
(Bonnet, Lie, Biacklund) relatifs a ces surfaces, M. Darboux établit, comme il
suit, une importante proposition due a M. Bianchi.

Soit (C) un systéme de courbes paralléles sur une surface (X£); soit (g) le
systéme des lignes géodésiques trajectoires orthogonales des courbes (C). Les
tangentes aux lignes (g) sont normales & une certaine surface (S) et touchent
une seconde surface (X'); (£) et (T') sont les deux nappes de la surface des
centres de courbure de (S). En outre, (') est le lieu des ccntres de courbure
géodésique des courbes paralléles (C) tracées sur (X). La relation est d’ailleurs
réciproque.

Cherchons s’il existe une surface (X) sur laquelle on puisse tracer des
courbes paralléles (C) ayant en chacun de leurs points un rayon de courbure
géodésique égal a 1. En rapportant (E) aux courbes (C) et aux lignes (g),
P’élément linéaire prendra la forme

ds*= du’ + C*dv?,

ott C = e¢™"; la courbure totale de la surfacc sera donc constamment égale a
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— 1. Si maintenant on considére la surface (X') associée & (X), comme il a été
cxpliqué, & cause de la réciprocité, les lignes géodésiques (g') de (T') tan-
gentes aux normales de (S) auront pour trajectoires orthogonales des courbes
paralléles (C') dont les centres de courbure géodésique seront sur X et dont les
rayons de courbure géodésique sont égaux a 1; par conséquent, (X') sera
comme (X) une surface a courbure constante —1, et les éléments linéaires,
sur les surfaces () et (E'), sont donnés par les formules

(1) ds? = du® -+ e* dv?,

(2) ds't = du® + e *dw’.

Tel est le théoréme de M. Bianchi; il en déduit la méthode suivante : considé-
rons une surface (X) & courbure —1; on obtiendra, comme il suit, un systéme
simplement infini de systémes coordonnés donnant a I’élément linéaire la
forme (1); il suffit d’associer, en effet, aux lignes géodésiques passant par un
point & linfini de la surface leurs trajectoires orthogonales. Ainsi*on déduira
de (£) une surface (I') contenant dans son équation une constante arbi-
traire; d¢ méme de (£') on déduira une équation contenant deux constantes
arbitraires, etc.; 'application de ce procédé n’exigera, comme M. Lie en a fait
la remarque, que des quadratures.

D’un autre coté, M. Darboux établit une élégante proposition due & M. Ri-
baucour, et qui comprend la proposition de M. Bianchi : elle consiste en ce
que, étant donnée une surface (X) a courbure —1, si I'on trace dans chaque
plan tangent un cercle de rayon 1 ayant son centre au point de contact, tous
les cercles ainsi obtenus sont orthogonaux a une famille de surfaces toutes a
courbure constante de — 1, et, en outre, ces surfaces font partie d’un systéme
orthogonal triple, dont les deux autres familles sont composées de surfaces
cnveloppes de sphéres.

Si, en effet, on rapporte la surface () a ses lignes de courbure, I'élément
linéaire prendra la forme

(3) ds* = cos*wdu’ + sinfwdy?,
ol o vérifie I'équation

(/) 0w + si
—— — — + sinw cosw = o.
) dy¢ Ju?
Si, dans le plan tangent en M, on méne une ligne MM’ de longueur 1 faisant
avec la courbe u = const. 'angle 6 et si 'on écrit que M' décrit une surface

dont le plan tangent passe en M et est normal au plan tangent a T, on obtient
les équations

09 odov .
mw o= sinf cosw,

5

©) 109 dw . .
Tv -+ Ju =—cosbsinw,

compatibles sous la condition («), comme on le voit, cn éliminant 0; inverse-
ment clles donnent une valeur de 6 contenant, oulre u, ¢, une constante arbi-
traire a, lorsqu’on sc donne la fonclion o vérifiant 'équation (w).

On en déduit, si w, v, 2 sont les coordonnées curvilignes du point M, Pex-

\
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pression du déplacement dS de ce point, savoir,

2
dS? ="cos*0 du?—+ sin?6 dv* + <3—-S‘-> da?,

qui met en évidence le systéme triple orthogonal. Dans une Communication
postérieure, M. Darboux discute le systéme (5). La valeur de 6 trouvée comme
il a été expliqué plus haut est aussi une solution de l’équation (u); donc, de
toute solution de I’équation (u) on peut déduire une solution nouvelle conte-
nant une constante arbitraire : ¢’est la valeur de 6 la plus générale satisfaisant
aux équations (5).

D’une solution particuliére quelconque 6 des équations (5), on peut déduire
cette solution 0’ la plus générale; pour cela, oneffectue les quadratures définies
par les formules

da = cos0 cosw du -+ sinw sinf dy,
(6) . { e-*d} = coswsind du — sinw cosh dy,
eedy = cosh sinwdu -+ sinwcosfdy;

la solution 8" est alors donnée par la formule

(7) colﬂ—:—0 = pe-n.

En remplacant dans (6) 0 par 0’, on obtient immédiatement les nouvelles
valeurs o' et 3' de a, B; v’ s’obtient par une quadrature. On arrive a des ré-
sultats analogues en regardant § comme donné et cherchant la solution la plus
générale de w qui vérifie les équations (5).

En appliquantsuccessivement ces deux opérations, on déduit de tout systéme
de solutions des équations (5) un nombre illimité de systémes nouveaux contenant
autant de constantes qu’on le voudra ct la détermination de chaque systéme
nouveau n’exige qu’'une nouvelle quadrature. Enfin I'auteur établit la curieuse
proposition que voici, qui forme la conclusion de ses recherches : « Il suffira
d’effectuer au début, en dehors de a, 8, v, un certain nombre de quadratures (infé-
rieur d’une unité au nombre de solutions nouvelles que 'on veut obtenir),
portant sur des fonctions parfaitement déterminées u et de ¢, et, ces quadratures
une fois effectuées, 'application de la méthode n’exigera plus que des calculs
algébriques les plus élémentaires.

Léauté. — Sur la loi de répartition des lensions dans une lame
élastique de forme primitive arbitraire, enroulée sur un cy-
lindre de section droite quelconque, lorsque le glissement est

uniforme. (894).

Cette loi est donnée par la formule

ds R _ EI:
LT e [l ) R )

e ds ds*

Loet M élant les efforts ¢lastiques, résultant de P'allongement et de la flexion,
p étant le rayon de courbure en un point de I'élément ds ct f le coefficient de
frottement. ’
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L’auteur en déduit la proposition suivante : « Dans un frein a lame métal-
lique, lorsque la lame est circulaire ou rectiligné avant ’enroulement, la loi de
répartition des tensions pendant le glissement uniforme est la méme, que 'on
tienne compte de I'élasticilé ou que 'on n’en tienne pas compte. »

Boussinesq. — Sur le mouvement d’une charge roulante, le long
d’une barre élastique horizontale appuyée a ses deux bouts et
dont la masse est beaucoup plus petite que la sienne. (897).

Celte question a ¢té traitée par MM. Willis et Stokes; M. Boussinesq montre

comment la solution donnée par ce dernier peut étre considérablement sim-
plifiée.

N° 18; 29 octlobre.

Tresca. — Etude sur les déformations géométriques déterminées
par 'écrasement d'un parallélépipéde rectangle, avec allonge-
ment dans une seule direction. (928).

Darboux. — Sur I'équation aux dérivées partielles des surfaces
a courbure constante. (946).

Voir plus haut.

Poincaré. — Sur la reproduction des formes. (949).

Il s’agit de trouver toutes les formes qui sont reproductibles par deux ou
plusieurs substitutions linéaires infinitésimales non permutables : ce probléme
a été résolu par lauteur pour quatre variables et deux substitutions (Le Ca-
hier du Journal de I’Ecole Polytechnique); depuis, M. Lie a étendu la solution
au cas de trois substitutions et de quatre variables; M. Poincaré I'étend aux
cas de deux substitutions et de » variables.

N° 19; 5 novembre.

Gonnessiat. — Sur l'une des méthodes données par M. Leewy,
pour déterminer les ascensions droites des étoiles circumpo-

laires. (977)-

Léoy (M.). — Sur une Communication de M. Boussinesq, rela-

tive a I'équilibre d’'un anneau circulaire. (979). |

Stieltjes. — Sur la décomposition d’un nombre en cinq carrés.
(981).

Soit N = f(mod 8); le nombre de décompositions de N cn cing carrés impairs
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positifs est égal a

‘N ——12 N —3? /N — 3¢
#(—7 *“’( 3 )”( A )*

F(N) - 2f(N—8x(?) +2f(N—=8x 2?) 4+ 2/(N—8x 3!) +...,

ou 3

v (m) désignant, en général, la somme des diviseurs du nombre m et f(m)
étant égal a

d2—1
S(—1) 2% d, '

-

d représentant successivement tous les diviseurs de m. M. Hermite indique en
note une proposition aussi relative & la décomposition en cinq carrés impairs
et positifs et fournie par la théorie des fonctions elliptiques. Soit 2 =1(mod });
que l'on pose de toutes les maniéres possibles n = dd’ sous la condition d'>3d;
la fonction

x(n)=313d+d")

peut étre définie par le développement

x(8q) +...+y(dm +1)g™+...

3 — m(3m—2)
=——q—++( m 2)g .o+ g “+.00+

qm(3m—2)
i—g PR G—g: T (,—__—q.m.-_n)—z"’----

Si maintenant on a N = f(mod 8), le nombre de décomposition sera
FAN) + (N —2?) 4+ 2 (N —§) -+ 7 (N—6) +....

André (D.). — Probabilité pour qu’'une permutation donnée
de n lettres soit une permutation alternée. (983).

Une permutation des n lettres a;, a,, ..., @, est alternée, lorsque les n —1
différences qu’on obtient, en y retranchant chaque indice du suivant, sont alter-
nativement positives et négatives : cette probabilité est lc double du coefficient
de a® dans le développement de sécx ou de tangz : une expression asympto-

2 n+1
tique de cette probabilité est 4(%) .

Poincaré. — Sur P'intégration algébrique des équations linéaires.
(984).

M. Jordan a montré (Journal de Crelle, t. LXXXIV) comment on peut for-
mer les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire. M. Poincaré a
démontré qu’'a tout groupe fini T on peut faire correspondre d’une infinilé de
maniéres un groupe G auquel T' est mériédriquement isomorphe, qu’a ces deux
groupes correspond toujours une équation linéaire a intégrales algébriques et
que, si 'on pose & = f(5), f(z) étant une fonction fuchsienne engendrée par
le groupe G, les intégrales de cette équation sont des fonctions fuchsiennes
engendrées par un sous-groupe g de G. Ainsi a un groupe d’ordre fini corres-
pond une infinité d’équations & intégrales algébriques dont on peut choisir ar-
bitrairement les points singuliers. Les fonctions fuchsiennes engendrées par g



9o SECONDE PARTIE.

sont des fonclions rationnelles de x et de y, @ et y étant liés par la relation
algébrique

(1) 9($,.J’)=0y

de degré m, de genre p,; le groupe v de celte ¢quation algébrique est une seule
fois transitif; tous les sous-groupes g de genre p rentrent dans un nombre fini
de types.

Relativement aux intégrales abéliennes de premiére espéce engendrées par la
relation (1), on a cette proposition : « On peut choisir un systéme fondamental
de p intégrales telles que leurs périodes normales soient des combinaisons
lindaires & coefficients entiers des périodes normales de I'une d’entre elles. »
Enfin, voici la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction
F(xz,y), rationnelle en 2 et en y et satisfaisant a unc équation linéaire
d’ordre £ : il faut qu’on puisse trouver m quantités

Qs Ayy vnny Ay

telles que, si 'on permute ces m lettres d’aprés les m substitutions du groupe y
ct qu'on forme avec ces . permutations un déterminant A, tous les mineurs
d’ordre m — k —1 soient nuls a la fois.

Léoy (L.). — Sur une famille de surfaces développables passant
par une courbe gauche donnée (986).
Ces surfaces sont telles que leurs génératrices coupent une courbe gauche

donnée suivant un angle qui ne dépend que des coordonnées du point d’inter-
section. La détermination de ces surfaces dépend d’une équation de Riccali.

Humbert. — Sur les courbes de genre 1. (989).

Les coordonnées homogénes x,, z,, x, d'une courbe de genre 1 et de degré n
s’expriment de la facon suivante:
;= AP (t) +B;P,y(t) + ..+ L;P, (),
] Pp=+w ’

N p.’i'nﬂ+2p.'—-ﬂ(i+i9)

- Pj+|(t) = : e w w nr,
p.:—aa

Les A, B, ... sont des constantes; M. Humbert montre comment, inverse-

ment, une courbe étant donnée par une telle représentation, on peul détermi-
ner son degré, son genre et former son équation.

Quet. — Sur le potentiel de la force d’induction due & un solé-
noide fermé, dont le courant varie d’intensité. Analogie avec un
. ) . " rat
théoréme d’électromagnétisme. (gg2). .

.

N° 20; 12 novembre.

De Saint-Venant et Flamant. — Des vitesses que prennent
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dans Uintérieur d'un vase les divers éléments d’un liquide pen-
dant son écoulement par un orifice inférieur, et des moyens
simples qui peuvent étre employés pour déterminer trés ap-
proximativement les restes numériques de séries doubles peu
convergentes. (1027).

Perrotin. — Observations de la cométe Pons-Brooks, faites a
I'observatoire de Nice. (1035).

Appell. — Sur certaines formules de Hansen et de M. Tisserand.

(1036).

Soient
: 5 = [LCOSZ -+ Vv COSYy,
I . " o
2(z) = = | NP (p, 5);
(1—20z+0%) 2 0
si 'on fait \
0(3) =4 27\,7 cosix cosjy,
0
on aura
_ Pv'Vj(k, i+J-)ec+j 2 (q, 2m 4+ 271) (2m+2n }L’”’Vm
YT D) 08 e (D1, m) (1, ) (o 097 (1 m) (1, n)
0

. . . ) -1 ..
ou lasommation est relativeaux nombres m,n, ou k = 1’2—: g=k+1i+J, et

ol enfin le symbole («, m) est mis & la place de a(a +1)...(a+ m —1),
(=2, o) étant égal a 1.
Si l'on fait
PN(z,p) =4 EB;\;I’” COSIx COSjy,
i
on a
S BN )

Bl,] (=) (1,N’)(1,i)‘ml‘(q+1\’ N,i+41,j7 +1,p2v?)

N’ est égal aN—_:—_J; F, est un polynéme hypergéométrique de deux varia-

bles, formé avec la fonction que M. Appell désigne par F, et dont, ici, le déve-
loppement est limité, puisque le second élément — N’ est un entier négatif.

Darbouz. — Sur les lignes asymptotiques de la surface des

ondes. (1039).

Soient &, ¥, 5 les coordonnées rectangulaircs d’un point quelconque M d’une
suiface, p, g, r des quantités proportionnelles aux cosinus dirccteurs de la nor-
male et telles que I'on ait

pPET+qy+rs=i,
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soient enfin
p=qr—ry, ¢=rz—ps, r'spy-—qz,
les équations des lignes asymptotiques et des lignes de courbure sont respecti-
vement
dpdr +dgdy +drdz =o,
dp dp'+dgdg' +dr dr'=o.

Supposons qu’on ait affaire 4 une surface des ondes. Le rayon qui joint le
point M au centre O de la surface coupe celle-ci en un second point M'.

. —2 ——2 . . .

Soient OM = 3, OM' = &'; soient a et §' les carrés des distances du centre
aux plans tangents aux points M et M'. Ces quatre variables seront liées par les
deux relations contenues dans Pidentité

2(&— ) (@—p) — (@ —a) (@—b) (@ —c) = 2 (z—2) (@—2"),

qui doit avoir lieu, quel que soit z.
Dés lors les formules

z=C Qig—i)'"‘(“;“')"”(a— Br(a—g
y=0C (b;“)""(b;“')'"‘<b—.syu(b—@')"a,

s = (S () e —pre—pm,

pour des valeurs convenables des constaates C, m,, m,, n,, n,, représentent la
surface des ondes. Pour toutes les surtaces représentées par de telles équations,
Péquation différentielle des lignes asymptotiques sera

dne - dag? .
(B—a)(B—=08)(B—c) ~ (F—a)(F—b)(F'—0)

On en déduit le théoréme suivant : « Considérons chacun des complexes de
Chasles, qui sont formés des droites coupant les trois plans coordonnés et le
plan de Vinfini en quatre points de rapport anharmonique constant. Le lieu des
points de la surface o le cone du complexe est tangent a cette surface est une
ligne asymptotique. Quand on fera varier la valeur du rapport anharmonique
constant, on aura une infinit¢ de complexes qui donneront toutes les lignes
asymptotiques. » Les surfaces jouissant de la propriété exprimée par ce théo-
réme sont, d’une part, les surfaces z de Lamé ’

OO

de Pautre les surfaces satisfaisant & 'équation aux dérivées partielles

N

zys(rt—s')+pg(s—pxr—qy) =o.

Quant aux lignes de courbure de la surface des ondes, M. Darboux, aprés
avoir signalé un important résultat relatif a la forme des lignes de courbures,
sur une surface quelconque, dans le voisinage d’un ombilic, résultat d’ott Pon

\
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peut tirer des conditions nécessaires pour que les lignes de courbure d’une sur-
face soient algébriques, montre que ces conditions sont vérifiées pour la surface
des ondes et que, au voisinage d’un ombilic, les lignes de courbure d’une telle
surface sont semblables & des courbes algébriques du dixiéme ordre; la suite de
ses recherches prouve toutefois que ces lignes de courbure ne peuvent étre des
courbes algébriques d’un degré déterminé. L’équation différenticlle de ces
lignes, déja donnée par M. Combescure, est

a
F@dp +f(B)dei—dadp |2/ (2) + (3 =) [£/(2) = L2 |1 =,
en posant
f(a)=(2—a)(a—b)(z—c);
Pauteur montre que cette équation s’intégrerait si f(a) n’était que du second
degré en a. Il en conclut que les lignes de courbure de la surface des ondes

peuvent étre regardées comme connués dans certains cas limites, en particulier
dans le cas ol cette surface est trés voisine d’une sphére.

Humbert. — Sur les courbes de genre 1. (1042).

YVoir plus baut.

Picard (E.). — Sur les fonctions de deux variables indépen-
dantes restant invariables par les substitutions d’un groupe dis -
continu. (1045).

Dans une Communication antérieure, M. Picard a considéré une classe de
groupes discontinus de substitutions linéaires entre les deux variables indépen-
dantes &, n. Soit

(: AE Al 4+ A” BE+B’11+B”>
PV CErCn+C CE+xCn+C

une substitution d’un de ces groupes G. On peut obtenir des fonctions uni-
formes et continues des variables complexes &, m, © (§, ) définies dans le do-
maine S que détermine linégalité £§, 4- nm, <1, ol &,, m, sont les conjuguées
de &, m, et telles que la substitution précédente du groupe change O (%, 1) en
(CE+C'n+C")m0 (&, n), m étant un entier plus grand que 1. Au groupe G
correspond dans S un domaine §, tel qu’a tout point de S corresponde dans &
un point et un seul par une substitution du groupe. Le domaine & a un ou plu-
sieurs points communs avec la limite de S.

M. Picard étudie la forme de la fonction ® dans le voisinage d’un tel point.

Dans la seconde Partie de sa Communication, il donne, pour tous les groupes
discontinus de deux variables indépendantes, analogues a G, I'extension de la
notion de genre, donnée par M. Poincaré pour les groupes fuchsiens; pour les
groupes de M. Picard, cette notion comprend ¢rois nombres.

Goursat. — Sur le genre d’une relation algébrique entre deux
fonctions uniformes d’un point analytique (z, y). (1048).

Cette Communication est relative a un Mémoire de M. Picard, inséré dans le
Bulletin (1883). M. Goursat remarque d’abord que le théoréme de M. Picard
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peut dtre géncralisé dans les termes suivants : Ktant données deux fonctions
u =P (3), v=Q(2) uniformes dans le voisinage d'un point singulier essentiel
5 = a, telles qu’elles n’aient pas une infinité d’autres points singuliers essentiels
dans le voisinage de ce point, si ces fonctions sont liées par une relation algé-
brique, le genre de cette relation doit étre o ou 1. Il s’occupe ensuite de ce
probléme : Etant données une relation algébrique f(z, y) = o de degré m et de
genre p, deux fonctions uniformes u, ¢ du point analytique (z, y) liées par
une relation algébrique F(u, ¢) de genre ¢, dans quel cas le nombre ¢ peut-il
étre supérieur & p? Sous certaines restrictions, M. Goursat montre que le genre
ne peut s’élever que si p = o; il indique ensuite comment on pourra obtenir les
expressions générales de deux fonctions uniformes du point analytique (z, y),
ayant n points singuliers essentiels, et liées par la relation algébrique

F(u, v)=o,
de genre o ou de genre 1.

Stéphanos (C.). — Sur un probléme de la théorie del’élimina-
tion. (1051).

somme un nombre impair 2p +1 ct sont, de plus, tels qu’aucune des diffé-
rences

Etant données trois formes binaires x, 8, v dont les ordres I, m, n ont pour

Ul'=p—1I, m=p—m, n'=p—n

pe soit négative, déterminer trois autres formes binaires L, M, N, dont les
ordres soient respectivement égaux al’, m', ', de telle maniére qu’on ait

La+ MB+Ny=o.

Ne 21; 19 novembre.

De Saint-Venant et Flamant. — Des vitesses que prennent,
dans l'intérieur d’un vase, les divers éléments d’un liquide
pendant son écoulement par un orifice inférieur. (r103).

Cette Communication se rapporte a des séries doubles rencontrées par les
auteurs dans leurs recherches et qui convergeraient, mais trés lentement;
M. Boussinesq leur a communiqué des expressions pour le reste de ces séries,
obtenues au moyen de raisonnements trés « hardis », mais qui se sont trouvées
justifiées par les vérifications numériques des savants auteurs.

Liouville (R.). — Sur certaines transformations que peuvent
subir les équations aux différences partielles du second ordre.

(1122).

Bigourdan. — Observations de la cométe Pons-Brooks, faites a
I'observatoire de Paris. (1126).

Coggia. — Observation de la cométe Pons-Brooks et de la pla-
néte @, Barbara, faites & 'observatoire de Marseille. (1128).
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Obrecht. — Observation photométrique d’une éclipse du premier
satellite de Jupiter. (1129).

Radau. — Remarque sur une formule de M. Tisserand. (1130).
Boussinesq. — Sur la résistance d’un anneau a la flexion. (1131).

Darboux. — Sur les lignes de courbure de la surface des ondes.

(1133).

Voir plus haut.
Humbert. — Sur les courbes de genre 1. (1136).

Brassinne. — Application d’une proposition de Mécanique a un
probléme relatif a la surface de la Terre. (1139).

N° 22; 26 novembre.

De Jonquiéres. — Considérations théoriques sur les flotteurs re-
morqués en divergence. (1175).

Bigourdan. — Observations dcs plandtes (233 et (B4), faites a
Pobservatoire de Paris. (1185).

Callandreau. — Sur une formule de M. Tisserand. (1187).

Si 'on fait
Pr(p z) = {E2p'WA,; cosiz cosjy

(voir le compte rendu de la Communication de M. Appell sur le méme sujet),
le coefficient A;; considéré comme fonction de v seulement vérifie une équation
différentielle lindaire de troisiéme ordre.

Poincaré. — Sur l'intégration algébrique des équations linéaires.
(1189).

Lorsqu’il y a, entre la variable et I'intégrale générale d’une équation linéaire
a coefficients rationnels, une relation algébrique et que I'on forme, & I'aide de
cette relation, des intégrales abéliennes de premiére espéce, les périodes de ces
intégrales satisfont & certaines équations algébriques. M. Poincaré étudie ces
relations dans un cas particulier, relatif a la résolvante de Gallois de I’équation
modulaire que l'on rencontre dans la transformation du septiéme ordre des
fonctions elliptiques; il rencontre, chemin faisant, un systéme d’intégrales
abéliennes ou il existe une infinité d’intégrales réductibles aux intégrales abé-
liennes. M. Picard avait déja donné deux exemples de pareils systémes.
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Ne 23; 3 décembre.

Faye. — Sur I’heure universelle proposée par la Conférence de
Rome. (1234).

Resal. — Remarques relatives au probléme dit des deux chaines,
proposé par M. Piarron de Mondésir. (1239).

Ce probléme ne peut étre résolu sans faire d’hypothése sur le mouvement du
systéme qu’on étudie. M. Resal retrouve la conclusion de M. de Mondésir,en
partant d’une hypothése différente.

Radau (R.). — Addition a une Note précédente sur une formule
de M. Tisserand. (1275). *

Les fonctions P™* sont définies par I'équation
(1— 20z —02)~h = X g2 PmA,
ou k est un nombre quelconque. Si 'on pose, avec M. Tisserand,

Z = LCOSZT ~+VCOSYy, W-+V=I,

on introduit de nouvelles fonctions AZ}", définies par I'équation

Pk = .‘:A,’"}" wiv’ cosix cosy y.

M. Radau, dans une Nole précédente (p. 1130), avait exprimé les coefficients
A;‘f au moyen des séries* hypergéométriques a deux variables de M. Appell :
les deux arguments étaient u et v. Ayant reconnu depuis qu’il est possible de
les exprimer par des fonctions hypergéométriques de la seule’ variable v, il
donne sans démonstration ses nouveaux résultats.

Lindstedt (A.). — Sur la forme des expressions des distances
“mutuelles dans le probléme des trois corps. (1256 et 1353).

Dans son célebre Essai sur le probléme des trois corps, Lagrange a fait
dépendre les distances r, r’, A de trois masses M, m, m' de Vintégration de
quatre équations linéaires. Partant des formules de Lagrange, M. Lindstedt in-
troduit, outre la quatri¢me inconnue qu’elles contiennent, trois nouvelles in-
connues auxiliaires,

dr? ,_dr? _ dar

U= —-y U= [%

7

Il est ainsi ramené & effectuer trois quadratures et a intég'rer quatre équations
linéaires formant ug systéme de huitiéme ordre. Les huit constantes provenant
de cette derniére intégralion se partagent en deux groupes de quatre, n, 0/, §, %
et &, ', w, w'. L’auteur se propose de¢ développer ses sept inconnues suivant les
puissances des constantes 1, 1, §, %, en se restreignant au cas (seul important)



\

REVUE DES PUBLICATIONS. 97

ou les excentricités des orbites de m ct m' autour de M sont petites, et ou le
r . . ‘e e
rapport = reste constamment supérieur ou constamment inférieur & 'unité.

A cet effet, il opére par approximations successives : chaque opération con-
siste alors a intégrer un systéme d’équations linéaires A cocfficients constants.
Mais, en appliquant sans les modifier les méthodes connues, on obtiendrait dans
les intégrales des termes contenant en facteur des puissances du temps. Cet in-
convénient n’étant plus inhérent a la nature du probléme, on doit pouvoir évi-
ter; ct c’est ce que M. Lindstedt réussit a faire, grice a un artifice dont il a
déja usé antérieurement. On introduit dans les deux membres des équations &
intégrer des constantes indéterminécs, en nombre convenable, et on peut en-
suite choisir leurs valeurs de manicre & faire disparaitre des seconds membres
les Lermes qui donneraient naissance aux termes affectés du temps.

L’auteur arrive a ce résultat remarquable que le nombre des arguments dans
les intégrales demandécs est de quatre. 1l fait connaitre, en outre, Vordre de
chaque terme de ses développements.

Supposint ensuite m et ' petits par rapport & M, il a pu s’assurer que des
deux groupes de termes qui, dans le développement de r, par exemple, ont
leurs arguments proportionncls au temps, les uns sont au moins du premier
ordre, et les autres au moins du second ordre par rapport aux excentricités et a
I'inclinaison mutuelle.

En terminant, il indique les deux relations qui lient les onze constantes d’in-
tégration_introduites dans son analyse ct ajoute que ses résultats s’étendent au
cas d'une loi quelconque d’attraction fonction de la distance. M. Lindstedt a
démontré aussi que le nombre des arguments dans les expressions analytiques
des distances mutuelles de n corps est égala (n — 1)

De Jonquiéres. — Sur le ricochet des projectiles sphériques a la
surface de 'eau. (1278).

Goursat (E.). — Sur la théorie des intégrales abéliennes. (1281).

L’auteur se propose d’obtenir I'expression analytique des intégrales abéliennes
de seconde espéce dont un point de discontinuité est en méme lemps point de ra-
mification. Les fonctions qu’il est conduit & prendre comme élémeats essentiels
de ces intégrales jouissent de propriétés qu’on déduit de leur expression au
moyen des fonctions 0. Elles joucnt absolument Ic mémerdle que les intégrales
normales ot le pole est un point ordinaire, soit dans le théoréme de Riemann-
Roch, soil dans la théoric générale des fonctions unilormes d’un point analy-
lique; en particulicr, elles interviennent dans I'expression des fonctions ration-
nelles qui sont les dérivées des inlégrales de premiére espéce.

Poincaré et Picard. — Sur un théoré¢me de Riemann relatif aux
fonctions de n variables indépendantes admettant 2n systémes
de périodes. (1284).

Ce théoréme, que M. Hermite a énoncé, d’apres Riemann, dans une Note fai-
sant suite a la sixiéme édition du 7raité de Lacroix, est le suivant : « Les 2n
systémes de périodes dc toute fonction uniforme de n variables, 2n fois
périodique, vérifient, tout au moins aprés une transformation convenable,

Bull. des Sciences mathém., ¢ séric, L. VIII. (Juillet 1887%.) R.q
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n(n—i
Jnn—n
2

le rclations bien connues qui existent entre les périodes des fonctions

analogues formées au moyen des fonctions ® de n variables indépendantes. » 11
n'a été jusqu’ici publi¢ aucunc démonstration de ce théoréme. La Note de
MM. Poincaré et Picard comble cette lacune. On y trouve, en outre, signalée
cette conséquence importante de la proposilion de Riemann : toule fonclion
an fois périodique de n variables indépendantes peut élre exprimée anu moyen
des fonctions ©.

7o

Humbert. — Sur la courbe du quatrieme degré a deux points

doubles. (1287).

Les coordonnées des points d’une courbe S du quatricme degré, de genre 1,
peuvent s¢ mcttre sous la forme

X;= AP, (£) + BP,(£) + C,P,(£) + D,P(¢)  (i=%1,3),

en posant
© A ~ mtin® o mi T i
P‘ﬂ(t):es(t—l—jﬁ:m,m'): Ee w we 2 (j=o,1,2,3).
* —0

Les arguments ¢, ¢ + v, £ + 4w’ donnent le méme point de la courbe.
Appclons points conjugues dans un systtme s deux points de la courbe S,
dont les arguments ont pour somme &, systémes principaux les quatre systémes

o) ) R L \
0, —> 20, 20+ 55 systemes semi-principauz les douze systémes obtenus en
2
. - LW i © ,
ajoutant & l'unc des quantités 7 e e P'une des quantités o, LD
t 4
(0] . .. . . A \
26’4+ —- Les droiles joignant decux points conjugués dans lc systéme o enve-
2

loppent unc conique tangenle a S en qualrc points situés sur une conique pas-
sant par les deux points doubles. Les droites joignant deux points conjugudés
dans un des systémes principaux passant par un point fixe qui sera dit un
centre A chaque systéme semi-principal correspond un point O, tel que les
quatre conjugucs dans ce systéme des points ol S est coupée par une droite
“quelconque A, issue dec O, sont sur une droite B, passant par O (O sera dit un
semi-centre). Les droites A et B sont cn involution. Le segment détcrminé par
deux points conjugués dans un systéme semi-principal est partagé harmonique-
ment par deux droites fixes, concourant au semi-centre corrcspondant. Les
coordonnées des centres el semi-centres ne dépendent nullement de la quantité
ITCS)—’ . .
g=-c ® qui figure dans les formules posées au début @ par suite, toutes les
courbes représentees par ces ¢quations ont mémes centres et semi-centres, si
A, ..., D, ont toujours les mémes valeurs, ¢ ¢lant quelcongue. La méme con-
clusion subsiste pour les courbes du quatriéme degré représentées par les équa-

y

tions

\, = fonction rationnelle [t, \/(l — ) (1—k* t”)] (i=r1,2,3),

ot le module & varic d'unc courbe & l'aulre. La proposition inverse est égale-
ment vraie. .
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Stephanos (C.). — Sur l'intégration d’une fonction rationnelle
homogene. (1290).
L’auteur commence par résoudre les deux problémes suivants :
1° Llant données deux formes binaires ¢ =g 1+m=1 et f = f7+1 (ou m, 2 m),
dont la seconde a son discriminant D différent de zéro, trouver Iexpression
générale des formes binaires s = s/t et ¢ = ¢21=2 satisfaisant a la relation
Do = (f, s)~+ft.
20 Litant données deux formes binairces ¢ et 7, dont les ordres m+m—ruet
m + 1 soient tcls que
(mi+m—1)2 (m~+1)(n+1) — 3y
trouver lexpression générale des formes S et T, d’ordres respectifs m, et
m,— (n +1), satisfaisant & la relation
Do = (f, S), + /T,
ol D désigne le discriminant f, supposé différent de zéro.
Ce dernier probléme, unc fois traité, permet d’obtenir la solution de cette
question : étant données deux formes binaires ¢ et £, dont les ordres k et m 41
sont tels que &k + 2 = (m +1)(n 1), et dont la scconde f n’admet que des

facteurs lindaires simples, calculer directement la partie algébrique et la partie
transcendante de Yintégrale

]

ij;:-_l (Z'ldxz—-—x,dz‘ )

sans recourir i la décomposition en fractions simples de/%~
On trouve

I P _ I S T .
D‘/‘J—c‘ﬁ-‘f (2 dzy— z,dz) = mrow 7,+f7 (¢ dz,— z,dz,),

S et T étant deux covariants simultanés des formes ¢ et f que 'auteur enseigne.
a calculer.

N° 24; 10 décembre.

S)ydvester (J.). — Sur les quantités formant un groupe de no-
nions analogues aux quaternions de Hamilton. (1336).

Digourdan (G.). — Obscrvations de lanouvelle planéte (225) faites
a1'Observatoire de Paris. (1351).

Ilenry (MM.). — Observations de la comete de Pons-Brooks
faites & I'équatorial ouest du jardin. (1352).

Rayet (G.). — Observations du spectre de la cométe Pons 1812-
Brogks, faites a I’'Observatoire de Bordeaux. (1352).
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Lindstedt (A.). — Sur la forme des expressions des distances
mutuelles dans le probléme des trois corps. (1353).

André (D.). — Sur le nombre des permulations de n éléments
qui présentent s séquences. (1356).

En désignant ce nombre par P, ,, 'auteur établit la relation

Poe=sP, 1 +2P,_,(+(n—38)P_(, n
qui, associéc aux identités évidentes,

D —
1"”_2, P 2“2pn—|:2+Pn—l;h

ny

permetde calculerde proche en proche, d’'une maniéreréguliéreles diverses valeurs
de P, On est conduit & disposer les valeurs trouvées cn un triangle, analogue
a celui de Pascal, et dans lequel le nombre P,, est & I'intersection de la co-
lonne de rang s et dc la ligne de rang » —1.0n peut démontrer que le nombre
des permutations de n éléments qui présentent s séquences est toujours pair, et
que, parmi les permutations de n ¢léments (2> 3), il y a autant de permuta-
tions ayant un nombre pair de séquences que de permutations en ayant un
nombre impair.

Stieltjes. — Sur un théoréme de Liouville. (1358 et 1415).

Dans sa premié¢re Note, Vauteur indique trois théorémes nouveaux, analogues
au théoréme de Liouville sur les nombres de classes de formes quadratiques.
Dans sa seconde Note, il montre comment ce théoréme se déduit du développe-
ment des intégrales elliptiques complétes de premicre et de seconde espéce, et il
énonce trois autres propositions similaires.

Bonnet (G.-Osstan.). — Démonstration nouvelle de deux théo-
rémes de M. Bertrand. (1360).

Si d’un point A d’une surface donnée S on trace sur celle-ci des lignes géodé~
siques dans toutes l¢s directions, et si I'on porte sur chacune de celles a partir
de A un arc AM de longueur constante r, le lieu de M sera appelé circonférence
géodésique, et la portion de surface qu’il enferme sera dite géodésique. En con-
sidérant r comme un infiniment petit principal, on a pour la circonférence et
le cercle géodésiques les expressions suivantes :

Trd T rt

o — =rte ——r
C=2ms 3R.,R0’ A=nmr l2RnR'o’

ol R, et Ry désignent les rayons de courbure principaux de la surface C au
point A,

Ne 23; 17 décembre.

Fontaneau (E.). — Sur la détermination des forces élastiques.

(1402). .
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Périgaud. — Observations de la cométe Pons-Brooks, faites a
I’Observatoire de Paris (1407).

Henry (MM.). — Observations dc la planéte ‘23) Carolina et de la
cométe Pons-Brooks, faites & 'Observatoire de Paris (1408).

Halphen. — Sur les multiplicateurs des équations différentielles
linéaires (1408 et 1541).

Si, entre diverses solutions inconnues d’une méme équation différentielle li-
néaire, il existe une relation connue, quel parti peut-on en tirer pour I'intégra-
tion? Telle est la question dont s’occupe 'auteur. Il examine le cas ou cette
relation est algébrique et donne pour valeur d'un polyndme entier et homogéne
par rapport aux solutions inconnues une fonction connue de la variable indé-
pendante. Dans une premié¢re Note, M. Halphen démontre la proposition sui-
vante : Si, en fonction de la variable indépendante, on connait I'expression d’un
polynéme & coefficients constants, homogéne et du degré m par rapport aux
solutions d’une équation différentielle linéaire, cette équation s’intégre complé-
tement, pourvu que : 1° le polynome ait une forme réduite déterminée conte-
nant des variables effectives en nombre égal & ordre de I'équation; et que
2° entre les solutions, il n’existe aucune relation homogéne, a coefficients con-
stants, d'un degré égal a celui du polynome.

Les applications se simplifient beaucoup quand on considére, au lieu des in-
tégrales, les multiplicateurs qui les fournissent. L’auteur enseigne a calculer ces
multiplicateurs; et, dans une seconde Note, il applique les principes précédents
a l'intégration effective d’une équation du troisi¢cme ordre pour laquelle on
connait, en fonction de la variable indépendante, l'expression d’un polyndéme
homogéne du troisiéme degré, composé avec les solutions inconnues. La mé-
thode de M. Halphen fournit explicitement les solutions cherchées par des cal-
culs algébriques.

Lipschitz. — Sur un point de la théorie des fonctions elliptiques.
(1411).

De la formule bien connue de Jacobi ( Fundamenta)

ag? 3g° iq*
3§(°)=I+8<1—qq+1—£q‘+x——qq3+x-lgq‘+”')’

qui conduit & la représentation d’un nombre quelconque par une somme de
quatre carrés, Pauteur déduit les trois équations différentielles

24 (0) =— 4 2108 [3‘0(0)],

dlogg | 9,(0)
dlog [%,(0) ' _, dlog [9;(0) .
33(°)=4d10g°q[33(0)]' 3TZ(O)-4allc»gq[3'f(o)]

obtenues par Jacobi dans un Mémoire inséré au Journal de Crelle, t. 36, p. 97.
A la suite de la Note de M. Lipschitz, se trouvent quelques lignes dans les-
quelles M. Hermite montre que ces trois équations diflérenticlles résultent aussi
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de la formule fondamentale

x Iz
k?sinz doe = — —
/; K CIVON

due également & Jacobi.

Stieltjes. — Sur un théoréme de M. Liouville. (1415).

Poincaré (H.). — Sur les équations algébriques. (1418).

Démonstration de ce théoréme : .

Si F(x) = o est une equation algébrique admettant p racines positives, on
peut toujours trouver un polynome ®(z), tel que le produit F(z), ®(x)
n'ait que p variations.

Appell. — Décomposition en éléments simples des fonctions
doublement périodiques de troisi¢éme espéce. (1419).

Les fonctions que M. Hermite a appclées fonctions doublement périodiques
de troisiéme espéce sont définics par deux relations qu’on peut mettre sous la
forme

nmTr
F(z+2K) =F(z), F(z+2iK')=¢ K F(x),

m désignant un entier positif ou négatif, mais différent de zéro.
M. Appell suppose que la fonction F'(z) n’a d’autres points singuliers a dis-
tance finie que des poles du premier ordre; et il exprime F(2) par une somme
d’éléments simples n’ayant chacun qu’un seul pole dans un parallélogramme
des périodes 2K, 2¢K’, plus une partic enti¢re s’il y a lieu. D’ailleurs, ses mé-
thodes s’appliquent encore quand la fonction F(z) admet des poles d’ordre
quelconque ou des points essenticls isolés.

Soit d’abord m > o : I'élément de décomposition choisi est la fonction
4 (@) = emm""z‘K“ H' (o) W(z—a)H(z—a,)...H(z—a,,,
H(z—a) H(a —a,) H(z—a,)... H(a—«

m+l)

ou les lettres a,, a,, ..., a, désignent des constantes arbitraires, et a,

. m+1 CSt de-
finie par la relation

a,,=ao+mK—(a,+a,+...+a,).

La décomposition cherchée est fournie par la formule
F(z) =R ¢, (2, %) + R ¢, (2, &) +...+ R, ¢, (2,2,) + G(2),

ol a,, a,, ..., o, sont les p poles simples de I (z) dans un parallélogramme
des périodes, et Ry, Ry, ..., R, les résidus correspondants. Enfin, G(x) est une
fonction entiére vérifiant les ¢quations qui définissent F(x) : elle est composée
linéairement a ’aide de m fonctions entiéres connues.

Pour m négatif, Vauteur s’en tient au cas ott m = —1. Il convient alors de

\
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prendre pour élément de décomposition la fonction

n= o LT —0 X ,
mi ) e K g M . ( —-'n:-—)
= — N - —1) =
x(a:,a)_ 2 K ) e K q"(" q e K/,
n—=—w g K ”qlu

Soient dans un parallé¢logramme des périodes a,, a,, ..., @, les poles supposés
simples de la fonction F(z), et R, R,, ..., R, les résidus correspondants. La
formule de décomposilion est

F(z) =R y(x,a) +Ryy(x,a,) +...+ R, (2, a,).

Bonnet (G.-Ossian). — Démonstration des propriétés fondamen-
tales du systéme de coordonnées polaires géodésiques. (1424).

Démonstration de ces deux théorémes de Gauss:

r° Les deux sysiémes de lignes coordonnées se coupent partout a angles droit.

2° Si 'on désigne par ¢ 'axe de la circonférence géodésique de rayon r, com-
pris entre la ligne géodésique initiale w = 0 & la ligne geodésique quelconque qui
coupe la premiére sous Pangle w, on a

e 1 Oc

or*de —  RR do’

R et R’ étant les rayons de courbure principaux de la surface au point pris
pour origine des coordonnées.

D’Ocagne (M.). — Sur un mode de génération des ovales de
Descartes, proposé par Chasles. (1424).

Une transformation indiquée par Chasles pour obtenir les ovales de Descartes

donne seulement des limacons de Pascal. La remarque est juste, mais M. Cayley

Pavait déja publiée en 1850 dans le Journal de Liouville. M. Genocchi est revenu
sur ce sujet dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (année 1855, p. 206).

N° 26; 24 déccmbre.

Trépied et Rambaud. — Observations de la coméle Pons-
Brooks, faites a I’'observatoire d’Alger. (1466).

Périgaud. — Observations de la cométe Pons-Brooks, failes a
I'observatoire de Paris. (1468).

[

Gonnessiat. — Observations de la cométe Pons-Brooks, faites
Pobservatoire de Lyon. (1469).

Backlund(0.). — Sur un développement particulier de la fonction
perturbatrice. (1470).
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Poincaré (H.) — Sur les séries trigonométriques. (1471).

Dans cette Note, I'auteur applique une proposition qu’il a antérieurement dé-
montrée a I'étude des développements en série par lesquels M. Lindstedt a ré-
cemment exprimé les distances mutuelles dans le probléme des trois corps. Il
fait voir: 1° quesi les séries de M. Lindstedt convergent pendant un intervalle de
temps, si petit qu’il soit, elles convergeront toujours; 2° qu’il n’est pas siir qu’on
puisse choisir les constantes de telle facon que les séries convergent; 3° que les

séries, méme lorsqu'elles ne convergent pas, peuvent donner une solution du
probléme avec une approximation indéfinie.

J.-S. et M.-N. Vanélek. — Sur la génération des surfaces. (1473
et 1548).

Gouy. — Sur la vitesse de propagation de la lumiére, en réponse

a une Note de lord Rayleigh. (1476).

Ne 27; 31 décembre.

Perrotin. — Observations de la cométe Pons-Brooks, faites a
I'observatoire de Nice. (1539).

Trépied (Ch.). — LEtude spectroscopique de la cométe Pons-
Brooks, faite a 'observatoire d’Alger. (1540).

Halphen. — Sur les multiplicateurs des équations différentielles
linéaires. (1541).

Mazimoyvitch (W.). — Sur un moyen de déterminer le facteur
d’intégrabilité. (1544).

Le premier membre d’une équation différenticlle étant décomposé en deux
~parties distinctes

(M, dz + N, dy) + (M, dz + N, dy) =0, M,N,— M,N, 2o,

la condition nécessaire et suffisante pour qu’clles admettent un facteur d’inté-
grabilité commun est que P dz + G dy soit une différentielle exacte, en posant

_ MRy MR o NiRy— MR
M,N,— M,N, M,N,—M,N,
_OM, _ON, o oM, 9N,

' oy oz’ T oy T dm

P

Le facteur d’intégrabilité est alors p. = e/P(dx+Qdy),

Stieltjes. — Sur le nombre de décompositions d’un entier en
cinq carrés. (1545).
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Soient ¢ () la somme des diyiseurs impairs de n; F(n) le nombre total des
décompositions de n en cinq carrés. Si I'on pose
A(r)= ¢(n) —+290(n—4)+20(n—16)+2¢(n—36+...,
B(n)=¢(n—1)+ ¢(n—9) + 9(n—25) + ¢(n—4g) +-..,
on a
F(n)=24A(n)+ 16 B(n) (n pair),
F(n)= 8A(n) +48B(n) (n impair).

En faisant usage de la relation suivante :

q+4q*+9q°+ 16¢'+...= (1+29 +2g +2¢'+2¢°+...)

q 7 g ]
x[(x+q)’+(x+q")’+ Grert )P

qui lui a été communiquée par M. Hermite, Pauteur montre que l'on peut tou-
jours exprimer les deux fonctions A(n) et B(n) T'une par l’autre. Il prouve
aussi qu'on peut dans tous les cas exprimer F(47n) au moyen de F (n). En ter-
minant, il signale deux résultats d’induction, traduits par les formules

—p -+ 2— S 4-1) +
B(pt) = £, B = =D T,

d’ou se déduiraient les relations
F(p*) =10(p*—p-+1), F(p')=10[p(p’—1)(p*+1)+1]

Radau. — Remarque au sujet d'une Note de M. Backlund, sur
un développement de la fonction perturbatrice. (1548).

J.-S. et M.-N. Vanécek.— Sur la génération des surfaces. (1548).

ZEITSCHRIFT rUR MATHEMATIK. UND Payvsik. — Historisch-Literarische
Abtheilung.

20° année, 1875.

Giinther (S.). — Contribution a I'histoire des Mathématiques
allemandes au xv® siécle. (1-14).

Steinschneider. — Pseudo-Trithemius et Camillo Leonardi.
(25-27).

Curtse. — Remarques sur le précédent travail de Giinther. (57-
60). '
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Curtse. — Copernic a-t-il supprimé; oui ou non, la Préface de
son Ouvrage de Revolutionibus?

Giinther. — Supplément & son travail et remarques sur la précé-
dente Note de Curlze. (113-120).

Nother. — Article nécrologique sur Otto Hesse. (77-88).

Cantor. — Article nécrologique sur Gottfried Friedlein. (109~

113).
Année 1876.
Zech. — Article nécrologique sur C.-G. Reuschle. (1-4).

Giinther. — Mélanges d’histoire des Mathématiques : 1° les pro-
gressions géométriques chez les Arabes; 2° les carrés magiques

chez Gauss. (57-64).
Hipler. — La chorographie de Joachim Rheticus. (125-150).

Giinther. — Adolphe Zeising comme mathématicien. (157-165).

Année 1877.

Cantor. — Etudes gréco-indiennes. (1-24).

Weber (H.). — Pour I'histoire du probléme de la propagation des
ondes planes d’une amplitude finie. (71).

Korteweg. — Sur les recherches d’Arwed Walter sur la méca-
nique moléculaire. (93-106).

H;tltsch (£7.). — Sur la sphére céleste d’Archiméde. (106-107).

Supplément.

Treutlein. — Le calcul au xvie siécle. (1-100).
Schiaparelli. — Les sphéres homocentriques d’Eudoxe, de Cal-
lippe et d’Aristote. (Trad. W. Horn). (101).

Année 1878.

Cantor. — La correspondance de Lagrange et d’Euler. (1-21).

\
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Zetzsche. — Sur la part de Petfina au perfectionnement du télé-

graphe. (37-45).

Junghans (F.). — Article nécrologique sur Hermann Grassmann.

(69-75).
Heiberg (J.-L.). — Sur un passage de Pappus. (115-120).

Lorsch (Ad.). — Sur un probléme de maximum. (120).

Année 1879.

Wohlwill (E.). — L'original textuel du jugement pontifical contre
Galilée. (1-26).

Hultsch (F.). — Contribution & la terminologie des mathémati-
ciens grecs. (41-42).

Bretschneider (Alfred). — Charles-Antoine Bretschneider :
Souvenir pour ses amis et éléves. (73-g1).

Wiedemann (Eilhard). — Contribution & I'histoire d’Aboul-
Wefa. (121-122).

Rolhig (0O.). — Sur P'expérience du pendule de Foucault. (153-
159). -

Heiberg. — Quelques propositions élémentaires supposées par
Archimede. (177-182).

Cantor. — Trois lettres de Lagrange. (182-184).

Supplément.

Treutlein. — La Coss allemande. (1-124).

Treutlein. — Le Traité de Jordanus Nemorarius : De numeris
datis. (125-166).

Weissenborn. — Le trapéze dans Euclide, Héron, Brahmegupta.

(167-184).

Weissenborn. — La question de Boéce. (185-241).
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Année 1880,

Wernicke. — La découverte de la vitesse finie de la lumiére, par
Olaf Roemer. (1-10).

Heiberg. — Les connaissances d’Archiméde sur les sections co-
niques. (41-67)

Krumbiegel (B.) et Amthor (A.). — Le probléme des beeufs
d’Archiméde. (121-136, 153-171).

Wohlwill (E.).— Eclaircissement et défense (de son précédent tra-
vail sur Galilée). (185-190). .

Supplément.

Schapira (Herm.). — Manuscrit hébreu publié et traduit. (1-54).
Steinschneider. — Abraham ibn Ezra. (55-128).

Henry (Charles). — Prologus N. O'Creati in Helceph. (129-
139).

Weissenborn (H.). — La traduction d’Euclide d’aprés Parabe,
par Adelhard de Bath. (141-166).

Peiper (R.). — Fortolfi Rhytmimachia. (167-227).

Sachse (Arnold). — Essai d’une histoire de la représentation
de fonctions arbitraires d’'une variable par des séries trigono-
métriques. (227-226).

-

Année 1881.

Isenkrahe (C.). — Théorie d’Euler sur la cause de la gravita-
tion. (1-19).

Giinther (S.). — La correspondance de Gauss et de Sophie Ger-
main. (19-25).

Mathiessen (L.). — La méthode Ta jan. (33-38). |
Hultsch (F.). — Mélanges. (38-39).

Lehmann. — Une résolution algébrique du cas irréductible de
I’équation du troisiéme degré. (39-42).
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Heilermann. — Remarques sur les approximations d’Archimede
pour les racines carrées irrationnelles. (121-126).

Faparo (A.). — Justus Bellavitis. (153-169).

Année 1882.

Forti (Angelo). — Essai d’une nouvelle Table de fonctions hy-
perboliques. (1-11).

Hultsch (Frédéric). — Le nombre géométrique dans le huitiéme
Livre de la République de Platon. (41-60).

M. Hultsch reprend la question du nombre géométrique de Platon. De-
puis longtemps ce nombre mystérieux, qui, d’aprés le philosophe grec, devait
présider aux mariages et dont il parle en un langage plein de réticences, hante
Pimagination des mathématiciens. Les derniers travaux sont de MM. Tannery
et Dupuis, et c’est sur les résultats obtenus par les deux savants francais que
M. Hultsch cherche a édifier son hypothése. Il s’accorde parfaitement avec
M. Dupuis sur linterprétation du commencement du passage en question.
Comme lui, il pense que le facteur indiqué serait 2°.3%= 216. Mais M. Dupuis
s’était contenté de multiplier ce nombre par 100; M. Hultsch pense que le
nombre final deviendrait ainsi trop petit et qu’il ne satisferait pas aux condi-
tions mentionnées dans le texte. En suivant pas a pas 'auteur grec et en cher-
chant & élucider chacune de ses expressions, M. Hultsch arrive au nombre
362.100% = 3600* = 12960000.

(Cette interprétation, M. Dupuis ne I’a pas admise : il a abandonné toutefois
sa premic¢re hypothése; dans sa seconde interprétation, il donne le nombre
~6v000).

Suter (Hlenry). — Un écrit inconnu jusqu’ici de Nicolas Oresme.
(r21-123).

Le manuscrit est assez volumineux (175 feuillets); écrit en 1459 par une main
inconnue, il est trés difficile & lire a cause des abréviations. C’est un Commen-
taire de la Météorologie d’Aristote, divisé en demandes ct réponses, ces der-
niéres appuyées par des arguments d’un caractére presque exclusivement
scolastique. Ce nouvcau Traité n’ajoutera rien 4 la gloire de auteur de 1’4l-
gorismus proportionum. Dans la forme de ses preuves ct de ses conclusions,
Oresme suit enticrement Duns-Scot. Beaucoup de questions lui sont méme
empruntées. M. Suter e¢n donne quelques-unes ains1 que dcux arguments propres
a caractériscr la maniére des autcurs. Dans le troisiéme Livre, on trouve une
question de haut intérét : il s’agit du mouvement de la Terre. Oresme con-
naissait les opinions pythagoriciennes; il reste cependant parfaitement soumis
aux idées d’Aristote. La dix-huitiéme question du premier Livre traite des
cométes; Oresme y expose, d’apreés Aristote, Pline, Ptolémée et d’autres, que les
cométes prédisent des orages, des tremblements de terre, des inondations, des
maladies, des guerres, cte. Ceei pourrail ¢tonner de la part d’'un adversaire
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aussi prononcé de I'Astrologic que I’était Oresme, ct cette contradiction pourrait
inspirer des doutes a I'égard de 'authenticité du Traité. M. Suter fait remar-
quer que PAstrologie du moyen age était divisée en deux parties : ’Astrologie
positive, qui tirait des phénoménes astronomiques des conclusions sur des phé-
noménes naturels (orages), et I’Astrologic judiciaire qui essayait de lire lec
sort de 'homme dans le mouvement des astres. C’est celle derniére Astrologie
quOresme a combattue. Aussi cssaye-t-il de prouver que les maladies, les
guerres, clc., proviennent des comcétes par I’enchaincment des causes natu-
relles.

Noether. — Remarques sur un petit écrit de F. Klein touchant
la Théorie des fonctions algébriques de Riemann (201-207).

Mahler (Edouard). — Sur un point d’histoire des Mathémati-
ques. (207-210). .

M. Cantor ayant appelé Dlattention des savants sur les connaissances mathé-
matiques contenues dans le Talmud, M. Xdouard Malher cherche a com-
bler cette lacune dans unc certaine himite. Le premier résultat de ses recher-
ches a été la confirmation compléte de Popinion de M. Cantor quant a lorigine
orientale de la valeur = = 3. Cette valecur semble avoir été universellement
acceptée par les talmudistes. Ils paraissent admettre, cn outre, que les rapports
de Paire du carré circonscrit a Paire du cercle ct P’aire du carré inscrit sont
ﬁ ct f— Ce sont les Baleh Tosfeth, commentateurs du Talmud, du xue® au

xive si¢cle aprés J.-C., qui semblent avoir les premiers ncttemeni distingué

les aires d’avec la mesure des lignes déterminantes. Les Baleh Tosfeth essayent
aussi de donner une preuve du rapport précédemment cité entre I'aire du cercle
et celle du carré circonscrit. Cette démonstration consiste a supposer ic cercle
d’une palme de diamétre décomposé en une infinité de zones concentriques que

I'on rectifie et additionne. On a ainsi un triangle ¢équilatéral, dont la base est

égale 4 3 palmes ct la hauteur & unc demi-palme. Ce triangle étant coupé a la

moitié de la base, les deux moiti¢s composent un rectangle d’une base égale a

1} palme ¢t d’une hauteur d’une demi-palme. Enfin ce rectangle est décom-

posé en trois carrés d’une demi-palme. M. Mahler voit dans cette décomposi-
_tion du cercle un commencement de Calcul intégral; cest beaucoup dire. On

trouve cncore dans le Talmud la valeur de '7; pour \/2; le passage quila con-
tient provient du ne° si¢cle aprés J.-C. Les Baleh Tosfeth font remarquer que
cette valeur n’est pas exacte.

Supplément.

Ginther (S.). — Les racines carrées irrationnelles des anciens et
leurs méthodes de développement.

Le but de Pautcur nest pas d’augmenter le nombre considérable des hypo-
théses auxquelles ce probléme a donné licuj; il se propose de présenter au lee-
teur toutes les méthodes indiquées jusquliei, de les examiner, d'en faire ressor-
ur le principe ct de nous metlre ainsi cn élat de choisir le procédé le plus
naturel ct le plus probable.
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Le travail cst divisé en trois Chapitres. Dans le premier, M. Giinther expose
tout ce que l'antiquité nous a laissé sur les racines carrées irrationnelles ou,
plus justement, incommensurables. Il suppose, comme M. Cantor, que la pre-
micre irrationnelle découverte fut /2, ct que cette découverte cst de Pytha-
gore. Théodore de Cyréne prouva cnsuite Iirrationnalité de ‘/3, ‘/5_, ‘/6, ﬁ,
V8, V10, V11, V12, /13, V14, V/15 ¢t /17. En général, les Grees se sont appli-
qués beaucoup moins a rechercher la valeur de ces nombres qu’a les éviter; les
m¢éthodes de Pythagore et de Platon pour la solution de I'équation 2!+ y? = z?
en nombres entiers en font foi. Cependant un passage de Platon, malhcureuse-
ment trés corrompu, parait prouver qu’il connaissait pour la ‘/5 la valeur ap-
proximative %. Euclide, dans son dixi¢me Livre, un des plus admirables des
Elements, donne une théorie de Pirrationnel qu’il traite, bien entendu, tout a
fait géométriquement. Ses recherches ont été, & ce qu’il parait, continuées par
Apollonius de Perge; mais le travail de ce dernier est perdu et l'essai de resti-
tution fait par Woepche n’offlre pas de résultats sirs. C’est Archiméde qui, le
premier, fait entrer des valcurs approximatives de racines carrées dans ses cal-
culs. Elles lui ¢taient indispensables, car il employait, pour mesurer la circonfc-
rence, la méthode des périmétres des polygones inscrits et circonscrits . Archi-
méde cite huit racines irrationnelles. Pour 'une d’elles, il donne méme deux
valeurs :

265

>V3> 13

1351
780

La ﬁ ne sc trouve pas dans Archimeéde. Aristarque de Samos, dans la sep-
ti¢tme proposition du Livre Sur les grandeurs et les distances du Soleil et de
la Lune, lui assigne la valeur -Z

Différant ici encore de tous ses compatriotes, Héron d’Alexandric emploie
beaucoup les racines irrationnelles; on en trouve plus de trente chez lui; elles
ne ’embarrassent nullement. 11 est trés probable qu’il était en possession d’une
méthode qui lui permettait de les extraire trés rapidement; ¢’est M. Paul Tan-
nery qui, le premier, I'a prouvé en faisantremarquer que, voulant transformer
la formule pour l'aire I d’'un segment de cercle en fonction de la corde s et de
la fléche 4,

" F=(S+h)h+ils—z
2 o4

en unc formule pour I'arc & du segment en fonction des mémes variables, Héron
pose

Y/ -—
(2) b= Zl VSR,
ou bicen
Y/
(3) b= Vst + EL(\/SH—M‘—S), .
et non ’
5 s?
hir— = —
' 28 It
) b=s+h+———5 " ‘
1+ 5 7t
v ‘ v

qui présente cependant une approximation satisfaisante. Les formules (2)
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et (3) devaient donc ¢étre pour les Grecs, comme elles le sont pour nous, plus
rapides & calculer que la formule (4). L’auteur divise, d’aprés M. Tannery, lcs
racines de Héron en deux groupes, le groupe géométrique et le groupe trigo-
nométrique, chacun d’eux en plusicurs classes. Quelques-unes de ces expres-
sions sont d'une exactitude remarquable. Cependant on en trouve aussi d’erro-
nées, ce qui s’accorde d’ailleurs avec le caractére général du Livre de Héron.
Les écrits de Ptolémée nous fournissent peu de chose. On y trouve, il est
vrai, nombre de racines irrationnelles. Mais ces valeurs ont été trouvées par
une méthode toute différente de celle d’Archiméde et de Héron, quelle qu’elle
soit. C'est un astronome du 1v® si¢cle aprés J.-C., Théon d’Alexandrie, qui nous
a renseigné complétement sur la méthode des astronomes. Elle était fondée sur
Pemploi des fractions sexagésimales : on y appliquait la formule d’Euclide

(a+0b)=a’+ 2ab + b3,

et 'on calculait a peu prés comme nous le faisons.

Les écrits byzantins ne fournissent pas d’indications nouvefles. La plupart se
contentent de rapporter simplement la méthode de Théon d’Alexandrie. Maxime
Planude donne comme nouvelle une méthode qui en diflére trés peu.

Les mathématiciens romains copient presque tous Héron. C’est ainsi que nous
retrouvons dans Columelle, Frontin, Hygin, etc., les valeurs que nous connais-
sons déja.

M. Giinther recherche aussi les indications que nous fournissent sur les ra-
cines irrationnelles les ceuvres de Gerbert, des rabbins juifs, des Hindous et des
Arabes, et il consacre quelques mots aux expressions numériques que présen-
tent les proportions des édifices grecs; c'est aux recherches de M. Hultsch que
nous devons la plupart de ces dernié¢res données; malheureusement, ce champ
d’études si intéressant n’offre que peu de résultats certains.

Avant de passer a l’examen des hypothéses, 'auteur mentionne l'opinion
émise par Nesselmann et Friedlein, d’aprés lesquels les racines en question
auraient été trouvées par tdtonnements. Il va sans dire qu’il la rejette complé-
tement. Nous avons d’ailleurs rapporté plus haut la preuve que M. Tannery a
donnée de 'existence d’un procédé chez Héron. En dehors de cette hypothése
purement négative, M. Giinther compte quatorze procédés différents. Il les di-
vise en deux groupes. Le premier embrasse tous les procédés qui ont pour fon-
dement les fractions continues. C'est & ce groupe qu’appartient I’hypothése la
~ plus ancienne; elle a été proposée en 1723 par de Lagny. L’auteur la trouve élé-

gante et expéditive. Mais elle n’est qu'une application de la formule de forma-

tion des réduites d’une fraction continue. La méthode de Mollweide, pour trouver

la valeur d’Archiméde 3

1 ()I 5
>V3>

n’emploie que des transformations connues des Grecs; mais ces transformations

ne pouvaient étre exécutées que par quelqu'un qui connaissait parfaitement

d’avance le résultat & obtenir. D’ailleurs cetle méthode repose au fond sur des

fractions continues, malgré son extérieur géométrique. Un autre reproche lui
a été adressé par Gauss : le procédé de Mollweide donne les valeurs

2 26 97 362 _ 1351
1

103

4> > = >;O—q>———780
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En supposant qu'Archiméde ait pris cetle voie, pourquoi a-t-il choisi deux va-
leurs qui ne sc suivent pas? C'est Id une grosse difficulté qu’aucun des procé-
dés proposés jusqu’ici n’a pu résoudre définitivement,

Les deux méthodes citées ne s’attaquent qu’a la /3. Hauber, au contraire, a
taché d’atleindre, avec la sienne, toutes les irrationnelles d’Archiméde. M. Giin-
ther prouve que cette méthode est absolument identique aux fractions conti-
nues de Lagrange.

Buzengeiger a proposé deux méthodes. La premiére consiste dans le dévelop-
pement d’une construction géométrique prise dans le Commentaire d Archi-
méde, de Commandin; elle est encore le déguisement d’une fraction continue.
La dcuxié¢me, qui se déduit de la premiére, se distinguc par une convergence
trés rapide; elle est la scule qui méne immédiatement aux nombres d’Archi-

. .26 135 .
méde donnant comme valeurs approchées et —8—1 Ccpendant il faut alors
1 ~80
265 '

20. (0 . . . .
supposer quc le nombre 53 @ ¢l trouvé autrement. D'ailleurs, I'invention de
1

cette méthode n’appartient pas 4 Buzengciger. Elle avait été employée par Luca
Pacioli, Ghaligai, Francesco di Lazisio, Cardan, Tartaglia et Unicorno. Elle a
¢1é remise en lumiére par M. Joscph Bertrand.

M. Oppermann et M. Alexéief ont proposé successivement des méthodes trés
approchées, fondées sur ce théoréme, que la moyenne géométrique de deux

quantités a@ et b (Vab) est moyenne proportionnelle entre la moyenne arithmé-

tique (a+ b> et la moyenne harmonique (;ibb>- M. Charles Henry a pro-

posé ensuite des modifications a cette méthode qu’il a appuyée sur des consi-
dérations géométriques et rapprochée de la méthode d’interpolation des parties
proportionnelles appliquée par Hipparque. M. Giinther ne croit pas néanmoins

qu’elle soit celle d’Archiméde; elle revient d’ailleurs encore aux fractions con-
tinues.

M. Paul Tannery a, d’aprés 'auteur, le mieux crcusé la question. Archiméde,

suivant ’opinion du savant francais, connaissait un mode d’extraction reposant
sur les relations

b
yat+ b a+ sa’ yai+ b a -+

’
2 +1

dans lesquelles o signific @ peu prés égal. Tres souvent il se contentait des
valeurs asscz peu approchées qu'il obtenait; dans le cas de la /3, il a employé
cette méthode sculement pour avoir une premicre solution des équations

p"-—-3q7: T, p2—3q7:—‘2;

puis, 4 laide d’une méthode indépendante, il a trouvé un nombre indéfini
d’autres solutions. Quelle ¢tait cette méthode? M. Tannery a proposé deux
hypothéses. La premiére, qui affirmerait une ressemblance avec la méthode
des Hindous, exposée par Hankel, est rejetée par M. Giinther. Dans la seconde,
M. Tannery s’est cfforcé de reconstituer par analogie le chemin qu’aurait pro-
bablement suivi Diophante en voulant résoudre I'équation p*— ag*=r1. Nous
ne développerons pas cette méthode, d’ailleurs simple, qui séduit M. Giinther.

M. .Zcuthen avait propos¢ quelque chose d’analogue pour la /3. Nous passons
sous silence son procédé, ainsi que cclui de M. Ileilermann, que l'auteur juge
plein d’esprit, mais en somme peu conforme aux habitudes greeques. La ma-

Bull. des Sciences mathem., 2° série, t. VIL. (Juillet 1887.) R.8

.
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nic¢re de M. Hultsch a ¢été imaginée dans un tout autre but, pour développer la

V5, dont il avait cru trouver les valeurs approximatives en des proportions
architecturales.

Dans son troisitme Chapitre, M. Giinther traite de la résolution des racines
carrées par le développement en séries des fractions. Une méthode imaginée par
M. Ed. Lucas, d’aillcurs trés rapide, ne peut pas un scul instant étre supposée
conforme a cclle des anciens. Elle repose, en cflet, sur le bindme enti¢rement
inconnu aux Grecs.

La méthode de M. Radicke est enti¢crement nouvelle, en ce qu’elle est publiée
ici pour la premiére fois. Elle est asscz simple; malhcurcusement clle ne s’ac-
corde qu’en partic avee les valeurs rencontrées chez les auteurs grecs. La méme
obscrvation s'applique 4 un procédé de méme genre, proposé par M. von
Pessl.

M. Rodct a proposé, pour expliquer les valeurs approchées que Von trouve
dans les Livres religicux des Hindous et dans Archiméde, dgux méthodes : elles
sont remarquables, mais trop laboricuscs. Celle par laquelle il retrouve -%385—01-
d’Archiméde est empruntée & un géométre francais du xvi° si¢cle; clle repose
c

d
a—+c¢ . . . ,
b d est comprise centre les deux. » M. Giinther la passe sous silence. L’autre
repose sur ce principe : « Si on désigne par a laracine a une unité prés, par r
le reste de Popération, par € lc complément de la racine, on a

sur ce principe: « Si 3 ¢ désignent deux fractions a termes positifs, la fraction

»
r=(2a-+c¢)s ou e= ——
( ) 2a +¢ .
et comme toujours € <1, on aura une approximation par défaut de sa valeur
cn le remplagant par 1 au dénominatcur de la fraction, c’est-a-dire en posant

r
El'::. —_
2a+1

Conclusions. — 1° Pour obtenir lcs racines carrées irrationnelles, les anciens
partaient toujours de la relation ‘/a-t b»na=x 2a’ ct ils amélioraient la va-

leur obtenue d’une maniére presque empirique. Héron a toujours procédé ainsi,
et Archiméde, au moins quand il avait de trés grands nombres.

2° En possession d’unc premiére approximation plus ou moins satisfaisante,
ils en obtenaicnt de meilleures par des considérations analogues a celles que
nous employons pour la résolution de I'équation de Pell : témoin Archiméde
dans sa détermination de la ¢§ et Théon de Smyrne.

3° Un procédé de fractions continues, analogue a I'algorithme moderne, n’a
pas existé dans l'antiquilé; on ignorait aussi toute résolution consciente d’une
racine carrée en une série de fractions, excepté toutefois le schéma

‘/X =w a—+ b.6o~t+c.60-2.,.

familier aux astronomes.
4° Au commencement du moyen 4ge, au contraite, les trois ou quatre pre-
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micres réduites de la fraction continue

paraissent avoir ét¢é connues des Hindous, des Arabes, des Juifs et, par leur
intermédiaire, des Occidentaux, bicn entendu sans que la vraic nature de la frac-
tion continuc ait ét¢ rcconnue. Chez les Ilindous ct les Arabes, on rencontre
aussi des traces de I'équation

VAU a+b.1o +c.r0"2+. ...

Il est probable qu’on a entrepris aussi au moyen dge des interpolations entre
chaque terme de cette série.

Winterberg. — Le Traité de Franco, de Liége, sur la quadra-
ture du cercle.

Le manuscrit provient du Vatican; son autcur a été peu remarqué jusqu’ici
par les historicns. Le manuscrit parait étre du ane siécle; aussi est-il trés
pauvre cn bonnes Mathématiques. Franco suppose quc la fraction %2 exprime
exactement le rapport de la circonférence au diamétre. Il n’a aucune difficulté
de converlir le cercle de diamétre =14 en un rectangle, dont les cotés sont 11
et 14. Mais c’est alors quc l'on aurait supposé tout fini que commence pour
lui la vraic difficulté. Il n’a aucun moyen géométrique de transformer un rec-
tangle en un carré ct il est forcé de se contenter d’unc construction assez peu
approchée. Le Traité cst divisé en six Livres; le septi¢me n’a, parait-il, qu'une
connexion trés faible avec ce qui précéde. Dans le premier Livre, on trouve des
essais de représentation de nombres irrationnels sous forme de progressions;
mais les termes de ces progressions sont en nombre fini.

Geleich (Eugéne). — Etude sur la découverte de la Géométric
analytique et examen d’un Ouvrage de Marino Ghetaldi, patri-
cien de Raguse (1630).

!

Marino Ghetaldi naquit en 1566, & Raguse, en Dalmatie. En 1603, il publia
Archimedes promotus seu de variis corporum generibus gravitate et magni-
tudine comparatis, puis bientot aprés Nonnulle propositiones de parabola
nunc primum inventce et in lucem editce; en 1607, 'Apollonius redivivus et
Variorum problematum collectio. Ghetaldi visita presque toute I’Europe et se
lia avec des savants comme Michel Coignet, Christophe Clavius et Frangois
Victe. Les plus célécbres Universités, entre autres celle de Leyde, lui offrirent
des chaires. Il préféra cependant retourner dans sa patric, ou ilmourut en 1627.
1l avait rédigé cncore quelques Trailés sur I’Optique, qui semblent perdus;
mais son principal Ouvrage ne parut que trois ans aprés sa mort; il porte le
litre Marini Ghetaldi Patritii Ragusini mathematici preestantissimi de reso-
lutione et compositione mathematica libri quingue, Opus posthumum. Roma,
1630. C’cst 1a que Riccati, Wolf ct plusicurs autres ont cru trouver les prin-
cipes dc la Géomdtrie analylique : méme & ce propos, Vincenzo Monti, profes-
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seur & Pavie, n'a pas craint d’accuser Descartes de plagiat. Sans doute que les
jalousics nationales n’ont pas éLé étrangcéres 4 ce débat.

M. Geleich commence par donner une analyse trés compléte de 'Ouvrage;
puis vient une courte histoire des méthodes analytiques antéricures. Le résul-
tat de cctte étude n’est pas trés favorable au savant italien. En supposant que
Ghetaldi ait eu connaissance des travaux de Tartaglia, Cardan, Victe et Cataldi
(Algebra discorsiva e lineare. Bologna, 1618), on est forcé de reconnaitre
qu’il a eu pen a faire pour composer son Ouvrage : il s’en faut de beaucoup
qu’il ait le premier appliqué PAlgébre a la Géométrie. Son mérite est plutot
d’avoir recucilli les connaissances qu’on avail e son temps dans cetle maticre
et d’en avoir fait pour la premicre fois un Ouvrage spéeial. La solution de
Péquation du quatricme degré, qu’on lui a attribuée quelquefois, lui était in-
connue; il la compte méme parmi les choses qui ne sont pas du domaine de
PAlgébre. Le premier Livre de la Géométrie de Descartes ne contient, il cst
vrai, rien qui n’ait ¢té trouvé avant lui et qui ne soit dans Ghetaldi; mais on
ne peut contester au grand géometre francais le reste de sofl ccuvre. Ghetaldi a
parfaitement ignoré I'usage des coordonnées. Il est vrai encore que. d’aprés
M. Cantor, clles ¢taient connucs déja des Babylonicns; les Arabes s’en sont
servis et Nicolas Oresme les a cxposées dans son Zractatus de latitudini-
bus formarum. Mais il est improbable que Descartes ait connu ces travaux et
il restera toujours U'inventcur ct le fondateur de la Géométrie analytique.

Les conclusions de M. Geleich ont d’autant plus de poids qu'elles émanent
d’un homme dont impartialité ne peut étre mise en doute. La grandeur de la
ville de Raguse excite son enthousiasme, et il est si peu disposé a étre le pané-
gyriste dc Descartes qu'il répéte les accusations qu'on a soulevées contre ses
découvertes optiques. Heureuscment, ces accusations sont mises a néant dans
le travail suivant.

Kramer (P.). — Descartes et la loi de réfraction de la lumiére.

Cette loi est formulée dans la Dioptrique parue en 1637; elle ne donna lieu a
aucune contestation du vivant de Descartes. C’est en 1663, douze ans aprés sa
mort, que Isaac Voss I'accusa d’avoir puisé sa découverte dans les éerits de
Snell. Willibrod Snell avait ¢té professeur a Leyde; il était mort en 1626, lais-
sant un Ouvrage inachevé et aujourd’hui perdu. Mais tous ceux qui I'ont vu,

. entre autres Huygens, déclarent qu’il contenait la loi de réfraction, sous une
forme dilférente de celle de Descartes. Ce dernier avait considéré les sinus,
comme nous le faisons aujourd'hui, Snell se servait des cosécantes. Mais cette
différence n’arréte pas les adversaires de Descartes. La découverte de Snell,
nous disent-ils, a été répandue par ses éléves et Descartes cn aurait eu gon-
naissance. C’était aussi 'opinion de Leibnilz. Appuyée par de telles autorités,
cette hypothése devient bicntdt un fait certain dans la bouche de Priestley,
Wilde, Fischer, Poggendor(f. Delambre, aprés quelques hésitations, se déclare
contre Descartes: pour Montucla la chose reste indécise.

Voici les cinq points sur lesquels repose Paccusation :

1° Descartes a vécu plus de vingt ans en Hollande et a compté beaucoup
d’amis parmi les savants de ce pays (Voss, Poggendorff);

2° La découverte de Snell a été enscignée dans des cours privés et publics
par Hortensius (Voss);

3° Descarles nc cile presque jamais ses sources ( Leibnitz, Poggendorff);
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4° Il ne cite aucune expéricnce qui aurait pu lui faire découvrir sa loi (Pog-
gendorff) ;

5° Il s’est embrouill¢, en voulant donner la preuve de la loi de laréfraction
(Leibnitz).

La question du sé¢jour de Descartes en Hollande est de la plus haute impor-
tance. Il y a ¢éi¢ trois fois : de 1617 4 1619 & Bréda, avec Varm¢ée du prince Mau-
rice d’Orvange; en 1621-1622 & La Haye, et enfin en 1629. Ce dernier séjour a
duré vingt ans, jusqu’a son passage en Suéde (1649). C’est probablement de ce
séjour que parlent Voss, Leibnitz et Poggendorfl. Mais ceci n’a rien & faire dans
Ie litige. L’autleur prouve, sans réplique, que Descartes élait déja en possession
de sa découverte en 1629,

La loi de la réfraction avait cn effet pour lui unc valeur non seulement théo-
rique, mais aussi pratique. Elle lui détait indispensable pour construire les
courbes anaclastiques (celles des lentilles qui rassemblent tous les rayons en un
point). Ces courbes vainement cherchées par Kepler, il les trouva dans I'hyper-
bole et. Pellipse, cn s’aidant de cette supposition que les vitesses de la lumiére?
dans I'un et dans 'autre milicu, devaicnt avoir cntie clles un certain rapport.
Il fallait connailre ce rapport pour déterminer cclui du grand axe a I'excentri
cité de la courbe; donc, pour construirc ses lentilles, Descartes devait savoir
mesurer l'indice de réfraction du verre. Or il n’y a aucun doute qu’il ait con-
struit une lentille dc ce genre en 1628, avee Paide du mécanicien Ferrier. Ce
dernier, fort habile homme, mais évidemment faible en théoric, fort embarrassé
gquand Descartes, ¢n 1629, se rendit en Hollande, eut & lui demander des éclair-
cissements. Descartes les lui fournit, en [ui expliquant entre autres choses une
méthode pour déterminer indice de réfraction. La tournure de sa lettre suffi-
rait a prouver qu’il nes’agit1a nullement d’une chosc qu’il a apprise cn Hollande,
mais bien d’une application de principes possédés depuis longtemps. L'autcur
croit que I'année 5627 peut éire regardée comme la date la plus rapprochée de
nous dc la découverte de Descartes; & en juger par unc lettre & Bechmann,
cette date pourrait étre reculée jusqu'en 1615-1610. Pour Snecll, il existe bien
unc assertion du P. Reis, qui assigne & sa découverte la date de 1620. Mais
c’est chose impossible & prouver. Il est extrémement probable qu’il n’a guére
trouvé sa loi qu'en 1627 ou 1628.

Ces observations répondent en méme temps au second chef d’accusation.
Lors du second séjour de Descartes en Hollande, Hortensius (qui d’aillcurs n’a
jamais été éléve de Snell) n’avait que seize ou dix-sept ans. Il ne devint pro-
fesseur, & Amsterdam, qu’en 1634. Or, & cetle date, Descartes était déja depuis
longtemps en possession de sa loi.

La troisi¢me assertion des adversaires de Descartes vise son caractére. L’au-
teur reprend une a une Ics allégations les plus graves qu’on a lancées contre
lui. Il n’en trouve aucune qui soit vraiment fondéc. Descartes aimait profon-
dément la vérité et ¢tait centicrement incapable d’une bassesse. Sa conduite dans
P'affaire dc Bechmann est un témoignage dcs principes qui le guidaienten pa-
rcille occasion.

L’abseunce d’une expéricnce ne prouve ricn non plus. Snell était parvenu a sa
loi par linduction; mais Descartes avait procédé tout a fait différemment. 11
avait commencé par étudicr les propriétés des sections coniques; il avait vu
que Vellipse et I'hyperbole rassemblent dans leur foyer tous les rayons paral-
feles a leur axc. Il avait remarqué que cc fait devait encore avoir lieu si les
vitesses de la lumicére dans les deux milieux, tout en étant différentes, avaient
entre clles un certain rapport. De cette idée a la vérification 1l n’y avait qu’un
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pas. Et quelle pouvait étre cette vérification? Evidemment la construction d’une
lentille elliptique ou hyperbolique. L’essai réussit; la lentille rassemblait en
cffet tous les rayons. Il n’avait pas du faire, comme Snell, d’innombrables obser-
vations.

Enfin est-il possible de supposer, comme I’a fait Huygens, que Descartes
avait vu le manuscrit de Snell. Il donne une preuve beaucoup plus compliquée
que celle du savant hollandais. D’ailleurs, en Yexaminant de prés, Pauteur ne
trouve pas que cette preuve soit si ecmbrouillée qu’on ’a prétendu. Leibnitz n’a
pas tenu suffisamment compte des nombrcuses découvertes qu’on avait faites
depuis Descartes, surtout sur la décomposition des forces.

Année 1883.

Curtze (Maximilien). — Sur un manuscrit de fa Bibliothéque
de Dresde. (1-14).

Ce manuscrit, qui, dans le Catalogue dec M. Schnorr von Carolsfeld, porte la
signature D. 4. 86, date du commencement du xive siécle; il a appartenu a
Valentin Thaw, dont la veuve I'a vendu. Il contient, d’aprés M. Curtze, 38 Trai-
tés au lieu de 24 signalés par I'index; M. Schnorr en indique 26. Ces Traités
sont tous mathématiques; plusicurs sont d’une trés grande importance. En
voici l'inventaire :

Il y a cinq Traités ou fragments d’Euclide. Celui que M. Curtze désigne par
le n° 2 est la Geomeétrie traduite par Adelard de Bath. Cette version est iden~
tique avec celle dont M. Weissenborn a parlé dans un numéro précédent du re-
cueil; elle s’¢loigne beaucoup plus de Voriginal que celle publiée par Campano.
Le n° 5 contient une version latine de 'Optique, faite directement sur la version
grecque que nous connaissons par I’édition de Heiberg et que le savant danois
croit étre le texte primitif. Le compilateur du manuscrit de Dresde connait les
traductions faites sur I'arabe;-il en cite des cxtraits. La Catoptrigue d’Euclide,
que nous trouvons dans lc n° G, est remarquable en ce que la figure du VI° théo-
réme s’y accorde plcinement avec celle qu'a restituée M. Heiberg. Le ne 26
conticnt les Données. Les n** 8 et 17 sont identiques; ils présentent le fragment

. bien connu du livre de Gravi et Levi d'Euclide. Un autre fragment du méme
Trailé inconnu jusqu’ici seraitprésenté, d’aprés M. Curtze, par le n° 37. Cet écrit
est intitulé par Thaw de Insidentibus aquee; lcs trois derniers théorémes de
ce fragment montrent unc concordance parfaite avec trois théorémes du pre-
micr fragment. Une remarque de la main de Thaw, qui s¢ trouve sous le titre,
prouve qu’il y avait a Cologne a la fin du xvi® si¢cle un exemplaire du Traité
d’Archiméde sur la méme matiére. Il n’est donc pas impossible que cet écrit
précicux soit rctrouvé un jour. D’aprés M. Curtze ce ne scrait pas l'original,
mais une vicille traduction latine, la m¢éme dont s’est servi Tartaglia, d’aprés
M. Heciberg.

Le n° 12 est la mesure du cercle d’Archiméde, traduction faite de arabe, ce
qui est prouvé par la forme « Archimenides ». Dans le n° 22, nous trouvons un
commentaire sur quelques théarémes du livee de la Sphére et du Cylindre.
L.c commentaleur se nomme ici Joannes de Tlii; un manuscrit florentin le
nomme Joannes de Thiss. Ce Traité a ¢ué publi¢ par M. 1lciberg dans le troi-
sitcme Volume de son ¢dition d’Archiméde comme provenant d’un anonyme. Le
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n° 39, portant le titre Liber de speculis comburentibus, avait été attribué a
Archiméde par M. Schnorr. D’aprés M. Curtze, il appartiendrait & un certain
Tideus filius Theodori. .

Une partic notable du manuscrit est occupée par les écrits de Jordan. Il y a
l1a d’abord, sous le n° 3, un Traité de Triangulis, cnticrement inédit, que
M. Curtze sc propose de publier le plus tot possible. Il est divisé en quatre Livres.
Dans le quatriéme on trouve deux problé¢mes identiques a ceux du Liber trium
JSratrum. Le premier de ccs problémes traite de la triscction de l'angle; il est
résolu a I'aide de la conchoide; le second est celui de la duplication du cube.
Le n° 4 contient 'Arithmetique de Jordan. Le manuscrit prouve que Jean Le
Févre d’Etaples a pris de grandes lihertés en éditant cet Ouvrage. Clest ainsi
que le manuscrit a trois petitiones, tandis que Le Févre en compte 6; 8 com-
munes animi conceptiones; il y en a 20 chez Le Févre, etc. Le Traité de Pon~
deribus de Jordan, édité par Apianus en 1533, se trouve deux fois dans le ma-
nuscrit sous les n° 21 et 35; c’est le n° 35 qui cst le plus complet. De la plus
grande importance est le n° 34. Nous y trouvons un exemplairc du Livre de
Numeris datis deJordan, qui vient trés heureusement corriger I'édition donnée
par M. Treutlein d’aprés un manuscrit dc Bile. Tout cn rétablissant le vrai
sens de quelques théorémes, entiérement incompréhensibles dans I’édition de
M. Treutlein, M. Curtze promet de revenir plus longucment sur ce sujet. Enfin
le n° 31 contient un fragment intitulé : Liber qui dicitur demonstracio Jor-
dani de forma spere in plano.

Parmiles autres écrits du manuscrit, en grande partie anonymes, nous men-
tionnerons encore trois Traités de Théodose de Speris, de Locis habitabilibus
et de plana sphaera lana (n°* 7, 23, 29); un Traité publi¢ par M. Hultsch
dans le troisi¢me Volume de son édition de Pappus comme provenant d’un ano-
nyme et qui contient sept théorémes sur des figurcs isopérimétriques (n° 16),
et enfin deux théorémes d’un certain Cratilius, inconnu d’ailleurs, dont le se-
cond surtout est intéressant; il donne de la formule de laire du triangle par
les trois cOtés une démonstration dont rien jusqu’ici n’avait pu faire soupgonrer
Pexistence au moyen age.

Teige (Joseph). — Biographie de maitre Jean de Praga. (41-44).

Le vrai nom de ce mathématicien est Schindel, cependant il se faisait appeler
indifféremment Szindelius ou Syndelius; il est plus connu sous le nom de
Joannes de Praga, qui lui est commun toutefois avee plusicurs de scs contem-
porains. Il est né & Konigsgriitz, en Bohéme, en 1370 ou 1375. Il fit ses études
A Puniversité de Prague, ou il semble avoir professé¢ en 13g9. Nous le retrou-
vons, en 1406, directeur de I'école de Saint-Nicolas. A partir de cette année et
jusqu’en 1409, il enscigna avec beaucoup de succés U'Astronomic ct les Mathé-
matiques & I'Université de Vienne. En 1410, il revint & Prague, ou il fut élu
recteur de I’Université; comme tel il s'opposa a la destruction des ccuvres de
Wiklef, demandée par Iarchevéque Zbynek. Dés lors, Schindel semble étre resté
3 Prague en qualité de lector ordinarius. Toules les données que nous avons
sur les années suivantes de sa vie sont malheurcusement obscurcies parla con-
fusion des noms. D’aprés M. Balbin, Schindel aurait ¢té aussi médecin et his-
torien; il aurait légué 200 manuscrits au Grand Collége. Il est mort vers 1450.

Weissenborn (H.). — Remarques sur les valeurs approchées
d’Archimede pour les racines carrées irrationnelles. (81-gg).
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Théon de Smyrne (ne siécle aprés J.-C.) forme une séric de nombres qu’il
appelle « nombres latéraux » (mhevpai) et « nombres diamétraux » (3iapérpor).
Si nous appelonsle ni#®® nombre latéral a,, ct le n**» diamétral d,

,» NOUs avons
les équations suivantes :

an+l = an -+ dn1 dn-H = 2a11+ dll *

En partant de 1 et 1 comme premiers nombres, nous aurons les valeurs
a,=2, d,=3, a,=5, d;=1, a,=12, d;=17, a,=29, dy=41, ...,
d’ou l'on tire

ds=2a,.,

formule établie par Théon sans démonstration; il est cependant trés probable
qu’il I'a connue. M. Weissenborn développe et explique la méthode proposée
par M. Hcilermann, qui se fonde précisément sur ce thégréme de Théon. Les
calculs refaits par M. Weissenborn montrent que les résultats s’adaptent bien
aux nombres d’Archiméde et de Héron. Quant & Gerbert, auleur renonce a

trouver une explication de ses étranges valcurs de y/3.

leiberg (L.). — Sur le fragment mathématique de Bobbio.
(ra1-129).

Le manuscrit L. 99 supp. de la Bibliothéque Ambrosienne provenant de Bobbio
présente, 4 la suite du texte des Etymologies d’Isidore, quelques fragments d’un
Ouvrage mathématique grec; c’est & I'interprétation d’une des pages de ce ma-
nuscrit publiée par M. Belger, qu’est consacré ce travail. Le théoréme démontré
serait la convergence de tous les rayons paralltles a Paxe dans les miroirs pa-
raboliques, propriété fondamentale dont on trouverait ici la premiére mention.
Le texte grec est certainement original et il se place tout naturellement & la

suile d’un fragment d’Anthemius précédemment édité : il est donc trés proba-
blement de ce géométre.

Gelcich (Eugen). — Sur P'essai de détermination du diamétre de
la Terre, par Marino Ghetaldi. (130-133).

Cet essai ne pouvait étre susceptible d’aucune exactitude : il repose sur la
dépression préscntée par la surface de la mer observée d’un point trés élevé.

Poske (Fr.). — Léclaircissement de l'arc-en-ciel d’Aristote.

(134-138).

La partie géométrique de ce passage obscur serait une démonstration un peu
lourde de ce théoréme : tous les points d’une sphére également distants d’un
point donné de la sphére sont situés sur un cercle dont le centre cst sur le dia-
métre de la sphére passant par le point donné. Quant & Papplication de ce
théoréme au phénoméne en question, elle présente des difficultés insurmon-
tables : mais Aristole ne sc serait-il pas conlenlé de vagues analogies?

Schoenborn (W.). — Sur la méthode par laquelle les anciens
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Grecs (notamment Archimede et Héron) ont calculé les racines
carrées. (169-179).

M. Schoenborn procéde en comparant, dans des triangles de plus en plus
petits, Phypoténuse 4 l'un des cotés de l'angle droit. Les formules qui en
ressortent sont un peu compliquées. Aussi M. Schoenborn pense-t-il que les
anciens les ont appliquées pour ainsi dire inconsciemment, en s’aidant de con-
structions chaque fois répétées. Les valeurs obtenues par ce procédé s’accor-
dent, il faut bien le dire, d’'unc facon assez compléte avec les valeurs d’Archi-
méde et de Héron. Ce n’est, il cst vrai, que par quelque effort que I'on obtient
pour la célébre racine de 349450 le chiffre 591 '13“ au lieu de 591 1; mais pour la

g
5 C 26 .
\/3 nous avons comme troisitme valeur — et les deux valeurs d’Archiméde
15
265 1351 . . . .
3 et e sont en effet des valeurs qui se suivent immédiatement. Pour les
/
racines.de Héron, la théorie se vérific aussi facilement. Dans un post-scriptum
l'auteur s’occupe de Gerbert; ce serait a Paide de la méthode qu’il propose que

e L . 12
le mathématicien du moyen Age est arrivé & concevoir la valeur de 7 pour la

26
IS

Ce qui donne de la probabilité & 'hypothése de M. Schoenborn, c’est que les
anciens, d’aprés M. Cantor, sont arrivés & concevoir lirrationnel a propos de
I'hypoténuse du triangle rectangle.

V/3 comme plus exacte que celle de

Treutlein (P.). — Contribution a 'histoire de la Géométrie
grecque. (209-227).

« Nous avons tous », dit ’auteur, « éprouvé une sorte d’étonnement, pour ne pas
dire d’¢blouissement, en voyant surgir le fameux théoréme de Pythagore et sa
démonstration telle qu’elle nous est apportée par Euclide. Or ce sentiment
semble prouver que cette démonstration, si belle qu’elle soit, n’a rien de vrai-
ment historique, et que c’est par une autre méthode qu'on a du avoir connais-
sance de ce théoréme ». Cette méthode, on I'a recherchée : MM. Roth, Giinther,
Cantor, Bretschneider ont émis différentes hypothéses a cet égard. Cest M. Can-
tor qui, le premier, a essayé de restituer les liens de ce théoréme avec la Ma-
thématique pythagoricienne, fondée, comme on sait, surtout sur les propriétés
des nombres. D'aprés lui, les pythagoriciens auraient trouvé leurs théorémes
en faisant des essais sur les chiffres. C’est ici que nous voyons surgir la nou-
velle hypothése de M. Treutlein.

11 croit qu'on s’est servi de pctites piéces en bois ou en pierre, rondes ou
carrées, a I'aide desquelles on pouvait composer des triangles rectangles, des
triangles équilatéraux, des rectangles ou des carrés; puis cn aurait découpé
différentes figurcs, par exemple : des carrés ayant les cotés 1, 2, 3, 4, .... Or,
en composant un carré de 16 picces et en Pagrandissant pour en faire un de 25,
on devait bien s’apercevoir que la différence (le gnomon) était elle-méme un
carré, le carré de 3. En rapprochant les carrés de 3, 4 et 5, découpés en bois,
on a di voir qu’il sc forme un triangle rectangle. Tclle serait 'origine des trois
nombres 3, 4, 5 pour le triangle de Pythagore et c’est en élargissant cctte ob-
scrvation que le philosophe scrait arrivé a généraliser son théoréme.
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Les mémes carrés composés de petites piéces rondes pouvaient d’ailleurs,
comme le montre 'auteur, servir 4 découvrir d’autres théorémes; on les aurait
employés par excmple pour établir la formule que Proclus attribue a Pythagore
et qui servait & résoudre cn nombres entiers les triangles rectangles. Voici la
régle de Pythagore : « Un nombre impair étant pris comme le plus petit des
cbtés, le carré de ce nombre moins 1, divisé par 2, donne l'autre coté; celui-ci
plus 1 donne I'hypoténuse ». Quelle est l'origine de cctte régle? M. Arneth
croit qu’elle est venue d’Orient; d’aprés M. Roth, elle serait bien grecque. De
b+ ¢ = a? on aurait tiré

cﬂzaz_b2=(a+b)(a-—b),

c’est-d-dire que (@ + b) et (@ —b) doivent étrc tous deux pairs ou tous deux

N . . . ol
impairs; et comme leur produit doit étre un carré, ils auront la forme = et
2 -~ Y
L., alors

Y

2 2 2 R2
a=a+g, b=12 B et c:%p;

27 27
si l'on fait alors § = y =1, on aura la régle de Pythagore

2 2
at+1 af—1
y b=

2

c=a a= .

Cette hypothése a été acceptée par M. Cantor, avec une petite modification,
qui devait la rendre un peu moins moderne et dés lors plus acceptable. Elle
n’a cependant pas paru satisfaisante d Bretschneider qui en a proposé une
autre. « Pythagore pouvait, nous dit Bretschneider, trouver cette régle
d’une maniére bien simple, s’il avait connaissance du théoréme, d’aprés lequel
la somme des nombres impairs consécutifs donne la série des nombres carrés.
11 n’avait qu’a écrire sur une premiére ligne la série des nombres naturels, sur
une deuxiéme la série de leurs carrés, sur une troisi¢me les différences entre
deux carrés consécutifs :

1,2,3 4 5 6, 7, 8 g9, 10, 11, ...

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 6%, 81, 100, 121, ...,
- 3, 5,7, o, 11, 13, 15, 19, 19, 21, 23, ....
et la régle était évidente, s’il cherchait dans la séric des différences les nombres
qui sont cux-mémes des carrés. »

D’aprés M. Giinther, la chosc se scrait passée un peu autrcment. En écrivant
plusieurs fois la séric des nombres carrés, par exemple :

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, ...,
1, 4, 9,16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, ...,
1, 4, 9, 16, 25, 36, ....

et en faisant des essais d’addition, on aurait recmarqué que 25 -+ 144 = 169,
36 + 64 = 100, ..., et 'on aurait augmenté l¢c nombre de ces relations d’une
maniére tout empirique. Les hypothéses de MM. Brestchneider et Giinther ont
ceci de commun qu'elles supposenl des essais fails sur de longues rangées de
chiffres.
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M. Treutlein, lui aussi, suppose une origine expérimentale & ces théorémes;
mais les essais auraient été faits avec les éléments en bois dont nous avons
déja parlé. Ayant reconnu au cas de 3, 4 et 5 que le gnomon est parfois lui-
méme un carré, Pythagore n’avait qu'a se demander si ce cas pouvait se répé-
ter. C’était d’ailleurs évident, le gnomon prenant successivement la valeur de
tous les chiffres impairs. Dans ce cas, un coOté du triangle était la racine du
gnomon, c’est-a-dire un nombre impair quelconque. Mais quels étaient alors
Phypoténuse et 'autre c6té? On n’avait qu’a regarder la figure pour le voir. Le
coté — 1 du gnomon (c’est-a-dire le carré du chiffre donné — 1 divisé par 2)
était le grand coté et celui-ci -+ 1 donnait ’hypoténuse.

Nous trouvons dans Proclus encore une régle conduisant au méme résultat,
cette fois attribuée & Platon. « On prend un nombre pair pour I'un des cotés;
sil’on éléve sa moitié au carré ct si on augmente le carré de 1, on aura ’hypo-
ténuse; si on soustrait du carré 1, on aura I'autre coté. » Cette régle aurait la
méme origine, d’aprés M. Treutlein. On n’a en effet qu'a prendre un gnomon
large de deux éléments au lieu de celui que nous avons considéré jusqu’ici pour
la voir sortir par le méme raisonnement.

Enfin la méme maniére de composer et de décomposer des figures avec des
pi¢ces de bois aurait été Porigine des théorémes et problémes contenus dans le
II° livee des Eléments d’Euclide. Cette partie du célébre Ouvrage serait donc
de beaucoup antérieure & Euclide et méme & Hippocrate; elle serait presque
« pythagoricienne », opinion d’ailleurs conforme a celle qui a été émise autre-
fois par Bretschneider.

Nous ne pouvons reproduire ici les déductions de M. Treutlein; d’ailleurs,
faute de figures, nous parviendrions difficilement & les expliquer. Toutefois les
hypothéses de Pauteur nous ont paru bien s’adapter aux démonstrations d’Eu-
clide. Pour les IX® et X° théorémes, tout cn reconnaissant que les énoncés appa-
raissent naturellement, M. Treutlein croit que les démonstrations d’Euclide ne
sont pas les premiéres trouvées et il s’est cfforcé de reconstruire ces derniéres
d’une maniére plus conforme aux autres et en partant de sa théorie.

Nous avons insisté un peu sur ce travail, parce que nous n’y voyons pas seu=
lement un intérét historique, mais aussi un intérét pédagogique; il y aurait
dans ces petits morceaux de bois un moyen facile d’apprendre aux enfants d’'une
manicre réeréative nombre de propositions arithmétiques importantes. L’obser-
vation jouc d’ailleurs dans les découvertes mathématiques un réole considérable.

MATHEMATISCHE ANNALEN.

Tome XIX; 1882.

Voss (L.). — Sur unc nouvelle méthode de représentation des
surfaces courbes. (1-26).
‘Par unc transformation quelconque, le carré de 1'édlément de longueur

dst=edu*+2 fdudy + g dv? devient e du'?+ 2 f' du'dv'+ g' dv'?, et I'on
peut supposer que la transformation soit telle que les fonctions ¢’ et g’ soient
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des fonctions choisies une fois pour toutes, en sorie que la fonction f' caracté-
rise les surfaces individuelles; de cctte facon, la mesure des longueurs le long
des courbes % et ¢ est la méme pour toutes les surfaces. Qu'on imagine main-
tenant, sur une surface quelconque, le réseau des courbes u = const., v = const.,
dessiné au moyen de fils flexibles et inextensibles, ces fils étant noués aux
points de croisement; ce réseau pourra étre appliqué, au moins en partie, sur
une autre surface quelconque. On peut ainsi representer (abbilden) cette sur-
face sur une surface déterminée, par exemple sur un plan, et la déformation
qui permet de passer d’une surface & Pautre jouit de cette propriété que les
longueurs sont conservées dans deux directions déterminées. M. Voss s’occupe
principalement du cas oit l'on a e = g =1; les courbes u = const., v = const.
forment alors un réseau de courbes ¢quidistantes; il traite des propriétés géné-
rales d’un tel réseau sur une surface quelconque, et plus particuliérement sur
une surface & courbure constante; sur les surfaces a courbure négative con-
stante, les lignes asymptoliques constituent un pareil réseau; on en obtient en-
core immédiatement un sur les surfaces engendrées par la translation d’une
ligne courbe qui s’'appuie constamment sur une autre ligne courbe. Le probléme
qui consiste a trouver sur une surfacc donnée tous les systémes de courbes
équidistantes dépend d’une équation aux dérivées partielles du second ordre,
pour laquelle 'Auteur donne des intégrales particulicres.

Markoff (A.). — Sur une question de Jean Bernoulli. (27-33).

« Cette question est la suivante : Pour les quantités réelles a et & données, on
demande de former la suile de nombres entiers

F(b), F(a-+b), F(2a +b), F(3a +b), .

ey

respectivement les plus approchés de
b, a+b, 2a+ b, 3a+0b, ...;

Jean Bernoulli remarque que, dans lc cas out @ est un nombre rationnel, la suite
des différences

F(a-+b)—F(b), F(2a 4+ b) —F(a-+b), F(3a+b) —F(2a+b), ...

-

est périodique ct donne des régles trés remarquables pour composer la période
de cette suite. Si @ est irrationnel, cclte suite ne peut étre périodique. Cepen-
dant, méme dans ce dernier cas, on peut parler de ses périodes, si sculement on
s’arréte & un nombre limité de termes. Nous chercherons, pour les quantités

réelles a et b et le nombre entier N, la période la plus courte du systéme de N
termes

F(a+b) —F(a), Fl2a +b) —F(a+1b), ..., F(Na+b)—F[(N—1)a-+b].

Le cas de b =o0 a été discuté par moi en détail, ct, pour le cas général, j’ai
démontré un théoréme que je considére comme fondamental. »

Brunel (G.). — Sur les propri¢tés métriques des courbes gauches
dans un espace linéaire a n dimensions. (37-55).
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Hurwits (A.). — Sur Papplication des fonctions elliptiques & un
probleme de Géométrie. (56-66).

L'autcur considére les équations entre A, A, de la forme
AN} +2B A+ C =AM +1aB,\+C,=o,

ot A;, B,, C; sont des fonctions enti¢res et du second degré de };; une telle
équation pcut élre regardée comme traduisant une relation deux fois bivoque
entre deux multiplicités rationnelles 4 une dimension et se présente dans des
problémes qui peuvent étre traités a 1'aide des fonctions elliptiques; il établit
la proposition fondamentale que voici : Soient deux multiplicités rationnelles a
une dimension liées entre clles par une relation algébrique deux fois bivoque;
par un choix convenable de paramétres, on peut fairc en sorte que, & un élé-
ment A = snx d’unc multiplicité, correspondent les éléments Ny = sn (u + C),
N3 = sn(u— C) de I'autre multiplicité. G désigne une constante qui dépend de la
velation ; les paramétres doivent étre tels que les éléments doubles, dans chacune
des multiplicités, soient déterminés par les valeurs suivanles du paramétre :
“+1, —1, + ;(, - ]l( La fécondité de ce principe et de sa réciproque est mise en

évidence par des exemples intéressants et nouveaux.

Hurwits (A.). — Sur la transformation des fonctions elliptiques.
(67-71).

Preuve de ce théoréme : Si Von considére le module & d'une intégrale ellip-
tique de premicre espéce comme fonction du rapport  des périodes, il ne peut
y avoir de relation algébrique entre deux fonctions moléculaires A(w), k(w,)

ques’il y a entre w, w, une relation bilinéaire a coefflicicnts entiers, avec un dé-
terminant positif.

Enneper. — Sar la théorie des courbes a double courbure. (72-

83).

M. Bertrand a montré que, pour une hélice tracée sur un cylindre quelconque,
le rapport des courbures est constant; M. Enneper généralise cette proposition;
il établit une relation entre les courbures d’une ligne géodésique tracée sur une
surface développable, dont l'aréte de rebroussement jouit de certaines pro-
priétés. Il résoul aussi cette question : Quelle courbe peut étre en méme temps
hélice sur un cone ct sur un cylindre?

Appell. — Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions
eulériennes. (84-102).

« En généralisant la série hypergéométrique de Gauss, M. Heine a découvert des
fonctions nouvelles qui ont, avec les fonctions 0, les mémes rapports que les in-
tégrales eulériennes avec la fonction sinus. Les fonctions de Heine sont formées
avec lamoitié des facteurs qui constituent les fonctions ©,de méme quela fonction
I'(.i) est formée avec la moiti¢ des facteurs (ui constituent la fonction sinwz.
On a ainsi unc double séric de fonctions : d’un coté, les fonctions simplement
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périodiques ct les fonctions doublement périodiques, ct de I'autre les fonctions
euléricnnes ct les fonctions O ct ® de M. Heine. Mais, tandis qu’il n’existe pas
de fonctions uniformes de plus de deux périodes, il existe des fonctions qui sont
semblables & la fonction culéricnne I' et & la fonction O de M. Heine, et qui sont
formées a l'aide de plusicurs quantités imaginaires v, w,, ..., w,, comme la
fonction O cst formée avec deux quantités o, v,.

» Dans le présent Mémoire, je m’occupc d’abord de 1’étude des principales pro-
priétés de ces fonctions, puis j’applique les plus simples d’entre clles a différents
problémes du calcul fonctionnel et & 1’évaluation de la limite de certaines sé-
rics et de certains produits infinis.

» Quelques-uns des résultats exposés dans ce Mémoire ont fait I'objet de trois
Notes présentées & I’Académic des Sciences ct insérées dans les Comptes rendus,
t. LXXXVI, p. 953; t. LXXXIX, p. 841 ct 1031.»

Krause. — Les équations modulaires des fonctions hyperellip- "
tiques du premier ordre pour la transformation du troisiéme

degré. (103-109).

Simony. — Sur une suite de faits nouveaux dans le domaine de
la Topologie. (110-130).

Ces recherches concernent les figures obtenues au moyen de surfaces en forme

de croix, dont on réunit les extrémités deux par deux et sur lesquelles on pra-

tique certaines coupures qui reviennent sur eclles-mémes; auteur classe les
nceuds et les entrelacements auxquels on parvient ainsi.

Hers. — Sur le gyroscope. (121-154).

En suivant la voie ouverte par Poinsot pour représenter géométriquement le
mouvement d’un corps solide autour dec son centrc de gravité, I'auteur traite
du mouvement d’un solide de révolution pesant, sur lequel n’agit aucune per-
cussion oblique, et qui tourne autour d’un point de son axe; il développe les
formules analytiques et cn cxposc claircment la signification géométrique.

Pasch. — Sur l'inversion des intégrales elliptiques. (155-158).

“Klein (F.). — Sur la représcntation conforme des surfaces. (159~
160).

L’auteur montre comment on peut classer parmi les surfaces dites symetri-
ques les surfaces limitées par un contour ct les surfaces doubles.

Veronese (G.). — Des relations projectives entre les espaces de
diverses dimensions étudiées au moyen des principes de projec-
tion et d’'intersection.(161-234).

Ce Mémoire contient les fondements de la Géométrie projective de I'espace an
dimensions; il conduit aussi & des méthodes pour la Géométrie du plan de Ves-
pace ordinaire considéré comme les projcctions d’espaces & un plus grand
nombre de dimensions. :
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Harnack (A.). — Simplilication des démonstrations dans la théo-
rie des séries de Fourier. (255-279).

Harnack. — Correction au Mémoire précédent. (524-528).

Voir le Bulletin, t. VI, 2° séric.

Christoffel (E.-B.). — Remarque sur la théorie des invariants.
(280-290).

Béla (Totossy). — Sur les surfaces du quatriéme ordre & conique
cuspidale. (291-322).

Lindemann. — Développement des fonctions d’une variable com-
plexe en séries procédant suivant les fonctions de Lamé ou
suivant les fonctions subordonnées aux fonctions sphériques.

(323-386).
§ 1. Des fonctions de Lamé de premiére et de seconde espéce.

§ II. Un probléme de representation. — Au moyen des fonctions de Lamé du
second ordre, le faisceau de droites passant par Uorigine et Ie faisceau de cercles
concentriques 4 l'origine se changent en un systéme de courbes du quatriéme
ordre qui, pour les développements suivant les fonctions de Lamé, jouent le réle
des cllipses homofocales dans les développements suivant les fonctions sphé-
riques. Ces courbes ont la plus grande analogie avec les ovales de Cassini, sans
toutefois étre identiques avec clles; elles se divisent en deux classes : les courbes
de la premiére classe sont formées d’un seul trait; celles de la seconde classe
sont composées de deux ovales.

§ III. Les fonctions de seconde espéce et de premiére classe, en tant que
fonctions d'une variable complexe.

§ IV. Valeurs asymptotiques des fonctions pour des valeurs infinies de n.
§ V. Developpement de (5, — z)-' suivant les fonctions de Lamé.

§ VI. Développement d’une jfonction a argument complexe suivant les fonc-
tions de Lame. — On voit dans ce paragraphe le rdle essentiel joué par les
courbes de quatriéme ordre dont on a parlé plus haut : il y a lieu de distinguer
plusieurs cas, suivant que le domaine de convergence se compose d'une aire
simplement connexe, d’une aire doublement connexe (anneau), d’une aire tri-
plement connexe (limitée par une courbe et deux ovales situés & l'intéricur de
cette courbe).

§ VIL. Développements de zéro. — 11 est bien remarquable qu'on puisse dé-
velopper zéro, d'une infinité de fagons, en séries, en procédant suivant les fonc-
tions de premiére espéce ou de seconde espéce; pour ces derniéres fonclions, il
n’y a qu'une classe de développements; il y en a trois pour les fonctions de pre-
miére espéce : le développement peut ¢tre valable dans tout le plan, ou & lin-
rieur d’une courbe du quatri¢me degré en forme de lemniscate, ou encore a I'inté-
rieur d’un ovale du systéme précédemment décrit.



128 SECOMBE PARTIE.

§ VII. Ce paragraphe concerne un cas limite, dans lequel les fonctions de Lamé
deviennent des fonctions sphériques.

Biicklund (A.). — Sur la théorie des transformations de surfaces.
(387-422.)

11 s’agit, dans ce travail, des transformations qui dépendent de quatre équa-

tions entre z, ¥, 3, p, g et z', ', &', p', q', équations dont deux ont la forme

x = ', y = y'; Pauteur applique la théorie qu’il a développée a la déduction
de surfaces a courbure constante d’une surface donnée de cette nature.

Krause. — Sur les équations modulaires des fonctions hyperel-
liptiques du premier ordre. (423-428; 489-496).

Schur. — Sur une position particuli¢re de deux tétra¢dres. (429-

432).
Nagel (K.). — Détermination des points doubles d’une courbe
rationnelle du quatriéme ordre. (533-434.)
J.. 90 ’ B ydz ’ . . , .
irgens. — L'intégrale f ~—= et les équations différentielles
o €r—25
linéaires. (435-460).

Voici le théoréme général qui est la base des recherches de Pauteur :
« Si1, dans I'équation différentielle !

d dn
?(x)y+@l(z)d}; +...+<p,l(z)dx‘}'—:=o,

ou les fonctions ¢ sont des fonctions enticres, on substitue a la place de y I'ex-

— 4

B 2ds
pression f Y » ouy est une intégrale de I’équation différentielle
x
)

dy dr
9(2)y +9(5) 5 .+ 2,(3) T =0,

le résultat est une fonction rationnelle de 2 ». M. Jiirgens cherche sous quelles

conditions ce résultat se réduit & zéro ou a unc fraction simple xl 2 il donne
ensuite les équations différentielles linéaires (telles que celle qui est vérifiée
par les fonctions sphériques) pour lesquelles ce procédé permet de déduire
une seconde intégrale d’une premiére; enfin il indique, pour une classe étendue
d’équations différenticlles lindaires, un procédé facile d’intégration quand le se-
cond membre est une fonction rationnelle de 2.

Sturm (R.). — Sur la transformation réciproque et sur certaines
transformations qui lui sont intimement lides. (461-488).
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Sturm (R.). — Sur l'espéce des courbes et des cones. (48¢-

490).

Krey. — Sur un systéme d'équations avec certaines particularités.
(4937-516).

Lindemann. — Sur la facon de se comporter des séries de Fou-
rier aux points de discontinuité. (517-523).

Gordan (P.). — Sur les faisceaux de coniques. (329-552).

Ce Mémoire se relic aux précédents travaux de l'auteur sur la théorie des
équations du septiéme degré avec un groupe de 168 substitutions; il contient d’a-
bord la théorie de deux formes quadratriques ternaires. Dans la premiére Section,
Pauteur tfaite du systéme complet des formes correspondantes et développe une
suite de relations entre ces derniéres. Dans la seconde Section, il s’occupe de la
représentation canonique connue (irrationale Typik) qui est rendue possible
par l'existence du triangle conjugué par rapport aux deux coniques. Deux
formes quadratiques ternaires n'ont pas de covariant rationnel linéaire; mais,
si 'on veut leur donner une représentation rationnelle typique, il faut leur
adjoindre unc forme linéaire; cette représentation est effectuée en particulier
dans le¢ cas ou la forme linéaire est donnée comme un covariant simultané des
deux coniques et d’une troisiéme conique ou d’une courbe du quatriéme ordre}
la représentation typique de ces courbes est alors ramenée aux figures les plus
simples possibles.

Poincaré. — Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par
des substitutions linéaires. (352-564).

Ce travail contient le résumé des résultats auxquels 'auteur est parvenu dans
Ja théorie de ces fonclions; il classe les substitutions linéaires et, sur cette base,
il fait reposer la classification et la représentation analytique des fonctions elles-
mémes; il montre aussi I'application qu’on peut faire de ces fonctions a I'ex-
pression des coordonnées d’une courbe algébrique quelconque et des intégrales
d’une équation différentielle linéaire quelconque & coefficients algébriques.

Klein (E.). — Sur les fonctions uniformes a transformations li-
néaires. (565-568).

Le point essentiel de cette Note consiste dans la discussion de ce théoréme:
A toute surface de Riemann d’espéce quelconque répond une fonction m et une
seule qui se reproduit par une substitution linéaire et qui permet de représenter
ladite surface sur une portion de surface 2 p fois connexe, et ne présentant en
tout point qu’un seul feuillet. L’auteur donne en méme temps une méthode qui
permet de former indépendamment toutes les équations qui répondent & un
nombre p donné.

Picard. — Sur un théoréme relatif aux surfaces pour lesquelles

Bull. des Sciences matheme., 2¢ série, t. VIII. (Aout 1884.) R.g
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les coordonnées d'un point quelconque s’expriment par des
fonctions abéliennes de deux paramétres. (569-577).
L’objet de ce Mémoire est de montrer que le genre d’une surface n’ayant

Q’autre singularité que des courbes doubles avec deux plans tangents distincts
pour tous les points est au plus égal a 'unité.

Leonhardt. — Propriétés intégrales des fonctions coniques ad-

jointes. (570-587).

Cantor (G.). — Sur un principe de condensation des singularités
des fonctions, nouveau et général. (588-594).

Le principe introduit par Hankel ¢t par lequel on peu} construire une fonc-
tion qui présente en une infinité de points une singularité déterminée peut étre -
simplifi¢ et amétioré, comme il résulte d'une Communication de M. Weierstrass,
cn se scrvant de la notion d’une multiplicité éenumerable (abzihlsam Menge).
Soient w;, w,, ..., w, unc telle multiplicité ( par exemple 'ensemble des nombres
rationncls convenablement ordonnés), et soit ¢ () unc fonction qui, pour z =o,
présente une singularité déterminée. La série

v=0c

f(z) :Ecvp(x——mv),

v=1

en choisissant convenablement les coefficients, représentera une fonction qui
admettra, pour chaque valeur z = w, la singularité considérée. M. Cantor déve-
loppe deux exemples que lui a communiqués M. Weierstrass; en posant

‘?(x) = 3\/21

on obtient une infinité de fonctions finies et continues qui, pour toutes les va-
leurs £ = w, admettent un quotient différentiel infini; en posant

¢(z) =& — L o sin($ logz?),

on obticnt une fonction qui, pour toutes les valeurs £ = w,, admet un quotient
différentiel fini et indéterminé.
A. H.

BULLETTINO b1 BIBLIOGRAFIA E DI STORIA DELLE SCIENZE MATEMATICHE E
FISICHE, pubblicato da B. BoNCOMPAGNI.

Tome XV; 1882.

. .

Favaro (Antonio). — Sur la vie et les ccuvres de Bartholomeo

Sovero. (1-48).

Professeur de Mathématiques & I’Université de Padoue, Sovero avait succédé
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4 Gloriosi, lui-méme successcur immédiat de Galilée. Tenu en grande estime par
beaucoup de ses conlcmporains, il serait tombé depuis dans un oubli complet,
que Pautcur croit immérité. Quoi qu’il en soit, M. Favaro est parvenu a com-
pléter en plusieurs points la biographie de son héros par U'évéque Tomasini et
4 ¢lucider A peu prés tous les détails obscurs.

Bartholomée Soverus ou Sovero naquit vers 1577, 4 Corbiéres, dans le canton
de Fribourg, d’une famille dont le nom original parait étre Souvey. 1l fit ses
études au Collegio Elvetico que le cardinal Charles Borromée venait d’institucr
4 Milan et dans un Collége de Fribourg tenu par les péres jésuites. En 1616, il
se fixa & Turin, ol il eut bientot une place a I'Université; il parait quil y a
enseigné les langucs orientales (hébreu, chaldéen, syriaque et grec). En 162},
I'Université de Turin déclinant de plus en plus & cause des guerres continuelles
auxquelles la Savoie était mélée, Sovero quitta Turin et vint & Rome; au cours
de I'année il fut nommé professeur de Mathématiques a Padoue, chaire qu’il
occupa jusqu’a sa mort, survenue le 20 juillet 1629.

Sovero.a laissé un Ouvrage achevé qui fut publié un an aprés sa mort sous
le titre : Curvi ac recti proportio. M. Favaro nous en donne un apercu. Il lui
semble que Sovero a fait un pas vers le Calcul intégral. Kistner, dans sa
Geschichte der Mathematik, est moins favorable. C’est cependant de ce livre
que Paul Guldin accusa Cavalieri d’avoir tiré les principes fondamentaux de sa
Géométrie des indivisibles. Cavalieri riposta et la discussion se prolongea long-
temps. Nous avons maintenant des données suffisantes pour résoudre la ques-
tion. Non sculement Cavalieri avait montré son travail en 1629 d plusieurs ma-
thématiciens bolonais, mais dés 1626 il avait indiqué, dans ses lettres a Galilée,
les traits principaux de son calcul.

Henry (Charles). — Sur les deux plus anciens Traités francais
d’Algorisme et de Géométrie : Traité d’Algorisme; Traité de
Géométrie. (49-70).

Notre systéme de numération, dont l'existence a été signalée pour la premiére
fois dansla Géométrie de Boéce par Chasles, se retrouve ensuite au x°sié¢cle dans
de nombreux Quvrages, le Traité de Arte numerandi de Sacrobosco, la poésie
de Algorismo d’Alexandre de Villedieu, les écrits de Léonard de Pise, le Grand
calcul suivant les Indiens de Planude. Il reste encore plusicurs Ouvrages iné-
dits dans lesquels on a remarqué ce systéme et quelques-uns sont réputés per-
dus. De ce nombre était un Algorisme écrit en francais par un anonyme sous
Philippe le Hardi, vers 1275, que Chasles avait inutilement recherché & Sainte-
Geneviéve. M. Charles Henry l'a retrouvé et le publie avec notice et glossaire
en méme temps qu'un Trait¢ de Géométrie; ces deux Traités, les plus anciens
textes mathématiques francais que l'on connaisse, proviennent sans doute du
méme auteur. L’Algorisme débute par lindication des ncuf chiffres écrits de
droite & gauche a la maniére arabe; la valeur de position est exposée, puis la
distinction des digiti, articuli, compositi, conformément a Boéce; suivent
Pindication des opérations de 'Arithmétique, les principales régles trés rapide-
ment exposées, enfin Iextraction de la racine cubique. La Géométrie comprend
la mesure de quelques surfaces et de quelques volumes et se lermine par des
problémes de conversions monétaires et des calculs numériques.

Narducci (E.). — Sur deux Traités inédits d’Abacus contenus
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dans deux manuscrits vaticans du x11° siécle; deux Traités d’A-
bacus. (111-162).

Le premier de ces Trailés, intitulé par I'éditeur : « Teremr, Régles sur 1’A-
bacus », commence par ces mols : « Socio suo Simoni de Kotol... Turchillus
compotista salutem ». Ce Simon de Rotol... que l'inventaire des manuscrits
du Vatican appelle Simon de Rotolis, n’est mentionné par aucun historien.
M. Narducci pense qu’il faut lire : « Simoni de Rotolandia », c’est-a-dire de
Rutland, en Angleterre : il nous montre que le nom Turchill est d’origine da-
noise et que l'auteur devait vivre dans la premicre moitié du xne siécle : on
lit en effet dans un passage de ce Traité : « ut ait Hugo de Bocholandia »,
lequel est sans doute le méme que le Hugo de Buckland, un des favoris de
Henri I d’Anglcterre.

Le second Traité est anonyme : il est mentionné ainsi dans l'inventaire :
« Tabula Abaci seu Pythagorica mensa »; mais l'iltéressante publication
de M. Narducci servira sans doute a en faire découvrir I'auteur.

Perott (Joseph). — Sur une Arithmétique espagnole du xv1°siécle.

(163-169).

11 s'agit d’une Arithmétique de Juan de Ortega, de I'ordre des fréres précheurs,
dont il y a eu sept éditions de 1512 & 1552. Dans l'édition italienne de 1515, on
trouve quelques extractions de racine carrée obtenues par la formule

=E(\Va _a_(E‘/‘;)g
Va="nya) SE(Ya)+1

méthode identique a celle d’Alkarkhi. Quoi qu’il en soit, dans I'édition de 1542,
on trouve une partie des racines seulement traitées de cette facon; une.autre
partie (douze racines d’aprés M. Perott) a ¢té obhtlenue par la résolution en
nombres entiers de I'équation

z2--Dy*=1.

La concordance parfaitc des valeurs de Juan d’Ortega avec les solutions de

I’équation ne peut laisser aucun doute a cet égard. Il n’y a qu’une treiziéme
valeur dont le procédé de calcul ne parait pas absolument idcentique. Ortega
pose -

N 207
/2000 = 44 079,

2582
mais ici encore M. Perott croit que nous sommes cn présence de la réduite

1719 ) ; N
44 23837 aux fautes d’impression prés.

Steinschneider (Maurice). — Supplément a la-Notice des Tables
astronomiques attribuées a Pierre IlT d’Aragon. (170-174).
Dans une Notice sur les Tables astronomiques attribuées a Pierre III d’Ara-

gon, M. Maurice Steinschneider avait émis Popinion que le roi Pierre, nommé
dans la préface des Tables, était Picrre IV d’Aragon, c’est-a-dire Picrre III de

\
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Catalogne, qui régna de 1336 & 1387, et que Jacob Carzi élait identique avec
Jacob Carsono, qui vécut en ce temps. Cette hypothése a été pleinement confir-
mée par un article de M. Andrew Balaguer y Merino, membre de ’Académie de
Barcelone, qui prouva par trois documents que Dalmacius Planes traduisit par
ordre de Pierre IV quelques ceuvres d’Astrologie et qu’il recut une récompense.
Ce Dalmacius Planes est un personnase mentionné dans les Tables; la question
se trouve donc tranchée. L’article de M. Balaguer étant inaccessible pour la
plupart des lecteurs, M. Steinschneider le reproduit ainsi que les trois docu-
ments tirés des archives de la couronne d’Aragon et des archives d’un notaire
de cette ville, Guillem de San Hilari. Le premier de ces documents contient
Pordre du roi & son conseiller et trésorier Raymond de Villanova de payer &
Dalmacius 300 florins d’or d’Aragon pour une traduction : il est daté du 6 jan-
vier 1367. Le second est une quittance de Dalmacius pour les 300 florins; elle
porte la date du 24 janvier 1367. Ces deux documents sont en latin. Le troi-
sicme, du dernier décembre 1387, est en espagnol.

Giinther (Sigismond). — La correspondance entre Gauss et
Sophie Germain : traduction d’Alphonse Sparagna (174-180).

Récension de deux publications photolithographiques du prince Boncompagni
publiée dans la Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. XXVI, p. 19-25.

Bierens de Haan. — Bibliographie néerlandaise historico-scien-
tifique des Ouvrages importanls dont les auteurs sont nés aux
xvI%, xvii® et xvin® siécles sur les Sciences mathématiques et
physiques avec leurs applications (suite). (225-315),(355-440).

Riccardi [ Pietro). — Récension de I'Ouvrage de Giacomo Man-
zoni intitulé : Studi di bibliografia analitica; studio se-
condo... Bologna, 1882. (441-447).

Boncompagni (B.). — Sur les actes de naissance et de mort de’
Pierre-Simon Laplace : Actes de naissance et de mort de Pierre-
Simon Laplace. (447-465).

Le célébre géométre est né le 23 mars 1749 & Beaumont-en-Auge; il est décédé
le 5 mars 1827.

Narducci (E£.).—Sur un commentaire inédit de Rémi,d’Auxerre,
au Satyricon de Martianus Capella et autres commentaires au
méme Satyricon. (505-580).

Ce travail se termine par un extrait de I'Arithmetique de M. Capella et le
commentaire de Rémi, d'Auxerre, sur ce Livre, publiés d’aprés deux manuscrits
du, Vatican que P'auteur a découverts. Le manuscrit de M. Capella est trésim-
portant : il a été constitué par un certain Hadoardus, évéque de Minden au
ix® siécle : Vauteur se propose 'y rcvenir. En attendant, il nous donne, sur



134 SECONDE PARTIE.

divers commentaires, tous inédits et la plupart inconnus, des renseignements
précieux.

Favaro (Antonio). — Les autographes de Galilée dans les ar-
chives Marsigli a Bologne. (581-593).

Ce sont des lettres adressées par le grand savant florentin au marquis César
de Marsigli et a Cavalieri. Quclques-unes ont été publiées par Albéri, d’aprés
des copies envoyées & Viviani par un membre de la famille Marsigli; d’autres
ont été publiées par Predieri. Cette derni¢re publication a été faite contre le
gré de la famille Marsigli, qui depuis veille sur ses archives avec une méfiance
extréme. Aussi M. Favaro n’cn a-t-il obtenu I'aceés qu’avec les plus grandes
difficultés et encore ne lui a-t-on pas permis de copier les documents ou de les
lire, mais sculement de vérifier les dates. M. Favaro constate que, sur les vingt-
quatre lettres, six seulement sont inédites; mais, comme les éditeurs précédents
ont sans doute souvent manqué de lexactitude nécessaire, il serait utile de
publier toute la correspondance.

Genocchi (A.). — Sur quelques écrits touchant les déviations du
pendule et I'expérience de Foucault. (631-637).

En 1669, le marquis Giovanni Poleni, en parlant d’un Mémoirc de Huygens,
ajoute que, va le mouvement diurne de la Terre, le pendule ne pourrait pas
rester pendant deux oscillations consécutives dans le méme plan. En 782,
Poinsinet de Sivry, dans sa traduction de Pline, fait observer que ’on pourrait
cmployer le pendule au lieu d’une boussole; « le vaisscau, en tournant sur lui-
méme, ne dérangerait pas pour cela cette déviation une fois donnée au pen-
dule ». Aprés quelques apercus sur les idées de Galilée et Huygens, 'auteur
passe aux cxplications données a 'expérience de Foucault. Il nous fait remar-
quer qu’en 1837 Poisson, tout en admecttant linfluence déviatoire du mouve-
ment diurne de la Terre sur un projectile, nie la possibilité d’une déviation
quelconque du pendule; pour soutenir son opinion, il cherche & prouver ma-
thématiquement que la composante perpendiculaire au plan oscillatoire serait
trop petite pour ¢carter sensiblement le pendule de son plan ct avoir aucune
influence appréciable sur son mouvement. Celte opinion de Poisson est réfutée
cn 1851 par Binct ct par Plana. Dans la méme année cncore, Mossotti et Chelini
s’occupent des formules relatives & 'expérience de Foucault; Schaar combat
Popinion que lc phénoméne puisse s’expliquer a l'aide de la Géométrie pure,
sans 'intervention de la Dynamique. Parmi les travaux plus récents, mention-
nons ceux publiés par Poncelet en 1860, qui ¢tablit que le phénomcne est
beaucoup plus compliqué qu’on ne Pavait cru généralement, ct cnfin ceux de
W. Dumas ct de Serret, qui s’cfforcent de donner une théoric compléte de ex-
périence.

Henry (Charles). — Les connaissances mathématiques de Jacques
Casanova de Seingalt. (637-670).

Il s’agit de quelques opuscules scientifiques, rarissimes ou inédits, du célébre
aventuricr. L'auleur commence par résumer la biographic de cc singulier sa-
vant, la rectifiant et la complétant en plusicurs points. Il est bien certain, par
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cxemple, que Casanova est né le 2 juillet 1725. M. Henry a retrouvé, dans les
archives paroissiales de I'église Saint-Etienne, 4 Venise, son acte de baptéme;
mais la date de sa mort, donnée par MM. Brockhaus, Baschet et d’Ancona
(4 juin 1798), n’cst pas exacte, puisqu’il existe une lettre autographe de Casa-
nova au comte de Waldstein datée du 18 février 1803. Ajoutons que cette lettre
fait actuellement partic de la collection Morrisson, de Londres. M. Henry
prouve que Casanova n’a trés probablement pas été, comme il le dit, docteur
cn droit de I'Université de Padoue; toutefois plusieurs documents des Archives
nationales viennent confirmer les Mémoires et ajouter de nouvclles preuves de
vérité & toutes celles qu’a rassemblées la critique contemporaine.

Les trois écrits mathématiques de Casanova traitent du probléme de la dupli-
cation du cube : le premier, intitulé Solution du probléme déliaque, parut
4 Dresde en 1790; les deux autres ne sont que des corollaires publiés dans la
méme année. D’abord Casanova crut avoir donné une solution exacte du fa-
meux probléme; dans la suite, il reconnut la vérité; il ne pouvait en donner
qu’une solution approchée. D’aprés ’énoncé du probléme, le rapport du cube
cherché au cube donné doit étre 2; donc le rapport du coté du cube cherché

au cOté du cube donné doit étre 3\/; Pour Casanova, le rapport de ces deux
364 + o4
364
assez éloignée de 2.La Solution du probléme deéliaque renferme des idées phi-
losophiques remarquables. Il en est de méme de I'Essal de critique sur les
maeurs, sur les sciences et sur les arts, des Réveries sur la mesure moyenne
de notre année, deux manuscrits inédits communiqués & M. Henry. L’Zsocame-
ron, un roman de cinq Volumes, renferme, entre mille idées bizarres, une con-
ception précise du télégraphe électrique (1787). L’auteur termine son étude par
la promesse de revenir plus longuement sur toutes ces productions rarissimes
et par la publication de quelques lettres mnédites.

coOtés est égal a =1,2582417, qui, élevé au cube, donne 1,991414, valeur

Boncompagni (B.). — Sur la vie et les travaux d’Antoine-Charles
Marcelin Poullet-Delisle (670-679).

11 s’agit du traducteur des Disquisitiones arithmeticce de Gauss, né le
17 janvier 1778 & Janville (Eure-et-Loir), mert le 23 aout 184g.

Marre (Aristide). — Sur huit lettres inédites du P. Claude Ja-
quemet : Huit lettres inédites du P. Claude Jaquemet (679-698).

Communiquées 4 P'éditcur par le P. Ingold, bibliothécaire de ’Oratoire. La
premiére cst adressée au P. de Byzance, la sixiéme au marquis de 'Hospital, les
autres au P. Reyncau, toutes sur I'Algcbre et PArithmétique.

C. H.
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ACTA MATHEMATICA, Journal rédigé par G. Mirrac-LEFFLER. Slockholn.

Tome I; 188a.

Poincaré. — Théorie des groupes fuchsiens. (1-62).

Le Mémoire de M. Poincaré a été analysé dans la premiére Partie du Bul-
letin.

Malmsten. — Sur la théorie des rentes viagéres. (63-76).

Solution de ce probléme : Déterminer la valeur d’wie pension annuelle de
1fr assurée 4 un groupe donné de n personncs, tanl que v, au moins, d’entre
elles restent en vie.

Gyldén (H.). — Une méthode d’approximation pour le probléme
des trois corps. (77-92).

Le probléme dcs trois corps a fait, au fond, peu de progrés depuis Lagrange
et Laplace. M. Gyldén, dans ce Mémoire, dit étre depuis quelque temps en
possession d’une méthode pour trouver une solution de ce probléme qui, au
moins dans Papplication au systéme solaire, satisfasse aux deux conditions
suivantes : que la suite des approximations soit convergente, que jamais le
temps ni des arcs croissant indéfiniment avec le temps ne se rencontrent hors
des signes de fonctions périodiques. 1l ajoute, cependant, que si les excentricités
des orbites étaient plus grandes, ou les actions mutuelles moins inégales, cette
méthode deviendrait d’une application de plus en plus difficile. 1l pense qu’il
faut renoncer, pour le moment, a obtenir une solution absolue, c’est-a-dire sa-
tisfaisant dans tous les cas, et pour une période illimitée, aux deux conditions
ci-dessus énoncées, et se contenter d’une solution applicable a un intervalle
de temps limité.

M. Gyldén se borne, dans le présent Mémoire, a faire connaitre quelques-uns
des principes sur lesquels sa méthode est fondée.

« Il s'agit de déterminer ccrtaines quantités par des équations différentielles,
sans que dans les résultats la variable indépendante soit en facteur, quoiqu’elle
s’y introduise ainsi, quand, dans une premiére approximation, on annule toutes
les quantités qui sont multipliées par les secondes puissances des masses per-
turbatrices. Dans les équations différentielles dont 'intégration donnera des
valeurs approchées des inconnues, on devra avant tout conserver certaines
quantités du second ordre. La plupart des équations qui sc succédent dans
notre recherche sont linéaires, du second ordre, et les fonctions connues qui
entrent dans ces équations peuvent étre, dans unc certaine mesure, choisies
arbitrairement. Soit '

Ly
dx?

(1) + X=X

une de ces équations. La fonction X, est connue et se compose de deux par-
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ties : 'unc indépendante de la masse perturbatrice, I'aulre s'annulantl avec cetle
masse. La fonction X, peut aussi étre regardéc comme connue, dans une pre-
miére approximation, car elle est de la forme

LR R TEE S U A S

¥ est unc quantit¢ de premier ovdre, de méme que les fonctions &, ®,, ...,
de sorte que, en réduisant X, & ¥,, nous ne négligerons que des quantités du
troisiéme ordre. Et, si nous ajoutons a cette suite un terme ®, y, alors ®,, qui
n’est multiplié que par la premiére puissance de la masse perturbatrice, est
tellement petit, pour d’autres motifs, que le produit &, y doit étre regardé
comme étant lui-méme du troisiéme ordre.

» Comme la fonction &, est, en quelque sorte, détachée de X,, on peut, dans
une certaine mesure, choisir arbitrairement X,. Je cherche & déterminer cette
fonction de telle maniére que l'intégrale de I'équation

2
() 27 Xy =o
soit de la forme
y =CP+C(Q+1xP),

C, ct C, étant des constantes d’intégration, P et Q des fonctions de « ne ren-
fermant que des termes périodiques, / une constante qui restera 4 ma disposi-
tion. »

M. Gyldén remarque que Q et P nc peuvent étre arbitraires, exprime Q en
fonction de P, et montre que l'on peut disposer de /, de telle sorte que, P
n’ayant que des termes périodiques, Q ait la méme propriété. Il donne ensuite
Pintégrale de I'équation (1)

¥ =CP+Cy(Q+1zP)— P X,Qdz + Q f\,Pdax + P [dzx [X,Pdx.

L'examen de cettc formule montre pourquoi on choisit les diverses formes em-
ployées.

S’il y a dans X,Q ou dans fX,Pdx un terme constant, le résultat renfermera
un terme de yzP. On fera disparaitre ce terme en choisissant convenable-
ment C,, et cela sera toujours possible dans 'application au probléme des trois
corps.

Le produit X P ne renferme pas de terme constant, ou,+s’il en renferme un,
ce terme est d’ordre élevé et n’intervient pas dans la premiére approximation.

Donc y = C,P + C,Q + des termes périodiques.

Si Pon calcule ensuite X, P en conservant les termes du troisi¢éme ordre, on
peut déterminer C, de maniére a faire disparaitre le terme constant; cela est
toujours possible dans 'application au mouvement des planétes.

M. Gyldén donne des exemples d’¢quations de la forme (2) satisfaisant aux
conditions imposées. 1l donne successivement a P les valeurs

dsnx dcnzx 1 ddnz

snz, cnx, dnz, —az dz k: dx

et oblicnt les valeurs correspondantes de Q et de X; les six équations qu'il

oblient appartiennent a la classe des équations de Lamé.
Il donne un autre exemple indépendant des fonclions elliptiques en faisant
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P = elsinx, et trouve

dy . .
T + (Asinz — N cos’z)y = o.

Enfin, il traite avec détails I’équation

% + atcosho.y = X,,

ol a ct A sont des constantes, ct X, de la forme
Py+ Py + Pyt ..

w . . :
En posant Ao =2 KE il met cette équation sous la forme

3 -
%i—; — (2k*sin’z — k?)y =X,
dont le premier membre est identique a celui de Péquation qui correspond &
P = dnz. Il montre que I'on peut disposer des constantes de facon a éviter les
termes qui renfermeraient z hors des signes de fonctions périodiques.
Le Mémoire se termine par une remarque faisant rentrer les ¢quations étu-
diées dans des équations intégrées par M. Hermite, et par des considérations
générales sur la portée de I'application de la méthode.

Reye. — Le probléme des configurations. (93-96).

Une configuration n, dans le plan est unc figure composée de n points et de
n droites, tels que chaque droite contienne ¢ des » points et que, par chaque
point, passe ¢ des n droites. Unc configuration (n, g,) dans I’espace est une
figure composée de n points et de n plans, tels que chacun des plans contienne
i points, et que, par chaque point, passe ¢ plans; de plus, clle contient g
droites sur lesquelles sont situés & points ct par lesquelles passent & plans; ainsi
les plans radicaux, les points radicaux, les axes radicaux de six sphéres consti-
tuent une configuration (15, 20,). Etudicr toutes les configurations qui répon-

. dent & des nombres donnés, tel est le probléme de M. Reye.

Reye. — Les configurations de I’hexaédre et de l'octaédre
(124, 163). (97-108).
Appell. — Sur les fonctions uniformes d’un point analytique
(#,7)-
Soit () unc fonction uniforme admettant un nombre fini de points singu-
liers a,, a,, ..., a,. '

Si 'on a, dans le domainc de @,

v=4®

flz) = 2 AW (z—a), (k=1,2, ..., n),

Vo —®
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et dans le domaine du point o

1=+

Q 1\Y
= 2 n3)
V= —®
k=n
A,:EA‘_’?.
A=1

Une fonction ¢(z) uniforme dans l'espace E, extérieur & des cercles arbi-
traires décrits des points @, ..., @, comme centre, ct n’ayant pas de point sin-
gulier dans cct espace, est développable, dans I'espace E, en une série de la
forme

on aura

h=nv=w

o (z) -—A+2 EA"‘ (_.z'—la,,)"

A=1v=1

Une fonction ¢ () holomorphe dans Vespace extéricur a des cercles ayant
pour ccntres les points a;, a,, ..., @, ct intérieur & des cercles ayant pour
centres les points &, &), ..., b, est, dans cct espace, développable en une séric
de la forme

=myv=wo hk=n y==
@(z)—0+2 DER@—br+ Y F AP (z—a,).
k=1 v=1 k=1 v=1
Soit
F(z,y)=o0

une équation algébrique irréductible définissant une courbe d’ordre m, de
genre p, pour laquelle le point z = c n’est pas critique; un point analytique
(z, y) est I'ensemble de valeurs (z, y) vérifiant I’équation précédente; unc
fonction d’un point analytique est, au fond, une fonction de x; elle est uni-
forme si clle reprend la méme valcur quand le point analytique (2, ) décrit
un cycle quelconque; si (@, b) est un point analytique non critique, le do-
maine & de ce point est I'ensemble des points analytiques que peut atteindre
le point (z, y) en partant de (@, b), pour lesquels on a

i

lz—a|<8;

si (a, b) cst un point critique, lcs valeurs de y qui deviennent égales a & pour
x = a se partagent en systémes circulaires; le domaine & du point (a, &) re-
latif & I'un dc ces systémes circulaires est I'ensemble des points analytiques que
peut atteindre le point (2, y) en partant de (a, b), avec unc des valeurs de y
appartcnant a ce systéme circulaire, pour lesquels on a

lx—al|S8.

Si la fonction f (&, ) cst réguliére au point (@, b), on a, dans un certain
domaine 8'< 8§ dc ce point,
=

‘ /(x’.?')ZEA.,(Z'—a)V.

v=0
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Si (a, b) est un péle de f(x, ¥), on a, dans un certain domaine, &< 8§ de
ce point *

vz

J@y) = ¥ Alz—ay; ‘

v=—n

— n est le degre du pole, A_, cn est le résidu. La notion de point singulier
essentiel s’étend de méme aux fonctions de point analytique. Tout ceci supposc
que (@, b) n’est pas un point critique. Si (a@, b) est un poinl critique, unc
substitution de la forme

r=a-+x'"

conduit, pour les ¢ valeurs de y d’un syst¢me circulaire, & un développement
de la forme

V=
Wl

Y = 2 )‘v‘rw; hd
v=0

en substituant dans f(z, ), on estamené a distinguer les branches de la fonc-
tion en branches réguliéres, en branches admettant un pole, en branches ad-
mettant un point singulier essenticl en (a, d); par exemple, un développement

de la forme
y=®
j g
v
Z Az
v=—n

correspond a4 un pole de degré v et dont le résidu est g A_;; un développement
de la forme
Y=+

5
2 A, z",
V= —

valable dans un certain domaine, correspond a un point singulier essentiel
isolé, dont le résidu est encore gA_,.

Ces définitions conduisent 'auteur aux propositions suivantes :

Une fonction uniforme du point analytique (z,) ) et qui n’a pas d’autres
points singuliers que des poles est une fonction rationnelle de z et y.

Soit f(#,y) une fonction uniforme du point analytique (z,y) ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels (a,, b,), (a,, 6,), ..., (a,, b,); soient
B, B,, ..., B, les résidus relatifs & ces points; soit de plus, dans un certain do-

\

maine du point analytique (x =, lim; = C,\),

v =+
X\ 1
f(z,y)= z ALL)ET, (k=1,2,...,m),
Y= —®
on a
() AL A o A = R, B, 4.+ B,
Si, maintenant, on désigne par .
Xy Y
ul (2, ) = :Pl(way)d:' (i=1,2,.00,p)

Yo Yo
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les p intégrales abiliennes normales de premicre cspéee cl par © (u;) une des
fonctlions © corrcspondantes, pour que 'on fassc

d o[ ul (2, y)-—u')(im)-’-h]

(5, 1) =— 2 log
\ X a3 o[ — w(E,m) +hy]
ou
k=p—1
<\ .
hi=C,— f\i ul (&, ¥1)s ("—"';2,-“’1’)‘,
=1

la fonction Z [intégrale abélienne normale de la seconde espéce, infinie du pre-
mier ordre au seul point (§,7)], qui ne dépend pas des points arbitraires (z,, ¥;),
est une fonction rationnelle du paramétre (&, m) ayant pour poles les points cri-
liques et les points (z, ¥), (2,, ¥,), ces derniers avec les résidus —1 et 1.
Cette fonction Z (&, n) joue dans les recherches sur les fonctions du point ana-
Iytique (2, ) le méme roéle que la fonction

T 1

_—

5 — g Zy— E

dans les recherches sur les fonctions uniformes de z; si Pon désigne par
Tyy Moy - - +5 N, les m valeurs de n qui correspondent & une valeur attribuée 3 &,

on a
1

» 7% — ! .
7‘(’:"’\1)+I‘(~.y7\-,v)+~"+7'(gy'rnn)—x_’é Z,—:

Le théoréme de M. Roch (Journal de Crelle, t. LXXXIV, p. 294) relatif a
la décomposition en éléments simples d’unc fonction rationnelle R(z, ) est
une conséquence immédiate de I'égalité (1).

Une fonction uniforme f(x,») partout réguliére, sauf au point essentiel
(a, b), peut se mettre sous la forme

v=oo

\ A, iyt
Sz, y :f(%,}’n)-i-z ml("‘)(%b)y

vw=1

la série étant convergente tant que le point analytique (z, ) est différent du
point analytique (@, b). De méme, une fonction analytique admettant les
n points singuliers (a,, b,), (a,, 8,) ..., (a,, b,) situés & une distance finie et nc
coincidant pas avec quelque point critique peut se mettre sous la forme

. A\’/.'
Z ey L (@ )

Soit (a, &) un point non critique et & un nombre positif, tel que dans le do-
maine 8 du point (@, b) il n’y ait pas dc point critique; soit de plus f(z,y)
une fonction du point analytique (z,y) uniforme et réguliére en tous les
points analytiques situés en dehors du domaine & du point (a, b). Cette fonc-
tion est développable en une série de la forme

Sy y) = f(Zo, 1) +

IIMli

vy=0

S@7) = F(@0y0) + X AL (a,b),

v=1

v

convergente en tous les points analytiques extérieurs au domaine 8.
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Soil une suite de points analyliques tous différents

(@ 0,)5 (@, 0,), ooy (@, bv), - -,
tels que
lim(av, b,) = (@, b) (v=o);

soit, d’autre part,

Sil@, ), fil@,y)s oo [(Zy ), .-

une suite de fonctions rationnelles dez ct y, ne devenant infinics respectivement
qu’aux deux points (a,, b,,) et (a, b); il existec une fonction uniforme ® (z, y)
du point analytique (z, ) n’ayant d’aulre point singulicr cssentiel que le point
(a, b) et admettant pour pdles les points (a, d,), de telle facon que la diffé-
rence ®(z, ¥) — f(x, y) soit réguli¢re au point (a,, b,).

Soit une suite de points analytiques tous différents

-

(al’b|)7 (a27 bZ)’ MRS (av! bv)’ ey
tels que I'on ait
lim(av, b,), = (a,b) pourv =,

et une suite de nombres entiers positifs ’
My, My, ooy My oony

on peut former unc fonction uniforme du point analytique (z, ) admettant
pour point singulier essentiel le point (a, &), et pour zéros les points (a,, b,),
aux degrés de multiplicité m, (v =1, 2, ..., w0 ).

Toute cette théorie, qui constitue I'extcnsion aux fonctions uniformes d'un
point analytique de propositions bien connues de la théorie des fonctions uni-
formes ordinaires, conduit, dans le cas ol le genre p de I’équation qui lie z ety
est égal & un, & des propositions rclatives aux fonctions uniformes doublement
périodiques; en désignant par 0,(u) la fonction 6, formée avec ces deux pé-
riodes et en posant

dtlogh, (u)
du ’

Z(u) = ‘ﬂfi%(—“), 70 (u) =

on pourra, au moyen de la fonction Z, former Pexpression générale d’une fonc-
tion uniforme doublement périodique f(z), n’ayant, dans un parallélogramme
des périodes, qu’un point singulicr a. Cette expression sera

V=

f(z):C+2T'—2f?‘.’—‘—vz("(a—x).

v=1

On pcut aussi, pour ces fonctions, généraliser le théoréme de M. Mittag-
Leffler et le théoréme de M. Weicrstrass sur la décomposition en facteurs pri-
maires. .

Appell. — Développements en série dans unc aire limitée par des
arcs de cercle. (145-152).

Exemples simples de séries dont les termes sont des fonctlions rationnelles
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de z et qui ont des valeurs constantes ct distinctes dans diverses régions du
plan.

Schering (E.). — Sur la théorie des restes quadratiques. (153~
170).

Le Mémoire de M. Schering, d'un caractére trés élémentaire, a pour but de

combler une lacune des Disquisitiones arithmeticee; autcur y établit avec

détail la théorie des résidus quadratiques pour un modulc composé; soit m un
tel module qui, décomposé en facteurs premicrs, soit égal a

27Top"fl T .p;ﬁ"‘ ,

les p étant des nombres premiers impairs; la congruence 2*= a(mod. m) ad-
met zéro ou §(m) solutions suivant quc @ est résidu quadratique ou non-résidu
quadratique de m, 6(m) est égal a 2#, ap+!, ot+? suivant que =, est inférieur,
égal ou supérieur & deux; soit maintenant ¢(m) le nombre de nombres pre-
miers 4 m’ et au plus égaux & m; le produit de ces nombres cst congru a

1

=@ (m) . . .
(— i)2q>( suivant le module m; suivant que le nombre @, premier & m, est ou
non résidu quadratique de m, on a

1
" = (mod.m),
ou

1 1
- (m) S0 (m;
™ =(—1)2 ) (mod. m).
Considérons le nombre de solutions de la congruence bilinéaire
a = yz(mod. m),
composées d’entiers positifs y, z inféricurs au module m (premier a a), et tels
que Pon ait y < z; si ce nombre est 9 (m), @ est un non-résidu quadratique
de m; sile nombre est moindre que l¢(m), @ est résidu quadratique, et le

nombre de solutionsest Lo (m) —18(m); si, @ étant toujours premicr a m,
on désigne par n(a, m) le nombre de solutions de la congruence

au + v = o(mod, m)

composées de nombre, u, ¢ positifs, premiers 4 m ct inférieurs a S’ °n
aura .

S (m)

a2cp(m =41=(—1)1@m (mod.m),
ou

1 Loum
a®" = (= Cynem (mod. m),

selon quc a sera ou non résidu quadratique de m. Soit M = m3, § étant un
entier positif, et soit @ un entier premier & M, soit H(a, M) Ic nombre des
restes, pris par rapport au diviseur M, des nombres

a, 2a, 3a, ..., (M——:—2>a (M impair),

1 .
a, 2a, 3a, ..., (%———1)61 (M pair),
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. . .M
qui sont supérieurs & - on aura

Wl M Y
H(a,l\[):zn((l,?:-):*-ZT]((I,DZ), ,
m

8
la premiére sommation étant relative aux divers diviseurs & du nombre M in-

férieurs a T la seconde & tous les diviseurs m du méme nombre supéricurs

aa.

En supposant M pair et @ impair, on a H(a, M) = o0 (mod. 2) si M = 2 (mod. 4),
ou si Von a simultanément M=o, a=1(mod. 4); autrement H(a, M) est
impair. Si M est impair, H(a, M) est pair ou impair, en méme temps que le
nombre des facteurs premiers ¢gaux ou inégaux de M par rapport auxquels @
est non résidu. C'est sur le cas particulier de cc derniet théoréme ou I'on sup-
pose M premier quc Gauss a fondé sa troisiéme preuve de la loi de réciprocité;
le cas général parait lui avoir échappé; M. Schering a communiqué le théoréme
général a ’Académie des Scicnces de Berlin, cn 1876; M. Kronecher y ¢était ar-
rivé de son coté, sans 'avoir publié.

Zeuthen. — Sur un groupe de théorémes et formules de la Géo-
métrie énumérative. (171-188).

Quand on veut déterminer le nombre de solulions d’une question algébrique,
la principale difficulté que I'on rencontre se trouve dans la détermination de la
multiplicité des solutions de différente nature.

Toute méthode qui permet d’éviter la considération des développements en
séries qui représentent les branches de courbes auxquelles on a affaire est par-
ticuliérement précieuse. C’est une méthode de cette nature que développe
M. Zeuthen; elle a pour point de départ une proposition due & M. Halphen :
« Soit donné un point singulicr d’'une courbe algébrique ot toutes les branches
ont la méme tangente, et désignons par v le degré de multiplicité ponctuelle
de la courbe en ce point, c'est-a-dire le nombre de points d’intersection con-
fondus de la courbe avec une droite quelconque passant par lui, et par ¢’ le
degré de multiplicité tangentielle, c’est-a-dirc le nombre de tangentes confon-
dues qui passent par un point quelconque de la tangente donnée, alors v+ ¢
des points d’intersection de la tangente coincident avec le point donné, et ¢ -+ ¢’
des tangentes qui passent par le point coincident avec la tangente donnée.

M. Zeuthen transforme cctte proposition de maniére a lui donner une forme
purement algébrique. Soit f(z, )= o une équation homogénc et du degré m,
en x,, &,, homogeéne ct du degré m,en y,,»,. Si 'on détermine par les valeurs

de ! et de ;—/-' qui satisfont a cette équation les droites de deux faisceaux de

2 2
centres P, Q, ct si on choisit les droites z, = o0, ;= o0, ¥, = 0, 3, = o, de telle

facon que la droite PQ nc se corresponde pas a elle-méme, ’équation proposée
définit une courbe d’ordrc n = m,+ m, ayant un point m'P!® en P, un point
m‘;""’ en Q; les ordres des deux discrimimants ¢(z), ¢(y) de Iéquation
/(z, ) = o, par rapport & y et par rapport a x, sont respectivement

am (m,—1) et amy(m,—1).
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Si maintenant on considére un point M de la courbe et si I'on désigne par o,
ct 9, le nombre des points d’intersection, confondus avec M, dec la courbe et
des droites PM, QM, on a, par P'application du théor¢me de M. Halphen,

2(my,—m) ==(v,— 9,),

la sommation du sccond membre étant étenduc i tous les points de la courbe.
Pour chaque point M, la différence v,— ¢, est égale a la différence & — v des
degrés de multiplicité, dans les discriminants ¢ (), $(3), des facteurs

a,r,— a,z,, byr,=b,x,

qui déterminent respectivement les droites PM, QM. L’autcur déduit de ces pro-
positions que les deux discriminants de ¢(2) ct de ¢(y) sont égaux au fac-
teur =1 prés. Dans le cas particulier d’'unc forme binaire du sccond ordre,
4 deux couples de variables, les deux discriminants ont les mémes invariants,
M. Zcuthen donne diverses applications qui montrent lc parti que 'on peut
tirer du théoréme général que on vient d’exposer.

Goursat. — Sur un théoréme de M. Hermite. (189-192).

Démonstration, au moyen de 'intégrale de Cauchy, du théoréme de M. Her-
mite concernant les intégrales définies affectées de coupures.

Poincaré. — Mémoire sur les fonctions fuchsiennes. (193-294).

Dans un Mémoire antérieur, 'auteur a fait une étude approfondie des groupes
discontinus formés par des substitutions de la forme

<- 3.5+?1),
5, 2R
15+ 8,

dont les coefficients sont réels, qui laissent inaltéré un cercle fondamental dont
on peut supposer que I’équation est

|5]=r;

4 un tel groupe correspond une décomposition du cercle fondamental en poly-
gones curvilignes normaux R tous congruents entre eux; cette décomposition
est, comme on sait, 'analoguc de la décomposition du plan en parallélogrammes
qui est le fondement de la théorie des fonctions doublement périodiques : le but
de Pauteur est maintenant de former des fonctions analogues aux fonctions ©,
c’est-a-dire des transcendantes qui se reproduisent multipliées par un facteur
simple, toutes les fois qu’on fait subir & la variable 5 une transformation du
groupe.
Les séries de la forme

(1) e(z)=zﬂ(%%)(y,z+ai)-m

répondent 4 la question, en supposant que H(z) représente une fonction ra-
tionnelle de z dont aucun infini n’est situé sur le cercle fondamental, mais
d’ailleurs quelconque, que le nombre m soil un entier positif plus grand que 1
et enfin que la sommation s’étende & toutes les substitutions du groupe G : si

Bull. des Sciences mathém., 2° série, L. VIII. (Scptembre 1884.) R.10
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Pon désigne par @, a,, ..., a, les infinis de H(z), il est clair que: la,série (1)
n’est pas convergente pour toutes les valeurs de z contenues dans la formule

ala‘|+ p_u
(2) Yt‘ak—'_ax’

pour toute autre valeur de z, la série est absolument conyergente : elle définit
une fonction que M. Poincaré appelle thétafuchsienne. La propriété fonda-
mentale d’une telle fonction, qui la rapproche des fonctions 8, est exprimée par
I'équation

ses points singuliers sont : 1° les points (2), transformés des infinis de H{z):

. .. —3 . .
¢es points sont des poles; 2° les points —3,—‘, qui euX aussi sont des poles; 3¢ les
4
points singuliers essentiels du groupe G, points situés sur le cercle fondamental

et définis dans le premier Mémoirc de I'auteur; ces points sont des points sin-
guliers essentiels pour la fonction 8 (z). La classification des fonctions théta-
fuchsiennes repose sur la classification des groupes fuchsiens, qui dépend elle-
méme des propriétés du polygone normal R,; M. Poincaré est amené 2
distinguer sept familles de fonctlions thétafuchsiennes. Pour certaines familles, le
cercle fondamental est une ligne singuli¢re, en sorte que, alors, le dévcloppe-
ment (1) représente deux fonctions distinctes dont 'une n’existe qu'a lintérieur
du cercle fondamental, dont l'autre n’existe qu’a P'extérieur; il suffit de consi-
dérer la premiére. Une telle fonction est dite de premiére ou de seconde espéce,
suivant qu’elle a des infinis ou qu’elle n’en a pas. Pour les autres familles, les
points du cercle fondamental ne sont pas tous des points singuliers essentiels;
la série (1) représente alors une méme transcendante dans tout le plan, partout
holomorphe sauf en une infinité de points, pdles et points singuliers essentiels :
ces derniers sont situés sur le cercle fondamental et constituent, sur ce cercle,
un ensemble du second genre, c’est-a-dire tel que, en formant les derives suc-
cessifs, on ne tombe jamais sur un ensemble fini. De telles fonctions ont
évidemment, en général, des poles; toutefois, M. Poincaré montre que I'on peut
s’arranger de maniére que les infinis se détruisent en quelque sorte et i obte-
“pir, dans ce cas, encore des fonctions thétafuchsiennes de seconde espéce.
Pour une fonction thétafuchsienne, les zéros et les infinis seront connus par-
tout, lorsqu’ils seront connus & l'intérieur du polygone R,, si la fonction n’existe
que dans 'intérieur du cercle fondamental, et dans le cas ol la fonction existe
dans tout le plan, s’ils sont connus a lintérieur de l'espace R,+ R}, R} étant
le polygone symétrique de R, par rapport au cercle fondamental. Dans le pre-
mier cas, le nombre des infinis distincts de 8 est égal au nombre des infinis de H,
intérieurs au cercle fondamental; dans le second cas, le nombre des infinis

.. distinects est égal au nombre des infinis de H augmenté de 27 ; le nombre de

iy

y Ui ’

'

zéros est évalué au moyen de lintégrale f%((zi‘dz : un résultat essentiel

consiste en ce que le nombre des zéros et des infinis distincts est toujours fini.
De méme que les fonctions O ordinaires conduisent immédiatement & V'ex-
pression de fonctions doublement périodiques, de méme les fonctions thétafuch-
. siennes conduisent a 'expression de fonctions uniformes gui se reproduisent par
toutes les substitutions d’un greupe fuchsien : de telles fonctions sont celles

\
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que M. Poincaré a appelées fuchsiertnes. On obtient évidemment une fonction
fuchsienne en faisant le quotient de deux fonctions thétafuchsiennes qui corres-
pondent & un méme degré m; réciproquement, M. Poincaré établit que toute
fonction fuchsienne peut étre construite ainsi, et cela d’une infinité de facpns.

Les singularités d’une fonction fuchsiennc sont les mémes que celles des
fonctions thétafuchsiennes au moyen desquelles on I'engendre; ainsi, il y aura
des fonctions fuchsiennes qui n’existent qu’a 'intérieur du cercle fondamental ;
pour ces fonctions, la circonférence de ce cercle sera une ligne singuliére eéssen-
tielle; d’autres existent dans tout le plan; leurs points singuliets essentiels, en
nombre infini, sont situés sur la circonférence du cercle fondamental; ils ne
forment pas une ligne, mais en un certain sens ils ne sont pas isolés : on ne
peut pas, autour de chacun d’eux comme centre, décrire un cercle assez petit
pour ne pas contenir d’autres points singuliers: ils constituent une perfecte
Menge.

Le nombre des zéros distincts d’une fonction fuchsienne est égal a celui de
ses infinis distincts; il est égal au nombre des points distincts pour lesquels la
fonction prend une valeur déterminée quelconque.

Soient deux fonctions fuchsiennes distinctes F(z), F,(2) qui correspondent
4 un méme groupe fuchsien; entre ces deux fonctions, il existe une relation
algébrique. Toutes les fonctions fuchsiennes qui correspondent & un méme
groupe s’expriment rationnellement & laide de deux d’entre elles z, y; ces
derniéres sont d’ailleurs liées par une équation algébrique.

La détermination du genre de cette équation est un probléme capital, qui se
trouve résolu, par des considérations de Géométrie de situation, dans le pre-
mier Mémoire de 'auteur ( Classification des groupes en genres).

Si l'on forme les deux fonctions

dz dz o
v, = a—zv VQZZ\ 'd—z7 K

on aura ' Lo
, diz do d’.z-)‘ - noesn
v odie, 1 dloy  'ds? ds da? o
o, dzt v, dzt ez teey
W gz

Le troisiéme membre de cette double égalité est une fonction fuchsienne de 3 :
c’est danc une fonction rationnelle ¢(z, ) de z et de y. Il suit de la que les

deux intégrales de I'équation linéaire o

d*v ) ; "r

(3) (%7=V?(-z'r.7) i3k

2 . . Ve e g al

son?.1 N L I
V=9, V=19,

ARV I T

Ainsi, la considération de la fonction fuchsienne x permet d’intégrer:Péqua-
tion linéaire (3) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles du point
analytique (z, ). On voit que la variable indépendante z s’exprime par une
fonction fuchsienne de z, c’est-d-dire du rapport des intégrales. Quand on
connait cette fonction fuchsienne, on en déduit les intégrales elles-mémes, a
Paide des formules précédentes.

Le reste du Mémoire de M. Poincaré est rempli par I'étude particuliére des
diverses familles de fonctions fuchsiennes, suivant le genre auquel elles appar-
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tiennent, étude dans le détail de laquelle nous ne pouvons entrer ici. Le cas
ol le genre est nul, et ou par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes s’ex-
priment rationnellement au moyen de 1'une d’elles, offre un intérét particulier.
M. Poincaré fait I'étude approfondie des fonctions fuchsiennes appartenant a
la premiére famille et au genre zéro. Il rencontre la, comme cas trés parti-
culier, ces fonctions fuchsiennes auxquelles donne naissance ’équation hyper-
géométrique de Gauss, fonctions dont Vexistence avait été signalée en 1872.
M. Schwarz (Jourral de Borchardt, t. 75) avait reconnu qu’elles étaient uni-
formes et qu’elles admettent un cercle comme ligne singuliére essentielle.

Bourguet. — Note sur les intégrales eulériennes. (295-296).
On a, d’aprés M. Heine,

I

T(a) = 2 sinan

S “lexdz,
Pintégration étant faite le long d’un contour qui contient 'origine et s’étend
indéfiniment vers les & négatifs, ce contour pouvant ne pas étre fermé.

M. Bourguet prend un contour formé de deux droites inclinées passant par
Porigine et d’un petit cercle ayant 'origine pour centre; dans une autre Note,
il prend une parabole ayant son foyer a P’origine; il parvient ainsi & Vexpres-
sion de diverses intégrales définies.

Picard. — Sur une classe de groupes discontinus de substitu-
tions linéaires et sur les fonctions de deux variables indépen-
dantes restant invariables par ces substitutions. (297-326).

Le but que se propose M. Picard dans ce Mémoire est de trouver des analo-
gues, dans le cas de deux variables, aux fonctions thétafuchsiennes de M. Poin-
caré, afin d’en déduire des fonctions de deux variables indépendantes, ana-
logues aux fonctions fuchsiennes, qui restent invariables pour toutes les
substitutions d’un groupe, nécessairement discontinu.

C’est la formation d’un tel groupe qw’il faut d’abord expliquer:

L’auteur prend pour point de départ une forme quadratique ternaire

arzy+ a'yy,+ a’'z5,+ bys,
+ boYes ++ U 3Tyt By 20 @ + by + by YT = (X, ¥5 3y Tay Yoy 503

dans cette forme, les variables z, ¥, s sont des quantités complexes, et les va-
riables zy, ¥4 3o les quantités conjugudes; les coefficients a, a’, a” sont des
entiers réels, les coefficients &, &', b” sont des entiers complexes qu’on peut
supposer formés au moyen des racines, supposées imaginaires, d’'une équa-
tion du deuxiéme degré a coefficicnts entiers; les coefficicnts b,, by, by sont les
quantités conjuguéces de b, &', b"; si I'on effectue une substitution linéaire, a
coefficients complexes, sur les variables z, y, z et que l'on effectue en méme
temps sur les variables @, ¥, % la substitution linéaire que 'on déduit de la
premiére en remplacant chaque coefficient par la ,quantité conjuguée, la
forme f se change en une nouvelle forme analogue; pour une telle substitution
le déterminant

a b by

=0y @ b | .
o b, a' v
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joue le role d’invariant, il se reproduit multiplié par lc produit des détermi-
nants des deux substitutions partielles, ou, si I'on veut, par le carré du mo-
dule d’unc de ces substitutions. Par unc transformation trés élémentairc, on
peut substituer & la forme f(z, y, 3, 2o, ¥, %,) la forme

(1) auy+ Bov,—+ yww,,

olt u,, vy, W, sont encore les quantités conjuguées de u, ¢, w et ou les coeffi-
cients a, 3, vy sont des nombres entiers dont aucun n’est nul ; cela suppose, tou-
tefois, que linvariant § est lui-méme différent de zéro; la forme f est définie
ou indéfinie, suivant que les trois quantités a, 3, y sont de méme signe ou de
signe contraire. Cela posé¢, I’étude des substitutions de la nature de celles que
P'on a décrites plus haut ct qui changent la forme f cn elle-méme se raméne a
Iétude des substitutions & coefficicnts enticrs de méme nature que b, &', ", par
lesquelles la forme (1) se reproduit; leur nombre est fini ou infini suivant que
la forme f est définie ou indéfinie; plagons-nous dans le decuxiéme cas et sup-
posons .

a>o0, B>0, y=—g<o.

Si Von désigne par M,, P,, R,, M,, P,, R;, M;, P,, R, les coefficients d’une
telle substitution, ou plutdt de la substitution partielle & effectuer sur les va-
riables non affectées de l'indice zéro, il est clair que I'ensemble des substitu-
tions, telles que

(2) _ Mz+Py+R, _ Mz +P,y+R,
T Mz+Py+R,_ = Mz+P,y+R,

constituc un groupe : or M. Picard démontre que ce groupe est discontinu
pour tout systeme de valeurs x et y telles que l’on ait

(3) (2?4 2) + R+ ") — g <o,

en posant
z=x'+iz", y=y'+1iy".

On voit, d’ailleurs, de suite que si le systéme des variables 2, y est a I'inté-
rieur du domaine D défini par I'inégalité (3), il en sera de méme du systéme
des variables transformées z, y; dans les mémes conditions, on n’obtient ja-
mais pour ces derniéres variables des valeurs indéterminées. Cela établi, dans
le groupe des substitutions (2), M. Picard considére particuliérement le sous-
groupe formé avec les substitutions (2) dont le déterminant est égal & —+1;
c’est 4 ce sous-groupc que s¢ rapportent les propositions qui suivent, ou I'on
sous-entend que lcs équations (2) définissent une substitution quelconque de
cc sous-groupe.

La serie

I
2 mod. (M, z + Ppy + Ry)"’

étendue 4 toutes les substitutions du groupe, en supposant le systéme x,y a
Uintérieur du domaine D, est convergente pour mS 2; M. Picard donne deux
démonstrations de cette proposition, essenticlle pour son objet; la seconde dé-
monstration, qui fournit scule la limite inféricure 2, est fort remarquable par
sa généralité.
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- 1Cela posé, soit R(z, ») une fonction rationnelle de @ et  qui reste contjnue
pour tous les systémes x, ) situés 3 Vintérieur du domaine, telle par exemple
du’un polynOme entier en &, y, ou que la fonction

Iy

4
I

id gl

. . +a . Lo
a étapt ung quantilé positive inférieure & g—‘——%-—z: la série v e
Lo

D) R<Mlz+P"y “ Ry My + Py o+ m) L PN
; z Mz + Py — R, Mz + Py + R,/ (M@ + Py & R))™

.

étendue & toutes les substitutions du groupe, sera absolument convergente, en
supposant le systéme z, y & lintérieur du domaine D : la série (2) définit, &
Pintérieur de ce domaine, une fonction P(x, ) uniforme et continue, analogue
aux fonctions thétafuchsiennes de M. Poincaré, et jouissant, relativement a

toute substitution du sous-groupe considéré, de la propriété que définit Péqua-
tion suivante

Mz+Py+R Mzx+Py+ R\ 3m
~ (M|w+1",y R, M,z + P,y + R,) = (M@ + P,y + R;,""P(z,7).

Le quotient de deux fonctions P fournit enfin une fonction uniforme des deux
variables indépendantes x, ), définie dans le domaine D et se reproduisant
quand on effectue sur x, y une substitution quelconque du groupe considéré.

Fuchs. — Sur les équations différentielles linéaires homogeénes

dont les intégrales vérifient des relations homogénes d’un degré
supérieur au premier. (321-362).

Soit , .
' d'y dy? dy
() qi TPty TV =0

. ao
une équation linéaire du troisiéme ordre a coefficients rationnels en z; M. Fuchs
suppose qu'elle appartient & ce type d’équations, qu’il a appris A connaitre, telles
que les intégrales, aux environs d’un point critique a, puissent étre mises sous
la forme

(s—ay ®(z—a),

» étant un nombre rationnel et (s — @) une série procédant suivant les puis-
sances entiéres et positives de 5 — a. Suivant I’habitude, 2 — o doit étre rem-
placé par —;

1l suppose ensuite que, entre les éléments y, ¥,, ¥; d'un systéme fondamen-
tal d’intégrales, il existe une relation de la forme

(2) Syouynys) =o,

le premisr membre étant une fonction entiére et hemogéne de y,, ¥,y ¥, €t
P’équation gtant suppesée irréductible. Une premiére couséquence conmsiste en
ce que le hessien de la forme f est la racine d’une fonction rationnelle d¢ 3.
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' M. 'Fuchs établit que, si le degré n de 1'équation (2) est égal 4 2, Péqua-
tibn coincide avec V'équation différentielle linéaire du troisiéme ordre dont les
intégrales sont les carrés des intégrales d’'une équation différentielle linéaire du
deuxiéme ordre a coefficients rationnels.

Si n est plus grand que 2, les intégrales de 1'équation (1) sont des fonctions
algébriques de z; il y a alors lieu de distinguer trois cas:

1° Si le genre p de I'équation algébrique (2) est plus grand que 1, le nombre
des racines réduites de ’équation algébrique A laquelle satisfait I'intégrale gé-
nérale de 'equation (1) est au plus égal a 4.

2° Si p =1, le nombre des racines réduites est 2, 3, 4 ou 6.

3° S1 p est nul, les intégrales de ’équation (1), abstraction faite d*un facteur
commun 2 toutes, facteur qui est la racine d’'une fonction rationnelle, sont des
fonctions rationnelles entiéres et homogénes du n*=° degré d’un systéme fonda-
mental d’intégrales &, £,, d’'une équation différentielle linéaire homogéne du
deuxiéme ordre a coefficients rationnels, algébriquement intégrable.

D’ailleurs - toute équation différentielle linéaire (1) qui est algébriquement
intégrable jouit de cette propriété que, entre les éléments y,, ¥,, ¥, d’un sys-
téme fondamental d’intégrales, existe une relation telle que (2); par consé-
quent, les résultats précédemment énumérés épuisent tous les cas possibles
dans lesquels une équation différentielle linéaire homogéne peut étre intégrée
algébriquement.

i
Bourguet. — Sur quelques intégrales définies. (363-367).

)

Hermite. — Sur une relation donnée par M. Cayley dans la théo-
rie des fonctions elliptiques. (368-37q).

+ « I S TP

Démonstration de la formule L ¥y

1 12
— AZspusnysnrsns +~cnucnycnrcns = Fdnudnvdnrdns:——‘%,

)
ou 'on suppose u ~+ v + 1 + s = o, déduite des formules

i 1Y uh

i 1 1] 1 "
snz sn(x +a) = ——P R U Mg
( ) A‘sna ’
Moy
cnx cn(z +a) _____dna AR
n =
kisna ’
cna
A AT dnz dn(x—l—a):dna——-ml‘, s BT
nm;ll JUN N “ s FYLrl b2y )My

P = L(z) — Z(x + a) + Z(a).

Wy 9niq

Netto. — Sur la théorie des discriminants. (371- 400). | |

Le Mémoire de M. Netto se rattache & quelques remarques faites par M. Kron-
ecker, dans ses Grundzuge einer arithmetischen Theorie der algebraischen
" Grossen. 1l contient d’abord umne recherche prélimimaire sur la possibdité de
’égalité entre quelques-unés des 1, 2, ..., n expressions que l'on obtient en
permutant de toutcs les maniéres possibles des variables données zy, @,y +..s @,
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dans une fonction linéaire de ces quantités a cocflicients indélerminés. Scule,
Iégalité entre les variables a une influence. Toute autre relation algébrique
entre les variables n’en a aucune. L’auteur établit cnsuite que I'égalité de va-
leurs conjuguées de toutes lcs fonctions d’un genre ne peut étre obtenue égale-
ment que si quelques-unes des variables données sont égales.

Ceci posé, si I'on considére une équation spéciale ct toutes les fonctions d’un
genre G formé avec les racines de cette équation, le diviscur du genre G sera,
par définition, le plus grand commun diviscur entre les discriminants de toutes
ces fonctions; il n'y a de diviscur du genre (ne se réduisant pas @ un nombre
enticr) que s’il existe des transpositions qui paraissent dans le groupe qui ca-
ractérise I'équation spéciale que I'on considére ct qui nc paraissent pas dans le
sous-groupe déterminé par le genre G.

D’aprés cela, ce probléme: Trouver tous les genres qui n’ont pas de diviscurs
du genre, revient a cet autre : Trouver chaque groupe ayant des sous-groupes
qui contiennent toutes les transpositions du groupe., Deux cas peuvent se pré-
senter : ou bhien le groupe cherché ne contient aucune transposition, et alors
aucun genre form¢ & l'aide des racines de I’équation caractérisée par le groupe
n’a de diviseur du genre, et inversement; d¢ sorte que tous les groupes ne
contenant pas dc transpositions répondent & la question : ce premier cas sc
présente dans les genres alternés, cycliques, métacycliques, demi-métacycliues;
ou bien le groupe cherché contient des transposilions, et alors, pour obtenir
tous les groupes qui répondent & la question, M. Netto montre qu’il suffit de
former, de toutes les manicres possibles, une suite d’¢quations irréductibles

gle, o', ...,z ] =0, glx,...,xM] =0, glzM]=o,

dont la premiére soit une équation genérale, et d’élimincr entre clles les para-
métre 2, ..., (*); le groupe de I’équation résolvante répond chaque fois & la
question. On peut aussi former ce groupe directcment.

On peut, sans difficulté, étendre ces recherches sur les groupes, en considé-
rant, au lieu de transpositions (z,, ,), d’autres substitutions de types déter-
minés, par exemple du type (z,, x,, x,).

M. Netto démontre, en terminant, divers théorémes, parmi lesquels nous si-
gnalerons le suivant :

Soit ¢ une fonction enti¢re p-valente de n éléments, p étant plus grand que n;
soient 9, @,, ..., ¢, ces p valeurs; soit S le groupe symétrique des n élé-
ments; appliquons toutes les substitutions de S a la suite Pry Doy vvey Py
les résultats pourront étre regardis comme des permutations des éléments
Pry Pay + o0y Py €L leur ensemble constitue un groupe X : ce groupe ne contient
aucune substitution cyclique dont l’ordre soit un nombre premier.

Tome II, 1883.

Goursat. — Sur une classe de fonctions représentées par des in-
tégrales définies. (1-70).

Soit 5 = f(«, u) une fonction de deux variables indépendantes 2z, u, jouis-
sant des propriétés suivantes. Tout d’abord, elle admet, pour chaque systéme
de valeurs des variables, un nombre fini ou infini de déterminations, mais qui
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sont telles que le rapport de deux queleonques d’entre elles est une constante.
Si & est supposé constant, 5 considéré comme fonction de u admet, pour cette
variable, un nombre limité m de valeurs singuliéres ¢,, ¢, ..., ¥, dont les n
premiéres a,, @, ..., @, ne dépendent pas de z, dont les p autres, u;, U, ..., u,
dépendent, au contraire, de cette variable et lui sont liées par I'équation
® (@, #) = o. En donnant & » une valeur particuliére constante, 5 devient une
fonotion dc ; M. Goursat admet qu’elle n’ait pas d’autres points critiques que
ceux que Von fait correspondre a cctie valeur de « par 'équation @ (z, u) = o;
telle est, par exemple, la fonction

t )

bt -1 -1
s=(u—a)"t (u—a)’ ...(u—a,)"n

a—1 =1 =1
’ < [ (2, u)]2 [, (2, u)]2 e [og(z, w)1'9 W, u),

(3
“013Pgy+» 4y Pq €tant des polyndmes entiers en u de degrés m, my, ..., m, dont les
coefficients sont des fonctions holomorphes de x et W(x, u) désignant une
fonction holomarphe de x et de u; les valeurs singuliéres de « qui dépendent
de z sonl données par I'équation .

P (z, u) =9,(z, u)',o2(.z', u).. -CPq(.’L‘, u) = o,
et l'on a

P =m 4+ my—...+my
L’objet de M. Goursat est I'étude des intégrales dc la forme
[z du,

prises entre deux points singuliers, le long de la droite qui joint ces points.
En général, le symbole (CD) désigne la valeur de l'intégrale rectiligne fz du
prise entre les deux points C, D.

Considérons d’abord une intégrale rectiligne (a,a,), et supposons qu’elle ait
un sens, tant que le chemin rectiligne ne contient aucun autre des points pour
lesquels la fonction f(z, u) cesse d’étre holomorphe; cette intégrale est une
fonction de x et c’est cette fonction dont Pauteur cherche les propriétés : il
apprend d’abord quel systéme de coupures on doit pratiquer dans le plan pour
la rendre holomorphe. L’ensemble des valeurs de « telles que, parmi les p
valeurs de u, déduites de I’équation @ (z, u) = o, il y en ait une ou plusieurs si-
tuées sur la droite a,a,, forme, en général, sur le plan, un nombre fini ou infini
de portions de courbes dont chacune joue le role de coupure pour Vintégrale
considérée; ces coupures sont diles de premiére espéce. Si, pour une valeur
donnée de & non située sur les coupurcs, on choisit la valeur de la fonction 5
que Pon prend dans I'intégration, lintégrale (a,a,) définit, quand on fait va-
rier x a partir de cette valeur ¢t quand on associe les valcurs de 5 de facon
qu’cllessesuivent d’une maniére continue, une fonction analytiquedela variable z
que Pon pcut continuer tant que Fon ne rencontre pas de coupures; si 'on
revient ainsi au point de départ, on retrouvera la valeur initiale de (a,a,) ou
cette valeur multipliée par unc constante, la seconde circonstance ne pouvant
se présenter que dans le cas ou le contour décrit par & renferme quelque cou-
pure a son intéricur; il faut pour cela quil y ait des coupures qui ne s’éten-
dent point & Vinfini; on completera alors le systéme de coupures (C) de pre-
miére espéce par des coupures de seconde espéce (C') s'étendant a Pinfini et
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pratiquées de telle sorte qu’awcun contour fermé ne puisse, sans les:tvaverer,
enfermery une coupure de premiére espéce. vt

Considérons maintenant les intégrales de la forme (a;u,); il faut d’abord dé&~
finir les fonctions u de « d’une fagon précise; en partant de Yéquatiom - 11

P (x, u) = o, ‘

on peut construire dans le plan des  un systéme de coupures C,, grice aux-
quelles les p racines u de cette équation deviennent des fonctions. holomarphes
de z : ce sont ces fonctions que M. Goursat désigne par u,, u,, ..., u,; céci
posé, soient u, V'une de ces valeurs et @, I'une des valeurs critiques indépen-
dantes de z; admettons que la droite @,u, ne contienne aucune autre valeur
singuliére et que Vintégrale (a,u,) ait un sens; la variable x décrivant un
chemin quelconque ne rencontrant pas les coupures C;, on pourra continuer
la fonction (a,u,) tant que le segment de droite a,u, ne contiendra aucune
autre valeur singuliére, et de la méme facon que précédemment, on est amené &
définir un systéme de coupures de premiére espéce G', qui peuvent d’ailleurs
coincider totalement ou en partie avec les coupures G, et un systéme de cou-
pures de seconde espéce C’, de mani¢re a rendre holomorphe, dans le plan
découpé, la fonction (e,u,); an point a, on peut maintenant associer les
différents points u, et former ainsi p intégrales; on voit ici le role des cou-
pures C,, quand elles ne coincident pas avec les coupures C': en les traver-
sant, on passe d'une intégrale (@, u,) a une autre intégrale (a,u,). Le lec-
teur pourra facilement étendre ces considérations aux intégrales de la forme
(un uh)'

Ceci posé, admettons que, sauf pour des valeurs de z formant une ou plu-
sieurs courbes dans le plan des x, il n’y ait pas trois des m points critiques
m(m—1)

945 Vg5 «+.y ¥, qui soient en ligne droite et que les intégrales (v,0;)

aient un sens; 'ensemble des valeurs de z, pour lesquelles trois points ¢ sont en
ligne droite constituent 'ensemble des coupures de premiére espéce; que 'on
compléte, pour chaque intégrale, ces coupures par un systéme de coupures de
seconde espéce; ce découpage pratiqué dans chaque portion du plan, chaque
intégrale (¢,v,) estune fonction uniforme de , bien définie dés que 'on aura
choisi (pour chaque portion) la valeur de z que I'on prend dans Vintégra-
_tion,

Le but final que poursuit M. Goursat est la réponse a4 cette question : « Que
deviennent ces fonctions quand on fait parcourir a la variable un chemin quel-
conque? »

II montre que, partant d’un point avec une fonction, on arrive a un
autre point du plan, avec une valeur qui est une fonction linéaire a coeffi-

m(m—

cients constants des ) fonctions qui répondent a la région du plan ou

{

se trouve le point d’arrivée; d’ailleurs, ces
p ) s

m(m—1 . . .
_..(.__2.__..) fonctions s’expriment li-

néairement au moyen de n—1 d’entre elles, qui constituent un systéme fonda-
mental, dont M. Goursat exphique la formation; finalement, il parvient a ce
théoréme :

Toutes les integrales definies (v,v,), formees comme il a eté dit plus haut,
satisfont a une méme equation differentielle lincaire d’ordre m —1 & coef-
Jicients constants.



REVUE DES PUBLICATIONS. 155

Il établit ensuite des régles pour la formation de cette équation e} donne
de nombreux et intéressants exemples. Enfin, dans la derniére partie de son
Ménioire, il indigque diverses voies dans lesquelles on peut s'engager pour gé-
néraliser les propositions précédentes et étudie en particulier certaines inté-
grales doubles qui se présentent dans la théorie des intégrales hypergéométriques
de deux variables.

Appell. — Sur une classe de fonctions de deux variables indé«
pendantes. (71-86).

'

1. Soient

vl [

oy N AR AN A
une suite de fonctions analytiques uniformes des deux variables indépendantes z
et y possédant Ia propriété suivante : Pour toutes les valeurs de v supérieures
A un entier positif p, on peut assigner un nombre positif a, tel que la fonction
Jo.(z, y) reste holomorphe tant que les modules de = et de y restent inférieurs
a a,; de plus, ce nombre a, augmente indéfiniment avec ¢. On peut alors for-
mer une fonction uniforme ¥ (z, ) des variables indépendantes z et  n’ayant
A distance finie d’autres points singuliers que ceux des fonctions (1) et telles
que la différence

F(x,y)——f,(a:, .7)

soit véguliére en tous les points singuliers de f,(x,»), a l'exception de ceux
de ces points singuliers qui peuvent appartenir & certaines autres des fonc-
tions (). i

1I. Soient

(2) BUZ,Y) 82y ¥)s oovy o2y )y .o

une suite de fonctions entiéres de x et ) possédant la propriété suivante :
Pour toutes les valeurs de & supérieures a un entier positif p, on peut assigner
un nombre positif @, tel que la fonction g,(x, ) ne s'annule pour aucun sys-
téme de valeurs de z el y dont les modules restent inférieurs a a,; de plus, ce
nombre @, augmente indéfiniment avec v. Alors, en désignant par

kyy Kyy vevs Ky onn

une suvile d’entiers positifs, on peut former une fonction entiére G(z, y) de
x et y, sannulant pour toutes les valeurs de z et y, qui annulent la fonction
g(z, y), de telle fagon que le quotient

G(2.9) ‘ R
[g (zx) It

reste fini et différent de zéro pour toutes ces valeurs, sauf pour celles d’entre
elles qui annulent en méme temps certaines autres des fonctions entiéres (2).

Al

i
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Cette fonction G(z, y) cst donnée par la formule ¢ . '
. G(z, y) =G (2, ¥) Gy (2, y), .
ou
V:Il.
G|(£1Y)=H[gv(x,y)]"v, '
o=1 G,
o= LR VT
6(m,7) = [ L8 (2 31 Poentsr , <o
v=1 P

'

en désignant par v,(x, ») un polynéme convenable.
L’auteur applique ce théoréme & la formation de fonctions de deux variables
simplement périodiques.

Crone. — Sur une espéce de courbes symétriques de la sixiéme
classe. (31-96).

Les recherches de I'auteur ont pour point de départ la considération d’une
courbe symétrique du sixi¢éme ordre et de la sixi¢me classe qui est le contour
apparent d’ane surface du quatriéme ordre & conique cuspidale, vue d’un point
quelconque sur un plan quelconque. Cette courbe, sans tangentes doubles ni
points doubles, a huit tangentes d’inflexion symétriques deux a deux et huit
points d’inflexion aussi symétriques deux a deux. Sile nombre de tangentes
singuliéres est augmenté, soit d’'une tangente double, soit d’une tangente d’in-
flexion, tandis que la classe de la courbe reste la méme, on a des formes spé-
ciales, savoir : une courbe du quatriéme ordre a deux points de rebroussement
mais sans points doubles, et une courbe du troisi¢éme ordre sans points doubles
ni points de rebroussement.

M. Crone montre que les courbes symétriques de la sixiéme classe et du
sixiéme ordre a huit tangentes d’inflexion sont les courbes générales types,
c’est-a-dire que toutes les courbes douées des mémes nombres pliickériens pour-
ront étre transformées en des courbes symétriques par une transformation ho-
mographique.
~ La courbe symétrique générale et les deux formes spéciales ont entre elles la
relation suivanle : si I'on fait tourner une de ces derniéres courbes autour de
son axe de symétrie, le contour apparent de la surface de révolution vu d’'un
point quelconque sera toujours une des trois courbes.

Poincaré. — Sur les fonctions de deux variables. (97-113).

Extension aux fonctious de deux variables de ce théoréme établi par
M. Weierstrass pour les fonctions d’une seule variable : si F(z) est une fonc-
tion méromorphe dans toute I’étendue du plan, on peut le mettre sous la forme
du quotient de deux fonctions entiéres. '

Picard (E.). — Sur des fonctions de deux variables indépen-
dantes analogues aux fonctions modulaires. (114-135).
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S1 lon considére les intégrales définies de la forme [

/"‘ dt ,
e VI(E—0)(t—=)(t—y)

ol g, h désignent deux des quantités o, 1, z, ¥, ©, ces expressions regardées
comme des fonctions de x et y satisfont aux trois équations linéaires simulta-
nées aux dérivées partielles :

9z(z—1)(z—y)r
=(=52'+bzy +3z+2y)3p—3y(1i—y)g +(z—y)3
z—y)s=p—q,
9y (y—1)(y—=)t

=—3z(1—2)p+ (—iy+hay +3y +2z)g + (y—2)4.
Ces équations ont trois solutions communes linéairement indépendantes.
M. Picard établit que, en désignant par w,, v,, », trois solutions convenables,

les équations

. (0}

-2 =u, -3 = ¢

o, Wy
donnent, pour z et y, des fonctions uniformes de u et ¢, fonctions qui ne seront
définies, si I'on pose u = u'+ iu" et ¢ = o'+ {v”, que pour les valeurs de u et ¢
satisfaisant 4 'inégalité

20"+ u'?+u <o.

Ces fonctions & et y restent invariables quand on effectue sur « et ¢ une infi-
nité de substitutions linéaires. Les substitutions fondamentales de ce groupe sont

U=Nu—(A—1),

S
() V=o+A—=A)u— (1—2A);
{ U=Nu+ (1—N),
(5,) ) — 2 2. )
{ V=o+ (00— )u—(1—2% )
w .
S U———z)\—l—()\"—x)v’ ‘
(’3) v AU N —1 ‘ * }'
TN (Ve ) DL
ou A= :—’i;ﬂ/—g- L’auteur termine en indiquant U'intérét que peuvent pré-

senter ces fonctions & et y dans ’étude des fonctions abéliennes auxquelles
conduit la relation algébrique entre 5 et ¢ \

B=t(t—1)(t—z)(t—y)

relation pour laquelle le nombre caractéristique p est égal a4 3; les fonctions
de u et de ¢ définies précédemment jouent, dans la théorie de ces fonctions abé-
liennes, le méme role que la fonction modulaire dans la théoric des fonctions
elliptiques.

Valentiner. — Sur la théorie des courbes dans I'espace. (136-
230).
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La premiére Section de ce Mémoire comprend divers théorémes sur lésquels
seront fondées les recherches ultérieures de 'auteur; un certain nombre de ces
propositions sont connues, mais démontrées d’une facon qui appartient 8 M. Va-
lentiner. D’autres sont nouvelles; nous signalérons, en particulier, 'étude qu’il
fait de la question suivante:

. Sur une courbe plane ¢, de degré ¢, on donne mg + k points a(k < g), dont
ancun ne colncide avec un point double; une courbe plane du n*=e ordre
(rn> m) qui passe par les points a peut étre assujettie & passer par x points
arbitraires de ¢,; quelle est la plus grande valeur que l'on puisse donner & =
et quelle position occupent alors les points «? Dans la seconde Section, 'auteur
traite de la représentation des courbes gauches; il prend pour point de départ
le mode de correspondance avec les courbes planes introduit par M. Cayley,
correspondance obtenue, comme on sait, au moyen d’un céne et d’'un monoide;
tel a été aussi le point de départ de M. Halphen et de M. Noether dans leurs
Mémoires couronnés par ’Académie des Sciences de Berlin.

En désignant par

Om— APy~ =0 - S ‘\1

I'équation d’un monoide, ou 9, et ¢, _, sont les premiers membres des équations
de cones de degrés respectifs m, m —1, qui ont un méme sommet, nous appelle-
rons premier cone le cone ¢,, second cone le cone ¢, ,. Cela posé, 'auteur
établit les propositions suivantes :

« Si I'on considére un cone ayant pour sommet un point arbitraire a et conte-
nant les droites qui passent par le point et rencontrent une courbe gauche G,
en deux points, il y aura toujours un monoide ayant pour sommet le point «
et admettant ce cobne comme second cone. »

« Si le nombre /. des points doubles d’une courbe plane du n'*=* ordre est
(n—2)(n—23)

2 » cette courbe plane est la projection d’une courbe du nit=e

ordre; si, au contraire,on a 2 < &%‘_ﬁ, ceci n’a licu que dans le cas ou
les points doubles sont tels qu’une courbe du (n — 4 )= ordre qui passe par
h —1 de ces points passe aussi par le /uéme, »

Dans la troisiéme Section, Pauteur traite des rayons doubles (droites qui
rencontrent la courbe en deux points), en particulier de 'ordre minimum d’un

~cdne qui contient tous les rayons doubles issus d’un point arbitraire, et du

nombre de ces droites qu'un cone doit contenir pour les contenir toutes; voici
une des propositions auxquelles parvient M. Valentiner :

Quand une courbe gauche ¢, admet & = d —z points doubles apparents, on
peut toujours faire passer par les rayons doubles un cone du m' = ordre, lequel
peut encore étre assujetti au moins & & conditions si l'on a '

m(m-+3) + (n—m—2)(n—m—3)
2 2

>n—2

d= n—a2>mz=

Voici maintenant les principaux résultats qui sont contcnus dans la qua-
triéme Section, oit l'on s’occupkt des points d’intersection des courbes et des
surfaces.

<« Si, par une courbe gauche ¢, qui admet % points doubles apparents, on pecut

faire passer deux surfaces F,, F, du p*=e et du g**=* ordre, et i tes dewx sur-

faces se coupent, en dechors de ¢,, suivant une courbe irréductible Cpg—ih ‘CELLE
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condition, qu’une surface F,,.,_; du (p + g —4 )" ordre doive passer par c,,
équivaut a

(p+q—4)n-— l:'(n———l)fL—z—)‘—l]—Fl O

conditions simples. ‘

» Sous ces mémes conditions, la surface F,,, _,, si ellé contient tous les points
d’intefsection de c, et de c,,_, moins un, contient aussi ce dernier point. »

C’est I'analogue d’un théoréme bien connu de M. Cayley pour les courbes
planes.

Enfin la derniére Section contient de nombreux théorémes relatifs & diverses
conditions auxquelles on peut assujettir une courbe gauche.

Ajoutons enfin que, dans ce Mémoire, M. Valentiner n’a fait que reproduire
et développer les résultats contenus dans sa dissertation inaugurale : Bidrag
til Raumcurvenes Theori, qui remonte a année 1881.

Mellin (H.). —Sur la fonction transcendante Q (z) = TI'(z) — P(z).
(231-232).

En posant

R(z) =e™ 2"+ e 33+ e +.. .,
on a

1.2.3...

A= N
Q@) =x2(—r)* @=0E =2 (22D Rz —1—2),
=0

N
ol les Ay sont des coefficients qui peuvent se calculer par la formule récur‘r)ente
e . ,

A)‘—'- 7\ '\l—l =e.

‘ ) sehu

Klliot. — Sur une équation linéaire du second ordre & coeffi-
cients doublement périodiques. (233-260).

« L’objet de ce travail est I'intégration d’une équation différentielle & coeffi-
i

cients doublement périodiques qui comprend comme cas particulier Péquation
de Lamé. Dans une Lettre adressée & M. Heine (Journal de Crelle, t. 89), M. Her-
mite, & qui 'on doit ld solution compléte de I'équation de Lamé (Annali di
Matematica, série I1, t. IX), en a achevé I'étude par I'examen du cas ou le
module est égal a Punité, et a fait connaftre en méme temps trois équations
linéaires qui ont pour intégrales les fonctions doublement périodiques de se-
conde espéce. C'est I'une de ces équations dont je m’occupe ici; elle peut s’écrire

(1) %-—zm){((j)) le—;(=[(n——m+1)(n+m)k27\7(z)+h,]X,

| m et i étant des entiers positifs et A(z) la fonction elliptique au module .
» La propriété qu'ont en général deux des intégrales de cette équation d’étre
¢+ des fonclions de seconde espéce conduit naturellement & I'introduction de leurs
1« dérivées logarithmiques qui sont des fonctions de premiére espece, et & leur
- «1expression par les fonctions 0 (Fuens, Jourral de M. Resal, 1878). Mais on
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n’obtient ainsi que la forme des intégrales, et les arguments des fonctions 6
qui rvestent inconnus doivent étre déterminés par d’autres considérations.
M. Fuchs a indiqué pour cet objet, et relativement a I’équation de Lamé, une
méthode fondée sur les résultats obtenus par lui dans un important Mémoire
sur lintégration des équations différentielles linéaires du second ordre, par des
fonctions algébriques (Journal de Crelle, t.81). La transformée a laquelle
donne lieu I’équation de Lamé quand on change de variable indépendante, en
substituant la fonction A(z) 4 son argument, se trouve étre ainsi un cas parti-
culier d’une classe d’équations linéaires, étudiées par M. Fuchs, et dans les in-
tégrales desquelles figureraicnt les fonctions 6 abéliennes.

» Lorsqu’on reste dans le domaine des fonctions doublement périodiques, on
peut, dans un assez grand nombre de cas, arriver directement 4 la solution com-
pléte de la question en cherchant Vexpression de la dérivée logarithmique au
moyen de la fonction A(z) et de sa dérivée, sous la forme qui résulte du théo-
réme bien connu de Liouville. C'est ce que je me suis proposé de montrer dans
ce qui suit, en prenant comme cxemple 'équation (r). La prcmiére partie con-
tient la recherche de l'intégrale générale quand deux solutions sont des fonc-
tions de seconde espéce. La deuxiéme cst relative aux solutions doublement
périodiques de premiére espéce. Dans la troisi¢me, j’étudie les cas particuliers
o le module est égal a I'unité ou a zéro, en mettant a profit la forme analy-
tique donnée par M. Hermite. »

Bourguet. — Sur les intégrales eulériennes et quelques autres
fonctions uniformes. (261-292).

M. Bourguet étudic les fonctions P(z) et Q(3) introduites par M. Prym,

1
’ P(z):f e—*z*-‘dzr,
0

Q(z):[me”’zz"dz;

il montre que Q () est une fonction transcendante enti¢re et donne une limite
supérieure du module de cette fonction.
11 rappelle ensuite cette belle proposition de M. Heine, & savoir que

fe‘x“dx,
211.‘1

Pintégrale étant prise le long d’un contour qui contient l’originc et s’étend in-
définiment vers lés & négatifs sans étre nécessairement fermé; il déduit de ce
théoréme la formule

G(z) =

e pp— —0 ( e?(Tt-logp)  o—2(Ti-+lo,
) G (3) i), e~¢(e e~#(m-tloge) ) dp

@
I .
-+ ;c-f e« cos[(1— 2)w + sinw | dw,
0

et évalue approximativement les cocfficients des diverses puissances de z dans le
développement des deux parties; ces évaluations permettent de calculer une
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limite supéricure du reste de la série. Il donne ensuite un moyen pour calculer
exactement les cofficients de ce développement ainsi que ceux du développement

I . . . . I .
de I‘_(z——) I1 introduit enfin diverses fonctions transcendantes entiéres, savoir :

F(2)=G(z+1)+G(x+2)+...,
Fy(z) =F(z) +F(x+1)+...,
F,(z) =F,(z) +Fy(z+1)+...,

dont il indique quelques propriétés. Le Mémoire se termine par des Tableaux
numériques donnant avec vingt décimales les coefficients des développements de

T 1
I(z) z(z+n)T(z)

F (z),

1
m: z(x +1)T(z), T'(x)—P(x).

Bourguet. — Sur la fonction eulérienne. (296-298).

L’équation P (x) =o a une infinité de racines réelles.

Hermite et Lipschits. — Sur quelques points de la théorie des
nombres. (299-304).

Lettre de M. Hermite. — Soit
F(n)=0o()+0o(2)+...++ ¢(n),
ou ¢(Z) est le nombre de diviseurs de i; on a

i=v

F(n)—=2 E E(g) — 92,

=1

oit ¢ est la partie entiére de /7.

Lettre de M. Lipschitz. — On peut représenter d’'une maniére analogue la
somme
i=n
Fy(n) = Y A0,
. i=1

ou f,(i) est le nombre des diviseurs de ¢ qui sont en méme temps des puis-
sances si*mes exactes d’'un nombre.
On a, en effet,

1 ! !
ns ns ns

F,(n) = T)—i— <) +-+\{T)
1; 2.; n}

ou (3) désigne le plus grand entier contenu dans z; M. Lipschitz transforme
légérement cette formule ct en tire diverses conséquences.

Bull. des Sciences mathem., 2° série, t. VIIL. (Scptembre 1884.) R.1z
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Cantor (G.). — Sur une propriété du systéme de tous les nom-
bres algébriques réels. (305-310).

— Une contribution 4 la théorie des ensembles. (311-328).
— Sur les séries trigonométriques. (329-335).

— Extension d’un théoréme de la théorie des ‘séries trigonomé-

triques. (336-348).
— Sur les ensembles infinis et linéaires de points. (349-380).
— Fondements d’une théorie générale des ensembles. (381-408).

— Sur divers théorémes de la théorie des ensemblesde points si-

Iy

tués dans un espace continu a n dimension. Premiére Com-
munication. (§09-414).

Bendizson (J.). — Quelques théorémes de la théorie des en-
sembles. (415-420).

On a réuni, dans le quatriéme cahier du second Volume des Acta, les prin-
cipaux Mémoires, traduits en francais, de M. G. Cantor sur la théorie des en-
sembles (Mannigfaltigkeitslehre).

Ces Mémoires, publiés dans le Journal de Borchardtoudansles Mathematische
Annalen, ont été, pour la plupart, analysés dans le Bulletin; mais la théorie
créée par M. Cantor est arrivée maintenant a un degré de développement qui
permet une exposition générale que je vais essayer ici; la réédition de ces pre-
miers Mémoires et la publication des Grundlagen einer allgemeinen Mannig-
faltigkeitslehre (Leipzig, 1883) donnent l'occasion d’appeler l'attention du
lecteur sur une théorie qui n'est sans doute ni terminée, ni parfaite, mais
qui offre de I'intérét au point de vue philosophique et qui, dans ordre mathéma-
tique, est liée assez intimement aux derniers résultats des recherches sur la
théorie des fonctions, pour que M. Mittag-Leffler ait cru indispensable d’en
rappeler les résultats avant de publier, sous une forme compléte, les théo-
rémes généraux auxquels I'a conduit élude des fonctions uniformes.

La notion de nombre irrationnel joue, dans la théorie des ensembles, un
role essentiel, et il convient, avant tout, de dire quelques mots sur ce sujet;
M. Cantor a exposé ses idées sur cette question dans un Mémoire sur les séries
trigonométriques (Math. Annalen, t. V, p. 283) et dans les Grundlagen; dans
ce dernier travail, il indique, outre le mode d’exposition auquel il s’est arrété,
la fagon dont M. Weierstrass introduit les nombres irrationnels dans son ensei-
gnement, ainsi que le résumé des idées de M. Dedekind, que ce dernier a ex-
posces dans un travail publié sous ce titre : Stetigkeit und irrationale Zahlen.
Je ne veux pas m’arréter ici aux critiques dirigées par M Cantor contre la dé-
finition donnée par M. Weierstrass, critiques dont, je l'avoue, la portée
m’échappe. Quant & 'idée qui a servi de point de départ au travail de M. De-
dekind, travail que je ne connais d’ailleurs que par la citation de M. Cantor,
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elle est bien connue en France; elle a été, en effet, formulée, il y a longtemps,
dans le Traité d’Arithmeétique de M. Joseph Bertrand, qui, peut-étre, ne lui a pas
donné les développements qu’elle méritait : elle consiste & décomposer ’ensemble
de tous les nombres rationnels en deux classes, chaque nombre de la premiére
classe étant plus petit que chaque nombre de la seconde classe; jajoute qu'un tel
mode de décomposition définit un nombre irrationnel si aucun nombre de la
premicre classe n’est plus grand que tous les autres et si aucun nombre de la
seconde classe n’est plus petit que tous les nombres de la méme classe; on
peut dire que le nombre irrationnel ainsi défini est plus grand que tous les
nombres (rationnels) de la premicre classe, plus petit que tous les nombres de
la seconde classe; on apercoit de suite la facon dont on doit définir deux nom-
bres irrationnels égaux, un nombre irrationnel plus grand ou plus petit qu'un
autre nombre irrationnel, ainsi que ’extension des propositions fondamentales
relatives aux égalités ou inégalités; tout, jusque-la, est trés simple et il semble
que cette définition soit celle qui se présente le plus naturellement & 'esprit
quand on veut définir le nombre qui représente la mesure d’une grandeur con-
linue incommensurable & P'unité, ou, pour rester dans le champ de la pure
Arithmétique, quand on veut définir une racine irrationnelle.

I1 est clair aussi qu’on peut aller plus loin tout en restant dans la méme voie,
et la marche qu’a da suivre M. Dedekind pour étendre aux nombres irration-
nels la notion des opérations arithmétiques se présente naturellement & ’es-
prit. La notion, bien simple dans I'ordre d’idées qui précéde, des valeurs appro-
chées d’'un nombre irrationnel permet aussi d’abandonner cette voie, et cela méne
naturellement a la considération des suites infinies que M. Cantor a prises
pour point de départ, ainsi que M. Heine I'avait d’ailleurs fait avant lui; cette
fagcon de voir a d’ailleurs été adoptée par divers géométres, en particulier par
M. Lipschitz.

La notion d’une suite infinie a, a,, ..., a,, ... de nombres rationnels jouis-
sant de cette propriété que, & chaque nombre positif ¢, réponde un indice n tel
que 'on ait

| Aoy Ay l <e

pour toutes les valeurs positives entiéres de m, parait due & Cauchy, qui Pa intro-
duite dans la théorie des séries; M.Heine a pris cette propriélé comme définition
de la limite : une suite jouissant de cette propriété a, par définition, une
limite; que les définitions soient arbitraires, c’est une régle admise en lo-
gique; mais il est bien entendu que, en se placant a ce point de vue, il ne faut
rien entendre de plus, tout d’abord, dans le mot limite, que ce qui a été mis
dans la définition, c’est-a-dire la propriété de la suite. Pour aller plus loin, il .
convient de porter V'attention sur la propriété suivante de ces suites, qui est
fondamentale : « Dans une suite, telle que celles qui ont été définies plus haut

. . . . I
et dont les termes ne deviennent pas infiniment petits avec W tous lestermes

finissent par avoir le méme signe et étre, en valeur absolue, plus grands qu'un
certain nombre positif. Cette proposition montre immédiatement comment une
telle suite @, a,, . ..,a,, . .. denombres rationnels et n’admettant point pour limite
quelque nombre rationnel peut, au point de vue de M. Dedekind, définir un
nombre irrationnel en permettant de ranger tout nombre rationnel « dans une
classe ou dans lautre, suivant que la suite @¢,— a, @,— a, ... finit par avoir
ses termes tous positifs ou tous négatifs; on a ici le licn entre les deux modes
d’exposition; quoi qu'il cn soit, pour cn revenir au point de vue de M. Cantor,
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si 'on considére deux suites de nombres rationnels
@y oy ovy @y eey by by ooy by o,

ayant, au sens qui a été précisé plus haut, chacune une limite, on dit qu’elles
définissent respectivement des nombres @, b et I’on a les relations

a=b, a>b, a<b
suivant que les termes de la suite

a,—b, a,—b, ..., a,—b, ...,

. s . 1 . .
deviennent infiniment petits avec 7 oW dans le cas contraire, finissent par de-

venir supérieurs a un nombre positif, ou inférieurs & un nombre négatif. La
somme des deux nombres @, b, ou leur produit, est définie par 'une ou Yautre
des suites
a,+b, a,+ b,, ..., a,+b,, ...,
ab, ab, ..., a,b

ceeey Ceesy sy cesey DR

n? ceay

Les théorémes élémentaires d’'Arithmétique s’étendent aisément aux nouveaux
nombres ainsi définis.

Ces nouveaux nombres déduits de ’ensemble (A ) des nombres rationnels par le
procédé qui vient d’étre décrit constituent un ensemble (B); en partant des
nombres rationnels (A) et des nombres (B) et appliquant le méme procédé a
I'ensemble des nombres (A) et (B), on parviendra i définir de nouveaux
nombres (C), etc. M. Cantor regarde les nombres (C) comme distincts des
nombres (B). Cette distinction me parait toutefois absolument formelle; elle
ne repose que sur un procédé spécial de définition, tandis que la distinction
entre les nombres rationnels et les nombres irrationnels est évidemment fondée
en nature; il n’y a pas lieu, pour le moment, de s’y arréter et je ne l'ai signalée
que pour montrer le caractére subtil et métaphysique qu’affectent volontiers,
comme la suite le montrera amplement, les ingénieuses spéculations de M. Cantor.

La notion de nombre réel (rationnel ou non) étant bien éclaircie, 'auteur
se propose d’étudier les ensembles formés de tels nombres. On dit qu’un en-
semble (E) de nombres réels distincts est donné, quand on fournit le moyen de
reconnaitre si un nombre @ quelconque appartient ou non a cet ensemble; tel
est, par exemple, 'ensemble de tous les nombres entiers, I’ensemble de tous
les nombres positifs, ’ensemble de tous les nombres irrationnels, etc. On peut
d’ailleurs concevoir qu’un ensemble soit bien défini, sans qu'il soit donné ez-
plicitement; on peut aussi considérer, au lieu d’un ensemble de nombres, un
ensemble dont les éléments soient quelconques, un ensemble de points, ou de
surfaces, ou de lignes dans un espace a un nombre quelconque de dimensions.

Un ensemble peut étre composé d’un nombre fini ou infini d’éléments. Aux
ensembles composés d’un nombre fini d’éléments correspond la notion de
nombre entier; aux ensembles composés d’un nombre infini d’éléments corres-
pond la notion de puissance. Deux ensembles bien définis E, E' sont dits
équivalents, ou de méme puissance si ’on peut les faire correspondre élément
par élément au moyen d'une opération a sens unique. M. Cantor écrit alors
E¢ E'. Un ensémble est de la premiére puissance s’il est équivalent a I’en-
semble 1, 2, 3,...,n, ... des nombres entiers positifs ; ses éléments peuvent étre

\
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alors arrangés suivant une série . .
Ay Ayy Gyy oy @y oo

On dit encore qu’il est dénombrable. 11 convient d’observer que les ensembles
dénombrables sont beaucoup plus riches qu’il ne semble & premiére vue. Tout
d’abord, si 'on considére I’ensemble des nombres compris dans la formule

Qayay...op

ou les n indices a,, a,, ..., @, doivent prendre toutes les valeurs de zéro i V'in-
fini, on apergoit de suite qu’'on a affaire & un ensemble de premiére puissance.

Un cas particulier de ce théoréme consiste en ce que I’ensemble des nombres
rationnels est dénombrable. M. Cantor montre plus généralement qu’il en est
de méme de P’ensemble des nombres réels algébriques, c’est-a-dire des nombres
réels qui sont racines d’une équation entiére a coefficients entiers. Ces propo-
sitions donnent de Vintérét au théoréme suivant:

« Lorsqu’on a une suite infiniec de nombres réels différents les uns des autres
se succédant suivant une loi déterminée quelconque
(a) Ay Qyy cvvy Ay ooey
on peut, dans chaque intervalle («, 8) donné d’avance, déterminer un nombre
qui n’appartient pas & la suite (@); il existe, par conséquent, une infinité de
tels nombres 7. »

Ce théoréme met en évidence l'impossibilité de dénombrer 'ensemble des
nombres réels compris entre deux limites quelconques.

Si I'on considére un ensemble M, tout ensemble M’ dont les éléments appar-
tiennent tous & I’ensemble M est dit une partie aliquote de M, ou un diviseur
de M. Réciproquement, M est dit un multiple de M'. Le plus grand commun
diviseur D(M, N) de deux ensembles M, N est I’ensemble composé des élé-
ments communs; si les deux ensembles n’ont point d’élément commun, s’ils
sont sans connexion, leur plus grand commun diviseur est nul. Le plus petit
commun multiple de plusieurs ensembles M,, M,, M, ... est I’ensemble de
tous les éléments différents qui figurent dans ces ensembles; si les ensembles
M,, M,, ..., sont sans connexion, leur plus petit commun multiple est leur
produit P, que M. Cantor écrit, suivant les cas,

P=(M,M,M,...) ou P==M+M+M-+...,

le signe = exprimant l'identité des ensembles dont les symboles figurent dans
les deux membres.

1l est clair qu’une partie aliquote d’un ensemble peut étre de méme puissance
que cet ensemble; par exemple, 'ensemble des nombres pairs est évidemment
équivalent 3 ’ensemble des nombres entiers; si un ensemble M' qui divise un
ensemble M ne lui est pas équivalent, on dit que la puissance de M’, ou de
tout ensemble équivalent & M’', est inférieure & la puissance de M. Ainsi I'en-
semble dénombrable des nombres rationnels compris entre zéro et un a une
puissance inférieure & I’ensemble des nombres réels compris entre zéro et un.

A ce fait que ce dernier ensemble n’est pas dénombrable, se relie une propo-
sition intéressante au point de vue philosophique, en ce sens qu’elle met hors
de doute la nécessité de faire entrer la notion de continuité dans celle de di-
menston; M. Canter montre, en effet, qu’on peut faire correspondre d’une fagon
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compléte et a sens unique un ensemble continu & n» dimensions 4 un ensemble
continu d’une seule dimension; en d’autres termes, les éléments d’'un ensemble
continu & » dimensions peuvent étre déterminés a sens unique par une seule
coordonnée ¢ continue et réelle, comme par un systéme de m coordonnées
continues, m étant égal a n ou différent.

Ainsi, étant donné un cercle et un segment de droite limité, on peut établir
une correspondance univoque entre chaque point de la droite et chaque point
appartenant a la surface ou & la circonférence du cercle.

Cette proposition dépend de la suivante:

Soient z,, x,, ..., £,, n grandeurs réelles, variables indépendantes l'une de
l’autre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs supérieures ou égales a
zéro et inférieures ou égales & un, et soit ¢ une autre variable comprise dans les
mémes limites (0o £ £<1), on peut faire correspondre cette grandeur ¢ au sys-
téme des n grandeurs z, x,, ..., z, de telle sorte que a chaque valeur déter-
minée de £ appartienne un systéme de valeurs déterminées z,,,, ..., z, et vice
versa 4 chaque systéme de valeurs déterminées z,, x,, ..., Z, unc certaine va-
leur de ¢.

La démonstration de cette derniére proposition repose essentiellement sur ce
qu'on peut faire correspondre d’une fagon univoque une valeur quelconque
incommensurable de ¢ comprise entre zéro et un systéme de valeurs in-
commensurables des variables z,, z,, ..., x,, comprises elles aussi entre zéro
et un. La possibilité de cetle correspondance tient a ce fait qu’'un nombre in-
commensurable est déterminé par une suite infinie de nombres entiers, par
exemple, s’il s’agit d’'un nombre incommensurable compris entre zéro et un, par
la suite des entiers positifs a,, a,, a;, ... qui figurent dans la fraction continue
illimitée

I
a,+ ;
ag+..

9

a,+

qui est égale a ce nombre : convenons de représenter une telle fraction par le
symbole (a,, a,, a;, ...); 'ensemble de n valeurs irrationnelles déterminées
des variables z,, x,, ..., , se représentera de méme par n symboles

(ai’., %oy Figy oo )

ol i=1,2, ..., n, et 'on fera correspondre d’une fagcon univoque la suite de
ces n symboles et le symbole (a,, a,, a;, ... ) en supposant, par exemple,

Qi) i = %5

OUI=1,2,..00;]=1,2,...,0.

Il suffit, pour compléter la démonstration, de prouver qu’une grandeur va-
riable e qui peut prendre toutes les valeurs numériques irrationnelles de I'inter-
valle (0, — 1) peut se joindre & sens unique 3 une variable z comportant toutes
les valeurs réelles du méme intervalle (o —1), en sorte fue, & chaque valeur
irrationnelle de e comprise entre zéro et un corresponde une valeur réelle et
une seule appartenant a l'intervalle (o, 1) et que, réciproquement, a chaque va-
leur réelle de  corresponde une certaine valeur irrationnelle de e. Cette der-
niére proposition se démontre facilement. Le mode de correspondance que I'on
élablit ainsi entre un espacc a une dimension et un espace & n dimensions
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montre bien le caractére philosophique de la proposition, car il ne semble pas
gu’on puisse, au point de vue analytique, en tirer aucun parti.

11 n’en est pas de méme de la notion des ensembles derives dont 'importance,
au point de vue mathématique, ne saurait échapper au lecteur.

Etant donné un ensemble (E) dont les éléments, en nombre infini, sont tou-
jours supposés étre des nombres réels distincts, on dit qu’'un nombre a est une
valeur limite de cet ensemble si, dans tout intervalle comprenant a, il existe
une infinité de nombres appartenant & 'ensemble E. Cette notion s’étend sans
peine aux ensembles composés d’'un nombre infini de points distincts dans un
espace a un nombre quelconque de dimensions, et 'on concoit sans difficulté
ce qu’il faut entendre par un point limite d’un tel ensemble.

L’ensemble des valeurs limites, ou des points limites, d’'un ensemble bien dé-
fini E, de nombres ou de points, constitue un nouvel ensemble bien défini E qui
peut d’ailleurs étre composé d’un nombre fini ou infini d’éléments. L’ensemble
E' est dit dérivé de 'ensemble E. L’ensemble E’, s’il est composé d’'un nombre
infini d’éléments, donnera de méme naissance & un second ensemble dérivé
E", etc.; il peut se faire que, en continuant indéfiniment dans cette voie, on
trouve un nombre illimité d'ensembles dérivés E’, E”, E”, .... 1l peut se faire
que, au bout d’un certain nombre d’opérations, on tombe sur un ensemble E™
composé d’un nombre limité d’éléments; on écrit alors ‘E@+) =0 et 'on dit
que les ensembles dérivés qui suivent E(") sont nuls. Dans ce dernier cas, on dit
que 'ensemble E est du premier genre et de la n**=° espéce; dans le premier
cas E est un ensemble du second genre. Il est & remarquer que les éléments de
Pensemble E’ peuvent ne pas appartenir au premier ensemble E, mais que les élé-
ments des ensembles E”, E”, ... appartiennent tous nécessairement i E’.

Si, par exemple, on considére une suite infinie de nombres @,, @, ..., a,, ...
admettanl au sens ordinaire du mot une limite, ’ensemble des nombres qui
forment cette suile appartiendra au premier genre; ’ensemble dérivé se com-
posera d’un seul nombre, & savoir la limite de la suite infinie; ensemble des
nombres rationnels qui appartiennent & 'intervalle (0, 1) a pour dérivé I’ensemble
des nombres réels qui appartiennent au méme intervalle et leurs dérivés suc-
cessifs sont identiques a ce dernier ensemble; de tels ensembles, qui sont iden-
tiques & leurs dérivés, sont dits parfaits.

Considérons un ensemble du second genre E et ses dérivés successifs E', E”, ...;
chaque ensemble dérivé est un diviseur des ensembles dérivés qui le précédent;
soit E@ le plus grand commun diviseur de tous les dérivés E', E",E”, ..., c’est-
a-dire l'ensemble des nombres (ou des points) communs aux ensembles E’,
E”, E”, ..., ou encore, si ’on veut, 'ensemble des nombres (ou des points) qui
ne disparaissent jamais, si loin qu'on s’avance dans la suite infinie E’, E”, ...;
I'ensemble E(%) pourra appartenir lui-méme au second genre et admettre ainsi
une infinité de dérivés successifs que I’on pourra représenter par E@+) E(o+2) ...
chacun de ces dérivés divisera encore les précédents; soit de méme E(®) le plus
grand commun diviseur de tous les dérivés E(«+), E(w+2), . ; si E() est du
second genre, il y aura lieu de considérer le plus grand commun diviseur E(3*)
de ses dérivés successifs E@wrl)) E(+2) . s en couatinuant ainsi, on apercoit
le sens du symbole E®»+), ol A et ), sont des entiers positifs; maintenant, on
représentera par E(“*) le plus grand commun diviseur de tous les ensembles

E@®, ECo, EGv), ...,

qui divise d’ailleurs tous les ensembles compris dans la formule EA4“*A A et A
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prenant toutes les valeurs entiéres positives, en excluant toutefois la combinai-
son A = A, = 0; en conlinuant ainsi, on fixera le sens du symbole

E('Aau!-'-‘r“u-ﬂ) ,

et plus généralement du symbole

| DLITLE o S e Rt UL T

ou les A prennent toutes les valeurs entiéres positives, sans toutefois étre nuls
a la fois; le plus grand commun diviseur de tous les ensembles compris dans
la formule précédente sera représenté par le symbole

EWY), ...

Il peut se faire qu’en continuant toujours on tombe sur un ensemble composé
d’un nombre fini de points, et alors les ensembles dériwés suivants seront nuls;
il peut aussi arriver que cette circonstance ne se présente jamais. Désignons
par o l'un quelconque des symboles w, & +1, ..., A, &% —4...4=A, ..., 00, ...,
que M. Cantor appelle symboles d’infini; on comprend sans autre explication ce
qu’il faut entendre par un symbole d’infini qui en précéde un autre. Dans la
théorie des ensembles, ces symboles ont un sens trés précis et il semble difficile
d’élever quelque objection contre leur introduction. Mais l'auteur veut les sé-
parer de la théorie qui leur a donné naissance, de la méme fagon que, pour
arriver 4 la notion de nombre entier, on fait abstraction de la nature des
groupes d’objets que ces nombres peuvent servir & comparer. Ces symboles d’in-
fini, M. Cantor les regarde comme des nombres entiers; ainsi » sera dit un
nombre entier immédiatement supérieur a tous les nombres de la suite na-
turelle 1, 2,3, ...,n, ...; en partant ensuite du nombre w, on forme la nou-
velle suite de nombres entiers consécutifs’

©O-4+1, 0+2, 043, ...,

et 20 est regardé comme un nombre entier immédiatement supérieur aux
nombres de cette suite, etc. Ces dénominations choquent sans doute les habi-
tudes; mais, aprés tout, il n’y a peut-étre pas lieu de s’arréter a la répugnance
que peut nous causer ’emploi inusité de tel ou tel vocable, et de reprocher a
Pauteur d’avoir substitué & cette expression « symbole d’infini » le mot de
« nombre », ou de dire « nombre plus petit qu’un autre » au lieu de « sym-
bole d’infini précédant un autre symbole ».

Quoi qu’il en soit, dans la terminologie de ’auteur, les nombres entiers ordi-
naires 1,2, 3, ..., n, ... formant la premiére classe, ou la classe (I) des
nombres entiers, puis les symboles d’infini ou nombres

n =1 WO
O, 0T, cony MROPA 0T LA L, e, L, 0V e L,

formés comme il a été expliqué, constituent, dans leur ensemble, la deuxiéme
classe ou la classe (II) des nombres entiers; il est toutefois nécessaire d’ajou-
terici quelques explications qui concernent la limitation de la classe (1I); si on
considére les nombres de la classe (I) dans leur succession naturelle, il est clair
que, si l'on s’arréte & un terme quelconque dans la suite qu'ils forment, le
nombre des termes qui le précédent est fini; voici la propriété des nombres de
la classe (II) qui correspond  ce fait évident : si 'on Sarréte 4 un terme quel-
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conque de la classe (II), ensemble des nombres entiers qui le précédent dans
les classes (1) et (II) est de la premiére puissance; en d’autres termes, cet en-
semble peut étre arrangé suivant une suite simplement infinie, telle que i,
Uy ...y U, .... Cela est bien évident, si 'on se reporte au procédé qui a été
décrit pour la formation des nombres («); par exemple, ’ensemble des nombres
qui précédent w® est compris dans la formule

PNELE D NN U I Sy W

ou il faut donner aux A toutes les valeurs entiéres 1, 2, ..., o, en excluant tou-
tefois la combinaison A, =A,_;=...=A =o0. On a expliqué au commence-
ment de cet article qu’un tel systéme peut toujours se mettre sous forme d’une
série simplement infinie et qu’il a, par suite, la premiére puissance; d’ailleurs,
comme toute suite de systémes dont chacun est de la premiére puissance donne
toujours lieu, si elle est elle-méme de la premiére puissance, 4 unnouveausystéme
de la premiére puissance, il est clair que, si loin que 'on s’avance dans la suite
des nombres.de la seconde classe, formés par le procédé décrit, on aura tou-
jours derriére soi un ensemble de nombres ou de symboles qui sera de la pre-
miére puissance. La seconde classe de nombres est en quelque sorte limitée par
le caractére de ses éléments; maintenant, il importe essentiellement de remar-
quer que I’ensemble des nombres de la seconde classe n’est pas de la premiére
puissance, mais bien d’une puissance supérieure; M. Cantor montre qu’il y a
lieu de regarder celte puissance comme immédiatement supérieure & la pre-
miére et, par suite, comme étant égale a deux.

En poursuivant le méme ordre d’idées, on est amené a introduire un nombre Q
que l'on regarde comme immédiatement supérieur a tous les nombres de la
classe (II) et en partant duquel on formera la troisiéme classe de nombres
entiers; celle-ci sera limitée par ce caraclére de ses éléments, a savoir que l'en-
semble des nombres des classes (I), (II), (III) qui le précédent est toujours
de la deuxiéme puissance; I'ensemble des nombres de la classe (III) est de la
troisiéme puissance, etc.; on concoit ainsi la formation d’une suite infinie de
classes de nombres, dont chacune est limitée par le méme principe et qui per-
mettent de définir les puissances entiéres successives.

M. Cantor tire parti de ces notions pour le denombrement d’un ensemble
bien ordonné : le concept de systéme dénombrable, précédemment introduit,
peut, en effet, étre grandement généralisé. Par ensemble ou systéme bien or-
donné, il faut entendre tout systéme bien défini, ot les éléments sont unis entre
eux par une succession donnée et déterminée, d’apres laquelle il y a un pre-
mier élément du systéme; chaque élément (pourvu qu’il ne soit pas le dernier
dans la succession) est suivi immédiatement d’un autre déterminé, et & chaque
systéme arbitraire d’éléments, fini ou infini, correspond un élément determine,
qui les suit immédiatement dans la succession (pourvu que dans Iensemble il
y ait des éléments qui suivent tous les éléments du systéme partiel considéré).
Ainsi, d’un ensemble (a,) de la premiécre puissance, on peut déduire, de diffé-
rentes maniéres, des ensembles bien ordonnés., par exemple, les suivants :

(@yy Qyy vvvy Qyy Qs =en )y
(Qgy Qyy v+ y Qe Ay -ovy Qp),s
. (@yy Ay oovy Cygy oy Qyy Ay voey Qoyy onn)e

Deux systémes bien ordonnés sont dits avoir le méme rombre (et ce nombre
Bull. des Sciences mathém., 2° séric, L. VIII. (Octobre 1884.) R.12
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dépend essentiellement de Pordre de succession des éléments) lorsqu’on peut
établir entre eux une correspondance réciproque i sens unique, tel que deux
éléments de 'un des systémes se succédent dans le méme ordre que dans 'autre
systéme, les éléments corrcspondants. S’il existe un tel mode de correspondance,
il est unique : ceci posé, en admettant que le systéme 1,2, 3, ..., n, ... ait
pour nombre w, les trois systémes bien ordonnés qui ont été écrits plus haut
auront pour nombres respectifs w, w +1, 2.

C’est sur cette conception que M. Cantor essaye de fonder une théorie arith-
métique des nombres de diverses classes et des opérations arithmétiques élé-
mentaires a effectuer sur ces nombres.

Voici maintenant, relativement aux ensembles de points situés dans un espace
continu (que 'on peut supposer & n dimensions) une remarque importante :

Soit P un tel ensemble qui ne soit pas un ensemble parfait, c’est-a-dire qui ne
soit pas identique a son premier dérivé P’'; I'ensemble P — P’ jouira de cette
propriété qu’autour de chacun de ses points on pourra décrire une sphére de
rayon fini telle qu'aucun autre point de I’ensemble ne soit situé a intérieur ou
sur la limite de la sphére. C'est 1a le caractére d’un ensemble isolé. 11 est aisé
de voir que tout ensemble isolé Q est de la premiére puissance; cela est mani-
feste si ’ensemble Q peut étre compris tout entier & intérieur d’une sphére de
rayon fini. Si 'on imagine alors, en effet, chaque point entouré de sa sphére
isolante, on observe immédiatement que celles de ces sphéres dont le rayon est
supérieur a un nombre positif donné quelconque sont en nombre fini : il suffira
donc de ranger les sphéres isolantes par ordre de grandeur pour ranger du
méme coup les points de 'ensemble comme une suite ¢, a,, ..., a,, .... On ra-
méne maintenant le cas ou I’espace qui contient Q est infini au cas qui vient
d’étre traité au moyen d’une transformation par rayons vecteurs réciproques.
Voici maintenant, dans le méme ordre d’idées, quelques théorémes plus généraux.

» A. Un ensemble de points P (situé dans un espace continu G, & n dimen-
sions) ayant la premiére puissance ne peut jamais étre un ensemble parfait.

» B. Le nombre « appartenant a la premiére ou a la seconde classe de
nombres, soit P un ensemble de points tel que son ensemble dérivé P(%) d’ordre
soit nul; alors le premier ensemble dérivé P() de P et I’ensemble P lui-méme
sont de la premiére puissance, sauf les cas ou les ensembles P ou P() sont finis.

» C. P étant un ensemble de points tel que son premier dérivé P(") soit de la
premiére puissance, il existe des nombres a de la premiére ou de la seconde
classe de nombres, tels qu'on ait identiquement

Ple) — o,

et de tous ces nombres « il y en a un qui est le plus petit.

D. Si P a une puissance plus grande que la premiére, il existe toujours des
points qui appartiennent 4 la fois a tous les P& [ou y parcourt tous les nombres
de la classe (I) et (II)].

E. Si P(®) est I'ensemble de tous les points du théoréme (D), P(®) est un
ensemble parfait; Q est le premier nombre de la classe IIL.

F. SiP —P(® =R, Ra la premiére puissance.

» G. Il existe un y, appartenant aux nombres de la classe (1) ou (II), tel que
le plus grand commun diviseur de R et de R( soit nul.

Les quatre derniers théorémes ont été énoncés et démontrés par M. Bendixson
dans une Lettre adressée & M. Cantor, qui était lui-méme en possession des
théorémes D, E, F. .

)
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Je terminerai cette longue analyse en donnant, d’aprés I'auteur, la définition
purement arithmétique d’un ensemble continu de points dans un espace plan
4 n dimensions G,; un point est d’abord défini par le systéme de ces n coor-
données; la notion de distance s’ensuit immédiatement. Maintenant un ensemble
infini S de points sera dit continu, 1° §'il est parfait, 2° s’il est parfaitement
enchainé. M. Cantor dit que T est un systéme bien enchainé quand, considérant
deux points quelconques ¢ et ¢’ de ce systéme et un nombre positif ¢ aussi
petit qu'on voudra, il y a toujours un nombre fini de points ¢, ¢,, ..., £, de T
tels que les distances ¢, t,t,, ..., £,¢' soient toutes plus petites que e.

M. Cantor fait cette curicuse remarque que si d’un ensemble continu quel-
conque, par exemple de I'espace ordinaire E & trois dimensions, on supprime un
ensemble infini de points de la premiére puissance, par exemple I'ensemble
des points & coordonnées rationnelles, I'ensemble E’ restant, qui ne sera plus
un continu au sens précédent, sera encore conneze, c’est-id-dire qu’on pourra
en joindre deux points quelconques par un trait continu dont tous les points
appartiennent & E'. Il donne aux géométres le singulier conseil d’essayer de
fonder une mécanique modifiée, applicable aux espaces de la méme nature
que E'. « Grace aux résultats de ces recherches, que I'on comparera avec les
faits, on arrivera peut-étre i obtenir des points d’appui réels pour I’hypothése
de la continuité générale de l’espace tel qu’on le congoit dans la pratique. »
C’est 13 une espérance qu’il est peut-étre permis de ne pas partager.

J. T.

OVERSIGT ovER DET KONGELIGE DANSKE VIDENSBABERNES SELSKABS FORHAND-
LINGER (1).

Année 1877.

Steen (A.). — Sur la loi des variations des positions des axes
principaux. (10-19).
L’auteur développe de nouvelles expressions servant a determiner les axes

principaux d’un corps qui correspondent aux différents points de V’espace.

Année 1879.
Lorenz (L.). — Sur la propagation de I'électricité (41-72).

Zeuthen (H.-G.). — Sur quelques-unes des propriétés des courbes
du quatri¢me ordre & deux points doubles. (89-122; résumé
en francais, 15-19).

(') Bulletin de U’Academie Royale danoise des Sciences et des Lettres. —
Voir Bulletin, 1,, p. 194.
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Une courbe du quatriéme ordre & deux points doubles peut toujours étre re~
gardée comme projection centrale de la courbe d’intersection d’un faisceau de
surfaces du deuxi¢me ordre. Les contours apparents de ces surfaces forment un
systéme singulier de coniques tangentes quatre fois a la courbe. Ce sont les
propriétés de ce systéme dont s’occupe I’auteur.

Mejer (Osvald). — Sur le comput ecclésiastique. (195-234; ré-
sumé en francais, 27-36).

f

Année 1880.

Colding (A.). — Recherches sur la vitesse du vent. (41-62).

-

Zeuthen (H.-G.). — Construction du huitiéme point commun
aux surfaces du second ordre qui passent par sept points don-
nés. (227-236; résumé en francais, 28-29).

L’auteur a exposé ailleurs les mémes constructions comme des exemples
d’une théorie des figures projectives sur une surface du second ordre (Mathe-

matische Annalen, t. XVIII). Le Mémoire actuel en contient une déduction
indépendante de cette théorie.

Steen (A.). — Sur l'intégration des équations différentielles par
des intégrales définies. (237-243).

L’équation différentielle y"— azy’'+ pay =o a (si g > —1) pour intégrales

particuliéres
0 %n(zw—a)’
y:f e atda

© F‘;

et
yogp BEHD e, plp o —2) (0 =) g
20 2.4 a?
Année 1881.
Thiele (T.-N.). — Des formules d’interpolation relatives aux

étoiles doubles. (129-155).

Afin de représenter les mouvements des étoiles doubles qu’on ne peut encore
assujettir & un calcul d’orbite propre, I'auteur recommande Papplication de
formules conformes a la loi des aires, et, en particulier, de celles ou la distance
apparentc r dépend du temps suivant I'équation

r?=1+ mt+ n#,

ou, par conséquent, 'orbite apparente cst la méme qui résulterait d’une attrac-

\
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tion inversement proportionnelle au cube de la distance apparente. L’auteur
discute les différents cas qui correspondent a cette loi, et expose en détail des
méthodes servant & la détermination des constantes par les observations.

Hansen (P.-C.-V.). — Remarques sur 'intégration de I'équation

différentielle f<i—iiga u> = 0. (156-170; résumé en francais, 7-8).

/[ étant une fonction rationnelle et entiére de du

et u, 'auteur cherche l'inté-

dz
. du . . . -

gration de f = Y) =0 dans les cas ou u devient une fonction algébrique

de z ou une fonction simplement périodique qui, pour chaque valeur finie de s,
n’a qu’un nombre fini de valeurs.

Année 1882.

Oppermann (L.). — Remarques sur notre connaissance des nom-
bres premiers et de laloi de leur fréquence. (169-179; résumé
en francais, g-12).

Le but de cctte Communication est de donner un apercu, tant de I’état actuel
de nos connaissances en ce qui concerne la quantité et la distribution des nom-

bres premiers que des progrés qu’on peut espérer voir se réaliser a cet égard
dans un avenir prochain.

Christiansen (C.). — Méthodes propres a mesurer I'indice de
réfraction de liquides coloriés. (217-250).
' Aunée 1883.

Christiansen (C.). — Mesurage absolu de I'absorption ct de
I’émission de chaleur. (20-57).

Mynster-Fischer (J.-P.). — Observations magnétiques faites a
des points différents du Danemark.

Christiansen (C.). — Sur la dépendance dec I’émission de chaleur
de la forme de la surface. (139-149).
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TIDSSKRIFT rur MatHeMATIK. Udgivet af H.-G. Zeutben (4° série) (1).
Tome III; 1879.

Bing (F.). — Sur la probabilité a posteriori. (1-22).

Polémique sur la méme matiére entre MM. Lorenz et Bing. (57-

70, 118-131).

M. Bing critique application ordinaire de I’extension suivante de la régle de
Baye : La probabilité qu’un fait connu serait le résultat d’'une cause donnée est
proportionnelle et & la probabilité, donnée @ priori, que cette cause entrera en
activité, et a la probabilité que la cause, lorsqu’elle entre en activité, aura
pour effet le fait connu. La régle est juste lorsqu’on a une connaissance com-
pléte ‘des différentes causes possibles; mais, lorsque cette connaissance est in-
compléte, son application peut conduire a des paradoxes, dont 'auteur ajoute
de nouveaux exemples, pris de la théorie de mortalité, & ceux qui étaient expo-
sés antérieurement par d’autres auteurs. L’auteur montre ensuite I'impossibilité
de substituer une autre régle a celle de Baye et déclare, en conséquence, qu’il
n’existe aucune probabilité @ posteriori dans le cas ou I'on ne connait pas les
différentes causes qui peuvent avoir agi.

Sous cette derniére condition, M. Lorenz ne nie pas la conclusion de M. Bing;
mais, selon lui, cet auteur a eu tort en faisant usage de raisonnements d’'une
portée beaucoup plus grande.

Valentiner (H.). — Théorémes sur les courbes d’intersection
compléte de deux surfaces. (22-30).

Détermination : 1° du nombre de points d’une surface d’ordre ¢ suffisant &
déterminer sa courbe d’intersection avec une surface inconnue d’ordre p2gq;
2° de la condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface d'ordren >p 2 ¢
passe par la courbe d’intersection compléte de surfaces des ordres p et ¢g; 3° le
nombre des constantes dont dépend une surface qui doit contenir une courbe
d’intersection compléte inconnue de surfaces d'ordres donnés. L’auteur fait ob-
server que c’est a tort qu'on a supposé qu’une surface du quatriéme ordre con-
tient, en général, des courbes d’intersection de surfaces du deuxiéme ordre.

Zeuthen (H.-G.). — Sur la construction de polygones funicu-
laires pour des forces données dans l'espace. (46-57; g6-101).

Pour cette construction, auteur fait usage d’une figure des forces analogue
a celle qu'on applique a la construction de polygones funiculaires plans.

Thiele (T.-N.) — Remarques sur la convergence de fractions
continues périodiques. (70-74).

(') Voir Bulletin, I11,, 163.
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Crone (C.). — Démonstrations élémentaires et géométriques de
théorémes sur les courbes bicirculaires du quatriéme ordre.

(81-86).

Petersen (Jules). — Le théoréme de réciprocité. (86-go).

Démonstration trés simple de l'extension due 4 Jacobi du théoréme de Le-
gendre sur une réciprocité dans la théorie des nombres. L’auteur a communi-
qué la méme démonstration dans I’ American Journal, t. 11.

Jensen (J.-L.-W.-V.). — Représentation indépendante de quel-
ques quotients différentiels d’ordre supérieur. (go-95).

Jensen (J.-L.-W.-V.). — Sur la multiplication de deux séries in-
finies. (95-96).

Enestrom (G.). — Contributions diverses a I'histoire des Mathé-
matiques : I. Les solutions singuliéres des équations diffé-
rentielles (113-118). — II. Représentation de quantités incon-
nues par des lettres ordinaires. (161-165).

Hertzsprung (S.). — Solution et extension d'une question. (134-
140).

La question proposée était de trouver le nombre des termes d’un détermi-

nant, qui ne contiennent aucun élément de la diagonale. L’auteur résout aussi

la question ou il s’agit des termes qui ne contiennent aucun ¢lément, ni de P'une
ni de 'autre des deux diagonales.

Zeuthen (H.-G.). — Hypothéses sur I'extraction des racines car-
rées d’Archiméde. (145-155).

Aprés avoir rendu compte de différentes hypothéses, 'auteur en expose deux

nouvelles, 'une de M. Steen, l'autre de lui-méme. La derniére contient une ex-

plication du fait que les convergentes d’Archiméde sont des convergentes & des
fractions continues sans y étre des convergentes successives.

Hansen (P.-C.-V.). — Sur l'intégration de différentielles & plu-
sieurs variables indépendantes. (165-170).

Extension au cas de plusieurs variables de la considération qu’une intégrale
est la somme de ses éléments.

Petersen (Jules). — Une remarque sur les équations aux diffé-
rentielles partielles. (170-171).
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Tome IV ; 1880.

Thiele (T.-N.). — Construction des axes d’une ellipse dont on
connait deux diamétres conjugués. (1-3).

Zeuthen (H.-G.). — Des paradoxes apparents dans la théorie du
mouvement central. (3-9). .

Thiele (T.-N.). — Etudes analytiques sur les principes des Ma-
thématiques pures. (33-62).

Analyse abstraite des conséquences respectives de chacun des principes sur
les opérations numériques élémentaires.

Juel (C.). — Déduction géométrique des propriétés fondamen-

|

tales des surfaces du quatriéme ordre 4 une conique double.

(81-108; 113-121).
L’auteur prend pour point de départ la génération des surfaces par deux fais-
ceaux de quadratiques passant par la conique double.
Hansted (Birger). — Méthodes pour intégrer certaines équations
différentielles au moyen d’intégrales définies. (121-135).

Cayley (A.). — Sur le nombre des constantes de I’équation de la
surface PS — QR = o. (145-148).

Hansen (P.-C -V.). — Remarques sur l'intégration algébrique
de certaines équations différentielles linéaires. (148-154).

Toute fonction algébrique peut étre une intégrale particuliére d’une équation
différentielle linéaire a4 des coefficients rationnels. L’auteur montre quelques
dépendances qui doivent avoir lieu entre la fonction et I’équation.

Dahl (C.). — Démonstration d'un théoréme de la théorie des
invariants. (154-158).

Zeuthen (H.-G.). — Une démonstration de I'existence de I'inté-
grale générale de I'équation f(z, ¥, y') = o. (161-167).

Petersen (Jules). — Sur les covariants des formes binaires. (1775-
190).

Dans ce Mémoire, continué¢ dans I'année suivante du ZTidsskrift, Pauteur dé-
duit les différents covariants, et les relations ayant lieu entre les covariants des
semi-invariants et des relations qui ont lieu entre les semi-invariants,

\
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Tome V; 1881.

Valentiner (H.). — Démonstration d’un théoréme sur les courbes
algébriques. (1-3).

Le théoréme dont il s’agit cst le suivant : « Si mn points du plan satisfont a

m—1)(m—2

(m—1)(m—2) 4
2

points passera par les autres, il faut (pour n > m >3) que lous ces points

se trouvent sur une courbe d’ordre m.» Le théoréme réciproque ecst bicn

connu.

la condition que toute courbe d’ordre n passant par mn —

Petersen (Jules). — Démonstration élémentaire du théoréme de
Desargues, avec une application. (4-5).

Hansted (Birger). — Transformations de I'équation différentielle
linéaire a coefficients constants par la substitution d’une nou-
velle variable indépendante. (5-12).

Hansted (Birger). — Notes sur la détermination des coefficients
de la mi®m puissance d’une série. (12-16).

Tucen (C.). — Contribution a la théorie des nombres premiers.
(16-25).

Petersen (Jules). — Sur les covariants de formes binaires. (Suite,
33-40).

Formation de semi-invariants. ’

Zeuthen (H.-G.). — Détermination du plus grand facteur com-
mun & deux polyndémes par des déterminants. (45-55; 109-
124).

L’auteur joint aux conditions d’un facteur commun d’un certain degré et a
I'expression du facteur commun la formation d’une série de polyndmes dont
on peut faire usage & 'application du théoréme de Sturm. L’auteur compléte, a
cet égard, des régles et des démonstrations dues & M. Lemonnier.

Jensen (J.-L.-W.-V.). — Théorémes et démonstrations apparte-
nant aux séries et aux produits infinis. (65-77).

Les séries et les produits sont supposés avoir des termes et des facteurs com-
plexes.

Thaarup (F.). — Recherche si un nombre donné est premier.

(77-86).
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Paulli (H.). — Relations entre les rayons de courbure et de tor-
sion d’une courbe gauche et de ses indicatrices sphériques.

(86-87).

Valentiner (E.-C.). — Théorémes sur certaines courbes algé-
briques. (88-g1).

Falk (M.). — Note sur les équations aux différentielles partielles.
(97-101).

Steen (A.). — Sur une remarquable égalité de coefficients dif-
férentiels de deux fonctions. (101-109).

-

Etude des conditions de I’égalité de

d"(.Z‘— a)n+r(z — b)n+s _ dm( x — a)m+r(z_ b)m-ﬂ
dx" - dxm ’

oum—+n—+1-+r-—+4s=o.

Valentiner (E.-C.).— Théorémes fondamentaux sur les courbes’
algébriques. (124-126).

Schmidt (Ejgil). — Sur les courbes du quatri¢éme ordre dont
les équations ne contiennent que les carrés des variables.  (145-

156).

Nous signalons le résultat suivant auquel conduit une transformation des
courbes en question : Les tangentes d’inflexion d’une courbe rationnelle du
quatriéme ordre sont tangentes 4 une conique. Celle-ci est deux fois tangente a
celle qui a pour tangentes les six tangentes ordinaires de la courbe qui passent
par les points doubles.

-

Forchhammer (G.). — Exemples de la Géométrie a quatre di-
mensions. (157-166).

Un des exemples est une extension du théoréme d’Euler sur les nombres re-
latifs & un polyédre.

Valentiner (H.). — Démonstration d’un théoréme de la Géomé-
trie plane.
Le théoréme dont il s’agit est le théoréme réciproque a celui de Cayley sur

une couche d’ordre n, en passant par les points d’intersection de courbes des
ordres p et g.

Steen (A.). — Une équation différentielle linéaire, d’aprés M. Hal-
phen. (177-180).
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Gade (Kr.). — Démonstration de deux théorémes sur les fonc-
tions périodiques. (181-184).

Oppermann(L.). —Expression explicite de % (x — a)P (z — b)1.

Tome VI; 1882.

Cavallin (G.-B.-S.). — Déduction et généralisation de la for-
27
mule de Legendre f pdo =L. (1-2).
0

Petersen (Jules). — Equations aux différentielles partielles.
(3-4)-

Nouvelle déduction de l'intégration de Pp + Qg = R.
Zeuthen (H.-G.). — Courbes stationnaires d’un systéme. (5-13).

Zeuthen(H.-G.). — Démonstration d’une construction de Chasles.
(13-16).

Sesdelin (C.). — Sur la construction de tangentes a la courbe de
contact d’une surface de révolution avec un coéne ou un cy=-
lindre circonscrit.

Zeuthen (H.-G.). — Démonstration élémentaire de quelques
théorémes sur le mouvement d’un point. (36-50).

Steen (A.). — Sur Papplication de l'intégration par partie.
(51-55).

Steen (A.). — Une intégrale définie, qui est fonction disconti-
nue. (65-68).

1l Sagit de Vintégrale [ S0"eZ 4 dé fonction d
s’agit de l'intégrale Z" z, regardée comme fonction de a.

—0

Krebs (C.). — Les axiomes sont-ils dus a I'expérience? (81-95).

Cavallin (C.-B.-S.). — Sur une valeur moyenne dans la Géo-
métrie. (93-96).

Zeuthen (H.-G.). — Fragments de I'histoire des Mathématiques :
II. La sommation de séries géométriques dans Euclide. —
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III. Une démonstration par procédés dela Géométrie projective
dans Apollonius. (97-101).

Apollonius, dans sa détermination d’une tangente & une conique, fait usage
de la conservation du rapport anharmonique par projection.

Meyer (Ad.). — Les axiomes sont-ils dus & l'expérience? (113-
118).

Cette réplique & l'article de M. Krebs est encore suivie de remarques de la
part du rédacteur. (119-125).

Petersen (Jules). — Sur les nombres premiers. (138-143).

Expression du plus petit multiple commun a tous les nombres entiers jus-
qu’a une limite donnée; application & un dénombrement approximatif des
nombres premiers.

Zeuthen (H.-G.). — Sur la construction mécanique des ovales de
Descartes. (145-155).

Jensen (P.-V.). — Déduction par la Géométrie analytique élé-
mentaire des propriétés des courbes engendrées par un mouve-
ment de trois barres. (154-163).

Falk (M.). — Sur les dérivées et les différentielles d’une fonction
de deux variables indépendantes. (164-182).
Déduction de la condition de I’existence des dérivées ct de la différentielle

totale. L’auteur expose, avec quelques extensions, ce que contient, a cet égard,
les travaux de J. Thomae.

5¢ série (1). — Tome I; 1883.

Petersen (Jules). — Sur les principes de la Géométrie; démon-
stration du théoréme sur la somme des angles d'un triangle.

(r-11).

Apparemment I’auteur retourne a des considérations anciennes, cn disant que
les Mathématiques posent arbitrairement leurs fondements et s’occupent scu-
lement de la déduction logique des conséquences; mais, en disant qu’il dépend
de la conformité des principes avec 'expérience quel usage on peut faire des
résultats au monde physique, il n’est pas pourtant en désacord sérieux avec la

(") A partir du commencement de cette série, le” Tidsskrift est rédigé par
J.-P. Gram et H.-G. Zeuthen.
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philosophie géométrique de notre époque. Il obtient une démonstration du
onziéme axiome d’Euclide en attribuant, par définition, au plan une propriélé
dont le théoréme sur la somme des angles est une conséquence.

Steen (A.). — Sur les équations différentielles homogeénes du se-
cond ordre. (11~14).

Christensen (§.-A.). — Démonstration de quelques théorémes
sur les coniques. (14-17).

Cavallier (C.-B.-S.). — Déduction de quelques valeurs approxi-
matives de la circonférence d’une ellipse. (33-37).

Gram (J.-P.). — Sur les quadratures des courbes d’erreur.

(65-72).

L’auteur s’est proposé le probléme suivant : « F(z)étant un polyndme du de-
gré 2n —1, déterminer les 22 constantes x,,&,, -.., &, et A, A,, ..., A, de
telle maniére que

+® ixs
A,F(x,)+A3F(.'I:,)+...+A,‘F(xn):f e F(z)dz.»
—d0
Communications de la part de la Société mathématique et phy-
sique a Upsal, L. (73-78).
La Communication contient des recherches de MM. Falk et Meyer sur le
rayon de convergence de la série X(a,)*s", p étant un nombre complexe.

Zeuthen (H.-G.). — Démonstration élémentaire du théoréme de

Pascal. (78-81).

Communication d’une démonstration de M. Haase & Augsburg.

Christensen (S.-A.). — Historique de la théorie des courbures
des surfaces et des courbes gauches. (97-127).

Gram (J.-P.). — Nécrologie de M. Oppermann. (137-144).

Zeuthen (H.-G.). — Fragments de 'histoire des Mathématiques :
IV. Spécimens des solutions de Diophante de problémes arith-
métiques. (145-156).

Zeuthen (H.-G.). — Sur la composition des vitesses simultanées

d’un point. (156-162).
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Oppermann. — Démonstration d’un théoréme sur la conver-
gence des fractions continues. (163-164).

Communiquée d’aprés les papiers de feu M. Oppermann, par J.-P. Gram.

Communications de la part de la Société mathématique et phy-
sique & Upsal, 1I. (177-183).

Sommations dela série E z™a" m et n étant des nombres entiers, et de la
£d
[]

1

n
série E,F’ m étant un nombre entier et positif, proposées par M. Meyer et
1

-

exécutées par M. Charlier.

Thiele (T.-N.). — Des résultats remarquables d’interpolations.
(183-185).

Sebelien (J.). — Représentation graphique d’une série d’expé-
riences. (186-188).
M. J.-P. Gram y a joint des remarques. (188-190 ).

Le Tidsskrift contient une des questions & résoudre, des solutions, des ques-
tions d’examen, etc.

JOURNAL FiR DIE REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, herausgegeben von
L. KroNECKER und K. WEIERSTRASS (1).

Tome XCII; 1882.
Kronecker (L.). — Traits fondamentaux d’une théorie arithmé-
tique des quantités algébriques (2). (1-122).
I Partie.

§ 1. Les domaines de rationalité. § 2. Les quantités algébriques; leur classifi-
cation en genres. § 3. Les domaines naturels de rationalité et les domaines de

'

(') Voir Bulletin, VII,, 157.

(?) Réimpression d’'un Mémoire dédié a M. E.-E. Kummer a 'occasion du cin-
quantiéme anniversaire de son doctorat, le 10 septembre 1885. ( Voir le compte
rendu par M. Molk, t. VIII,, p. 145 du Bulletin.)
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genre. § 4. La décomposition de fonctions entiéres de variables en facteurs ir-
réductibles. § 5. Les quantités algébriques entiéres; leur classification en es-
péces. § 6. Représentation linéaire des quantités de I'espéce principale par un
nombre fini d’éléments. § 7. Cas particuliers ou la représentation linéaire des
quantités de P'espéce ne demande qu'un nombre d’éléments égal a celui de
Pordre. § 8. Les discriminants des genres et des espéces. § 9. Les relations entre
les discriminants de genres différents dont I'un est contenu sous P'autre. § 10. Les
systémes d’équations; leurs discriminants et leurs résolvants différents. § 11. Les
systémes particuliers d’équations par lesquels des quantités algébriques conju-
guées sont définies. Le principe algébrique de Galois. § 12. Les genres de fonc-
tions rationnelles de plusieurs quantités indéterminées. § 13. Sanction de I'exis-
tence arithmétique des quantités algébriques.

I1° Partie.

§ 14. Les plus grands diviseurs communs de quantités algébriques entiéres.
§ 15. Les diviseurs algébriques. § 16. Les diviseurs algébriques qui sont formés
de formes linéaires. § 17. Les diviseurs algébriques généraux ; leur équivalence
avec les diviseurs particuliers qui sont formés de formes linéaires. § 18. La dé-
composition des diviseurs algébriques en facteurs irréductibles. § 19. Les nom-
bres algébriques entiers et leurs diviseurs. Le principe kummérien de l'équiva-
lence. § 20. Introduction de systémes diviseurs & rangs différents. § 21. Les
propriétés des systémes diviseurs. § 22. Les formes algébriques entiéres des
rangs différents; leur équivalence absolue; leur décomposition en facteurs irré-
ductibles. § 23. L’équivalence relative des formes algébriques entiéres. § 24. Les
formes fondementales, en particulier les formes linéaires du régne algébrique
des nombres. § 25. Les équations fondamentales; les formes des discriminants
et leurs diviseurs des rangs différents.

Caspary (F.). — Sur la transformation de certains déterminants
qui se présentent dans la théorie des sections coniques. (123-

144)-

Le Mémoire s’occupe de la transformation de certains déterminants qui sont
Pexpression de théorémes connus relatifs aux sections.coniques. L’auteur revient
donc sur un sujet traité & diverses reprises par MM. Hunyady (t. LXXXIII),
Mertens (t. LXXX1V), Pasch (t. LXXXIX) (comp. Bulletin, II,, p. 224; IIL,,
p. 114; V,, p. 198); mais il le fait pour simplifier ces transformations sous un
nouveau point de vue et pour faciliter le changement direct d'un déterminant
en ses formes diverses. Cette nouvelle méthode d’aborder la question a été sug-
gérée par Grassmann (Ausdehnungslehre, Berlin, 1862, p. 37, etc.) et parait
propre a étre appliquée au probléme d’étendre quelques-uns des théorémes
connus pour les sections coniques a des courbes d’ordre supérieur et méme a
des surfaces.

Hermite (Ch.). — Sur une application du théoréme de M. Mit-
tag-Leffler, dans la théorie des fonctions. (145-155).

(Extrait d’une lettre adressée a M. Mittag-Leffler.)
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T(z)T(a) _ R,
T(x +a) —Zm—i—n’
(—)*(a—1)(a—2)...(a—n)

1.2...0
Soit a négatif, ct posons @ = —v -+ a, v étant un nombre entier et a positif,

alors on trouve
M(z)T(a) _ R,
I'(z+a) —2 [.z'—i—n +G"(z)]’

R = M a=0(a=3) (2
1.2...1n

ou R, = et a positif.

) G (—n),

ou

z G(w)—G(—n)'

e

20
T'(z)l(a—xz) R, R,
I'(a) ~Ew+n Zz———a—n’

. —1)*a(a+1)...(a+n—1
0uR,,=( ra( ). )eto<a<1.
1.2...0
Ce résultat subsiste sans modijfication pour les valeurs négatives de a. Soit,
enfin, @ >1 ct faisons @ = v +a, ou v esL entier; a positif est moindre que 1-

Alors nous obtenons la formule

T'(z)T(a—wx) _ G(.azr;)p,,_~ G (&) Pyt

T'(a) Z-+n :z;—a——n—P(z)’

/ z z z .
ou G(x) = KI_;><I—a+1>"‘((-m>’ p, ce que devient R,

quand on change a en a,

P(z) = G(z) e 4 R /RIS — S H—
xz —a r—a—I T—a—V 1

Herts (Heinrich). — Sur le contact de corps solides élastiques.
(156-171).

M. Hertz traite un cas intéressant pour la pratique, & savoir celui ol deux
corps isotropes élastiques se touchent dans une trés petite partie de leur surface
et exercent une pression finie 'un sur l'autre a travers cette partie. Les sur-
faces qui se touchent sont supposées parfaitement polies, c'est-a-dire qu’elles
n’exercent qu’'une pression normale entre les parties en contact. La partie de la
surface qui est commune aux deux corps apres la déformation est appelée sur-
Jface de pression, le contour de cette partie, figure de pression. Les recherches
de M. Hertz déterminent la surface dont la surface de pression est une partic
infiniment petite : elle se trouve étre une surface de second ordre qui est située
entre les surfaces en contact dans leur état non déformé; elle se rapproche plus
de la figure de celui des deux corps qui a le plus grand module d’élasticité. De
plus, le Mémoire résout la question concernant la forme et grandeur absolue de
la figure de pression, et lc probléme de la répartition de la pression normale, &

\
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Pintérieur de la figure de pression. L’auteur calcule les dimensions de Vellipse
de pression et enfin la durée de percussion, ¢’est-a-dirc le temps pendant lequel
deux corps qui se choquent sont en conlact.

Stahl (Wilhelm). — Sur le systéme de rayons de deuxi¢me ordre

et de deuxiéme classe. (172-180).

Cette construction s’obtient comme spécialisation de cette donnée par le
méme auteur pour le syst¢éme de rayons de troisiéme ordre ct de deuxiéme
classe (L. NCI, p. t; Bulletin, VII,, p. 137).

/

Dedekind (R.) et Weber (I1.). — Théorie des fonctions algébri-
ques d’une variable. (181-290).

Introduction.

« Les recherches ont pour but d’établir, sous un point de vue simple et en
méme temps rigoureux et tout a fait général, la théorie des fonctions algébriques
d’une variable, laquelle est I'un des résultats capitaux de la création de Rie-
mann. Dans les études qu'on a faites jusqu’a présent sur ce sujet, on adopte
ordinairement certaines hypothéses restrictives sur les singularités des fonctions
considérées, et I'on ne mentionne qu’en passant les soi-disant cas d’exception
comme cas limites, ou bien on les laisse entiérementde c6té. De méme on admet
sur la continuité et la développabilité certains principes dont I'évidence est
fondée sur lintuition géomélrique de divers genres. Une base sare pour les
concepts fondamentaux de méme que pour le traitement général et libre d’ex-
ception peut étre gagnée quand on part d’unc généralisation de la théorie des
fonctions rationnclles d’'une variable, en particulier de la proposition d’aprés
laquelle chaque fonction enlicre rationnelle est décomposable en factcurs lindaires.
Cette généralisalion est simple ct connue dans le premier cas ou le nombre que
Riemann désignait par p a la valeur zéro. Pour le cas général, qui est a
celui que nous venons dindiquer comme le cas des nombres algébriques les
plus généraux a celui des nombres rationnels, la voie féconde a été signalée
par les méthodes employées avec le meillcur succés dans la théorie des nom-
bres et qui s'attachent a la création, faite par Kummer, decs nombres idéaux,
méthodes qui sont susceptibles d’étre transférées a la théoric des fonctions.

» Donnons, par analogie avec la théorie des nombres, le nom de corps de fonc-
tions algebriques a un syst¢eme de fonctions telles que les quatre rcgles fonda-
mentales, appliquées 4 des fonctions du systéme, ne conduisent qu’a des fonc-
tions du méme systéme; alors cette notion coincide complétement avec celle de
la classe riemannicnne de fonctions algébriques. On peut envisager une quel-
conque d’entre les fonctions d’un tel corps comme variable indépendante et les
autres comme dépendant d’elle. Pour chacun de ces « modes de représen-
» tation », il résulte un syst¢tme de fonctions du corps qui sont a désigner
comme fonctions entiéres, dont les quoticnts ¢puisent le corps entier. Parmi
ces fonctions entiéres on peut encore distinguer des groupes de fonctions aflec-
tées des caractéres essentiels de ces fonctions rationnelles enticres qui ont un
diviseur commun. 1l est vrai quun tel diviseur n’existe pas au cas général;
mais, quand on n’attache pas au diviseur lui-méme les théorémes en question
sur les fonctions rationnclles, mais plutot au systéme des fonctions divisibles

Bull. des Sciences mathem., »¢ série, L. VIL. (Novembre 1887.) R.13
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par lui, ils se prétent & étre entiérement appliqués aux fonctions générales algé-
briques. C’est ainsi qu’on parvient a la notion d’idéal, nom emprunté aux tra-
vaux de M. Kummer sur la théorie des nombres ol les diviseurs non existants
sont introduits au calcul comme « diviseurs idéaux », etc.

» Aprés une définition convenable de la multiplication, on pcut exécuter tous
les calculs sur ces idéaux comme sur les fonctions rationnelles. En particulier,
il subsiste le théoréme : « Tout idé¢al n’est décomposable que d’une seule ma-
» ni¢re en facteurs qui nc sont plus encore décomposables, et qui sont, par
» conséquent, nommcés idéaux premiers. Ces idéaux premiers sont l'analogue
des facteurs lincaires dans la théorie des fonctions rationnelles enti¢res. En
s'appuyant sur eux, on parvient a une définition tout a la fois précise et géné-
rale du « point de la surface de Riemann », c’est-d-dire d’'un systéme tout a
fait déterminé de valeurs numdériques qu’on peut attribuer aux fonctions d’un
corps sans s'cinbarrasser dans des contradictions. _

» Cetle basc étant acquise, unc définition formelle du quotient différenticl
méne alors au nombre du genre et & une représentation toute générale et élé-
gante des diflérentiels de premiére espéce. Vient ensuite la démonstration du
théoréme de Riemann-Roch sur le nombre des constantes arbitraires dans une
fonction déterminée par ses infinis ct la théorie des différentiels de deuxié¢me
ct de troisiéme espéce. Jusqu’a ce point, la continuité et la développabilité des
foactions recherchées n’cotre nullement en considération. Ainsi une lacune ne
scrait nulle part a trouver si 'on voulait borner le domaine des nombres em-
ployés au systéme des nombres algébriques. Une partie bien délimitée et assez
ample de la théorie des fonctions sc traite donc uniquement par les moyens
ressortant de sa propre sphére.

» On ne saurait nier que tous ces résultats ne s’ensuivent de la théorie de
Ricmann par un appareil becaucoup moindre de moyens et comme cas spé-
ciaux d’une généralilé bien vaste; mais on sait que cette théorie présente en-
core certaines difficultés relatives a la rigueur des démonstrations; et, en atten-
dant qu’on ait pleinement réussi a vaincre ces difficultés, nous pensons que le
chemin fray¢ par nous, ou au moins une voie semblable, est le seul qui conduise
au but avec une rigucur et une généralité suffisantes pour la théorie des fonc-
tions algébriques. Ainsi la théorie des idéaux sc simplificrait méme d’une ma-
nicre extraordinaire, si 'on voulait postuler la notion dc¢ surface ricmannienne,
ct, en particulier, cclle d’un point sur clle, conjointement avec les intuitions
qui se fondent sur la conlinuité des fonctions algébriques. Inversement, la
théorie des idéaux s'établit algébriquement dans notre travail par un long dé-
tour ct fait naitre une définition tout a fait précise et rigourcuse du « point de
la surface ricmanniennc », laquelle peut servir aussi de base a la recherche de la
coniinuitlé ct des questions qui s’y rattachent. Nous excluons encore, a présent,
de notre recherche, les questions qui comprennent aussi celles relatives aux in-
tégrales abéliennes et aux modules de périodicité. »

I'* Partie.

§ 1. Corps de fonctions algéhriques. § 2. Normes, traces et discriminants.
§ 3. Le systéme des fonctions enticres de 5 dans le corps Q. § 4. Les modules
de fonction. § 5. Congruences. § 6. Norme d’un module par rapport & un autre.
§ 7. Les idéaux dans o. § 8. Multiplication et division des idéaux. § 9. Lois de
la divisibilité des idéanx. § 10. Les bases complémentaives du corps Q.

\
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§ 11. L’idéal de ramification. § 12. Les fonctions fractionnaires de z dans le
corps Q. § 13. Les transformations rationnelles des fonctions du corps Q.

Il Partie.

§ 14. Les points de la surface riemannienne. § 15. Les nombres d’ordre.
§ 16. Points conjugués et valeurs conjuguées. § 17. Représentation des fonctions
du corps Q par des quotients de polygone. § 18. Polygones équivalents et
classes de polygones. § 19. Les faisccaux de polygones. § 20. Rabaissement de
la dimension d’un faisceau par des conditions de divisibilité. § 21. Les dimensions
des classes de polygones. § 22. Les bases normales de o. § 23. Les quotients dif-
férentiels. § 24. Le genre du corps Q. § 25. Les différentiels dans Q. § 26. Les
différentiels de premicére espéce. § 27. Classes de polygone de premiére et de
seconde ecspéce. § 28. Le théoréme de Riemann-Roch pour les classes propres.
§ 29. Le théoréme de Riemann-Roch pour les classes impropres de premiére
espéce. § 30. Classes impropres de deuxiéme cspéce. § 3i. Les différentiels de
deuxié¢me ct de troisi¢me espéce. § 32. Les résidus. § 33. Relation entre les dif-
férenticls de premiére et de deuxiéme espéce.

Konigsberger (L.). — Sur lirréductibilité d’équations différen-
tielles. (291-300).

Une équation différentielle algébrique est irréductible lorsqu’elle est irréduc-
tible par rapport au plus haut quotient différentiel au sens algébrique et qu’elle
ne posséde aucune intégrale algébrique d’un ordre quclconque. Ou bien : si une
équation différentielle qui est irreductible au sens algébrique par rapport au
plus haut quotient différentiel a une intégrale commune avec une autre équa-
tion différentielle et que cette intégrale ne soit pas en méme temps une inté-
grale d’une équation différentielle d’ordre inférieur, 1’équation proposée aura
toutes ses intégrales communes avec I'autre, c’est-a-dire elle en est une inté-
grale algébrique.

Nother (M.). — Sur un théoréme de la théorie des fonctions al-
gébriques. (Extrait d’une lettre a M. Fuchs). (301-303). -
Démonstration de ce théoréme de M. Weierstrass : « Dans la classe de fonc-
tions définie par l'équation irréductible algébrique f(s, ) = o du genre p, il
n’existe pas de fonction rationnelle des, sz qui ne devicnne infinie d’'un ordre
@ < p +1 que dans un seul point, mais choisi arbitraircment (s,, 3,).

Hunyady (Eugen). — Sur le lieu géométrique des centres de
cones de second degré qui passent par six points donnés. (304-

3o6).

Réduction de I'équation donnée pour ce lieu, par M. Cayley, a celle déve-
loppée'par M. Hierholzer.

Hunyady (Eugen). — Complément au Mémoire : Sur les formes
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différentes de I'équation de condition qui exprime que six
points sont situés sur une section conique. (307-3r10).

Voir t. LXXXIIL, p. 76 du méme Journal; Bulletin, 11,, p. 224.

Frobenius et Stickelberger. — Sur la différentiation des fonc-
tions ellipliques par rapport aux périodes el aux invariants.

(311-327).

Considérons, outre l'argument u des fonctions elliptiques, les périodes 2w et
20’ comme variables indépendantes qui ne soient soumises qu’a la condition de
ne devenir ni infiniment grandes ni infiniment petites et d'avoir un quotient
non réel. Alors les invariants correspondants g, ¢t g, sont aussi des variables
indépendantes susceptibles de toutes les valeurs finies pour lesquelles le discri-
minant g3 — 27g32 nc s’évanouit pas. Les périodes étant données, on calcule les
invariants au moyen de ces équations

(1) £:=60 3 vassva H=10 D -

(2ve + 2vw )¢’ (2ve + 2vw)e’

ou les nombres v, v' parcourent tous les couples dec nombres entiers depuis
— 2 a + 0, a 'exception du couple o, 0; ou bien, posant

’
©
(2) T= o h = e,

et supposant ordonnée de la quantité complexe T positive,

a [0\ O NAR 0\ = 2 hk
(3) (E) 12g,:1+240>.‘l i <—) 216&‘:1—50421 —

™

Pour trouver les équations aux diflérences partielles auxquelles satisfait une
fonction elliplique considérée comme fonction de trois variables, les auteurs
I’envisagent d’abord comme fonction de u, w, w', et puis ils transforment les
équations diflérentielles obtenues en introduisant pour w, w' les variables g,, g;.
Enfin ils réunissent dans des groupces les équations différentielles qui existent
entre les périodes, les invariants, les périodes des intégrales de seconde espéce
et les invariants transformés par une transformation linéaire des périodes.

§ 1. Les périodes 2w, 2w’ comme variables indépendantes. § 2. Les invariants
g4 85 §3. Les périodes 2w, 27'. § 4. Le rapport des*périodes et I'invariant ab-
solu. § 5. Transformation des périodes.

Vogt (Heinrich). — Sur les sphéres qui touchent un quadrila-
tére gauche. (328-341).

Il y a, en géndral, huit sphéres qui touchent les cotés d’un quadrilatére gauche
quelconque. Si la somme de¢ deux cOtés quelconques d’un quadrilatére gauche
est égale 4 la somme des deux autres, le quadrilatére est touché par une infi-
nité de sphéres dont les centres sont situés sur une droitc; entre celles-ci, il y
a cncore quatre sphéres touchantes (ui n’appartiennent pas a ce faisceau.

\
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Malet (John-C.). — Sur certaines intégrales définies. (342-348).

Quclques observations sur des intégrales qui se raménent & des intégrales
elliptiques.

Stern (M.-A.). — Contribution a la théorie des nombres de Ber-
noulli. (349-350).

Les nombres de Bernoulli vont en croissant: il n’y cn a que deux égaux

I
B2=B = ‘;—~

Prix Jablonowski pour 1885.

ANNALI b1 MATEMATICA PURA ED APPLICATA.

2° série. — Tome XI; 1882-1883 (').

Volterra. — Sur certaines conditions caractéristiques des fonctions
d’une variable complexe. (1-55).

Voici les principaux problémes traités par 'auteur :

Etant donné dans le plan d’une variable complexe un champ S que I'on
peut représenter d’'une maniére conforme sur un cercle et qui est limité par un
contour s formé de portions de courbes analytiques, déterminer une fonction
w=u -+ iv de la variable 5 qui soit continue et monodrome dans S et telle
que, sur une partie du contour, u prenne des valeurs prescrites & I’avance, et
qu’il en soit de méme pour ¢ sur le reste du contour. Le probléme est résolu
pour le cercle au moyen de la formule

'l"

Az-3)

S (w) = dw

(z-—e‘“')\/sm
o

D)

fi(w) - dw,

(2 —ev) \/sm
[

ol f(w), fi(w) sont des fonctions réelles, finies et aptes & l'intégration de la
variable réelle w; ’auteur montre que si ’on considére un point w = a de 'arc
(o, 8) pour lequel la fonction f n’ait pas de discontinuité de seconde espéce et
qui ne soit pas une des extrémités de I’arc, la partic réelle de w(z), quand on

ViE—eY(z—1)

w(s) =— 2T

JE=E=D

2T

-+

sm—

(') Voir Bulletin, VI,, 103.
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s’approche du point «, tend vers

flaro)+f(a—o)
2

Les choses se¢ passent pareillement, relativement & la partie imaginaire de
w(z) et a la fonction f, (w) pour les divers points de l’arc (8, ax).

Déterminer une fonction w = w + iv de variable complexe z monodrome, finie
et continue pour tous les points de l'intérieur et de la circonférence d’un cercle

de rayon r et qui satisfasse, pour les points des arcs (A, 8,,,) du contour, aux
conditions suivantes

Au(8)+Bo(0)=F(0)(p=1,2,...,n),

A, et B, étant des nombres réels qui ne varient,qu’avec p et F(0) étant une
fonction réelle finie, continue, A dérivée finie et continue. .

Déterminer les fonctions w(z) = u + iv qui, a 'intérieur d’un champ donné,
sont monodromes finics et continues, et qui, lorsqu’on s’approche d’un point
quelconque s du contour, le long de la normale au conlour en ce point, sont
telles que

S(Hu+o(s)y

tende avec continuité vers une limite 6(s), les fonctions réelles f(s), o(s),
0(s) étant soumises A certaines conditions relatives & la continuité et 4 ’existence
des dérivées premiéres et secondes. Le probléme est résolu dans le cas du cercle,
puis dans le cas du champ compris entre deux cercles concentriques; la solution
est étendue & d’autres champs dont on peut faire la représcntation conforme sur
un cercle, ou sur une couronne.

Dillner (G.). — Sur I'intégration des équations différentielles du
probléme des N corps. (56-64).

Ce travail fait suite & un Mémoire de l'auteur, inséré dans les Actes de la
Société royale des Sciences d’Upsal pour l'année 1877. Les équations du
mouvement y sont mises sous une forme trés symétrique, a I’aide de transfor-
mations qui reposent sur une identité remarquable communiquée par M. Géran
Dillner 4 I’Académie des Sciences de Paris dans la séance du 31 janvier 1882.

Mittag-Leffler. — Sur I'intégration des équations différentielles
de M. Hermite du troisitme et du quatriéme ordre dont les
intégrales n’admettent que des infinis du premier ordre. (65-80).

L'auteur, se proposant de poursuivre la voie ouverte par M. Hermite dans ses
belles recherches sur I’équation de Lamé, considére les équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont des fonclions doublement périodiques de
la variable z, avec les deux périodes 2K et 2iK’, nc Mevicnnent infinis que
pour z = iK' ct les points congruents et dont l'intégrale générale est une
fonction méromorphe de z. Ces équations différentielles, d’aprés M. Fuchs
(Comptes rendus, 22 mars 1880), sont de la forme suivante

YW o ()Y, (2)y + o, (x)y = o,

\
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9, (x) = a4+ =, sn’z,
?a(2) =By -+ B, sn*z + B,D, sz,
¢ (x) = vy +y,s0*x + Y,D, sniz +~{3D§ sn’*xz,

N I S P D I N KRS

ol les constantes «, 3, v, ... doivent d’aillcurs satisfaire & certaines conditions.
M. Mittag-Leffler annonce qu’il est en mesure de classer ces diverses équations,
quel que soit ordre d’infinité des poles que présentent lcs intégrales, et d’in-
tégrer les diverses classes d’équations. Dans le Mémoire actuel, il se borne a
étudier les équations du troisi¢me et du quatriéme ordre pour lesquelles I'in-
tégrale générale n’a que des poles du premier ordre.

D’aprés un théoréme de M. Picard, précisé d’ailleurs par M. Mittag-Leffler,
une équation différentielle linéaire & coefficients doublement périodiques, si elle
admet une intégrale uniforme, admet une intégrale uniforme ¢ (z) telle que 'on
ait

$(z+2K) = pd(2), $(@+20K)=v{(a),

u et v étant des constantes convenables.

Dans ’hypothése précédemment admise, 'équation doit admettre comme in-
tégrale une fonction doublement périodique de seconde espéce avec le seul pole
iK'; en adoptant les notations de M. Hermite, on exprime cette intégrale par le
produit d’une exponentielle o figure une constante arbitraire A multipliée par
H(z +w)

0 (x)
remplacant, dans I’équation donnée par M. Fuchs, y par f(z) et « par iK'+ ¢,
développant suivant les puissances ascendantes de ¢ et écrivant que le premier
membre n’est pas infini pour ¢ == 0, on obtient n - 1 relations entre les coefficients
de I’équation et les constantes A et w : on obticnt aussi deux types d’équations
du troisi¢me ordre ct quatre types d'équations du quatri¢me ordre. Les calculs
sont entié¢rement développés dans le Mémoire de M. Mittag-Leffler.

une expression de la forme » w étant une constante arbitraire; en

Brioschi. — Saur Ia classe d’équations différentielles linéaires con-
sidérées dans le précédent Mémoire de M. Mittag-Leffler.

(81-92).

Revenant sur la méme question, M. Brioschi montre quelles simplifications on
peut apporter aux calculs en prenant pour point de départ les résultats et les
notations exposés par lui dans un Mémoire antérieur (Annali, t. X, p. 74), il
développe les calculs pour les équations linéaires du cinquiéme ordre.

Veronese. — Interprétations géométriques de la théorie des
substitutions de n lettres particuliérement pour n =3, 4,5, 6,
en relation avec les groupes de ’hexagramme mystique. (93-
230).

Le Mémoire de M. Veronese a été analysé dans la premiére partie du Bulletin.

Piztﬁa. — Sur unc congruence de module premier. (237-245).
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Trouver les conditions pour qu’on puisse satisfaire en nombres entiers 3 la
congruence
Azl + By?+ C = o (mod. m),

ol m = pg +1 est un nombre premier, qui ne divise pas les nombres entiers
A\, B, C.

Malet. — Extension d’un théoréme de Legendre. (246-254; 312-

315).

Si J'on posc

b 9
2 m in? 3 Lk
I :f M ady, K = 2cos"’ﬁ sin?0 (1 — & sin?0) 2 db,
o (1—k sin2B)n Jy .

el d

n'Q i 2 n—t
K’ :/ Mﬁe—‘-dﬁ, K' = /zcos’"’ﬂ sinP0 (1 — k' sin28) » d9,
o (1— A’sin?8)r J o

ou

P
k+k =1, m’:’—l——m—-p—-l, m-+1>0, m—+1>0, p+i1>o,

I'équation différenticlle lindaire

lt
2nk (1 —L‘)fﬁl_—f—l—[n(p—l— m—+2) —I\(3ll+nl)+2)]i—li—l-:——([)+l)lt:(l

admet pour intégrale générale G, F + C,F', et Ion a la relation

m-+p m'+p

A2 LT 2 [(r-m’)[¢"l§+(1——m)FI£’——.¢(1-—%)FF’]
F(I)L—r-l\)r(ln’,_r_l)r(p_l-I>
.2 L 2
211[‘<’—L——+*I)
n

Bianchi. — Sur la résolvante de Lagrange pour les équations de
Lagrange pour les équations de degré premier que I'on peut ré-
soudre au moyen de radicaux. (255-283).

M. Betti (Annali, t. II, p. 100) a montré que si l'on peut résoudre au moycen
de radicaux unc équation de degré premier p, la résolvante de Lagrange de celle
équation, outre Ic facteur rationnel linéaire, admet encore v (p —1) —1 facteurs
rationncls de degré p, © étant la fonction numérique bicn connue. M. Bianchi
montre qu’il n’y a pas d’autres facteurs rationncls de degré p; il détermine en
outre le nombre de facteurs irréductibles de degré p8, & ¢tant un diviscur de

()

p —1; ce nombre est égal a 3 si 8 n'est pas égala p -—1; il est égal &

' Y-y fr—n)
v v
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pour & = p —1; dans ces formules, les fonctions numériques f(8), ¢(3) sont
définies comme il suit :

f(8) =1.2.3... (8—1)<P—E—_‘>s_'q>(£’-8;‘> —1,

v = -7 (5)+2r(55) -2 (

)b
P, PrPr

Dans cette derniére égalité, les sommations sont étendues aux diverses ‘combi-
naisons que I'on peut former avec les facteurs premiers distincts p,, p,, Py - -+
de 3.
Relativement a cette fonction numérique ¢ (8), M. Bianchi établit la pro-
priété suivante
$(8) =0 (mod p).

Veronese. — Sur les groupes (P)yq, ()34, de la figure formée
par six'complexes linéaires de droites deux a deux en involution.

(284-290). '
Cette Note complete les résultats du Mémoire « Sur Vinterprétation... ».

Brioschi. — Sur les relations qui existent entre les covariants et
les invariants d’'une méme forme binaire. (291-304).

Si Ton désigne par m le nombre des covariants indépendants d’une forme
binaire, par r le nombre de ses invariants indépendants et par & le nombre de
ses coefficients, il y aura m + r — k — 1 relations indépendantes entre les co-
variants et les invariants de cette forme : ainsi pour les formes binaires du troi-
siéme ou du quatri¢me ordre, il y a une telle relation; il y en a 18 pour une
forme binaire du cinquiéme ordre. M. Brioschi a montré (Annali, t. 1, 1858)
comment la théorie des covariants associés permettait de trouver les relations
en question pour les formes du troisiéme et du quatriéme ordre. Cette méme
méthode pour étre encore suivie pour les formes d’ordre supérieur, mais elle
conduit & des calculs d’élimination trés compliqués; M. Brioschi montre peu
quels artifices ou peut la simplifier, et donne les relations entre les covariants
et les invariants d’une forme ducinqui¢me ordre; il applique ces relations pour
faire disparaitre, comme M. Hermite a montré qu’'on pouvait le faire, le deuxiéme
et lequatriéme terme d’une équation du cinquiéme degré; il termine en montrant
comment cctte réduction et la réduction semblable pour I'équation du sixiéme
degré dépendent du théoréme général que voici :

Soit £ une forme binaire de Vordre n, soient s, k des covariants de cette
forme du méme ordre m, ct de degrés respectifs u, .

Si P'on élimine le rapport ;‘ contre les équations
2

f=o0, hy —k=o,
on obtiendra unc transformée de la forme
A -F Ay A, =0, /

dans laquelle les coefficients Ay, A,, ..., A, sont des invarianls de la forme
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binaire f, le coefficient A, est de degré
nu+m—+r(v—u);

Si par suite la forme f n’admet pas d’invariant de ce degré, de coeflicients A,
sera nul.

Tonelli. — Un théoréme sur la fonction potentielle. (305-311).

Ce théoréme permet de déduire d une fonction potentielle, dans un espace a
n dimensions, d’autres fonctions potentielles, au moyen d’intégrations répétées.

ZEITSCHRIFT riR MATHEMATIK UND Pnysik (‘).
Tome XXVII; 1882.

Heymann. — Sur lintégration des équations différentielles.
(1-40).
I. Substitution des coordonnées tangentielles aux coordonnées ponctuelles.

1. Equation différentielle lindaire du second ordre.
2. Application a I’équation de Liouville

d? d
(a,+ byu + cyu?) Eu_: + (a,+ b,u)d—: +ayv =o.

II. Intégration au moyen de coordonnées homogénes.

1. Introduction de constantes homogénes.
2. Intégration de I’équation différentielle

f(x'lnun z3 Uy .Z‘:‘"u“):o, .
ou f désigne une fonction entiére homogéne des z," u, et ou -
u, = p(z,dz,— z,dz,).
II. Essais sur 'intégration de 1’équation différenticlle Mdz + Ndy = o, ou

M=Az*+ B y*+2C,zy +2D,x +2E,y+F,,
N =A,2°+ B,»*+2C,zy + 2D, +2E, v + F,.

1. L’équation .

(a+2bx+cx‘)% +(r—u—3z)(y —a--ha)=o

se raméne 3 I’équation de Liouville.

(') Voir Bulletin, VI,, 139.
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2. 1l en est de méme de I’équation
2y &Y 2
(a+2bx+cx )% +Az*+By*+...+F=o.

3. Cas particuliers de cette derniére équation.

4. Intégration au moyen de dérivations d’ordre quelconque.

5. Equations différentielles M dz + Ndy = o qui se raménent au type précé-
dent.

6. Etude de quelques cas particuliers au moyen d’une substitution quadra-
tique.

Thomae. — Etude élémentaire de la série hypergéométrique.

(41-55).

Suite d’'un Mémoire contenu dans le Volume précédent.

IV. Ensemble des diverses solutions de Péquation hypergéométrique.
V. La série hypergéométrique comme fonction de son cinquiéme élément.
VI. De la périodicité.

Thieme. — Sur la géométrie du tétraédre. (56-61).

Le lieu des points tels que leurs projections sur les faces d’un tétraédre
soient dans un méme plan est une surface du troisiéme degré. L'auteur traite
de diverses questions connexes i cette surface : points tels que leur quatre pro-
jections soient les sommets d’un trapéze, d’un parallélograme, les trois som-
mets d’un triangle et le point de rencontre des hauteurs, etc.

Nous noterons encore la proposition suivante : « A chaque couple d’arétes
opposées correspond un hyperboloide orthogonal, lieu des intersections des
plans perpendiculaires entre eux qui passent par ces deux arétes; ces trois
hyperboloides et I'hyperboloide qui contient les quatre hauteurs passent par
une méme courbe du quatriéme degré. »

Schroeter. — Théoréme de Géométrie. (61-62).

Sur les quatre coniques, que ’on peut déduire de quatre points, en prenant 'un
pour centre, les trois autres comme sommets d’un triangle polaire. Si A, B, G
sont les sommets d’un triangle, a, &, c¢ les pieds des hauteurs, H leur point
d'intersection, on a

I 1 I 2 I
All.Az T BH.Bs " CH.Co ~ flA.Ha ~ HB.HG

.oe

Schlomilch. — Sur certaines intégrales elliptiques. (62-64).

Application aux intégrales elliptiques de premiére et de seconde cspéce de la
remarque suivante :
Si les deux fonctions F(xz), f(z) sont telles que 'on ait

T

F(z) + F(é) = const., f() :f<—>,

x
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on aura
» 1
L/; F(x)f(z)%:const.‘/(). /(x)d;-
Meisel. — Sur lillumination d’une sphére par une sphére.
(65-85).

Etude de la vamiation de P'intensité dans la zone de pénombre.

Hurwits. — Quelques propriétés des fonctions de Dirichlet

F(s)= Y

Dx‘
ind \ 1) 7’

qui interviennent dans la détermination du nombre de classes
des formes quadratiques binaires. (66-101).

Soit (%) le symbole de Legendre étendu par Jacobi et soient

n—owo

\ ' /D\ 1
(.—(—1) 8 ;’ n=1
si D=1 (mod. 4), et, dans les autres cas,
n—w®= D
W\ I
Fe0 = ¥ (3)
n=1

Les fonctions F(s, D) sont des fonctions uniformes dé la variable s; toutes
ces fonctions, sauf F(s,1), ont des valeurs finies pour toutes les valeurs finies
de s; la fonction F(s, 1) est finie, sauf pour s =1, et 'ona

lim[(s—1) F(s, 1)),y =1.
Ces fonctions vérifient les relations suivantes :

-4 or(d)

F(t—s,D) = (%‘)s ———F(s,D)

pour D positif,

rmm=(2)

2 2

pour D négatif.
On doit prendre ¢ =1 pour D =1 (mod. 4), et ¢ =/ pour tous les autres cas.
Ces relations contiennent, comme cas particulier, des propositions dues a

Ricmann (Werke, p. 136), et & M. Schlomilch (Zeitschrift, CIII, p. 138).

Schwering. — Recherches sur les résidus de cinquiémes puis-

\
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sances et sur les nombres entiers formés avec les racines cin-
quiémes de U'unité. (102-118).

I. Sur la décomposition des nombres premiers de la forme 107 -1 en quatre
facteurs complexes m(a), ®(a?), ®(a®), ®w(a*) ou « est une racine cinquiéme
imaginaire de 'unité etou w(a) = @ + ba + ca?+ dad, a, b, ¢, d étant des nom-
bres cntiers.

2. La forme normale de Kummer.

3. Sur les périodes 1, Ny o0y My,

T = & + T8 4 20 4. ..+ 27 7,

ol z est une racine pi*m imaginaire de I'unité et g une racine de I'unité appar-
tenant au module p.

4. Formation de l’équation aux périodes (équation du cinquiéme degré,
dont %,, ..., m, sont les racines).

5. Recherches ultérieures sur les racines Mg, «.., 1.

Cardinaal. — Sur la construction d’une surface du second de-
gré. (119-122).

On suppose que huit des neuf points qui déterminent cette surface sont don-
nés comme points doubles d’involutions.

Pasch. — Remarque sur la théorie des coniques. (r22-124).

Pasch. — Remarques sur les suites projectives. (124-125).
Schumann. — Démonstration d’un théoréme de Liouville sur les

fonctions doublement périodiques. (125-126).

Schaeweg. — Sur certaines transversales dans les triangles sphé-

riques. (126-128).
Wiener. — Saur les développées des roulettes. (129-139).

Study. — Sur les relations entre les distances. (140-159).

L’auteur établit d’une facon systématique et fort simple, pour un espace plan
a n dimensions, une suite de propositions relatives a des relations entre des dis-
tances ou des sommes de tétraédres, propositions dont la plupart se trouvent
dans les Livres ou Mémoires suivants : Baltzer, Theorie und Anwendungen der
Determinanten ; Darboux, Sur les groupes de points, etc. (Annal. de U’Ecole
Normale, 1872 ); Frobenius, Anwendungen der Determinanten auf Geometrie
(Journal de Crelle, t. LXXIX) ; dOvidio, Alcune proprieta metriche, cte. (Atti
della Academia dei Lincei, 2° série, t. I1I; 3¢ série, t. I). Il emploie pour dé-
terminer un point une pyramide a n -1 sommels ct un systéme de n -1
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masses, qui, placées & chaque sommet, sont telles, que le point considéré soit

leur centre de gravité.

Biklen. — Sur la surface des ondes dans un cristal biaxe. (160-
175).

L’auteur établit diverses propriétés de cette surface qui se rapportent, les
unes a4 la théorie des moments d’inertie, les autres au complexe de droites par
lesquelles on peut mener deux plans tangents rectangulaires et un ellipsoide.

Veltmann. — Sur la mise en ordre des singularités en nombre
infini d’une fonction. (170-176).

L’auteur montre que, sur la circonférence d’un cercle, on peut construire un
ensemble isolé de points en nombre infini, tels que, si I’on range les arcs hmi-
tés par ces points d’aprés leur grandeur, la série évidemment convergente dont
ces arcs sont les termes ait une somme moindre que la circonférence, et com-
ment on peut construire une fonction intégrable ayant ces points pour points
de discontinuité.

Thomae. — Sur les intégrales elliptiques de seconde espéce.
(179-180).
Soient

tw = [tdu, du=LaEG=D D), §=smu

0

L’auteur elfectue le développement en série de la quantité Az(u) + Bu sous
la forme

\'/E-(—I‘E)(‘"“ *5) (a,+ a,k + as&""- ..

Thomae. — Sur certaines fonctions elliptiques spéciales. (181-
189).

Inversion de Vintégrale

f dz .
V(e —k) (5 —ky)* (53— k, ) N

Hofman. — Sur une couple de droites a propriétés optiques qui
correspondent a celles des foyers. (189-192).

Soient K une conique, P un point de son plan, il existe deux droites z, ¥ qui
jouissent de la propriété suivante. Si A est un point arbitraire de K et si I'on
place suivant la droite AP un miroir dont le plan soit perpendiculaire a celui
de la conique K, si enfin X, Y sont les points d’intersection des droites z, y
avec la tangente en A, un rayon de lumiére allant du point X vers le point P
ira, aprés la réflexion, passer par Y.

Veltman. — la série de Fourier. (193-235).
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Ce Mémoire contient d’abord divers préliminaires concernant la théorie des
séries, I'existence de l'intégrale définie, la théorie des ensembles de points sur
la circonférence d’un cercle; 'auteur fait ensuite ’étude des séries de Fourier
fondée sur l'intégrale de Poisson

2T a2
S - I—7 dy.
0 T 1+4ri—arcos(y—¢)

Il s’attache, en particulier, & montrer qu’il y a des fonctions qu’on ne peut
représenter par unc série de Fourier, méme en faisant abstraction des valeurs
isolées d’indétermination. Telles sont, tout d’abord, les fonctions non intégra-
bles. M. Veltman montre que, parmi les fonctions qu’on ne peut représenter, il
y en a dont les discontinuités sont isolées; si Pon veut représenter seulement
les valeurs d’une telle fonction sur des portions d’arc, on peut y réussir par la
série de Fourier; & cette fin, on prend les intégrales qui figurent dans la série
seulement sur ces portions d’arc; mais il peut arriver aussi que ce procédé ne
réussisse pas; c’est ce qui arrive dans le cas ou les arcs sont divisés en un
nombre infini de parties infiniment petites par des pointsou il n’y a pas de dé-
rivées. En supposant la fonction finie, la série de Fourier n’est pas infinie, mais
clle peut étre indéterminée.

Hauck. — Etudes de perspective. (236-247).

Addition au Mémoire Ueber die Grundprincipien der Linearperspective
inséré dans le tome précédent du Zeitschrift.

Kotanyi. — Constructions d’expressions algébriques au moyen
d’involutions et d’une section conique. (248-252).
'

Petzold. — Construire une droite qui coupe sous des angles don-
nés deux droites données par leurs projections. (252-253).

— Académie du prince Jablonowski. Sujets proposés. (253-256).

Pour Pannée 1885 : Etude de la surface générale du quatriéme ordre.

Weiler. — Génération des complexes du premier et du second
degré au moyen de congruences linéaires. (257-288).

Parmi les f9 complexes proprement dits du second degré, il y cn a 38 que
T'on peut engendrer au moyen de congruences linéaires; M. Weiler les énumére
en suivant son Mémoire Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe
zweites Grades (Math. Ann., t. VIL), indique pour chacun d’eux la nature
de la surface des singularités, qui est nécessairement réglée, et montre enfin
comment on peut construire les deux droites qui détermine chacune des con-
gruences linéaires dont Uensemble infini constitue le complexe considéré.

Wittwer. — Fondements de la Chimie mathématique. (289-309).
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Morawetz. — La réflexion et la réfraction de la lumiére sur les
courbes et les surfaces. (310-313).

Veltman. — Sur la théorie des ensembles des points. (313-314).

Nouvel exemple d’une singularité précédemment signalée par 'auteur.

Wittstein. — Contribution 3 la méthode des moindres carrés.
(313-317).
Schlomilch. — Sur des développements en série relatifs a cer-

taines intégrales hyperelliptiques.
Legendre a montré comment on pouvait développer les intégrales elliptiques

complétes, suivant les puissances du module ou du module complémentaire.
C’est ce dernicr calcul qu’effectue I'auteur par I'intégrale

f‘ dz
o U—zt)F(i— Aize) ¢’

ou 'on suppose o < p. < 1.

Geisenheimer. — Surle centre d’une courbe gauche du troisiéme

ordre. (321-328).

M. Schriter a montré ( Theorie der Oberfldchen zweiter Ordnung, etc.)
que si 'on considére une cubique gauche et dans un plan osculatcur la conique
enveloppe des traces sur ce plan des autres plans osculateurs, le lieu du centre
de cette conique était encore une conique. C’est le centre de cette derniére co-
nique, contrairement a une démonstration proposée par M. Schroter, que M. Gei-
senheimer propose d’appeler centre de la cubique gauche. 1l donne de ce centre
un trés grand nombre de propriétés; c’est, par exemple, le centre de I'hyper-
boloide qui contient les trois asymptotes de la cubique.

Wittwer. — Fondements de la Chimie mathématique. (329-345).

Leonhardt. — Fondements d’une Géométrie dipolaire. (346-
362).

Les « coordonnées dipolaires » se présentent dans certaines questions de dis-

tribution de l'électricité. « KEtant donnés sur une droite fixe deux points AA',

un plan qui passe par AA’ est fixé par son azimut ¢, et, dans ce plan, un point

B est fixé par 'angle w sous lequel le cercle qui passe par B, A, A’ coupe AA’
AB X Lo

et par la valeur du rapport BA T A = e~%.» L’auteur établil diverses formules

relatives & ce systéme de coordonnées.

Schumann. — Sur la réciprocité d’un théoréme de Chasles et

\
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d’un théoréme de Steiner, et sur certaines relations géométri-

ques qui en découlent. (363-368).

Démonstration simple et conséquences diverses de ces propositions : « Les
sommets de deux triangles dont chacun est conjugué par rapport a une conique
sont sur une méme conique; réciproquement, deux systémes de trois points surune

conique peuvent étre regardés comme les sommets de deux triangles dont cha-
cun est conjugué par rapport i une conique.

Schumann. — Relation générale entre cinq points de l'espace.
(368-369).
Béckler. — Sur la courbure des surfaces. (369-374).

Propriétés des lignes focales de surfaces du second degré qui touchent une
surface F en un point, suivant Pordre du contact, et suivant certaines autres
conditions imposées.

fleymann. — Sur une transformation de I’équation différentielle
d; :
®o d_;/ + o1 2+ P2y + 93 = 0. (374-380).

Schlomilch. — Deux théorémes projectifs. (380).

« Si ABCD est un quadrilatére ordinaire, si E, F, G sont les points d’inter-
section de AC, BD, de AB, CD, de DA, BC, si enfin on projette la figure d’un
point quelconque O sur un plan qui passe par la droite FG, et que A’B'C'D’
soit la figure projetée, les quatre droites AC’, BD’, CA’, DE’ passent par un
méme point P de FG. » — Théoréme corrélatif.

Sachse. — Démonstration des théorémes précédents. (381-383).

Hofman. — Théoréme de Géométrie élémentaire; essai sur la
théorie des projections stéréographiques. (383-384).

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES DE L’ ACADEMIE DES SCIENCES ().
Tome XCVIII; 1883.
N° 1; 7 janvier.
Goursat. — Sur certaines fonctions doublement périodiques de
seconde espéce. (33).

Soit F(z) une fonction doublement périodique de seconde espéce dont les

(') Voir Bulletin, VII,, 187.
Bull. des Sciences mathém., 2* série, t. VIII. (Décembre 1884.) R.14
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multiplicateurs sont des racines de l'unilé, 'un au moins étant différent de
Punité, lintégrale fF(z)dxz est égale & une fonction doublement périodique
augmentée d’'une somme de logarithmes de fonctions doublement périodiques
multipliées par des facteurs constants.

Floguet. — Sur les équations différentielles linéaires a coeffi-
cients doublement périodiques. (38).

Soit
dmy dn=y

¥ (ae) - .~ —— -

) = Jm TPy g+ b Py =0
une telle équation, avec les périodes w, w’ pour les coefficients : en considérant
la période w seule, M. Floquet a établi I'existence de m solutions distinctes de
la forme | -

W(z) = 9(@)+x9,(2) +...+ &' (2),

o les ¢ se reproduisent 4 un facteur constant prés par le changement de z en
x + w. Ce facteur est racine d’une certaine équation A = o, ou A est un déter-
minant d’ordre n; cest 'équation fondamentale relative a la periode w;
soient ¢, ..., ¢, les racines distinctes; a chaque racine ¢, répondent deux nom-
bres, son ordre de multiplicité p, et Pordre A, & partir duquel les mineurs de A
nesont plus nuls pour ¢ — ¢,; u, est le nombre maximum de solutions distinctes
de la forme & (x) avec le multiplicateur €,, A, est le nombre de solutions S (z)
telles que I'on ait S(z + w) = ¢, S(x): soit, en outre, v = A + Ay+... A5 A
la seconde période correspondront de méme les nombres n’/, ¢'; soit N le
nombre maximum de solutions directes qui sont des fonctions doublement pé-
riodiques. N ne peut surpasser ni ¢ ni ¢/, ni élre inférieur 3 n et & n'; donc
N =1 (Picard et Mittag-Leffler). Pour que N soit égal a m, il faut et il suffit
que toute racine de chaque équation fondamentale annule tous les mineurs du
premier membre jusqu’a Vordre marqué par son degré de multiplicité exclusi-
vement.

Enfin, dans une Note ultérieure, M. Floquet montre que les intégrales qui ne
sont pas doublement périodiques s’expriment par un polyndéme aux deux va-
riables z, Z(x) ayant pour coefficients des fonctions doublement périodiques
de seconde espéce de mémes multiplicateurs.

Radau. — Sur une notation propre a représenter certains déve-

loppements. (39).

Léauté. — Calcul de l'arc de contact d’une bande métallique
flexible enroulée suivant certaines conditions données, mais
quelconques, sur un cylindre circulaire. (41).

La lame étant supposée primitivement droite, les équations de la courbe élas-
tique sont de la forme

4 G
sn—cn— -
¢
E=0oc+2a l.:'——~——<<—> y 0 =2akk’ sn—,
dn ° a a
a

a étant une constante, et ¢ étant I'arc de la courbe élastique.

\
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N° 2; 14 janvier.

Laguerre. — Sur le genre de quelques fonctions entiéres. (7g).

F(x) désignant une fonction transcendante cnti¢re de genre n, la fonction
suivante

OF(z) +0,F () + 0,F" (2) ...+ 0,Fh) (),

ot &t est un entier quelconque, ou K, F',... sont les dérivées de F(x),
0, ..., ® des polyndmes entiers, est une fonction entiére du genre n, si la
fonction F(z) nadmet qu’un nombre limité de racines imaginaires.

Genocchi. — Sur le limacon de Pascal. (81).

Flogquet. — Sur les opérations différentielles linéaires a coefﬁ—
cients doublement périodiques. (82).

N° 3; 21 janvier.

Halphen. — Sur les multiplicateurs des équations différentielles
linéaires. (134).

L’auteur a montré, dans deux Communications précédentes (t. XCVII, p. 1488
et 1541), comment on pouvait intégrer une équation différentielle linéaire du
troisiéme ordre, connaissant, en fonction de la variable indépendante, Pexpres-
sion d’'un polyndéme homogéne du troisiéme degré composé avec les solutions
inconnues; il développe les calculs dans la Communication actuelle et traite

I'exemple suivant :
Intégrer I'équation

£ 2y éf,,y,_ Ly =0
3 9 81 ’

ol f désigne un polyndéme du troisiéme degré, sachant qu’il existe entre les
solutions une relation homogéne du troisiéme degré a coefficients constants.

Laguerre. — Sur les valeurs que prend un polynéme entier
lorsque la variable varie entre des limites déterminées. (136).
Soit le polynéme entier
F(z)=a2"+ ax""'+...+a, x+a,
formons les quantités

Qo:ab) QI=Q0€+aI? Q2=ng+a2’ e Qn:Qu—li—'-an;
Pu: Qm Pn—l = Pn+ (n— E)Qu-—l’
Pu—zzpn-|+("1—£>Qu_z, ey P0=P1+(71"E)Qoy

en supposant 7 > £ > o; le nombre des racines de I'équation F(&) =o qui sont
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comprises entre 1 et £ est au plus égal au nombre de variations de la suite

Py Py ooy P,
et la valeur du polyndme F(z) quand z varie depuis § jusqu'd n demeure
constamment comprise entre la plus petite et la plus grande des quantités P,

Cottillon. — Note sur le lavis d’une sphére. (13g).

N° 4; 28 janvier.

Baillaud. — Sur le mouvement du premier satellite de Saturne.

(205). .

Détermination du moyen mouvement.

Laguerre. — Sur la réduction en fractions continues d’une frac-
tion qui satisfait & une équation linéaire du premier ordre a
coefficients rationnels. (209).

Conclusion explicite d’'une Note insérée dans le Bulletin de la Societé mathé-
matique (t. VIIL, p. 21).

André (D.). — Abaissement des limites fournies par la régle des
signes de Descartes. (212).

Soit f(x) un polyndme entier quelconque; considérons trois termes ou les
exposants de x soient trois entiers consécutifs et dont les coefficients ont
pour valeurs absolues L, M, N; ce groupe sera un trinéme abaisseur, si les
. coefficients extrémes sont de méme signe et si Yon a M?S LN, un trindéme
abaisseur est de la premiére ou de la seconde espéce suivant qu’il présente
deux variations ou deux permanences; le nombre positif a est dit compris dans
le trinéme abaisseur si I'on a

deux trindmes abaisseurs sont distincts lorsqu’ils n’ont pas plus d’un terme en
commun; plusieurs trindmes abaisseurs sont distincts, quand deux quelconques
sont distincts; des trindmes abaisseurs en nombre quelconque sont compatibles
lorsqu’il existe un nombre a au moins qui soit compris dans chacun d’eux.
Ceci posé, on a les propositions suivantes :

Lorsque 'on multiplie f(z) par « + a, le nombre « étant positif, il se perd
juste autant de couples de variations qu’il y a dans f(z) de trindmes abais-
seurs de la premiére espéce, distincts les uns des autres et comprenant a.

Si on désigne par 6 le plus grand nombre de trindmes abaisseurs de la
premiére espéce, distincts et compatibles, que présente le polyndme f(zx), le
nombre des racines positives de I'équation f(z) = o est au plus égal 4 ¢ — 20,
et s'il est inférieur & cette limite, ¢’est d’'un nombre pair.

Si Pon désigne par t le plus grand nombre de trindmes abaisseurs de la se-
conde espéce, distincts et compatibles, que présente le polynéme f(zx), le

\
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nombre des racines négatives de I'équation f(z) = o est au plus égal & w — av,
et s'il est inférieur a cette limite, c’est d’'un nombre pair.

Dans ces deux derniers ¢noncés, ¢ et w désignent respectivement les limites
supérieures du nombre de racines positives et du nombre de racincs négatives
que fournit le théoréme de Descartes.

Appell. — Sur la distribution du potentiel dans des masses
liquides limitées par des faces planes. (215).

M. Chervet a exprimé (23 septembre 1883 ) la distribution du potentiel dans
une masse liquide indéfinie limitée par deux plans paralléles, en supposant les
électrodes placées en deux points symétriques par rapport au plan médian;
pour cela M. Chervet introduit une fonction qui, suivant la terminologie de
M. Appell (3 février 1883), est une fonction uniforme de z, y, z admettant un
groupe de périodes et ayant une infinité de poles du premier degré sur la
droite jojgnant les électrodes; M. Chervet et M. Appell ont depuis étendu ces
résultats.

« J'ai reconnu, dit M. Appell, que ces résultats sont susceptibles d’une grande
extension, et, jusqu’a présent, j’ai résolu la méme qucstion :

» 1° Pour une masse liquide indéfinie limitée par deux plans paralléles ou
ayant la forme d’un prisme droit & base rectangle, mais en supposant les élec-
trodes placées d’une fagon quelconque;

» 2° Pour une masse liquide ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle,
les électrodes étant placées d’une facon quelconque.

» La solution de toutes ces questions peut se résumer ainsi : En considérant
P'une des électrodes comme un point lumineux et les faces planes de la masse
liquide comme des surfaces réfléchissantes du coté du liquide, on construit
toutes les images de ce point et Pon forme une fonction F(z, y, z) satisfaisant
a I'équation AF = o, et admettant pour poles de résidus + 1 le point lumineux
et toutes ses images; considérant de méme lautre électrode et toutes ses
images, on formera une fonction analogue F,(n, y, 5) ayant tous ces points
pour poles de résidus -+ 1; la différence

F(x,)’,z) —-F.(x,y,z),

augmentée d’une fonction entiére convenable, sera le potentiel cherché.

» La formation de ces deux fonctions F et F, repose sur I’extension du théo-
réme de M. Mittag-Leffler aux fonctions unlformes vérifiant équation AV = o,
extension que j'indique en détail dans un Mémoire actuellement en cours de
publication, dans les Acta Mathematica. Il est & présumer que cette régle four-
nira le potentiel dans un grand nombre d’autres masses liquides limitées par
des plans; c’est ce que je me réserve d’examiner dans un Mémoire plus étendu. »

Liouville (R.). — Sur les équations aux dérivées partielles du
second ordre qui contiennent linéairement les dérivées les plus
élevées. (216).

Etant donnée une telle équation, dans laquelle ne figure pas la fonction in-
connue, 'auteur montre qu'il existe toujours une substitution telle que I'équa-

tion transformée ait la méme forme que 'équation proposée, si ce n’est que la
fonction inconnue pourra s’y trouver.
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Ceclte substitution sera évidemment trés avantageusc quand ’équation trans-
formée admettra quelque intégrale intermédiaire. L’auteur applique ce procédé
4 I'équation

(2 =p*)(r—t) +4xys =o,
par laquelle on détermine toutes les représentations planes de la sphére qui
conservent les aires infiniment petites ct, en méme temps, l'orthogonalité des

méridiens et des paralle‘es; il montre comment on peut en trouver une infinité
de solutions se d¢duisant successivement les unes des autres.

Léauté. — Relation entre la puissance et la résistance appliquées
aux deux points d’attache d’un frein & lame, lorsque l'on tient
compte de I'¢lasticité de la lame. (219).

N° 5 4 février.

Sylvester. — Sur les quantités formant un groupe de nomnions
analogues aux quaternions de Hamilton. (273).

Le Paige. — Sur les involutions biquadratiques. (285).

Sur la détermination du vingti¢me ¢lément d’une involution du quatriéme
ordre et du troisiéme rang au moyen de dix-necuf autres.

Poincaré. — Sur les courbes définies par les équations différen-

tielles. (287).

Considérant une courbe définie par les équations
dz _dy _ ds
NTY Tz

ol X, Y, Z sont des polynomes enliers en z, ¥, 5, Pauteur suppose que, en sui-
vant par exemple des procédés analogues a ceux qu’il a indiqués (23 juillet 1883),
on ait reconnu qu’il est possible de satisfaire 4 ces équations au moyen d’une
courbe C,, et il étudie la forme des courbes (C) définies par les équations don-
nées dans le voisinage de G,. Il rattache ensuite cette question a l’étude de la
convergence dcs séries de M. Lindstedt.

Picard. — Surune classe de fonctions abéliennes. (28g).

L’autcur donne unc intéressante formule relative a la transformation d’une
fonction 6 particuli¢re, dans lc cas de p = 3, formule qui rapproche cette fonc-
tion particuliére 6 des fonctions § & une seule variable. '

André (D.). — Nombre exact de variations perdues par la mul-
tiplication par x -- «. (292).

L’auteur, poursuivant ses recherches sur la régle de Descartes, donne un

\
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théoréme analogue & celui quia été cité plus haut, mais toutefois un peu moins

simple.

Lefébure. — Sur la composition de polyndmes algébriques qui
n’admettent que des diviseurs premiers d’une forme déterminée.

(293).

L’auteur recherche, d’une maniére générale, des polyndmes qui ne contien-
nent que des diviscurs premiers de l'une quelconque des formes Hr r,+1,
Hriryry-+1, Wryry oo rg 41, riry, ..., 1 représentant des nombres premiers
quelconques en quantilé arbitraire.

N° 6; rx février.

Poincaré..— Sur les substitutions linéaires. (349).

Classification en familles des substitutions de la forme

oy ar+by+c ax+by—+c
’ ’a”.z‘-\-b”_y—i—c"’a”.c—r—b"y—i—c"

Farkas. — Généralisation du théoréme de Jacobi sur les équations
d’Hamilton. (352).

Sur la formation d’une intégrale compléte de I’équation aux dérivées par-
tielles qui correspond a un systeme canonique, quand on a intégré ce systéme.

Le Paige. — Sur les courbes du quatriéme ordre. (353).

Sur la construction dc ces courbes.

Kowalewski (M™ de). — Sur la propagation de la lumiére dans
un milieu cristallisé. (356).

Lamé a ramené la question de la propagation de la lumiére dans un milieu
cristallisé a lintégration du systéme suivant d’équations aux dérivées par-

tielles
g , O 2 0% 0 (9% _ 0%
o <“o“i_boy>+ 9: \% 93 “ox>’

9
oy
om0 /0% on) J ([ ,0n ,0E>
W—E(”@—°z)+ <“cw*00y’
9
ox

' <c-’2§—a2£>+i<b‘o—:—c‘d—n>,
at: J3 Jx oy Jdy 0z
ou treprésente le temps; z, ¥, 5 les coordonnées d’un point du milieu vibrant;
£, m, § les projections de I’écart de ce point de sa position d’équilibre et a?, &%, ¢?
les trois constantes optiques du cristal.

M=e de Kowalewski est parvenue a former un systéme de valeurs de &, 1, §
qui satisfait au systéme proposé, qui est tel que, pour ¢ = o, chacune des quan-
Lités &, m,%, de méme que leurs premiéres dérivées par rapport a ¢, deviennent
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égales a des fonctions données de z, ¥, 5, lesquelles toutefois dorvent étre choi-
sies en accord avec I’équation

Ces formules générales représentent un certain mouvement possible physique-
ment sans avoir recours a ’hypothése de I’éther.

Appell et Chervet. — Sur la distribution du potentiel dans
une masse liquide ayant la forme d'un prisme rectangulaire

indéfini. (358).
N° 7; 18 février.
Genocchi. — Surles diviseurs de certains polyndmes et 'existence
de certains nombres premiers. (411).

A propos des recherches de M. Lefébure, ’auteur rappelle les résultats contenus
dans une Note publiée en 1868 dans les Annales de MM. Brioschi et Cremona,
relatifs aux polyndmes A,, B,, définis en a, b au moyen de I'égalité

(a+vb)" = A, +B,b.
Lefébure. — Sur la composition de polynémes qui n’admettent
que des diviseurs premiers d'une forme déterminée. (413).
Picard. — Sur certaines substitutions linéaires. (416).
Modification a la classification proposée par M. Poincaré.
André (D.). — Sur une équation du degré m qui n’a jamais plus
de deux racines réelles. (417).
Il s’agit de 'équation
UyZ™— U, ™ 4 U, " — uy ™ 4. = 0,

qui ne présente que des variations et dont les coefficients sont les termes d’une
série récurrente proprement dite définie par I'égalité

un = auu—l -+ pun—?'
Goursat. — Sur une équation différentielle du troisiéme ordre.

(419)-

Détermination de toutes les solutions rationnelles de l’éq‘uation

" 3/z"\? (I_v'l) ;2_}_()\2_,_\,2_!"_2__1)2_'_(1_)\2) '
7 s\7 )+ o
z 2\z 254(5 —1)*

(=) P (NP — u2— 1) 1 — N2

- 285 (¢ —1)? ’

s \
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ou ¢ est la variable indépendante, ou A, ., v, A, p', v/ sont des constantes. Cette
équation a été introduite par M. Kummer dans la théorie de la transformation
de la série hypergéométrique.

Halphen. — Sur une courbe élastique. (422).

L’auteur effectuc, avec les notations de M. Weierstrass, I’'inversion des formules

ds = rdr do Art+Bri+C dr
= > = —_
. V= (Ar+Brig- Q) Vri— (Ar*+Bri4C)*

rencontrées par M. Maurice Lévy dans I'étude de la forme d’équilibre d’une
verge élastique de forme circulaire, soumise & une pression toujours normale et
uniforme dans toute sa longueur.

Ne 8; 25 février.

Sylvester. — Sur les quantités formant un groupe de nonions
analogues aux quaternions de Hamilton. (471).

Pansiot. — Sur le calcul de la rotation des taches du Soleil.

(500).
Poincaré. — Sur les groupes hyperfuchsiens. (503).

Construction d’une classe de groupes hyperfuchsiens, analogue a la troisiéme
famille de groupes fuchsiens; généralisation de la notion des invariants
analogues & la longueur, a la surface, a ’angle, au volume.

Hurwitz. — Sar la décomposition des nombres en cinq carrés.
(504).

Le nombre des décompositions du carré d’un entier quelconque m en cinq
carrés s'exprime par

92k+3 __y p3u+3__pﬂa.+l+ p—1 q3§+3__ q3§+l 4 q—1
29 —1 pi— qi—1

F(m?* =10 ’

ou ’on suppose
m =2kp*qt...,

2, p, ¢, ... étant ces nombres premiers différents.

Sébert et Hugoniot. — Sur la propagation d’un ébranlement uni-
forme dans un gaz renfermé dans un tuyau cylindrique. (507).

Il s’agit d’un gaz, primitivement en repos, renfermé dans un tuyau cylindrique
fermé a l'une de ses extrémités par un piston auquel on communique brus-
quement une vitesse V que 'on maintient constante. On suppose que le mou-
vement s’accomplisse par tranches paralléles.
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N° 9; 3 mars.

Sylvester. — Sur une Note récente de M. D. André. (550).

Le dernier résultat signalé par M. André est une conséquence immédiale de
la proposition suivante due & M. Sylvester : si uy, u;, 4, -.., 4, sont les coef-
ficients d’une équation du degré m, et si I'on pose

G, =ru}— (r+1)y,u._u+1,

N _V+r—1
U=

diaire entre o et — m, I’équation aura nécessairement au moins autant de racines
imaginaires qu’il y a de variations de signes dans la série Gy, Gy, ..., G,.

» ¢ étant une quantité réelle quelconque qui n’est pas intermé-

André (D.). — Théoréme permettant de constater que certaines
équations algébriques n’ont aucune racine positive. (561).
Si, dans le premier membre de l'équation f(x) = o, tous les termes d’'un

certain signe sont, chacun, le terme moyen d’un trinéme abaisseur de la pre-
miére espéce, celte équation n’a aucune racine positive.

Picard. — Sar les fonctions hyperfuchsiennes. (563).

Construction de fonctions hyperfuchsiennes qui n’existent que dans Phyper-
sphére de rayon un.

Autonne. — Surles groupes d’ordre fini, contenus dans le groupe
des substitutions quadratiques Cremona. (563).

Soient deax substitutions quadratiques de Cremona
S= [zn ?,(5)], S'= [:v ?;(")]v

ot ¢;(5), 9;(5) sont mis & la place de ¢,(5,, 35y 34), ?;(5), 55, 3;); le produit
S'Sest la substitution du quatri¢me ordre

S'S = [54 9 (91, Par Pa)]5

M. Autonne dit que 8’ et S forment un groupe quadratique Cremona, si les
produits 8'S, 8S' sont aussi des substitutions quadratiques Cremona; il montre
que, pour que diverses substitutions quadratiques, S, ', S”, ..., forment un
groupe quadratique, il faut et il suffit que chaque substitution ait deux points
fondamentaux communs avec chacunc des autres. Ce théoréme lui permet de

déterminerlestypesauxquelsappartiennent tousles groupes quadratiques Cremona
d’ordre fini.

Lefébure. — Sar la décomposition de polynémes qui n’admettent
que des diviseurs premiers d’une [orme déterminée. (567).

\
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Liouville (R.) — Sur les équations linéaires aux différences par-
tielles du second ordre. (569).

L’auteur montre le parti quel'on peut tirer, pour 'intégration de ces équations,
du mode de transformation qu’il a précédemment indiqué.

N° 10; 10 mars.

Goursat. — Sur une équation différentielle du troisiéme ordre.
(609).

Suite des recherches de 'auteur sur les solutions rationnelles de ’équation de
M. Kummer.

Lefébure. — Sur la décomposition de polynémes qui n’admettent
que des diviseurs premiers d'une forme déterminée. (613).

N° 11; 17 mars.

Sylvester. — Sur la solution d’une classe trés étendue d’équations
en quaternions. (651).

Stieltjes. — Sur quelques applications arithmétiques de la théorie
des fonctions elliptiques. (663 ).

Soit en général F, (n) le nombre total de décompositions de n en sept carrés
et soient ; "
o 4032k —q o BakHl_g
(k)= T g (k) = ==
on a
Fy(§fm) = f (k) F;(m),
Fy(44m) = g (k) F,(m),

8f(k
e
suivant que 'on a m =1 ou 2 (mod. 4), (m =3 (mod 8), m =17 (mod 8).

Picard. — Sur une nouvelle généralisation des fonctions abé-

liennes. (665).

Si l'on considére un groupe de substitutions effectuées simultanément sur z,
¥, dela forme
ar+b a'y-+b
<‘Wf cx-d’ ;m)

et si, les groupes isolés relatifs 4 chaque variable étant continus, le groupe d’en-
semble est discontinu, on peut former des fonctions des deux variables indé-
pendantes z,  qui restent invariables par les substitutions de ce groupe, et I'on
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est ainsi conduit & un type nouveau de fonctions hyperabeliennes; d’une fagon
plus générale, M. Picard donne ce nom & des fonctions de deux variables x, y

qui ne changent pas quand on effectue sur ces variables un groupe dont les
substitutions sont de 'une et 'autre forme

az+b ay—+b ay +3 a'z+p
(.r,y, cx+d’ c’y+d’> et <z,_y, Yy +¢ 7’.1;-5—8’)

Il donne un exemple de telles fonctions, qui tire d’ailleurs son origine de la
théorie méme des fonctions abéliennes.

Boussinesq. — Sur la poussée d’'une masse de sable, & surface
supérieure horizontale, contre une paroi verticale ou inclinée.
(667). .-

N° 12; 24 mars.

Menabrea. — Sur la concordance de quelques méthodes générales
pour déterminer les tensions dans un systéme de points réunis
par des liens élastiques et sollicité par des forces extéricures en
équilibre. (714).

M. le général Menabrea, dans cette Communication, montre, pour le probléme
dont il s’agit, la concordance de la méthode développée par M. Maurice Lévy
dans son Traite de Statique graphique et de la méthode déduite du principe du
moindre travail. Lorsqu’un systéme élastique se met en équilibre sous I’action
de forces extérieures, le travail moléculaire développé dans les liens du systéme

est un minimum. Ce principe, énoncé par Euler, a été I'objet de diverses re-
cherches de la part de M. le général Menabrea

Boussinesq. — Sur la poussée d’une masse de sable, a surface su-
périeure horizontale, contre une paroi verticale dans le voisinage
de laquelle son angle de frottement intérieur est supposé croitre
légérement d’aprés une certaine loi. (720).

Liouville (R.) — Sur'équation r = ¢*™¢. (723).
L’équation aux dérivées partielles du second ordre
r=g"t,
s’intégre, si la constante m qu’clle contient est donnée par la formule suivante
; .

m= +——
i+ '

ou 'on désigne par i un nombre entier quelconque, positif ou négatif.

Petot. — Sur une extension du théoréme de Pascal et de Brian-
chon aux surfaces du second ordre. (727).

\
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Propriété de dix points d’une surface du second ordre : Si ’on considére deux
surfaces quelconques du second ordre S et S', conjuguées au tétraédre ayant
pour sommets quatre de ces points, les deux plans polaires de chacun des six
autres points, par rapporta S et S', se coupent respectivement suivant six droites
qui appartiennent & un méme complexe du premier ordre.

Si, menant par le sommet D du tétraédre DABC, qui a pour sommets quatre
des dix points, un plan fixe H et deux droites fixes ) et p, on fait correspondre
a tout point M de l’espace la droite w, intersection des deux plans menés res-
pectivement par les droites (H -- BCM), (H — ACM) et par les points (A — ABM)
(» — ABM), les six droites correspondant aux derniers points de la surface
appartiennent 4 un méme complexe du premier ordre.

N° 13; 31 mars.

Sylvester.— Sur la correspondance entre deux espéces différentes
de fonctions de deux systémes de quantités, corrélatifs et éga-
lement nombreux. (779).

A 7 quantités on peut en associer i autres telles que chaque fonction symé-
trique (qui est une fonction des différences) des premiéres sera une fonction des
sommes puissances du deuxiéme, du troisiéme, du ii*=° ... ordre des derniéres;
par somme'puissance, M. Sylvester entend une somme de puissances de quantités
données.

Ainsi les quantités r, ry, ..., 75 pys Pay - .-, p; €tant lides de telle sorte qu’elles
soient respectivement racines des équations

art-F bri-t -criTi - dri-d ... = o,

apl‘_|_épl'—l..|_ ¢ 07 4 -———-d p34...=o0

i (i—1) i(i—1)(i—2) ’
toute fonction des différences des r s’exprimera par une fonction des sommes
puissances Zp?, 2p3, ..., Zpi, en particulier toute fonction symétrique des diflé-
rences des r sera une fonction rationnelle et entiére de ces { — 1 sommes
puissances.

« En prenant i = o, le théoréme revient a dire que tous les sous-invariants,
sources des covariants de (&, b, ¢) (z, )% (&, b, ¢, d) (z, ¥)3 ... (& Vinfini),
seront des fonctions des sommes puissances prises & linfini, avec la seule ex-
ception de la somme linéaire, des racines de 'équation

d \ 1e .
0=a4+bx + 2+ — T ... (a Pinfini ).
1.2 1.2.9

Tel est le théoréme capital découvert par M. le capitaine Mac-Mahon, de Var-
tillerie royale anglaise. »

Boussinesq. — Calcul approché de la poussée et de la surface de
rupture, dans un terre-plein horizontal homogéne, soutenu par
un mur vertical. (790).
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Poincaré. — Sur une équation différentielle. (793).
Etude de I’équation

d*z ) m
A = ST T T2,

ou les ¢ sont des séries trigonométriques en ¢, a la période 2w, considérée par
MM. Gyldén et Lindstedt.

Chervet. — Distribution du potentiel dans une plaque rectan-~

gulaire, traversée par un courant électrique, dont le régime est
permanent. (795).
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